Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1la (VZOR)
ZS 2008-09, 9.1. 2009

Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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kde [y/n] znaéi celou ¢ast ¢isla /n. (15 bodu)

Reseni :
Oznacéme a,, := 7”2[:/;;% S vyuzitim odhadd, které plati pro celou ¢ast realného d¢isla, tj.
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Vyrazy vlevo a vpravo v (1) 1ze dale odhadnout vyrazy, jejichz limity pijde snadno spocitat (vSim-
néte si: ,zbavime se“ onéch nepohodlnych jednicek v ¢itateli).
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a tedy lim b, = lim (2 — %) = 2, podle véty o aritmetice limit.
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atedy lim ¢, = lim 23/2 = 2, podle véty o aritmetice limit a s vyuzitim znalosti, ze lim /2 = 1.
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Protoze podle (1)—(3) je b, < a, < ¢y, a protoze jsme pravé spocetli, ze lim b, = lim ¢, = 2,
n—oo n—oo

existuje podle véty ,,0 dvou straznicich“ i lim a, = 2.
n—oo

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

e odhady (1)—(3) .........ooiiiiiiit kazdy 3 body, celkem 9 bodu
e limita b,, véetné oduvodnéni ...................... 2 body
e limita c,, véetné odtvodnéni ...................... 2 body
e odtvodnéni pomoci straznikd ...................... 2 body




Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce

o V1 —4dx— Y13z
lim .
z—0 COS 2T — CcoST

(15 bod)

Reseni :
Vypocet provedeme dvojnasobnym pouzitim I'Hospitalova pravidla typu ,g

f(x):=V1—4dz—V1-3z, g(x) := cos 2z — cosx .
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kde ,,=“ znadi ,,pokud existuje limita vpravo®.
Protoze je vsak i

lim f'(z) = lim ¢'(z) = 0,
z—0 z—0
lze uvedeny postup pouzit jesté jednou, tedy
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podle véty o aritmetice limit.

Protoze limita vpravo v (5) existuje, je (podle véty o 'Hospitalové pravidle) rovna limité vlevo
v (5). To je ovSem limita vpravo v (4), kterd tedy existuje, a proto (opét podle véty o I’'Hospitalové

pravidle) existuje i limita vlevo v (4), a je rovna %

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

e zjisténi, Ze jde o 3¢,
e postup (4), véetné odivodnéni ...................... 5 bodu
e zjisténi, ze jde o ,,%“,
e postup (5), véetné odivodnéni a vysledku .................. ... 6 bodi

u prvniho 'Hospitala ...................... 2 body

u druhého 'Hospitala ...................... 2 body




Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady
. Vn3+1-n
n3t 41
(15 bodd)
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Reseni :
Polozme
ap = . .
Un3/t 2 — Yn3A 41
(A2 + AB + B?) (naptiklad pro tpravu éitatele klademe A = v/n3 + 1, B = n) dostaneme

Rozsifenim ¢itatele i jmenovatele tohoto zlomku dvojim pouzitim vzorce A3
(i +2)3 + (n +2)3(ni +1)5 + (ni +1)3
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a,, =
(n® 4+ 1)3 + n(nd + 1)5 + n?
Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Za tim Gcelem nejprve odhadneme, jak se a, chovéa pro
velké hodnoty n. ,Tipneme si“, Ze pro dostatecné velkd n je mozno zanedbat aditivni konstanty

(---4+2)a(---+1) ve vyrazech vyse, a, se tedy ,chova jako*
3.2
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Mimo jiné je nyni vidét, ze
o0
Z b, konverguje (6)
n=1
podle véty, ze Fada Y 0, n% konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1.
To, ze se fady Y ooy an & » oo by ,chovaji stejné®, je ale nutné presné oveérit:
a [(n% +2)F + (ni +2)3(nT +1)3 + (nd + 1)§] i
bn (n3+1)%+n(n3+1)%+n2
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Po vykraceni tohoto zlomku vyrazem n? tedy dostaneme, Ze
lim dn _ , (7)
n—oo bn
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protoze lim 0 pro 3> 0.
n—oo
Obé fady maji nezdporné ¢leny, takze z (7) a z (6) plyne podle limitniho srovnavaciho kritéria,
(o]

ze fada ) a, konverguje.
n=1
Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:
e Uprava a, (rozsifeni zlomku) .............. 0.0 4 body
...................... 4 body
4 body
3 body

e urceni b,
e ovéteni (7)
e odlvodnéni




Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem

1

fa) = eis()

(15 bodi)

Reseni :
e Defini¢ni obor: jedind omezeni na defini¢ni obor klade jmenovatel zlomku, tedy defini¢ni
obor fa D(f) =R \ {717 1}

e f je spojitd na celém D(f) (nebot je slozenim spojitych funkci exp, arctg, a podilu dvou
spojitych funkci, pficemz jmenovatel 22 — 1 je na D(f) nenulovy), dale je f na D(f) suda
a kladné (f > 0 na D(f)).

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

. ™ . .
zlirﬁ f(z) = exp 5 4.81 (= mll{nk f(z) ze sudosti) ,

. ™ .
J i) = oo (SF)m0s (= i )

. B " . flx)
xkgzloo flz) = 1, odkud rovnéz plyne zgrfoo = 0.

Posledni dvé (dvoj)limity tedy zaroven fikaji, Ze asymptotou funkce f jak v +oo, tak v
—00, je primka y = 1.

e Prvni derivace: pro z € D(f') =D(f) =R\ {-1,1} je

oy = eloms) Ly 2 wetg(py) T2
f(m)_e < 1) ) X 5 ( 1)($2_1)2—€ ( 1>($2_1)2+1,
+(#5)
funkce f tedy roste na (—oo,—1) a (—1,0), a klesd na (0,1) a na (1,400). V bodé 0 je
tedy lokalni maximum hodnoty f(0) = exp(—m/4) ~ 0.456, f'(0) = 0. V bodech +1 neni f
definovana, nema tam tedy ani jednostranné derivace z Zadné ze stran. Pro nacrt grafu je
v8ak mozna dobré si spocitat limitni polohy tecen, tj. limity derivaci (pozor na znaménka
derivace v symetrickych bodech, derivace sudé funkce je funkce licha):

2
li ! = — i () = ———= ~ —0.416
im () Jm f(z) N :
lim f'(z) = — lim f'(z)=—-2Ve™ ~ —9.62.

r—1+ r——1—

e Obor hodnot: uvdzenim vSech dosud ziskanych informaci vidime (nacrtek jisté také pomuze),

ze obor hodnot
= o (- 0 (5)) 0 (000 (3))

e Druhé derivace po tpravé vyjde:

ro = ) () + (@)

earctg(ﬂﬂl_l) [4,{1)2 — 2((1’2 — 1)2 + 1) + 2x - 2(3;‘2 — 1) . 21’]
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2€arctg( $21_1> 3£L'4 -2

(22— 1)2+1) z# L1



Pouze citatel zlomku vysSe méni znaménko. Vyraz v citateli mé dva redlné koieny 12 =

+4/2/3 ~ £0.9036 € D(f).
Funkce f je tedy konvexni na intervalech (—oo, —1), (—1,—+/2/3), (v/2/3,1) a (1, +0),

a konkévni na (—+/2/3, y/2/3), a v bodech z; 2 = +1/2/3 mé inflexni body.

e Graf funkce f, nacrtnuty na zakladé vsech vyse uvedenych informaci, je tento:

inflexe v —0.9036 inflexe v 0.9036
-1

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

e definiéni obor .......... ... oL 1 bod

e spojitost, sudost ........... ... 1 bod

e limity v krajich definiéniho oboru, asymptoty ...................... 2 body
e vypocet prvni derivace ...................... 1 bod

e monotonie, lokalni extrémy, limity derivaci ...................... 2 body

e obor hodnot ............. ... ..., 2 body

e vypocet druhé derivace ............... ... ..., 2 body

e konvexita, konkavita, inflexe ...................... 2 body

egraf ... ... ...l 2 body




