Ve

Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (7)
LS 2008-09, 16.9. 2009

Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSéechny upravy a vypocty jako cviceni podrobne.

Priklad 1 : Dostaneme postupné

1 1 )
\/1+2x—1:x—§$2+§x3—§x4+0(:§4), x—0,
1 1 3
sin(vV1+2xr—1) =z — 51‘2 + §$3 - §x4 + o(x?), x—0,
3 7 v
(1+4x)1/4:1+x—§x2+§x3—§x4+0(x4), x—0,
cos(z?) = 1 + o(z?), x — 0.
Odtud dostavame 19 47
fz) = —gxg + 1954 +o(a), =z —0,
a tedy
19 37
T4f’0(:70) =—% z3 + Zafl
Dale plati
1
arcsin(arctgx) = x — 6303 + o(z3), x — 0.
Pro jmenovatele proto dostavame
arcsin(arctg z) — sin(z) + 2 = 23 + o(z?), x — 0.
7 vyse uvedenych rozvoja plyne
. f(x) 19
lim - - = ——
x—0 arcsin(arctg z) — sin(z) + =3 6

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

@ TOZVO] [ ottt 7 bodi
® TOZVO] JMenovatele . .......... i 6 bodi
o vypocet Hmity ... ..o 2 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e chybny zapis Taylorova polynomu ............. . .. .. 3 body
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




Priklad 2 :
e Nejprve upravime:
cos(3n + 2) = cos 3ncos2 — sin 3nsin 2.
Vime, ze fada ) .~ ,sinnz méi omezené ¢astecné soucty pro kazdé z € R a Ze fada
Y o2 cosnx méa omezené Casteéné soucty pro kazdé x € R\ {2km, k € Z}. Proto maji
fada ), sin3n ifada ) -, cos3n omezené ¢astecné soudty.
o0
n . . . . s
e Posloupnost {7@“) m}n:1 konverguje k nule a je pro vSechna n > 2 klesajici (jak lze
- ” NS z .. g .,
ovérit napriklad derivovanim funkce m), proto podle Dirichletova kritéria konverguji

fady > o7, er)"inm cos3nay o, er)"inm sin 3n, a tedy i fada

Z M—nm cos(3n + 2) =

n=1
= n > n
= cos 2 ——————cos3n —sin2 ———————sin3n
;(n—l—l)\/n—l—l ;(n+1)\/n+1
konverguje, nebot je lineadrni kombinaci konvergentnich rad.
Bodovéani pti pouziti tohoto postupu pri vypoctu:
e pouziti souctového vzorce pro kosinus ........... ..o il i 5 bodt
e omezenost ¢astecnych souctit Y oo sin(3n) resp. > o7 cos(3n) ... 2 body
n . PR A
® iDvTT jde monoténné k nule ...... ... 5 bodi
e pouziti (zminéni) Dirichletova kritéria ........... .. ... o il 2 body

e linearni kombinace konvergentnich fad je konvergentni fada .................. 1 bod




Priklad 3 : Integrand rozloZime na parcidlni zlomky:
ot + 323 + 1022 + 122 + 13 1 1 z+1
(1+ ) (22 + 2+ 3)2 :x+1+x2+x+3+(m2+x+3)2'
Primitivni funkce k jednotlivym parcidlnim zlomktm na prislusnych intervalech vypadaji takto:

1
/x+1dxélog]x+1],
1 2 2 1
/ dz = arctg Tt

22+x+3 V11 Vi1’
rz+1 c 1 r—>5 2 20 +1
——dz=—+ ——— + — V1l arctg ——.
/(932+:c+3)2 v 11 1:2+x+3+121 arcte V11

Dohromady potom méame

/:L‘4+31:3+1():L‘2—|—12x—|—13
dz
(1+z)(2? + z + 3)?
. 2 2r+1 1 r—5 2 27 4+ 1
=log |z + 1| + arct 4+ — 4+ ——+/1l arct
el | VLTS AT T 24z +3 121 N

xr—25 + 24 20 +1
?2+x+3  11/11

=log |z + 1| + !
= log |z T

na intervalech (—oo, —1) a (—1,00).

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

e rozklad na parcidlni zlomky ....... ... .. 5 bodi
e integrace raciondlni funkce ........ ... . 8 bodi
e vysledek, definicni ObOr ...t 2 body

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




Priklad 4 :
Oznacime -
f(z) = (arcsinz — x)* sin® (72) cos® (536)
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnd a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovéani
v krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(x) = 2%*2f = 238, Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladn4, spojita a
standardni vypocet ukazuje lim, o4 f(z)/g(x) = (3)*m” € (0,00). Podle limitnfho srovnavaciho
kritéria dostavame, Ze fol/ 2 f(z) dx konverguje, pravé kdyz konverguje fol/ 2 g(z) dz. Posledni inte-
gral konverguje, pravé kdyz 3a + 8 > —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — 2)%(1 — 2)* = (1 — 2)**”. Funkce g je na intervalu [1/2,1)
kladna, spojita a standardni vipocet ukazuje lim,_.1_ f(z)/g(z) = (7/2 — 1)*78(7/2)* € (0, c0).
Podle limitniho srovnavaciho kritéria dostavame, ze f 11/2 f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje

f11/2 g(x) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz o + 3 > —1.

Zavér: fol f(z) dz konverguje, pravé kdyz (3a+ 03> -1 & a+ [ > —1).

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:




