Reseni
Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme

provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobne.

Priklad 1 : Dostaneme postupné

1+arcsin(:p2):1+x2+o(az5), z — 0,
(1-+arcsin (o) =14 202~ Sat 40 (o), a0,
\/e(xQ):eé:1—1-%1'24-%364—1-0(:65), r—0,
2
%sm <$2> = éx2 +o0 (:175)

Odtud dostavame
. o\n\2/3 1 [2? 17 , 5
(1 + arcsin (z%))™" — Vel#®) —gsin{ o) =2 + o(z”), z — 0,

2 72
a tedy
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T (x) = — ==t
5 (x) 72"
Dale plati
sin (z)sin (22) = (z — L3 + L5 +o(z°) ) (22— 4.8 + 2 +0(z°) ) =
6 120 3 15
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=222 — Sat 4 o(ah), x— 0,
1 3 4 12
arcsin (x) arcsin (2 ) = (;U + 63:3 + Exs +o ($5)> . <2 x+ 5333 + €x5 +o (:U5)> =

)
:2x2+§m4+0(m5), x — 0.

Pro jmenovatele proto dostavame
10
(sinz)(sin 2x) — (arcsin z)(arcsin 2x) = —§x4 + o(z°).

7 vyse uvedenych rozvoju plyne
f(x) _ 17

li = —.
ey (sinz)(sin 2x) — (arcsinz)(arcsin2x) 240

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

@ TOZVO ] [ ot 7 bodi

e rozvoj jmenovatele . ... 6 bodi

o vypocet Imity ... ..o 2 body
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:

3 body

e chybny zapis Taylorova polynomu ........... ...,
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo i Abelovo kritérium:
e Nejprve upravime:

sin(2n + 1) = sin2n cos 1 + cos2nsin 1.

Vime, ze fada ) .-, sinnz méi omezené ¢astecné soucty pro kazdé z € R a Ze fada
Y o2 cosnx ma omezené Casteéné soucty pro kazdé x € R\ {2km, k € Z}. Proto maji
v [ee] . ¢ v o0 7~ 7 v 7 v v
fada ) °  sin2nifada )~ cos2n omezené Castecné oSoucty. Pozor, nebylo moZno argu-
mentovat tak, ze omezenost ¢astecnych soucti fady )~ ; sin(2n + 1) plyne z toho, ze fada
> o2 sinnz ma omezené ¢asteéné soucty pro kazdé x € R.
o0 . . s 7 o . I
e Posloupnost {l} konverguje k nule a je klesajici, proto podle Dirichletova kritéria kon-
nJn=1

verguji fady S 00 | SIB2n 5 $700  cosIn g tedy § Fada

n n=1 n
[e'e) . oo :
on + 1 2 2
3 sin(2n +1) _ 3 <cos 1.2 i &8 n) konverguje. (1)
n=1 n n=1 " "

e Protoze {\/n},.; je rostouci posloupnost a funkce arctg je rostouci a omezend funkce, je
posloupnost {arctg \/n}, - | rostouci a omezena. Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada
oo
arctg/n
Z arctg v/n sin(2n + 1) konverguje.
n

n=1

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

® pouziti souCtovEého Vzorce Pro SIMUS .. ....vvut ettt 5 bodi
e omezenost ¢asteénych souctll sin2m resp. COS2Mm . .vvvviiie i 2 body
e 1/n jde monoténné k nule ... 1 bod
e pouziti Dirichletova Kritéria ............ ... 1 bod
® MONOLONIE ATCEE \/T0 + .o vttt ettt ettt 3 body
® OMEZENOSE ATCEE \/Th .ottt 2 body

e pouziti Abelova Kritéria ......... ..ot 1 bod




Priklad 3 :

Jmenovatel integrandu je roven (COS2 T+ 1)2, proto je integrovand funkce definovana na celém R
a ma (spojitou) primitivni funkci na R.. Integrand je typu R(sinz, cosx), kde R je racionalni funkce
dvou proménnych. Plati R(—sinz,cosz) = R(sinz,cosz), proto pouzijeme substituci cosz = t,
—sinzdx = dt.

Podle véty o substituci (1. typu, kde vyuzijeme (cosz) = —sinz € R pro vSechna z € R)

dostaneme
2

sin x — sin x cos® x sinz(1 — cos® z) t?2 -1
dz = de = | ———5dt.
costz+2cos?z+1 costz +2cos?x +1 (t241)2
Technikou rozkladu na parcidlni zlomky (nebo jednoduchou tpravou ( th:ll)Q = (i; ji)_f ) zjistime

/ £l dt / L 2 dt = arctgt L | arctgt ! teR
s dt = - = arctgt — | —— + arc = ——
(t2 4+ 1)2 t2+1  (12+1)2 & t2+1 & t2+1’ ’

kde druhy z integralt spoéteme napiiklad z rekurentniho vzorce pro integraly typu [ ﬁ dt.
Celkem tedy dostaneme (vysledna funkce je spojita a definovana na celém R)

sinz — sin x cos? x c CcCoS T
/ 1 5 rT=—-——F——, zeR.
cos*x + 2cos?x + 1 cos“x + 1
Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:
e volba vhodné substituce ........... . i 3 body
e prevod na integraci racionalni funkce .......... .. .. ... i, 3 body
e rozklad na parcidlni zlomky ....... ... 3 body
e integrace racionalni funkce ........ ... . 4 body
e vysledek, definiéni obor ...... ... .. 2 body

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




Priklad 4 :

Oznacime

cos? (T
f(x) := (x — arctg x)asm“((;x))

pro x € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladna a spojita. Staci tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. PiSme

Polozime-li tedy g(z) = 22®, dostaneme z (2) standardnim vypoc¢tem (v zavorce s arkustangentou
pouzijeme tieba 3x 'Hospitalovo pravidlo nebo Tayloruv rozvoj), ze liI(I)1+ f(z)/g(z) € (0,00).
T—
Funkce ¢ je na intervalu (0,1/2] kladné a spojita, a tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria
01/ > f (x) dz konverguje, pravé kdyz konverguje fol/ 2 g(x) dz. Tento integral vsak konverguje, pravé
kdy# 2a > —1.

Bod 1. PiSme

2o\’ 1. \e
f(m)=(af—arctgrc)“~<ms(2)) ( : ) - 3)

11—z sin(mx)

Polozime-li tedy g(x) = (1—x)"~%, dostaneme z (3) standardnim vypoctem (v zdvorkach se sinem a
kosinem pouzijeme tfeba ’Hospitalovo pravidlo), ze liI{l f(x)/g(x) € (0,00). Funkce ¢ je na inter-
z—1—

valu [1/2, 17) kladna a spojitd, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria f11/2 f(x) dx konverguje,

pravé kdyz konverguje f11/2 g(z) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz § — a > —1.

Zavér: fol f(z) dx konverguje, pravé kdyz (2a > -1 & 3 —a > —1).

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:
echovani u bodu 0 ... ... 7 bodu
echovani ubodu 1 ... .. 7 bodu
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