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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (5)
LS 2008-09, 24.6. 2009

Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobne.

Priklad 1 : Plati

1 1
sinx:x—6x3+1—2()x5—|—o(x6), x — 0,
1 1
cosx—1:—§x2+ﬂx4+o(a:5), x — 0.
Odtud dostéavame
1 )
cos(sinz) — 1= —5332 + ﬂ$4 + o(z°), x—0,
1 1
sin (cosx — 1) = —5.%'2 + ﬂafl + o(z°), x — 0.
Tedy mame
1
cos(sinz) — 1 —sin (cosx — 1) = 61'4 + o(z%), x — 0,

a proto je

1
T0(x) = st
Jmenovatele je (za ucelem spocteni limity) mozno pocitat pouze s Peanovym tvarem zbytku

o(xz*),z — 0, pieme tedy

1 1 1
log(1+) =2 — —2® + —2° — ~a* + o(2?), z — 0,

2 3 4
2 1 1
cos < 3x> =1- ngQ + 5—4:704 + o(z%), x—0,
odkud
2 1 1
log (1 + ) - cos (\/;,U> =z §x2 - Eaz‘l +o(z'), x—0.
Déle dostaneme
1
cos (2z) =1 — 22 — Z2t 4+ o(z?), x — 0,

6
a proto po upraveé

2 1
log (1 + ) - cos <\/;a:> —y/cos (2z) —x + cosx = §x4 + o(2*), x — 0.

7 vyse uvedenych rozvoju plyne

lim f(z) — é
3

*Yog (14 ) - cos <\/gx) —y/cos (2x) — x + cosx




Priklad 2 : Pouzijeme Dirichletovo kritérium:
e Vime, ze fada ) .- sinnaz méa omezené ¢astecné soucty pro kazdé z € R. Proto i fada
> o0 . sin3n mé omezené Casteéné soucty.
e UkaZeme, ze posloupnost {n sin% - 1}20:1 konverguje k nule a je monotdénni:
e Limita se spocita snadno, je totiz

1 .
lim <:c sin — — 1> = lim (sm:p - 1> =
—— x a0+ \

a proto i (podle Heineho véty) lim (n sin% - 1) =0.
e Pro zjisténi monotonie ozna¢me

1 1 1
f(x) = xsin— —1, pak f'(z) = sin— — — cos —
x x  x x

1 1
f(x) = ——sin= <0 pro z > 1.
x T

Odtud plyne, ze funkce f’ je klesajici na intervalu (%, +00) a protoze lim, .~ f'(z) =0,
je funkce f’ kladna na intervalu (%, +00). To ovSem znamend, Ze funkce f je rostouci na
intervalu (%, +00), coz jsme chtéli ukazat.

Podle Dirichletova kritéria tedy fada

. 1
E <n sin — — 1) sin3n konverguje. (1)
n
n=1

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutné, coz byl jiny (otdzkou je, jestli jednodussi)
zpusob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

1 . 1 .
nsin— —1]sin3n| < |nsin— —1| =1 —nsin —,
n n n
a protoze
) 1—xsin% ) — B . x—sinz 1
lim ———* = lim —5* = lim ——— = —,
z—+00 =2 z—0+ T z—0+ T 6

je (podle Heineho véty) i

1—nsint 1
lim ————~" = ~ € (0, +00),
72 6
n
fada > o0, (1 —nsin 1) tedy konverguje pravé kdyz konverguje fada > o # Tato vsak konver-
guje, proto konverguje i Y >, (1 —nsin %), atedy > o7 (n Sin% — 1) sin 3n konverguje absolutné.




Priklad 3 : Plati 5cos?x + 4sinxzcosz + sin?z = (2cosx + sinx)? + cos? z, a protoze funkce
sin a cos nejsou v zadném realném bodé soucasné rovny nule, je jmenovatel integrandu kladny pro
vSechna x € R. Integrand je tedy spojity na R a mé (spojitou) primitivni funkci na celém R.

Pouzijeme substituci tgx =y, dx = ﬁ dy, kde uvazujeme x € (=3, %), y € R. Po substituci

dostaneme d d

y / y c

= = arctg(2 + ), y€eR.
/y2+4y+5 (y+2)%+1 2+y)

Funkce
Fy(z) := arctg(2 + tg z)

1 T
5cos? x+4sinx cosx 2

ovéfit, ze Fy je primitivni k f i na vSech intervalech tvaru (=% + km, § + kn), k € Z.
Pro zkonstruovani primitivni funkce k f na celém R pouZijeme techniku ,lepeni“. Spocteme

lim Fy(z) = = lim  Fy(z) = — L
T—5— =5+

je tedy primitivni k funkei f(x) := na intervalu (—3, 5). Piimym vypoctem lze

2 ) 2 )
v kazdém z bodd § + km, k € Z je tedy potieba ,odstranit skok“ velikosti 7. Proto je funkce

Fo(x) + km, re(—5+kn,5+km), keZ,
F(z):=
T +km, r=5+4+kn, keZ

primitivni k funkci f na celém R. VSechny funkce, primitivni k f na R, maji pak tvar F(x) + ¢,
ceR.

Priklad 4 : Oznacime .

f(z) = arctg®(v/x) - sin” (§>
pro z € (0,2m). Funkce f je na intervalu (0,27) kladné a spojita. Staéi tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. PiSme

e T

Polozime-li tedy g(x) = 22 79, dostaneme z (2) standardnim vypoctem, ze li%lJr f(z)/g(z) € (0,00).
xTr—>

o) = WD) ) g (1) @)

Funkce ¢ je na intervalu (0,n] kladna a spojitd, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria
f(;r f(x)dz konverguje, pravé kdyz konverguje f(f g(z)dz. Tento integral vsak konverguje, pravé
kdyz § + 3 > —1.

Bod 27. Pisme

z

. B
f(x) = arctg™ (/) - (;_”) (=5 3)

Polozime-li tedy g(x) = (7r - %)ﬁ, dostaneme z (3) standardnim vypoctem, ze lign f(z)/g(z) €
T— 2T —

(0, 00). Funkce ¢ je na intervalu [, 27) kladna a spojita, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria
fjﬂ f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje fﬂ% g(z) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz
6> —1.

ZAavér: f027r f(x) dz konverguje, pravé kdyz (§ + 6> -1 & 5> —1).




