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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (4)
LS 2008-09, 17.6. 2009

Reseni zde wvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a viypocty jako cviceni podrobneé.

Priklad 1 : Plati

1 1
arctgx = x — gx?’ + 6x5 + o(z%), x — 0,
sin$:$—1x3+ix5+0(a§5) xr — 0.
6 120 ’
Odtud dostavame
3
arctg(sinz) =z — lx?’ + Lx‘r’ + o(2°) — E T — lm?’ +o(z?) ) + 1(a; + 0(z?))® + o(sin® z)
6 120 3 6 )
:x—lx3+§x5+o(az5) x—0
2 8 ’ ’
Déle mame
1,5 1 1\° 1 °
sin <:1: - xS) =z — gx?’ ~ 5 (x - 3x3> + 120 <:1: - 3x3) + o(x)
7
:x—§x3+zom5+o($5), z—0
Pak dostavame
T5f’0(x) = 2P
Dale plati
arcsinx = = + 11‘3 + i:Es + o(z?), x — 0,
6 40
1 1
coslef§x2+ﬁx4+o(x5), x — 0.
Pro jmenovatele dostavame
1
(arcsinz) - (cos ) — arctgx = —=z° + o(z®).
7 vyse uvedenych rozvoja plyne
i f(x) 6
im - =——.
x—0 (arcsinz) - (cos x) — arctg 5

Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Vime, zZe posloupnost {cosn}° ; méa omezené ¢astecné soucty.

e"—1
en+41

oo
e Ukézeme, ze posloupnost {log( )} . konverguje k nule a je rostouci: pro x > 0
n=

oznac¢me f(z) := log (2:11>, potom f'(x) = e&;fl > 0 (pro vSechna x > 0). Posloupnost



an := f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spocte lim,_,~ a, = 0. Podle Dirichletova
kritéria tedy rada

n

> e —1 .
Z log -cosn konverguje. (1)

e+ 1

n=1

en

e+
priklad zderivovanim prislusné funkce, omezenost plyne z toho, Ze posloupnost ma vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada

> e” e —1
nz::l arctg <e” n 1) -log <e" - 1) -cosn konverguje. (2)

o0
e Posloupnost {arctg( )} ) je monoténni a omezend (monotonii lze opét dostat na-
n=

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutné, coz byl jiny (otdzkou je, jestli jednodussi)
zplusob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

e" e —1 7 e —1 7 e"+1
arctg <e" n 1) -log (e” - 1) ~cosn| < 5 log (e” n 1)‘ = §log <e” — 1) (3)
a dale
Clog(5E) (14 52) 2
lim ——5—* = lim 5 =1 (4)
Nn—00 = n—o0 T =

(spoctéte peclive). Pouzijte déle skutecnost, ze fada > - ; e% konverguje (napiiklad podle podilo-

vého kritéria). Vysledek pak da limitni srovnévaci a srovnavaci kritérium s pouzitim (3) a (4).

Priklad 3 : PouZijeme substituci e* = y, e* dz = dy. Dostaneme

o0 e3:c 0 y2
I:= / 5 5 de = / 2 3 dy-
—oo (€7 +2)%(e” + 1) o W+2?*y+1)
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
y? I SN S 4
(y+22y+1)? +2)?° y+2 @F+1)?> y+1

Pak dostavame

I L flogly+2)— — 1 —dlogly+1)|
yt+o o8V y+1 swTH|
4 1 2\
— | _ — —— +4log y+=2 =3 —4log?2.
y+2 y+1 y+1/1,
Priklad 4 : Oznacime
,sinf (1)

f(z) = (arcsinz — z) m

pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnd a spojita. Sta¢i tedy vySetfit jeji chovéani
v krajnich bodech.



Bod 0. Polozme g(r) = 23*(7z)?. Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladn4, spojitd a nepfilis
tézky vypocet (napiiklad s vyuzitim Taylorova polynomu pro funkci arcsin z piikladu 1) uka-
zuje limg_o4 f(x)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria dostavame, ze fol/ ? f(z)dw
konverguje, pravé kdyz konverguje fol/ 2 g(z)dz pricemz tento integral konverguje, pravé kdyz
3a+ 3> —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — )™ - (1 — z)%. Funkce ¢ je na intervalu [1/2,1) kladna, spojité
a standardni vypocet ukazuje lim, ,;_ f(z)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria
dostavame, Ze f11/2 f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje f11/2 g(z) dz. Posledni integral kon-
verguje, pravé kdyz —a+ (> —1,tj. a — 0 < L.

ZAavér: fol f(z) dx konverguje, pravé kdyz (3a+ > -1 & a— [ < 1).




