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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (3)
LS 2008-09, 10.6. 2009

Reseni zde wvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a viypocty jako cviceni podrobneé.

Priklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

11 1
Vity=1+-y— -y + =y’ +o(y’), y—0,

2 8 16
1 1
\/1+x2:1+§x2—§x4+0(a¢5), x — 0,
cosz-cosz® = 1— 1302 + i$4 +o(z%) ) (1— 1:154 + o)
2 24 2
1 11
:1—§x2—ﬂx4+0(1‘5), x — 0,
1
\/1+x2—cosm-cosx2—x2:§x4—|—o(x5), z — 0.
Odtud dostavame
1
T (z) = §x4.

Pokud jde o jmenovatele, tak dostavame
2 1
Ver = 1+£L'2+§ZL‘4+O(ZC5)

1 1 1 1 ’
=1+ 3 <:c2 + 5334 + o($5)> - = <:c2 + 556‘4 + 0(:65)) + = (IE2 + -zt 4 0(1:5)) + o(z%)

1 1
:1+§x2+§x4+0($5), xz — 0.

Pak plati
Ver? - cos(x) — 2% = %afl + o(z%), x — 0.
7 vyse uvedenych rozvoju plyne
/(@) Lot 4 o(a)

lim = lim-=2— - 7 —4

2—0 \ fexp(a2) — cos(z) — a2 @0 {5zt + o(x?)

Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo kritérium:

e Vime, ze fada ), sinnz mé omezené ¢astecné soucty pro vSechna z € R, proto i fada
Y on2; sin2n ma omezené ¢asteéné soucty.

e Plati
. 1 1 . 1
lim (—log(l—i—))mz lim <l—xlog(1—|—>>
T—+00 \ T x T—+00 x
0

~ lim (1_k’g(l+y>>:

)

y—0+ Yy



tedy i

1 1
lim (—log <1+>>n—0
n—oo \ N n
podle Heineho véty.

e Oznacéime f(z):=1— xlog (1 + %), potom

1 1
! = ———1 1+4—-) = —(1 1) —1 .
Fla) = g ~tog (141 ) = 5 ~ Qogla + 1) ~ oga)
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro libovolné x € (0,00) existuje &, € (0,1)

takové, ze

1 1
f’(x):w+1—$+§$ <0 pro vSechna z > 0.

Funkce f je tedy klesajici na intervalu (0, c0), a proto je i posloupnost a,, = f(n) klesajici.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce mtZzeme zdtvodnit 1 takto. Plati

" _ 1
fi(z) = m7

Funkce f’ je tedy rostouci na (0,00) a lim,_, f/(z) = 0. Odtud plyne, Ze f’ je zdporna na (0, c0),
a tedy f je na (0,00) klesajici.

x € (0,00).

Pfiklad 3 : Pouzijeme substituci v2z +1 =t, tj. z = 3(t* — 1), dz = tdt. Dostaneme

L\ s+ 1 V3 g2
T= [ Y22 qp = S T
0 1 (2 43)?

(x +2)2
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
412 4 12
(2132 £+3 (#2+3)72
Zintegrovat % neni obtizné, primitivni funkci k funkci @21723)2 najdeme naptiklad pomoci reku-
rentni formule pro integraly typu [ (352(%1)71' Celkové dostaneme
4 12 c 4 t 2t 2 t
/<t2+3 — (t2—|—3)2> dt = ﬁarctg% “Ei3 %arctgﬁ, t e R.
Tedy je
1= [4arctgt—2t—2arctgt ﬁ:ﬁ+1—£.
V3 V3 t2+3 V3 V3] 18 2 3

Priklad 4 : Oznacime
~ log®(1+ ) sin® x
- 3

f(x)

pro z € (0, 7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladné a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani v
krajnich bodech.

x?(m — x)

Bod 0. Polozme g(x) = z‘;—gﬁ = 292, Funkce g je na intervalu (0, 1] kladn4, spojita a stan-
dardni vypodet ukazuje lim, o+ f(z)/g(x) = 73 € (0,00). Podle limitniho srovnévactho kritéria



dostavame, Ze fol f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje fol g(z) dz. Posledni integral konver-
guje, pravé kdyz a + 3 > 1.

Bod 7. Polozme g(z) = (1 —2)73(r —2)% = (7 — 2)73*P. Funkce g je na intervalu [1, 7) kladna,
spojita a standardni vypocet ukazuje lim,_..— f(z)/g(z) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho
kritéria dostavame, ze [[" f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje [|" g(x)dx. Posledni integral
konverguje, praveé kdyz 5 > 2.

Zavér: [ f(x)dx konverguje, pravé kdyz (a+ 5> 1 & 3 > 2).




