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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (2)
LS 2008-09, 3.6. 2009

Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobne.

Priklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

rt 3 2d
exp(z®) =1+ 2>+ = +o(z?), 2 —0, sine =2 — — + —— +0(z%), z—0,

2 6 120
a proto

3 5 5 5

) 41
exp(z?)sinz =z — %+]_9670+$3_ %4— % + o(x°) :x+6x3+1—20$5+0(aﬁ5), x — 0.
Dale plati
: ? g, 2 6y _ 1 3 a3, 1 21\ 22\5
sin(ze® ) =z +x —1—5—1—0(36 )_6 (z 4+ 2 + o(z?)) +§0 (z 4+ o(z?))” + o((ze™)?), x — 0.
Plati lim,_o ze® /2 = 1 a miZzeme tedy psat o(z®) misto o((ze*”)®). Pak méme
5 5
Sin(xewz) =+ 61‘3 + %0 + O(SUS), xz — 0.
Dohromady:
25
exp(z?) sin z — sin(x exp(z?)) = 3 +o(z®), z—0,
a proto
5
70 $
Rozvojem jmenovatele dostaneme
z° ®
log(1 4 %) — sin(z?sinz) = 2> + o(z®) — sin <:c3 % + 0(x6)> =5 +o(z°%), z—0.
a tedy
2\ o : 2 z® 5
- 5 to(z
- exp(z?)sinz S{n(xex'p(:v ) _ lim -2 (x°) _s
2—0 log(l+ 23) — sin(z? sinx) 70 20 4 o(a5)

Priklad 2 : PouZijeme dvakrat Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Posloupnost {sinn}>°; ma omezené ¢astecné soucty; posloupnost % konverguje k nule a je
klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy fada

oo .
g S konverguje. (1)
n

n=1

e Posloupnost {cosn}2°; ma omezené ¢astecné soucty; posloupnost ﬁ konverguje k nule a

je klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy rada

o0
Z oS konverguje. (2)

vn

n=1



e Soucet konvergentnich fad (1) a (2) je konvergentni fada, tedy fada

isinrﬁ—\/ﬁcosn i sinn+cosn K . (3)
= onverguje.
n n Vn &4

n=1 n=1
e Protoze posloupnost cos % je omezena a rostouci (odivodnéte podrobné!), konverguje podle
Abelova kritéria (s vyuzitim znalosti (3)) i fada

o0 .
sinn + /ncosn 1
E \F - CoS —.
n n
n=1

Zavér: fada konverguje.

Priklad 3 : Pouzijeme substituci tg § = ¢ na intervalu (—, 7). Potom mame
2t 1—1t? 2
PR R PR dr = ——
1+1t2 1+12 1+12

Tato substituce pfevede uvazovany integral na

dt.

sinz =

o t*+3
3 5 dt
oo B2+t +2)
Integrand rozlozime na parcidlni zlomky

2 +3 oo b+l 1t
2+ +t+2) 2+t+2 2+1°

Standardni integraci racionélnich zlomkt pak dostaneme

t+1 1t el 1 2+1\ 1. .,
dt £ > log(t2+44+2)+—— arctg [~ = ) — = log(t2+1)+arctg ¢ R.
/<t2—|—t+2+t2+1> 5 log( ++)+ﬁang< \ﬁ> 5 log(t*+1)+arctg na

Pak mame
o0

oo t2_|_3 1 t2+t—{—2 1 9% + 1
/oo(t2+1)(t2+t+2) [2 0g< 211 >+\ﬁarcg( N >+arcg]oo

1
=n({l+—%=].
( ﬁ)
Poznamka: Pozor! Rovnost
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/ <2 AL >dt:/ 2+dt+/ ———dt
o N2 HE+2 241 e Lo B2 +1

neplati, nebot integraly na pravé strané neexistuji.

Priklad 4 : Integrand f(z) = tg®zsin®z je spojity a kladny na intervalu (0,7/2) pro kazdé

a, 3 € R. Integral tedy foﬂ/ ? f tedy konverguje, pravé kdy# konverguji integraly Iy /4 fa f;r/f f.

e Integral fgr /4 f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = 2**# definova-
nou na (0, 7/4]. Plati lim, o f(z)/g(z) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria foﬁ/ Yy

konverguje, pravé kdyz konverguje integral foﬂ /4 2048 4z, Posledni integral konverguje, pravé kdyz
a+ 3> —1.



e Integral [7 / 42 f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = (7/2 — )™ defino-
vanou na [r/4,m/2). Plati lim,_,. /o f(x)/g(x) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria

J 7r/ 42 [ konverguje, pravé kdyz konverguje integral | ~/ 2(% — x)”*dz. Posledni integral konverguje,

T w/4
pravé kdyz —a > —1.

Zavér: Integral foﬂ/2 tg® z sin” = dz konverguje, pravé kdyz a4+ > —1 a a < 1.




