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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (1)
LS 2008-09, 27.5. 2009

Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobne.

Priklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

2
cos2r =1 — 22 + §x4 +o(z?), z—0,

2 4
\/cos2:r—\/1+ <—2m2+31‘4+0(9€4)> :'~-:1—x2—%+0(x5)7 z— 0,

(s vyuzitim rozvoje /T +y = 1+§ — % +0(y?), y — 0, a vlastnosti symbolu ,,0¢). Dale dostaneme:

2exp(z?) = 24 222 + 2t + o(z?), = —0,

coz dohromady da

7
Vecos 2z — 2exp(z?) + 1+ 322 = ——2t + o(z?), 2 —0,
6
a proto
7
Tf’o(az) = —6x4.

Rozvojem jmenovatele dostaneme
2
x 13
cosx? — cosx — 5 = —ﬂf +o(z?), z—0,

a tedy

iy V€08 27 — 2exp(z?) + 1 + 322 —Iat + o(a?) 28
1

z—0 cos(x?) — cosx — a2 a0 =Byt 4o(zt) 13’

Priklad 2 : PouZijeme nejprve Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Posloupnost {cos (2”%)};’10:1 ma omezené castecné soucty; posloupnost m konveguje k
n

nule a od jistého indexu je monoténni (nebot naptiklad derivace funkce f(z) := 2z + 1%0
je fl(x) =2— %; pro viechna z > /50 je f'(z) > 0, proto je funkce 2z + 1% rostouci na

3
(v/50, 00) a funkce ﬁ klesajici na (v/50,00)). Podle Dirichletova kritéria (odivodnéte
v8e podrobné) tedy fada

2
[e.@]
1 2
Z —————~ - COS (ZT) konverguje. (1)

100
i’ 2n + "

e Protoze posloupnost (TLLH)3 je rostouci a omezend, konverguje podle Abelova kritéria (s vy-

uzitim znalosti (1)) i fada

3
$ G
2771—{—@ COS 3 .
n=1 n

Zavér: rada konverguje.



Poznamka: bylo mozno také pouzit rovnou Dirichletovo kritérium:

2nm

3
€T
Posloupnost {cos( 3 ) o°_ | ma omezené Castecné soucty a derivace funkce (1)

20+ 100 je
od jistého zp € R zaporna, tedy tato funkce kleséd na okoli nekonec¢na, a snadno se “také
ukéze, ze ma v nekonecnu nulovou limitu. V tomto pripadé je ovSem vypocet derivace vyse
uvedené funkce a zjisténi jejiho chovani v blizkosti nekonecna ponékud obtiznéjsi, i kdyz
proveditelné.

Priklad 3 : Integrovanéd funkce je definovand na (—oo, —2) U (—1,00), primitivni funkci tedy
hleddme na (—oo,—2) a na (—1, 00).

Pii pouziti substituce t = /= 5”2 dostaneme postupné (vSimnéte si, Ze pro zadné = € (—oo, —2)U
(—1,00) nemiize byt t? byt rovno 1).
t2 -2 2t
S do=— — 2t
T R RS P
2 +3)(t2 +1) t2+2
@+ D +5)@r+3) = e @y =

a tedy

3z 44 . 2 +2
/(x+1)(4x+5)(2x+3)\/ﬁdx_ 2/(t2+1)(t2+3) 4

Rozklad na parcidlni zlomky da

t2+2 1 1 . 1 '
- dt=— [ 5—dt— [ 5——dt = —arctgt — ——arctg —=, t €R
/(t2+1)(t2+3) /t2+1 /t2—1—3 arctg \/garcg\/g7 €eR,

a tedy

/ setd dxi—arctg< M)—larctg< x+2>
(¢ + 1)(dz + 5)(2¢ + 3) | /2£2 r+1) V3 V3

na (—oo,—2) a na (—1,00).

Priklad 4 : Oznacéime

o sinz
I:= tg x)® 2
| Gretgay S e, )
1 .
I ::/0 (arctgx)a2:1$1 dz, (3)
00 .
I = /1 (arctg :U)a;;r:_xl dx. (4)

Pro vysetreni chovani integralu Iy pouzijeme

(arctg x)® S;Ifl i arctgz\? sinz 1
—_— = 1IN . . =
x T 20 +1

lim

x—0 gatl x—0 ’

proto Iy konverguje (podle limitniho srovnavaciho kritéria) pravé kdyz konverguje fol z¢t dz, coz
je praveé tehdy, kdyz a > —2.



Pro vysetfeni chovéani integralu I, pouzijeme nasledujici tivahu: protoze (arctg z)® je na (1, +00)
monoténni a omezena funkce pro libovolné a € R (ukazte to podrobné), bude podle Abelova kritéria
stacit, kdyz bude konvergovat integral

* sinz
/ dz.
1 2.’13 + 1

Tento integral vsak konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot sinz méa na (1,+o0c) omezenou
primitivni funkci a ﬁ jde monoténné k nule pro x — +oo.
Zavér: I konverguje, praveé kdyz a > —2.




