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Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1la (VZOR)
LS 2008-09, 15.5. 2009

Priklad 1 : Naleznéte Tayloriiv polynom funkce
f(z) = €® sin(2z) — 2log(1 + sinz) — 322

fadu 4 v bodé x = 0, a spoctéte
. f(z)
im

2—0 x cos(sinz) —sinx

Zde log je prirozeny logaritmus (logaritmus o zakladu e). (15 bodu)

Reseni : S vyuzitim Taylorovych polynomt elementarnich funkei, véty o Peanové tvaru zbytku a
podle pravidel zachazeni se symbolem ,,0“ obdrzime postupné tyto rovnosti:

2z) 4z
sin2z = 21:(;) +0(m4):2x7%+0(1‘4), x—0,
2 3 4
et = 1+x+%+%+§—4+0(w4), x—0,
43 44 4
sin2r = (22— — ) 4 (222 - T —i—x3—|—x——|—o(fv4):
3 3 4
1.3
= 2x+2x2—§—x4+0(3:4), x—0,

3 4

Déle je log(1+y) =y — % + % -4 +o(y!),y —0,asine =z — ‘%3 + o(z*). Proto mame podle
téchze pravidel jako vyse

3 1/ 4 ot 1, 1, A 4
log(l +sinz) = ($6> ~3 (ZL‘ - 3> +§x vk +o(z%) +o((sinz)*), x—0.
Protoze ;13% 51;# =1, je o((sinz)?) = o(z?),  — 0, podle véty o zdméné funkce uvniti symbolu
,0, a proto
2 3 4
log(1+sinz) = x—%—l—%—%—i—o(ﬁ), x—0.
Celkové tedy mame
20°  bat
e®sin 2z — 2log(1 + sinz) — 32° = —% — % +o(z?), x—0.

Taylortiv polynom funkce e® sin 2z — 21log(1 +sinx) — 322 f4du 4 v bodé x = 0 je tedy —% — %.

Podobné dostaneme
2

cos(sinz) = 1-— % +o(z®), = —0,
23
xcos(sinxz) = x-— 5t o(z), z—0,
3
xzcos(sinx) —sinz = 5 +o(z*), = —0.
Tedy, na zakladé vlastnosti symbolu ,,0“ a podle véty o aritmetice limit, méame
4
*sin 2z — 2log(1 + si — 322 22 5at oy o(gh —2_ Sz o=l
i € Sin 22 og(l +sinz) — 3x i 3 & (x*) ~ lim 36 T

. . 3 1
z—0 xcos(sinz) —sinz z=0 T 4 o(z4) z—0 _% + 0(;64 )




Bodovéani pti pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

® TOZVO] €¥ SIN(2L) « vttt et 5 bodt
@ 107v0] 1og(1 4 SINE) vttt 4 body
® TOZVO] COS(SIILE) vttt ettt et ettt e e e e 3 body
o vypoCet Imity .. ..o 3 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtivodnéni:
e chybny zapis Taylorova polynomu ..............coiiiiiiiiiiineniniinnn... 3 body
Bodovéa srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : Vysetiete konvergenci fady

o 10
; 1 sin(ny/).

(15 bodi)

Reseni : Vyuzijeme znalost, Ze posloupnost (¢aste¢nych soucti) Zgzl sinnz je pro pevné x € R
omezena — tedy Ze pro dané x € R existuje K > 0 takové, Ze pro vSechna N € N plati
N

E sin nx

n=1

< K.

_ v ~ [ee] . ’ v 7 v /. v, o
Pro z = /7 tedy dostaneme, Ze fada )~ ; sin(n/7) mé omezenou posloupnost ¢astecnych soucti.
Pro ovéreni konvergence rady pouzijeme Dirichletovo kritérium, tedy bude stacit, pokud ukazeme,
zZe

1o
P10
(ii) 1 je monoténni posloupnost, alespon od jistého indexu ng.
Ad (i): Vypocet uvedené limity neni obtizny, snadno ji spoc¢tete nékterou z metod 1. semestru.
Ad (ii): oznacme a,, := % > 0, potom
1)10. (27 +1 N 1+ 1
lim 9L gy AU @0 D Y e L (1)
n—o00  Qy, n—oo nl0. (2nt+l 4 1) n—00 n 2+ 2% 2
An+1

tedy jisté existuje ng € N takové, ze < 1 pro vsechna n > ng, n € N, tedy an+1 < an pro
vSechna n > ng, n € N.

Jiny zpusob, jak zjistit monotonii, je zkoumat znaménko derivace pomocné funkce
10

x ) , x

xr) = —— N t . r)=-—-—--

f@) =g I T@ =Gy

Protoze vyraz v hranatych zavorkach jde k minus nekone¢nu pro x — +oo, existuje urcité takové

zg € R, ze f'(z) < 0 pro vSechna = > (. Funkce f tedy klesd na intervalu (zg,+00), proto
an+1 = f(n+1) < f(n) = ay, pro vSechna n € N, n > xo.

an

92w 10
[10+2m—xlog2} , z€eR.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka : Tento postup ukazuje, jak asi pracovat (zdavodiovat) v pfipadé pouziti Abel-
Dirichletova kritéria. Pro tuto konkrétni fadu vsak existovalo mnohem jednodussi feseni: protoze
10 10

sin(ny/7)| < 2:+1

n
2n 41

pro vSechna n € N |

afada 7, % konverguje dle podilového kritéria — viz (1), konverguje fada » >, % sin(n+/m)

absolutné, a tedy konverguje.

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e zdivodnéni omezenosti ¢asteénych souctt ........ ... ... i, 2 body
@ VYPOCet MIty ...ttt 4 body
® OVETeni MONOTOMIE ...\ttt ettt e et e e e 6 bodi

e aplikace Kritéria a zaver ........... ..o i e 3 body



Priklad 3 : Naleznéte primitivni funkci:
V?+z+1—u
Val+az+1+ux

dx.

(15 bodi)

Reseni :

Defini¢ni obor integrandu je roven (—oo, —1) U (—1,00). Budeme tedy hledat primitivni funkci

na intervalech (—oo, —1) a (—1, 00). Pouzijeme Eulerovu substituci vz2 + x + 1 = —x + t. Potom
mame

! qp o 2242

iy ° T At

Tato substituce prevadi nasi tlohu na integraci racionalni funkce:

91l Ly 92 2
/ 2t T +2t+2dt_/(2+t)(2t+2t+2)

dt.

t (1+2t)? t(1+4 2¢t)3 dr.
Rozklad na parcidlni zlomky budeme hledat ve tvaru
C+nEr+204+2) A B C N D
t(1+2t)3 t 142t (1+2t)2  (1+2t)3

Pro kazdé t € R musi platit:
23 + 612 + 6t +4 = A(1+ 2t)* + Bt(1 + 2t)* + Ct(1 + 2t) + Dt.

Dosazenim t = 0 a t = —1/2 dostavame A = 4 a D = —9/2. Porovnanim koeficientti u t3 a ¢? pak
dostaneme B = —15/2 a C = —6.
Potom méame

/4— b 6 ) dt£4lot—Elo(1+2t)+ S )
t2(1+2t) (1202 200tan3) T TOBTT L8 1+2t " 8(1+2t)?

na intervalech (—oo,—1/2), (—1/2,0) a (0,00). Na intervalech (—oo,—1) a (—1,00) dostavame
feseni
Val+z+1—z
Vi toiite
4log(Va2+x+1+x) — 14—510g(1—|—2\/x2—|—x—|—1+2x)
+ ’ + ) .
1+2va?+oz+1+2¢ 8(1+2vVa?2+ax+1+22)2

dr =

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e volba vhodné substituce ........... ..o i 2 body
e prevod na integraci racionalni funkce .............. ... . . i, 2 body
e rozklad na parcidlni zlomky ....... ... ... 6 bodi
e integrace raciondlni funkce ....... ... ... 3 body
O Vsledek ... 2 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtvodnéni:
o chybi 0bOr INtEErace . ...... ...ttt e 3 body

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 4 : Urcete, pro kterd a € R, a > 0, konverguje nasledujici Newtontiv integral:
 arctg x>
/ L sin(2z) dz .
0 xt

(15 bodi)

Reseni : Pisme
00 ¢ 9 1 t 2 o0 t 2
/ BT in(2w) dz = / TEEY sin(22) dz +/ TEBL Sin(2r)de = To + oo -
0 xre 0 x@ 1 z¢

(1) Protoze f(x) := a”r‘:;i%zz sin(2z) € C((0, 1]), zavisi konvergence integralu Iy na chovani funkce
f yunuly“. Mame f(x) > 0 pro z € (0,1], a

arctgz? . 2 . a—3
=5~ gin(2x . arctgx sin(2zx T
xf():hmig. 2, ( ).235. =9

lim 5
P z—0 X 2x xd

z—0
je vlastni a nenulova. Proto podle limitniho srovnévaciho kritéria pro Newtontiv integral
konverguje integral Iy pravé tehdy, kdyz konverguje integral

1
1
/ a3 dz .
0

Tento integral vsak konverguje pravé tehdy, kdyz @ — 3 < 1 neboli a < 4, jak lze ovérit
napiiklad jeho pfimym vypoctem.
(2) Je f € C([1,+00)), ale f ,st¥ida znaménko blizko nekone¢na“. Protoze funkce sin2z ma

na intervalu (1, 4+00) omezenou primitivni funkei (—3 cos2z), a arc;;ifwz € C([1,4+00)), bude
podle Dirichletova kritéria pro konvergenci Newtonova integralu stacit, kdyz ukadzeme (pfes-
néji, kdyz najdeme takova a € R,a > 0, pro ktera plati):
arctg 2
(i) lim 28T g

T—~400 x@
arctg x2

(i)

Ad (i): pro vSechna x > 0 plati

— Je monotonni na néjakém okoli bodu nekonecno.
x

arctg 2 7r
arctg |

1

_5-—G—>0 kdyz x — +o0o, pro vsechna a € R, a > 0,
x

odkud plyne (i) pro vSechna a € R,a > 0.

Ad (ii): derivace funkce g(x) := ach;i%x? je
4

/ _ z 2 2 ].
g(x)—m ?—a‘arctgx .<1+x4>}’ x>0.

Vyraz v hranaté zavorce ma pro x — +oo limitu —a7, ktery je pro a > 0 zaporny. Existuje
tedy zo € R takové, zZe ¢'(z) < 0 pro vSechna z € (x¢, +00). Odtud plyne (ii).

x(l

Zavér: dany integral konverguje pro a € (0,4).

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e konvergence na okoli nuly ......... ... 5 bodi
® OVETEN] MONOLONIE ... ..ottt e e e 5 bodt
e ovéfeni omezenosti primitivni funkce ........ ... 2 body

e aplikace kritéria a zaver ........ ... 3 body



