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PRIJMENI A JMENO:
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ZISKANE BODY:

Jednotlivé kroky pri vypoctech strucné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. K vypoctim mai-
Zete pouzit vytisky ,programu cvicent” z webovské stranky cvicictho. Pisemka nebude
hodnocena zndmkou, pouze se bude hodnotit jako ,napsand®, pokud dosdhnete alespon
12 bodu z 25 moZnjjch.

1. [10b] Metodou charakteristik naleznéte feseni rovnice

2 2
YUy —TUy =Y — T,

které splituje podminku u(x,0) = 2.

Budeme fesit pomocnou tlohu
YZy — T2y + (2 — 2Dz =0, z=2z(z,y,u), (1)

s podminkou z(z,0,u) = u — 2. Charakteristiky této tilohy maji rovnice

T=y, (2)
y:_l'7 (3)
u:yQ_x27 (4)

kde teckou oznacujeme derivaci podle parametru charakteristiky. Charakteristiku
(= kfivku ve tfech dimenzich) lze samoziejmé vyjadrit parametricky, také ji vsak
lze vyjadrit jako prinik dvou dvourozmérnych ploch:

(i) Porovnate-li pravé strany (2) a (3) s pravou stranou (4), mozna vas napadne
vynasobit (2) ypsilonem, (3) iksem, a obé rovnice secist. Dostanete

wt=zy+zy=(ry) = (u—=xzy)=0 = u—xy=konst.,
coz je rovnice jedné ze dvou ploch, jejichz priisecikem je charakteristika.
(ii) Podobné vydélenim rovnic (2) a (3) dostaneme % = —%, odkud
1
O:jra:+yy:§(a:2+y2)' — 22+ y? = konst.,
a mame druhou z ploch.

Vyhodu tohoto postupu ilustruje nésledujici ivaha: vime, ze feseni z = z(z,y, u)
ulohy (1) je funkce, ktera je konstatni na charakteristice. Charakteristiku charak-

terizuji dva vyrazy z (i) a (ii), které jsou na ni konstantni. Je tedy libovolna funkce,
konstantni na charakteristice, tvaru

z(x,y,u):f(u—xy,af2+y2), (5)



kde f je libovolnd dostatecné hladkd funkce (pfesvédéte se dosazenim, Ze tato
funkce je obecnym fesenim rovnice (1)). Protoze vSak ma platit okrajovd podminka
2(x,0,u) = u — 22, dostavame z (5)

u— 2% = 2(z,0,u) = f(u,z?), (6)

a tedy nutné f(A, B) = A — B. Proto je feSenim problému (1) véetné pocéatecéni
podminky funkce

2(z,y,u) = f(u— 2y, 2> + ) = u—ay — 2% — y>. (7)

Vime, Ze pomocné tloha (1) (s pomocnou okrajovou podminkou z(z, 0, u) = u—2?)
je tu od toho, aby se z rovnosti z(x,y,u) = 0 na zavér vypocitala hledané funkce
u jako implicitni funkce proménnych z a y. Proto

uw=xy+z’+1y>. (8)

2. [15b] Reste Laplace-Poissonovu rovnici Au = 2 v obdélniku (0,a) x (—b/2,b/2),
je-li u na hranici

(a) identicky nulové

(b) rovno funkci x — y + zy.

(a) Funkci u budeme hledat ve tvaru

u(z,y) = Z cn(y) sin n;l—ﬂ-a: . 9)
n=1

Funkce v tomto tvaru automaticky splituje okrajové podminky na svislych stranach
obdélnika (tj. pro x=0 a x=m), zatimco jeji nulovost na vodorovnych stranéch (pro
y=—2 ay=2) zajisti podminky

(-3 =c(8)=0 VneN, (10)

kladené na zatim neznamé funkce c,(y). Zbyva tedy rovnice Au = 2. Za pfedpo-
kladu, ze fadu (9) je mozno derivovat ¢len po ¢lenu, dostavame

Au(z,y) = i (c;fb(y) - <naTr>20n(y)) sin %Tx =2. (11)

Rozvineme tedy funkci f = 2 do sinové Fourierovy fady pro = € (0,a), a porov-
name koeficienty v rozvojich v (11). Rozvinout f = 2 do Fourierovy fady v sinech
znamena ji rozsitit lise! pro x € (—a,0). Pak

o0
nmw
2= in — 12
n§:1fnsm . x, (12)

! Jednou z chyb, kterjch jste se dopustili v pisemce, bylo tvrzeni, ze ,2¢ uz je samo o sob& Fourierovym
rozvojem funkce f = 2, Ze to je ,konstatni ¢len“ rozvoje. To je pravda, pokud bychom hledali rozvoj
takové funkce do kosinové rady, tedy do fady sudych funkci, nebot konstanta je sudé funkce. Protoze
vSak hledame rozvoj do sinové rady (abychom mohli porovnat koeficienty v (11)), rozsifujeme f = 2
lise pro = € (—a,0), tedy hodnotou —2 na tomto intervalu. Takové rozsifeni uz vSak neni konstanta a
nemiize tedy byt konstantnim ¢lenem rozvoje, i kdyby dany Fouriertiv rozvoj konstantni ¢len mél.



kde )
a 4 ’
fu= / 25in T = (1 (1)) = { 0, 7o (13)
0

a a nmw e n liché.

Dosazenim (12) do (11) a porovnanim koeficient u sin “*x dostaneme (spolu s
uvazenim okrajovych podminek (10)) pro neznamou funkei ¢, (y) Glohu

)~ (") enlv) = fu (14
cn(—%) = cn(%) =0. (15)

Jde o okrajovou tlohu pro linearni obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu
s konstantnimi koeficienty. Postup jejiho feseni je obecné tento: nalezneme funda-
mentalni systém (feSeni homogenni rovnice, tj. rovnice s nulovou pravou stranou),
tj. tzv. obecné Teseni; dale pokud je prava strana nenulova, nalezneme jedno par-
tikularni FeSeni (variaci konstant nebo uhodnutim tvaru partikuldrniho FeSeni -
ansatzem) a pfi¢teme jej k fundamentalnimu systému; a kone¢né nalezenim vol-
nych konstant v obecném feseni se pokusime splnit okrajové podminky.

je ovsem f, = 0, feSime tedy pouze homogenni rovnici, jejiz feSeni
je (napiiklad metodou charakteristického polynomu)

nm

en(y) = ane%y +bpe e Y, (16)

a neni tézké se presvédcit o tom, ze jedind funkce tvaru (16), ktera spliiuje okrajové
podminky (15), je identickd nula. Tedy: n sudé = ¢,(y) = 0.

Je-li n liché, | je f, = %. Reseni homogenni rovnice je pochopitelné tvaru (16), a

jedno partikularni feseni (pro konstantni pravou stranu) je konstanta? K,,. Dosa-

zenim ¢, partik. (y) 1= Ky, do (14) dostaneme K, = —f%jg, tedy

nm _nm 8a?
cn(y) = ane o ¥ +bpe a

- (17)

je obecné feseni rovnice (14). Zbyva splnit (15). Dostaneme rovnice

nm b _nm b 8612
anea 2—|—bne aZ—ﬂZO,

neTm

_nm b nm b 8612
ape o 2 +bpea 2 — =0.

n3m3

Symetrie v téchto rovnicich nés vede k zavéru, ze a,, = b,,, odkud pak uz jednoduse
8a? 1

dostaneme a, = b, = 53 - Soosh 2 (coz ale neni tézké spoc¢ist i rutinné), a tedy
8a? [ cosh "¢

n=2k—1=1liché — c = a_—1]. 18

() = s (h = (18)

Nakonec dosadime takto spoctend ¢, (y) do (9) a ziskdme FeSeni tlohy (a) ve tvaru

8a% 1 <cosh(2kal)”y > . (2k—)7
sin ———

3 —1)3 2k—1)7b
Gt (2k—1) h% a

u(z,y) = x. (19)

COS

2Neni nutno délat variaci konstant, kdyZ umime partikularn{ fefeni uhodnout na zéklad& specialniho
tvaru pravé strany.



Graf funkce (19) proa =1, b = 4.

(b) Z linearity tlohy je zfejmé, Ze staci najit feseni tlohy

Av =0, v obdélniku (0,a) x (—b/2,b/2), (20)
v=x—y+zy, na hranici obdélnika (0,a) x (—b/2,b/2), (21)

a seCist toto FeSeni s FeSenim tulohy (a), tj. s funkei (19). Je vSak na prvni pohled
jasné,? Ze funkce v(x,y) =  — y + xy je Fesenim tlohy (20)—(21).

Poznamka.

Vsimnéte si grafu feSeni tlohy (a). Vidite, ze Laplaceova rovnice s pravou stranou
nesplnuje klasicky princip maxima — nenabyva obou svych extremalnich hodnot
(maxima, minima) na hranici. Pfesto vSak mitizeme néco Fici — zopakujte si slaby
zobecnény princip maxima a minima, napovim: jde o situaci, kdy Lu =2 > 0.

3Pokud si toho, Ze okrajové podminka je harmonickd, pfimo nevsimnete, mate pro tuto situaci ve
vaSich tahacich postup: od okrajové podminky, kterd nema v rozich obdélnika nulovou hodnotu, ode-
¢teme (harmonickou) funkci tvaru c(z,y) = co + c1x + c2y + cszy, tak, abychom v rozich obdélnika
tyto nulové hodnoty dostali. Samoziejmé vyjde ¢(z,y) = © — y + zy a jeji odeéteni (w := v — ¢) zpl-
sobi, ze okrajovd podminka pro w bude nulova na celé hranici obdélnika. Mame tedy vyftesit tlohu
Aw = 0 uvnitf obdélnika a w = 0 na hranici, jejimz jedingm feSenim je identickd nula. Pak ovsSem
v(z,y) =w(z,y) +c(z,y) =0tz —y+ay=z—y+azy.



