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11.1 Rovnice vedeni tepla na celém R? (Cauchyova tiloha)

ou

a—aQAu:f, reRY t>0, (11.1)
ulyg=9- (11.2)
e Greenova funkce (elementarni feseni, klademe formalné f =0, g = ¢):
~ 1 |z |?
G §7t — 6—471'23‘2|£|2t7 G .'1','7t — 76_4a2t )
&) (@) (4mat)®

Symbolem  zde zna¢ime Fourierovu transformaci v prostorové proménné® z,

~

F(HE)=f¢ = . f(z) e 2miTE 0 o inverzi F_1(f)(z) = f(g) - /Rd F(9) 2z de .

e Reseni tilohy (11.1)-(11.2) na celém prostoru je pak definovano (jsou-li f, g distribuce, resp. integrova-
telné nebo spojité funkce) takto?:

u=G*xg+ H()G *tf, resp. (11.3)

u(zx,t) = /]Rd 9(y) G(z — y, t) der/O /Rd fly,7)Glx —y,t — 7)dydr. (11.4)

e Uloha na polopiimce z > 0 za hraniéni podminky u(0+,¢) = 0: liché rozsifeni funkce g; tiloha na
polopfimce z > 0 za hraniéni podminky 9,u(0+,t) = 0: sudé rozsifeni funkce g.

11.2 Vlnova rovnice na celém R?

_ 1 82U d
ul,_o = 90, (11.6)
ou
— =gq. 11.7
| o (11.7)

e Elementarni feSeni (Greenova funkce, klademe formalné f =0, go =0, g1 = 9):
sin(2mc[€|t)

omcle| tvar E je obecné riizny v prostorech rtizné dimenze (viz Tabulka 1).
e

B¢ t) =
o Reseni na celém prostoru v libovolné dimenzi je pak obecné definovano takto:

u(z, t) = %(E:go) +(Exg1)+ ((:2 H()E f) :
D Y — N, _;—’7

I=Uug =Uuq ;:uf

I Existuje vice Fourierovych transformaci, které se lisi konstantami pfed integrdlem a v exponencidlnim integracnim
jadru. Vsechny jsou typu f(£) = A¢ f]Rd f(z)e** & de s inverzi f(x) = B¢ f]Rd f(&) e ** € d¢, kde 2mrAB = |k|. Fourierovy
transformace konkrétnich objektti (funkci, distribuci) se podle volby konstant A, B mohou ,v konstantach® lisit.

2Symbolem *, znaéime konvoluci podle proménné z a H(t) je Heavisideova funkce (tj. charakteristickd funkce intervalu
(0, +00).
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’ Dimenze \ Elementarni feseni \ Data \ Odpovidajici feSeni
1
9o uo =5 (QO(CU —ct) + go(z + ct))
z+ct
a=1) | Et)=g (x) = [ awa
-+ T, t) = 2CX<7ct,ct> € 9 Uy = % 91\y)ay
r—ct
t x+c(t—T)
c
f (O 5/ / fly,7)dydr
0 z—c(t—7)
10 go(r —y)
90 Uo = 577 T Y
2me Ot 212 — 2
ly|<ct
1 1 1 gi(z —y)
d=2: | B(z,t) = -— | — =5 d
(1) e (W) 9 Y= o N Y
Iy\Sct

c flx—yt—1)
f Uf—g// c2r2—y2 dy dr
ly|<er

/ gO ago ( —y)dS(y)

go 47rct
<t(0)
d=3: E= L1/ Uy = / (z —y)dS(y)
- " drmet 9 L 47r02t gii@
Sct(0)
F 1/f(x—y7t—7j')d
U = — Y
T ar [yl

]R3

Tabulka 1: ReSeni vinové rovnice na celém prostoru

. symbol (...); znamend, ze dand funkce je (pfe)definovana nulou tam, kde by nebyla definovana,
nebo tam, kde by byla zaporna.

Vet je takzvand plosna distribuce, definovana predpisem (v, @) := / o(x) dS(z) pro viechny
(0

57(0)

nekonecéné hladké funkce ¢ s kompaktnim nosicem.

*) ...tj. napiiklad v jedné dimenzi (d = 1) je FeSeni tlohy (11.5)—(11.7) toto:

( ) ( ) L z+ct t x+tc(t—T)

go(z —ct) + go(x + ct c

u(w,t) = PE=DIOEED S O [ awayeg [ [ swrdyar.
r—ct 0 z—c(t—7)

Srovnejte to s cvidenim 5 z 1.11.2007 (vzorec (5.9)), kde jsme tento tzv. d’Alembertiv vzorec odvodili
jinym zpusobem, za omezeni f = 0.



