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9.1 Fourierova metoda feSeni Laplaceovy rovnice na obdélniku II
e Dirichletova okrajova podminka ,na vSech stranach obdélnika*
Méme zadany problém
rovnice g%ﬁ + ng =0 pro[z,y] € (0,a) x (0,b),
okrajovd podminka u(z,0) =g1(z), =z € (0,a),
u(z,b) = g2(x), z€(0,a), (9.1)
’LL(O,y) 293(37)7 Y€ <Oab>7
u(a,y) = g4<$) AS <Oa b> :

Opét pfedpoklddame, ze a > 0, b > 0, a Ze v rozich obdélnika Q = (0,a) x (0,b) plati tzv. podminky
souhlasu, tj. plati ¢g1(0) = g3(0), g1(a) = g4(0), ..., tedy Ze funkce definované na sousednich stranich
obdélnika se rovnaji ve spole¢ném vrcholu. Okrajovou podminku pak muZeme pro zkraceni zapisovat

u(z,y)loq = g(x), kde g € C(69).

Ulohu vyfesime ve dvou krocich. Nejprve pfi¢teme k funkci g(x, y) vhodnou funkei c(z, y) tak, aby platilo
Ac(z,y) = 0 uvniti obdélnika a navic aby hodnota rozdilu g(z, y) — ¢(x, y) v rozich obdélnika byla nulova.
Toho lze vzdy dosdhnout: zvolime-li funkci ¢ tvaru

c(x,y) = co+ a1z + coy + c3zy,

(9.2)

bude pro libovolnou volbu konstant cg, ¢, co, c3 platit Ac(x,y) = 0 uvnité obdélnika. Konstanty pak
najdeme takové, aby hodnota rozdilu g(z,y) — ¢(z,y) v rozich obdélnika byla nulové (rozmyslete si, Ze to

vidy lzel.
Nyni budeme funkei u(z,t) hledat

Diky vlastnostem funkce ¢ mame

rovnice
okrajova podminka

ve tvaru

u(z,t) = v(z,t) + c(x, t).

gig + giyq; =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b)
v(z,0) = —c(x,0) + 1(z), z€(0,a),
v(z,b) = —c(x,b) + g2(x), x € (0,a),
U(Ovy) = 7C(O7y) + gS(x) , Y& <07b> )
v(a,y) = —c(a,y) + ga(z), y€(0,b).

(9.3)

Zbyva tedy nalézt feseni problému pro funkci v(x,y). To je ale jednoduché. VyuZijeme toho, Ze okrajova
podminka pro funkci v mé diky nasi konstrukci nulové hodnoty ve vSech rozich obdélnika, a napiseme

v(z,y) jako soudet étyf funkei

v(a@y) = Ul(if,y) + ’()2(1',y) + US(x7y) + U4($»y)7

1Ukazte: ozna¢ime-li h1 = ¢(0,0), ha := g(a,0), hg := g(0,b), ha := g(a,b) hodnoty okrajové podminky g v rozich
obdélnika (0,a) x (0,b), pak hledanou funkeci ¢ je funkce tvaru (9.2), kde co := hi, c1 = %(hz — h1), c2 == %(h3 — h1),

c3 ﬁ(h4—h3—h2+h1).
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kde kazdéa z funkei v;(x, y) Tesi problém typu ,,Dirichletova okrajovd podminka na jedné strané obdélnika“
(viz minulé cviéeni). Napiiklad problém pro v (z,y) je

rovnice 3+ 6 =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b)
okrajova podminka ( ,0)=— (a: 0)+g1(z), xz€(0,a),
v(z,b) =0, z € (0,a),
v(0,y) =0, y € (0,b),
v(a,y) =0, y €(0,0),
pro va(x,y) by okrajové podminky byly
v(z,0) = z € (0,a),
v(x,b) = (33 b) + g2(z), € (0,a),
v(0,y) = y €(0,0),
v(a,y) = y €(0,b),

a obdobné pro zbyvajici dvé funkce. Z linearity rovnice je zfejmé, Ze soucet funkei v(z,y) = vi(z,y) +
va(x,y) + v3(x,y) + va(z,y) je FeSenim tlohy pro v(zx,y).
Tim jsme si rozmysleli, Ze problém (9.1) umime Fesit.

e Dirichletova okrajova podminka, nenulova prava strana
Reste Dirichletovu tlohu pro Laplace-Poissonovu rovnici na obdélniku.

Navod:

1.

Piedné Ize predpokladat, ze Dirichletova podminka je nulova: pokud by tomu tak nebylo, hledali bychom
feseni jako soucet dvou funkci, kde jedna by spliiovala rovnici s nenulovou pravou stranou a nulovou Dirichle-
tovou podminkou, a druhé by spliiovalo feSeni s nulovou pravou stranou a nenulovou okrajovou podminkou
(takovou tlohu jiz umime Fesit).

Zbyvéa tedy fesit ulohu typu

rovnice 227’2‘ + 3273 =f pro[z,y] € (0,a) x (0,b)

okrajovd podminka wu(z,0) =0, z € (0,a),
u(z,b) =0, z € (0,a), (9-4)
u(o’y):O’ y€<07b>7
u(a,y) =0, y € (0,b) .

Pfirozené predpoklddame, ze a > 0, b > 0, f € C((0,a) x (0,b)).

Pfedpokladejme, ze funkci f(z,y) lze rozvést (alespomi pro skoro vSechna y € (0,b)) do sinové Fourierovy
fady? vzhledem k proménné

o]

(z,9) Z sm( a:) kde fn(y /f z,y) sin —x) dx

Reseni u(x,y) budeme hledat ve tvaru

n=1

Pravé zavedend funkce zfejmé spliiuje okrajové podminky u(0,y) = 0 a u(a,y) = 0. Dosadime-li takto
definovanou funkci u(x,t) do rovnice, dostaneme (derivujeme nejprve formalné élen po ¢lenu)

50500 (2 ot - S ()

odkud plyne pozadavek
d*c.(y) nm\ 2
— (=) en(®) = fuly). 9.5
50 () e =) (9.5)
Okrajové podminky k této obycejné diferencidlni rovnici ziskdme z okrajovych podminek pavodniho pro-
blému u(z,0) = 0 a u(z,b) = 0, pozadujeme proto ¢, (0) =0 a ¢, (b) = 0.

2Viz ,,Diskusi formalniho vysledku“ v minulém cviceni.
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4. Doresime celou tlohu: obycejnou diferencidlni rovnici vyfesime metodou variace konstant, feSeni homogenni
rovnice je

¢n(y) = an sinh (%y) + b,, cosh (%ry)

variaci konstant ziskame rovnice

(Za—;sinh (%y) + % cosh <%y> = 0,
% (% cosh (%y) + %sinh (%@) = fa(y),
odkud
Y
% _ %fn(y) cosh (%y) =  an(y) = %/fn(s) cosh (%5) ds,
0

Yy
dbn __ @ inh (7 - inh (°F
T == s () = ) =~ [ Fuls)sinh (") ds.
0

Pravé ziskané vyjadfeni ”konstant” a, a b, dosadime do tvaru homogenniho feSeni c,(y) a dostaneme
(pouzili jsme soucétovy vzorec pro hyperbolické funkce) obecné feseni rovnice (9.5)

¢n(y) = oy sinh (%y) + fBn cosh (%y) + % /y fn(s)sinh ((y —s) %) ds, .
0

Pouzitim okrajovych podminek ¢, (0) = 0 a ¢, (b) = 0 uréime konstanty an a Bn
n(0)=0 = B,=0

b
1 a . nmw
Cn(b) =0 = an:_sinh(zwb)mb/fn(s)smh ((y—s) 7) ds,

¢imz jsme vyfesili obycejnou diferencidlni rovnici pro ¢, (y). Ziskané ¢, (y) dosadime zpét do vyjadieni funkce
u(z,t) = Y07 cn(y) sin (2%z) a dostaneme feseni ptivodniho problému (9.4)

™

b
o e a Sinh(% y) . nm
w0 =2 | o b (228) / fue)sinh (v = 5) ) dst

(9.6)

a

+ % /y fn(s)sinh ((y —3) %) ds | sin (Ex> s
0

kde

a

fn(y) = %/f(x,y) sin (x%) dz .

0

e Dirichletova okrajova tiloha pro Laplaceovu rovnici na kruhu Reste rovnici Au = 0 na kruhu
o poloméru R > 0, s okrajovou podminkou u = ¢g na hranici kruhu.
Névod:

1. Pouzijte Laplaceiv operédtor v polarnich soufadnicich (r, ¢),
1 1
;(rur)r + T—Quwa =0,

a hledejte feseni ve tvaru
u(r, p) = A(r)B(y) -

Berte do ivahy pouze ta feSeni, kterd jsou na kruhu o poloméru R omezend (vite pro¢?). Pokud se vyskytnou
pii vypoctu néjaké Fourierovy fady v sinech a kosinech, piste je z divodu, které vyplynou pozdéji, radéji
ve tvaru Fourierovych fad v komplexnich exponencieldch. Pfedpokladejte, Ze funkci g lze také rozvinout do
takové rady:

o 2m

g(p) = Z Yne™  kde v, = % /g(t)eimtdt.
- 0



DIR044 - cvi¢eni ¢. 9/2007-08 (29.11.2007)

Meéli byste dostat

u(r, @) = i7n<%>ln‘em“’ .

2. Dosadte do tohoto vztahu za ~, a pokuste se sedist uvedenou fadu (ndpovéda: v komplexni exponenciele
hledejte geometrickou fadu). Mélo by vam vyjit

27T

1 R? — 2
u(r,¢) = 2 /g(t) R?2 — 2Rrcos(p — t) + 12 dt.
0

3. Reseni Laplaceovy rovnice na kruhu lze také vyjad¥it Poissonovym integralem. Porovnejte obé vyjadieni. Je
to totéz?
e Cviceni pro vase poéitani

(i) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajovd podminka rovna u(1,¢) = cos? ¢

(i) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajova podminka rovna u(1, ) = sin® o
(iii) Reste Laplace-Poissonovu rovnici Au = 2 v obdélniku (0,a) x (b/2,b/2), je-li u na hranici
(a) identicky nulové
(

a
b) rovno funkci x — y + xy.



