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Cviceni z PDR1 (DIR044)

7S 2007/08 C. 4 25.10.2007

M. Rokyta, KMA MFF UK
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/

Vyjdeme z nésledujici véty.

Véta 4.1 (Cauchy-Kowalevska) Budte a;j-(x,u), by (z,u) : I;”S —R,i=1,...,d,j=1,...,s, redlné

analytické pro néjaké p > 0. Pak existuje p’ € (0, p) a redlné analytické funkce u, : Ig,"'l —-R,r=1,...,s,
takoveé, Ze pro vsechnar =1,...,s plati
ou *L ou;
6tT (z,t) = ; Zl aijr(z, u(z, t))a—a;(x, t) + bp(2,ux, ) na IG5, (4.1)
ur(2,0) =0 na I;l, . (4.2)

Ve tride redlné analytickych funkci je toto Teseni uréeno jednoznacne.

Ukazte, ze Vétu 4.1 1ze podstatné zobecnit:

1. V (4.1) 1ze pfipustit zavislost koeficientt Glohy na proménné ¢, tj. a;;, = a;jr(x,t,u), by = b.(z,t, u).

Néavod: Uvazujte novou ,neznamou® funkci us4+1 = t a sestavte pro ni (s+1). rovnici a po¢ateéni podminku.
Ukazte, ze pro novou vektorovou funkci @ := (u1,...,us, us+1) dostaneme systém typu (4.1), (4.2), kde
Qijr = aijr(x, 17), br = br(x,ﬂ)

2. Ve (4.2) 1ze pfipustit obecnou poéateéni podminku u,(z,0) = ¢, (), kde ¢, () je redlné analyticka
funkce.

Navod: Uvazujte nové neznamé funkce v, (z,t) 1= u,(z,t) — @r(x).

3. Diskutujte lokalnost existence feSeni. Uvazte, ze lokalni feSeni lze ,slepovat® nejen v prostoru, ale
i v dase, tj. pokud feseni existuje napiiklad pro |z — 2°| < § a pro t =ty > 0 (ozna¢me toto feSeni
U), lze uvazovat systém (4.1) v I¢T([20, to]) s podatecni podminkou u, (z,to) = U, (,to) v I¢(20).
Odtivodnéte, ze Vétu 4.1 lze zobecnit takto: je-li Q C R*! oblast, ,kde jsou vSechny koeficienty
alohy (tj. a;jr, by, PFip. ¢,) realné analytické® (zformulujte presné!), existuje ' C Q, na které
existuje (ve t¥idé realné analytickych funkci jednoznaéné urcené) feseni (4.1), (4.2).

4. Konecné: v (4.1) lze pFipustit i systém zcela obecnych parcidlnich diferencialnich rovnic vyssiho fadu,
za nasledujicich omezujicich predpokladi:

(a) vSechny rovnice v systému lze (alespon lokdlné) pfevést na rovnice vyfesené vzhledem k nejvyssi
derivaci podle jedné z proménnych (ve vSech rovnicich musi tato proménnd byt tataz); pak lze
vhodnymi substitucemi pfevést takovy systém na systém tvaru (4.1);

(b) koeficienty tlohy (po provedeni vySe naznaGenych substituci) musi byt redlné analytické, tj.
ptvodni systém musi byt tvofen ,redlné analytickymi zavislostmi“;

(¢) pocateéni podminky tlohy musi byt takové, aby po pfevedeni na systém tvaru v (4.1) byl
k dispozici dostateény pocet redlné analytickych podminek tvaru (4.2); poznadmka: nékdy mize
dojit k situaci, kdy musime proderivovanim zvysit fad rovnice, v takové situaci je nutno zvolit
novou pocate¢ni podminku, ktera je automaticky splnéna pro ptvodni rovnice.
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n Diskutujte celou situaci na pfikladu dvou rovnic:

(i) Zcela obecna rovnice druhého fadu ve dvou proménnych, vyfesend vzhledem k wyy:

Ut = F(xat7u7uw7ut7uwtaumx) (43)

s podminkami
’U,(I,C7 0) = (P(x) ) '4)
wa(2,0) = (). (45)

Ukazte, ze pokud jsou F, ¢, 1 redlné analytické funkce svych proménnych, existuje (lokalng)
jediné redlné analytické FeSeni problému (4.3)—(4.5).
Navod: Polozte t = u1, u = uz, Uy = U3, Ut = U4, Uzt = U5, Ugy = UG-

(ii) Zcela obecnd rovnice 1. fddu ve dvou proménnych:

F(z,y,uz,uy) =0. (4.6)

Navod: Nejprve proderivujte celou rovnici podle (napfiklad) y. Vypocététe uy, a postupujte dle pied-
y=0 — 0447
ktera je splnéna automaticky pro feSeni puvodni rovnice. Pro¢ vlastné je potfeba nova podminka a

choziho pfikladu. Diskutujte po¢ateéni podminky, zejména novou podminku typu ,, F(...)|

proc¢ je vhodné ji mit takového tvaru?
Na zakladé predchozich avah ukazte:

5. Uloha pro Laplaceovu rovnici

Au=0, A7)
u(z,0) = ¢(z), 8)
uy(x,0) = Y(x), 9)

ma v okoli {y=0} jediné realné analytické FeSeni (jsou-li ¢, ¥ redlné analytické v okoli {y=0}).
6. Uloha (4.1)-(4.2) nemusi byt vzdy korektné zadana! Tj. feSeni sice existuje a je jediné, ale nemusi
zéaviset spojité na datech tlohy.
Navod: V predchozi situaci tlohy (4.7)—(4.9) uvazujte tzv. Hadamarduv piiklad: ¢(z) = 0, ¢(x) = 5“;%
Odtivodnéte, ze funkce u(x,y) = en;’kf{lw sinnz je jediné redlné analytické Feseni ulohy (4.7)—(4.9). Pfitom
pro toto Feseni plati vyrok:
Ve>0Vy1: >0 VK >0 dn, k€N,

lellew + 1Yllew <&,
a pritom pro libovolné a < b (v proménné z)
lu(, y)lletany > K-

Tento pfiklad ndm naznacuje, ze tloha (4.7)—(4.9) asi nebude ,ta spravna okrajova tloha“ pro Laplacetv
operator.

7. Pro vhodnou sadu poc¢atecnich podminek ukazte, Ze lokalné existuje jediné (realné analytické) Feseni
tzv. Stokesova systému v R? (piipadné v R?), pro funkce @ = (u,v) (pifpadné @ = (u,v,w)) a p
(reprezentujici po fadé rychlost a tlak),

Ai—Vp=0, (4.10)
divii = 0. (4.11)

Névod: Vérili byste, ze napiiklad pro problém ve dvou dimenzich budete potiebovat 5 pocateénich podmi-
nek? A co vic, dokéazali byste si tuto viru logicky oduvodnit?



