Pisemka z 30.3.2007 — reseni 1

Komentar k reSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 30.3.2007
MA pro F, 5. semestr

1. [9b] V prostoru S'(R) naleznéte feSeni rovnice

I

—y" 4 k% =6, k>0,

které spliuje y(—z) = —y(z) pro z # 0.

Komentai k feseni: Jde o priklad 6 na strané 89 skript ,,Piiklady z matematiky pro fyziky V.“ Piiklad
se jiz vyskytl v pisemce, a to dne 15.1.2007. Resi se standardni cestou:

e VyfeSeni rovnice s pravou stranou rovnou nule, metodou charakteristického polynomu da feseni
tvaru e; + coe k% 4 cgek®

e Abychom ziistali v prostoru S', musi byt

yi(z)=a+be *, x>0, y (z)=c+de*, z<0.

e Podminky spojitosti nulté a prvni derivace v nule, a skoku velikosti (—1) druhé derivace v nule daji
tfi podminky, lichost funkce dava ¢tvrtou podminku, jejichz FfeSenim dostaneme:

o DU
“TOT g T T
e Celkové tedy
Yy (a:)zi(l—e_’”) x>0 Yy (m)z—i(l—e’”) x <0
+ 2k? ’ ’ - 2k? ’ ‘
coz lze zapsat souhrnné jako
1. _
ylx) = mmgnx(l — e~klely




Pisemka z 30.3.2007 — resSeni 2

2. [10D]

(a)

(b)
()

Najdéte reSeni rovnice vedeni tepla na polopiimce
ou O%u
— ——=— =0, >0, t>0
ot  0Ox? ’ ’ ’

které spliuje u(0,¢) = 0 pro ¢t > 0, u(x,0) = Uy > 0 pro z > 0.
Odvodte tvar Greenovy funkce pro rovnici vedeni tepla.

Zdtvodnéte, jak jste zachdzeli s pocateéni podminkou u(z,0) = Uy > 0 pro z < 0 v bodu (a) vyse,
a proc.

Komentar k feseni: Jde o priklad 8 na strané 261 skript ,,Pfiklady z matematiky pro fyziky V.“ Priklad
se jiz vyskytl v pisemce, a to dne 12.1.2007. Pfi feSeni je asi nejlepsi zvolit potradi bodt (b), (c), (a), tj.

kdyz uz se to ma i odvodit, tak si to nejprve odvodime, a pak budeme aplikovat.

(b)

Hleddme funkci G = G(z,t) takovou, Ze Bt ,AG € C(R™ x (0,00)), kterd je navic pomalu rostouct
v nekoneénu, aby byla prvkem prostoru &’. Tato funkce musi spliiovat

a—G—aQAG = 0, z€R™,t>0, (1)
)

ot
(2)

G(z,0) =
smyslu distribuci, pro t — 0+. Pouzijeme

pfifemz podminka (2) se mysli tak, ze G(z,t) — § ve
) prejde v

Fourierovu transformaci v proménné z, a (1 ) (2

X6t raricra@en = 0, EcR".1>0, )

G(.0) = 1. (4)

Pro pevné ¢ € R™ jde o obycejnou diferencidlni rovnici v proménné ¢ s pocatecni podminkou pro
t = 0, jejimz FeSenim je

G(&,t) = e e’ (5)

Vyuzijeme sudosti funkce vpravo v (5), diky které je inverzni Fourierova transformace rovna dopiedné

Fourierové transformaci, kterou tedy aplikujeme na pravou stranu v (5). Vypocet nemusime provadeét,
nebot vime (zpaméti nebo z tahdku), zZe

— m o
e—alél? = (g) : e L‘ . (6)
Proto . )
||
G(a:,t)zme_m, a:GIRm,t>O (7)

je ndmi hledana funkce.

Vime, Ze TeSeni rovnice vedeni tepla s nulovou pravou stranou a s pocatecni podminkou g je dano
vztahem

u(z,t) := G(x,t) %, g(x),
coz v jedné prostorové dimenzi dava

|z —y|?

w2 dy . (8)

u(z,t) =

2a\/_ /

Je-li g licha funkce, dostavame odtud specidlné pro hodnotu u(0,):

vl 2

e i dy =0 Vi >0, 9)

u(0.8) = 2a\/_/

lyl?
nebot integrujeme souéin liché g(y) a sudé (e~ 177 ) funkce pfes celou redlnou osu. Odtud také naopak

plyne, Ze pokud chceme vlastnost (9) vynutit, lze to ucinit tim, Ze funkci g uéinime lichou.
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(a) V podstaté jiz jde jen o roz§ifeni funkce g lise a aplikaci vzorce (8) s a = 1. Dostaneme

(2, 1) ! /0 Ve~ 5 dy + — /m Uoe™ 54 (10)
ulzxr = — e 4a?t e €  4a2t .
’ 27t 0 Y 2v/7t Jo 0 Y

Protoze (jak vidite nebo jste schopni odtivodnit) nejsou integréaly v (10) vyjadfitelné pomoci elemen-
tarnich funkci, je toto vlastné uz vysledek. Nicméné trocha tprav do ¢itelnéjsiho tvaru neni nikdy

na $kodu. Zde napiiklad pomohou substituce 275 = s, které umozni vysledek upravit na tvar

2, [
u(z,t) = T; 02\[ e ds, (11)

je tedy feSeni rovno (aZ na nasobek) tzv. errorfunction®.

3. [11b] Uvazujte omezené feseni u rovnice Au = 0 v oblasti Q C R?, spliiujici podminku u = g na hranici
Q, kde
Q:={[z,y]; >0,y>0,2°+y*>a*}, proa>0,

a funkce ¢ je definovana takto:
1 naz?+y?=a?,>0,y>0,
g =
0 na zbytku hranice.

Naleznéte hodnoty tohoto FeSeni na mnozing {[z,y] € Q, z = y}.

Komentai k feSeni: Jde o priklad 22 na strané 155 skript ,,P¥iklady z matematiky pro fyziky V.« Je
zlehcéen tim, Ze TeSeni se nepocitd vSude, ale jen na ose prvniho kvadrantu. Ptiklad se jiz vyskytl v pisemce,
a to dne 12.2.2007.

Nejprve zobrazenim z? zobrazime zadanou oblast na horni polorovinu bez ptilkruhu o poloméru a? a stiedu
0, coz je jak délané na Zukovského zobrazeni %(z +a*/2). Celkové zobrazeni je tedy!

Pocéteéni podminka se pfenese na charakteristickou funkci intervalu (—a?, a?), a explicitni vypocet v horni

poloroviné da reseni
1 2 1 42
v(€,n) = —arctg (f-l-—a) — —arctg (f a )
7T n m n

(spoctéte si podrobng).
Vyjadreni proménnych £ a n pomoci z a y vychazi ze vztahu

1 a*

5(($+iy)2+m) = flz+iy) =& +in,

coz pro x = y dava po Gprave

. 9 a’ . 2 a’
2ix +ﬁ:2(§+m) = £E=0, n:x—@
a tedy
; a® ¢ —a? ¢ 4z2%a?
u(z,x) = —arctg 2_% — —arctg | — % = —arctg g

na zadané mnoziné.

1Ve skriptech se piiklad fesi pomoci linedrniho lomeného zobrazeni - porovnejte.



