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Uvod

Prolog: Surrealismus (podle Wiki)

Surrealismus (vyslovnost syrealizmus) je evropsky umélecky smér,
ale také Zivotni styl, ktery usiluje o osvobozeni mysli, zd{iraziiuje
podvé&domi. SnaZi se o zachyceni snil, pfedstav, pocitli a myslenek.
Prvni impulsy surrealismus dostal od André Bretona, jeho prudky
rozvoj umoznil Salvador Dali. Surrealismus je stale aktivni smér,
ackoli se od plvodnich myslenek znagné& vzdalil.
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Prolog: Surrealismus (podle Wiki)

Surrealismus (vyslovnost syrealizmus) je evropsky umélecky smér,
ale také Zivotni styl, ktery usiluje o osvobozeni mysli, zd{iraziiuje
podvé&domi. SnaZi se o zachyceni snil, pfedstav, pocitli a myslenek.
Prvni impulsy surrealismus dostal od André Bretona, jeho prudky
rozvoj umoznil Salvador Dali. Surrealismus je stale aktivni smér,
ackoli se od plvodnich myslenek znagné& vzdalil.

Termin surrealismus poprvé pouzil Guillaume Apollinaire ve spojeni
se svou divadelni hrou Prsy Thirésiovy, jednalo se o jakousi
absolutni realitu — surrealitu (francouzska predpona sur — nad).
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Uvod

Prolog: Surrealismus (podle Wiki)

Surrealismus (vyslovnost syrealizmus) je evropsky umélecky smér,
ale také Zivotni styl, ktery usiluje o osvobozeni mysli, zd{iraziiuje
podvé&domi. SnaZi se o zachyceni snil, pfedstav, pocitli a myslenek.
Prvni impulsy surrealismus dostal od André Bretona, jeho prudky
rozvoj umoznil Salvador Dali. Surrealismus je stale aktivni smér,
ackoli se od plvodnich myslenek znagné& vzdalil.

Termin surrealismus poprvé pouzil Guillaume Apollinaire ve spojeni
se svou divadelni hrou Prsy Thirésiovy, jednalo se o jakousi
absolutni realitu — surrealitu (francouzska predpona sur — nad).

... Roku 1924 vydal André Breton Surrealisticky manifest...
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Uvod

Co je 27

Jan Novak (1930 - 2018)

,Potitat — nevim co to je, ale vim, jak se to pouzivad."
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Co je 27

Jan Novak (1930 - 2018)

,Potitat — nevim co to je, ale vim, jak se to pouzivad."

Reuben Louis Goodstein (1912 — 1985)

It is surely a very remarkable thing that despite the range, power
and success of modern mathematics, the concept of natural
number, on which the whole edifice rests, is still something of a
mystery." (1955)
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Co je 27

Jan Novak (1930 - 2018)

,Potitat — nevim co to je, ale vim, jak se to pouzivad."

Reuben Louis Goodstein (1912 — 1985)

It is surely a very remarkable thing that despite the range, power
and success of modern mathematics, the concept of natural
number, on which the whole edifice rests, is still something of a
mystery." (1955)

Leopold Kronecker (1823 — 1891)

,Blh stvofil pfirozend &isla, vSechno ostatni je lidské dilo.”
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(GOODSTEIN KRONECKER
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napsani znaku;
¢islovka;

napsani Cislovky;

&islo 77

Nevime co to je, ale vime, jak se to pouZiva.

e Mo¥nd pravé ,zpiisob pouZiti definuje &islo. (Sachova figura.)"
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znak;

napsani znaku;
¢islovka;

napsani Cislovky;

&islo 77

ya

Nevime co to je, ale vime, jak se to pouZiva.
e Mo¥nd pravé ,zpiisob pouZiti definuje &islo. (Sachova figura.)"

e Nebo je 2 t¥ida v3ech dvouprvkovych mnozin?
Konec 19. stol.: Gottlob Frege (1848 — 1925);
0 ~20 let pozdgji: Bertrand Russell (1872 — 1970)
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Existence &isel

FREGE RUSSELL
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Abstraktni objekt

MozZna definice:

Neexistuje v ¢asoprostoru.
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Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)
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Abstraktni objekt

Mozna definice:
Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)

Je tedy kauzdlné inertni:
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Abstraktni objekt

Mozna definice:
Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)

Je tedy kauzdlné inertni:
Nema schopnost zplsobovat ucinky ve fyzickém svété.
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Existence &isel

Abstraktni objekt

Mozna definice:
Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)

Je tedy kauzdlné inertni:
Nema schopnost zplsobovat ucinky ve fyzickém svété.

Jsou rtizné definice. Vechny jsou diskutabilni.
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Existence &isel

Abstraktni objekt

Mozna definice:

Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)
Je tedy kauzdlné inertni:

Nema schopnost zplsobovat ucinky ve fyzickém svété.

Jsou rtizné definice. Vechny jsou diskutabilni.

Jsou ¢&isla abstraktni objekty?
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Existence &isel

Abstraktni objekt

Mozna definice:

Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)
Je tedy kauzdlné inertni:
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Existence &isel

Abstraktni objekt

Mozna definice:

Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)
Je tedy kauzdlné inertni:

Nema schopnost zplsobovat ucinky ve fyzickém svété.

Jsou rtizné definice. Vechny jsou diskutabilni.

Jsou &isla abstraktni objekty? (At uZ to znamend cokoliv?)

Né&které fil. sméry odmitaji existenci abstraktnich objekta.
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Existence &isel

Abstraktni objekt

Mozna definice:

Neexistuje v &asoprostoru. (At uZ ,existuje” znamend cokoliv.)
Je tedy kauzdlné inertni:

Nema schopnost zplsobovat ucinky ve fyzickém svété.

Jsou rtizné definice. Vechny jsou diskutabilni.

Jsou &isla abstraktni objekty? (At uZ to znamend cokoliv?)

Né&které fil. sméry odmitaji existenci abstraktnich objekta.
Tedy i &isel? (nominalismus)
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Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;
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Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

m myridda (Rekové: prakticky nekone&no);
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Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

m myridda (Rekové: prakticky nekone&no);

m milion, myridda myridd, miliarda (/idsky Zivot nestati), bilion,
biliarda, atd.;
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Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

m myridda (Rekové: prakticky nekone&no);

m milion, myridda myridd, miliarda (/idsky Zivot nestati), bilion,
biliarda, atd.;

m trilion, kvadrilion, kvintilion, ...;
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Velka &isla

5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

myridda (Rekové: prakticky nekoneno);

milion, myridda myridd, miliarda (lidsky Zivot nesta&), bilion,
biliarda, atd.;

trilion, kvadrilion, kvintilion, ...

063

m Archimédés: do vesmiru se vejde cca 10°° zrnek pisku;
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Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;
m myridda (Rekové: prakticky nekone&no);

m milion, myridda myridd, miliarda (/idsky Zivot nestati), bilion,
biliarda, atd.;

trilion, kvadrilion, kvintilion, ...

Archimédés: do vesmiru se vejde cca 10°% zrnek pisku;
budlilion = 10% (Izdk Rmoutil (*2020)), budliliarda (dtto);

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Pdsmo — Surredlna &isla



Velka &isla

m 5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

m myridda (Rekové: prakticky nekone&no);

milion, myridda myridd, miliarda (lidsky Zivot nesta&), bilion,
biliarda, atd.;

trilion, kvadrilion, kvintilion, ...

Archimédés: do vesmiru se vejde cca 10°% zrnek pisku;
budlilion = 10% (Izdk Rmoutil (*2020)), budliliarda (dtto);
googol = 10%;
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Velka &isla

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Pdsmo — Surrealr

5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

myridda (Rekové: prakticky nekoneno);

milion, myridda myridd, miliarda (lidsky Zivot nesta&), bilion,
biliarda, atd.;

trilion, kvadrilion, kvintilion, ...

Archimédés: do vesmiru se vejde cca 10°% zrnek pisku;
budlilion = 10% (Izdk Rmoutil (*2020)), budliliarda (dtto);
googol = 10%;

mililion = 109000 ??: maximusmilion = 101 000000.
maximusmiliarda, maximusbilion ...;

&isla



Velka &isla
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5 (Mamutik); 10; 100; 1000;

myridda (Rekové: prakticky nekoneno);

milion, myridda myridd, miliarda (lidsky Zivot nesta&), bilion,
biliarda, atd.;

trilion, kvadrilion, kvintilion, ...

093 zrnek pisku;

Archimédés: do vesmiru se vejde cca 1
budlilion = 10% (Izdk Rmoutil (*2020)), budliliarda (dtto);
googol = 10%;

mililion = 109000 ??: maximusmilion = 101000000,
maximusmiliarda, maximusbilion ...;

googolplex = 108°°8°!: googolduplex = 108°°g°lplex;

&isla
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace
ndsobeni 3+3+3+3=4-3
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)

3
tetrace 33° =43 =3114
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+3+3=4.3

mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)
tetrace 33 =43 = 3114

pentace 3333 =314 =
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)

tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)
tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))
ATD. 111 45,46 47 43 431113
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)
tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))
ATD. 111 45,46 47 43 431113
Ptiklady:
m213=32=2% =24 =16
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)

tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))

ATD. 111 45,46 47 43 431113
Ptiklady:
m213=32=2% =24 =16
" 2TTT3:2TT(2TT2):2TT22:42:2222:216:65536.
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3

mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)
tetrace 33 =43 = 3114

pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))

ATD. ”! TSI T61 T7y eey T33v LR T3T¢TT3’
Ptiklady:
m2113=32=2%=2%=16;

2
B2 M3 =211 (2112) = 21122 =42 = 22" = 216 — 65536,
5
B5 M 2=5M5=55= 5555 ma pres 10107 cifer.
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)

tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))
ATD. 111 45,46 47 43 431113
Ptiklady:
m 21 3=32=2% =24 =16
" 2TTT3:2TT(2TT2):2TT22:42:2222:216:65536.
B5 M 2=5M5=55= 55555 ma pres 10107 cifer.
2 5113 =511 (5115) = "5 =5
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Goodsteinovy &iselné hyperoperace

nasobeni 3+3+34+3=4-3
mocnéni 3-3-3-3=3*=314 (znakeni: Donald Knuth)

tetrace 33 =43 = 3114
pentace 3333 =314 =
hexace 311114 =3 111 (3111 (3111 3))

ATD. 111 45,46 47 43 431113
Ptiklady:
m213=32=2% =24 =16
" 2TTT3:2TT(2TT2):2TT22:42:2222:216:65536.
5
B5 M 2=5M5=55= 5555 ma pres 10107 cifer.
_5
B5M13=51(5115)="55=5 .. tojejen zattek.
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Supervelk3 &isla — jeden p¥iklad (zdaleka ne nejvétsy)

Grahamovo Cislo ggs: Ramseyova teorie. Rekurzivni definice:

G = 3TT ............... T3\
31‘T ............ T/3
: > 64 layers
I e 13
N——
311173 )
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KNUTH PLANCK
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)
Jak velké je gepa:
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:
UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:
UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.

Fakta:
m cifry(gss) > N;
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.

Fakta:
m cifry(ges) > N,
m cifry*(goa) = cifry(cifry(gea)) > N;
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.

Fakta:
m cifry(gea) > N;
m cifry*(goa) = cifry(cifry(gea)) > N;
m cifry®(gea) = cifry(cifry(cifry(ges))) > N;
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.

Fakta:
m cifry(ges) > N,
m cifry*(goa) = cifry(cifry(gea)) > N;

m cifry®(gea) = cifry(cifry(cifry(ges))) > N;
a ...
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Maji supervelkd &isla narok na ,existenci“?

Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

Jak velké je gepa:

UvaZujme Planckiv objem: (3 = 4,2217 - 10719 m3.
Necht V je objem Pozorovatelného Vesmiru.
PoloZzme N = %. Prostor PV se sklada z N, bun&k".

D.U. Laskavy posluchat si sam provede ¥adovy odhad N.

Fakta:

cifry(gea) > N;

cifry?(ges) = cifry(cifry(ges)) > N;

cifry® (ges) = cifry(cifry (cifry(gss))) > N

"
"
..
m cifryN(gss) > N; atd. (ne a? do nekonetna, ale hodné& dlouho).
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Osnova

Problémy
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Co jsme schopni o &islech ¥ici?

Collatziiv problém: C(1) € N zvolime pevné. Definujeme:

3n+1, pokud n je liché,
C(n) == o
n/2, pokud n je sudé.

Jestlipak VC(1) 3n: C(n) =17
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Co jsme schopni o &islech ¥ici?

Collatziiv problém: C(1) € N zvolime pevné. Definujeme:

3n+1, pokud n je liché,
C(n) == o
n/2, pokud n je sudé.

Jestlipak VC(1) 3n: C(n) =17
Ani Paul Erdés (1913 — 1996) to nezjistil, stale to nevime.
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Co jsme schopni o &islech ¥ici?

Collatziiv problém: C(1) € N zvolime pevné. Definujeme:

3n+1, pokud n je liché,
C(n) == o
n/2, pokud n je sudé.

Jestlipak VC(1) 3n: C(n) =17
Ani Paul Erdés (1913 — 1996) to nezjistil, stale to nevime.
Dalsi oteviené problémy:

m Kolik je prvoliselnych dvoj¢at? Atd... Ale také:
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Co jsme schopni o &islech ¥ici?

Collatziiv problém: C(1) € N zvolime pevné. Definujeme:

3n+1, pokud n je liché,
C(n) == o
n/2, pokud n je sudé.

Jestlipak VC(1) In: C(n) =17
Ani Paul Erdés (1913 — 1996) to nezjistil, stale to nevime.
Dalsi oteviené problémy:

m Kolik je prvoliselnych dvoj¢at? Atd... Ale také:

m Je Eulerova konstanta raciondlni?
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Co jsme schopni o &islech ¥ici?

Collatziiv problém: C(1) € N zvolime pevné. Definujeme:

3n+1, pokud n je liché,
C(n) == o
n/2, pokud n je sudé.

Jestlipak VC(1) In: C(n) =17
Ani Paul Erdés (1913 — 1996) to nezjistil, stale to nevime.
Dalsi oteviené problémy:
m Kolik je prvoliselnych dvoj¢at? Atd... Ale také:
m Je Eulerova konstanta racionalni?
mT+enteQ?
Nevime.
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COLLATZ
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Goodsteinova posloupnost m,

Ddno mg € N. Vyjadfime v zadkladu 2, exponenty taktéz atd.
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Problémy

Goodsteinova posloupnost m,

Ddno mg € N. Vyjadfime v zadkladu 2, exponenty taktéz atd.

20 = mg = 2% £ 22+1 1 02 4 .
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Goodsteinova posloupnost m,

Ddno mg € N. Vyjadfime v zadkladu 2, exponenty taktéz atd.

20 = mg = 2% £ 22+1 1 02 4 .

Cislo m; spotteme nahrazenim ,2 +— 3" a odettenim 1:

my =33 4337 4 33,
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Goodsteinova posloupnost m,

Ddno mg € N. Vyjadfime v zadkladu 2, exponenty taktéz atd.

20 = mg = 2% £ 22+1 1 02 4 .

Cislo m; spotteme nahrazenim ,2 +— 3" a odettenim 1:

my = 3% 4331 4 33,
Cislo my spotteme nahrazenim ,3 — 4" a odeltenim 1:
my = 4% 4 4%+ 4 4% _ 1. kde vyjad¥ime
4% —1=3-4343.421+3.443, tedy

my=4% 1441 13.43413.4213.443.
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Goodsteinova posloupnost m,

Ddno mg € N. Vyjadfime v zadkladu 2, exponenty taktéz atd.

20 = mg = 2% £ 22+1 1 02 4 .

Cislo m; spotteme nahrazenim ,2 +— 3" a odettenim 1:

my = 3% 4331 4 33,
Cislo my spotteme nahrazenim ,3 — 4" a odeltenim 1:
my = 4% 4 4%+ 4 4% _ 1. kde vyjad¥ime
4% —1=3-4343.421+3.443, tedy

my=4% 1441 13.43413.4213.443.
Cislo ms3 spocteme nahrazenim ,4 — 5" a odeltenim 1:

my =5 +55t1 1 3.53 13.5213.542
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo =22 £ 221 102 41

my =3 4331 4 33

my=4% 44411 3.4313.4213.443
ms =5 +5143.5343.5243.542
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo =22 £ 221 102 41

my :333+33+1+33

my=4% 1441 13.4313.4213.443
my =55 + 551 1 3.5313.5213.542
ms =65 +65t1 +3.634+3.624+3-64+1
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo =22 £ 221 102 41

my :333+33+1+33

my=4%" 4441 43.4343.4243.4+3
ms =5 +514+3.5343.5213.542
my =6 +60714+3.634+3-62+3-6+1
ms=7" +7 1 +3.7343.7243.7
atd.
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo=2% +22t1 1 22 41

my :333+33+1+33

my=4% 44411 3.4313.4213.443
ms =5 +5%1 +3.5343.5243.542
ms =6 +61+3.65+3.62+3-6+1
ms=7" + 71 +3.7343.7243.7
atd.

gpekulujme o této posloupnosti. Kdo o ni néco zajimavého vi?
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo =22 4221 42241
my = 3% 4331 4 33
my=4% 44411 3.4313.4213.443
ms =5 +5143.5343.5243.542
my =6 +614+3.63+3.62+3-6+1
ms=7" +7 1 +3.7343.7243.7
atd.
gpekulujme o této posloupnosti. Kdo o ni néco zajimavého vi?

Fakt 1: Pro jisté n € N je m, = 0. Podobn& pro libovolné mg € N.
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Goodsteinova posloupnost m, pro my = 29

mo =22 £ 221 102 41
my :333 433+ 4 383
my=4%" 4441 43.4343.4243.4+3
ms =5 +5143.5343.5243.542
my =6 +614+3.63+3.62+3-6+1
ms=7" +7714+3.7343.7243.7
atd.
gpekulujme o této posloupnosti. Kdo o ni néco zajimavého vi?

Fakt 1: Pro jisté n € N je m, = 0. Podobn& pro libovolné mg € N.
Fakt 2: Toto nelze dokdzat v Peanové& aritmetice. Snadno v ZF.
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Nevyhnutelnd nedplnost

Kurt Godel (1906 — 1978): 1. Véta o nediplnosti (1931)

Necht T je rozumnd axiomatickd teorie aritmetiky.
Pak existuje aritmeticka pravda, ktera neni v T formalné
dokazatelna (ani vyvratitelnd).
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Nevyhnutelnd nedplnost

Kurt Godel (1906 — 1978): 1. Véta o nediplnosti (1931)

Necht T je rozumnd axiomatickd teorie aritmetiky.
Pak existuje aritmeticka pravda, ktera neni v T formalné
dokazatelna (ani vyvratitelnd).

Vzdy tedy existuji aritmetické pravdy, které v nasi (rozumné) teorii
nejsou dokazatelné.
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Nevyhnutelnd nedplnost

Kurt Godel (1906 — 1978): 1. Véta o nediplnosti (1931)

Necht T je rozumnd axiomatickd teorie aritmetiky.
Pak existuje aritmeticka pravda, ktera neni v T formalné
dokazatelna (ani vyvratitelnd).

Vzdy tedy existuji aritmetické pravdy, které v nasi (rozumné) teorii
nejsou dokazatelné.

Pomoci tzv. Goédelovych &isel |, preloZil” metamatematickd tvrzeni
(nap¥. ,Existuje dilkaz formule ¢.") do aritmetickych formuli.
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Nevyhnutelnd nedplnost

Kurt Godel (1906 — 1978): 1. Véta o nediplnosti (1931)

Necht T je rozumnd axiomatickd teorie aritmetiky.
Pak existuje aritmeticka pravda, ktera neni v T formalné
dokazatelna (ani vyvratitelnd).

Vzdy tedy existuji aritmetické pravdy, které v nasi (rozumné) teorii
nejsou dokazatelné.

Pomoci tzv. Goédelovych &isel |, preloZil” metamatematickd tvrzeni
(nap¥. ,Existuje dilkaz formule ¢.") do aritmetickych formuli.
Potom zkonstruoval formuli, kterd sama o sobé ¥ika, Ze je formalné
nedokazatelna. Kdyby tedy byla formalné dokazatelnd, byl by to
spor. Proto neni formaln& dokazatelnd, a je tedy pravdivd (toto je
metamatematicky diikaz).
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PEKARSKA 5, BRNO




Osnova

Konstrukce

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Pasmo — Surr



Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.
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Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.

PA ma dvé verze (1. ¥adu — vice modeli; 2. ¥adu — kategoricka)
Teorie mnoZin (TM) je od po&atku 20. stol. zdkladni.

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Pdsmo — Surredlna &isla




Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.

PA ma dvé verze (1. ¥adu — vice modeli; 2. ¥adu — kategoricka)
Teorie mnoZin (TM) je od po&atku 20. stol. zdkladni.

ZF obsahuje model PA 2. ¥adu (jedine¢ny, aZ na izomorfismus).
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Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.

PA ma dvé verze (1. ¥adu — vice modeli; 2. ¥adu — kategoricka)
Teorie mnoZin (TM) je od po&atku 20. stol. zdkladni.

ZF obsahuje model PA 2. ¥adu (jedine¢ny, aZ na izomorfismus).

Von Neumannova pfirozena &isla v teorii mnoZin:
0:=0; 1:={0}; 2:={0,1}; 3:={0,1,2};
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Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.

PA ma dvé verze (1. ¥adu — vice modeli; 2. ¥adu — kategoricka)
Teorie mnoZin (TM) je od po&atku 20. stol. zdkladni.

ZF obsahuje model PA 2. ¥adu (jedine¢ny, aZ na izomorfismus).

Von Neumannova pfirozena &isla v teorii mnoZin:
0:=0; 1:={0}; 2:={0,1}; 3:={0,1,2};
Obecné n:={0,1,...,n—1}.
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Peano; von Neumann

Jedna z prvnich axiomatizaci N je p¥ipisovana Giuseppe Peanovi
(1858 — 1932). Navazoval na praci Richarda Dedekinda (1831 —
1916) a dalich.

PA ma dvé verze (1. ¥adu — vice modeli; 2. ¥adu — kategoricka)
Teorie mnoZin (TM) je od po&atku 20. stol. zdkladni.

ZF obsahuje model PA 2. ¥adu (jedine¢ny, aZ na izomorfismus).

Von Neumannova pfirozena &isla v teorii mnoZin:
0:=0; 1:={0}; 2:={0,1}; 3:={0,1,2};
Obecné n:={0,1,...,n—1}.

Pozn.: Plati n+1 = nU {n}. (funkce néslednika)
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Konstruk
0000

DEDEKIND PEANO NEUMANN

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Pdsmo — Surredlna &isla



Konstruk

000000
s

Dalsi &iselné obory v ZFC

e N: (), {0}, {o0,1}, {o,1,2}, {0,1,2,3},
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Si Ciselné obory v ZFC

e N0, {0}, {o,1}, {0,1,2}, {0,1,2,3},

e 7. 7Z:=NxN={(ab): a,beN}. .(a,b) =a— b"

Definujeme relace a operace (pro libovolnd &isla a, b, c,d € N):

(a,b) = (c,d) <= a+d=c+ b, podobné&pro <, >.

(a,b)+(c,d) - (3+C,b+d), (a,b)—(c,d) - (3+d,C+b),
(a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + bc).

P¥esnéji: |ze brét tfidy ekvivalence (pak misto ,=" piseme ,~").

Pozn: jsou dal3i (jednodussi, ale méné elegantni) zpisoby.
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Dalsi &iselné obory v ZFC

e N0, {0}, {01}, {0,1,2}, {0,1,2,3},
e 7. 7Z:=NxN={(ab): a,beN}.
e Q Q=ZxN, ,

.(a, b)
(a,

all
N— m
I

(a, b) = (¢,d) <= ad = bc,
(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),(a, b) - (¢,d) = (ac, bd).
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Dalsi &iselné obory v ZFC

e N0, {0}, {01}, {0,1,2}, {0,1,2,3},
e 7. 7Z:=NxN={(ab): a,beN}. .(a, b)
e Q Q:=7Z xN. .(a,

all
N— m
I

(a, b) = (¢,d) <= ad = bc,
(a, b) + (c,d) = (ad + bc, bd),(a, b) - (¢,d) = (ac, bd).
o R: Dedekindovy ¥ezy:

R = {(L,R): LLRCQ A vXeLVyeR:x<y}.

Nyni je potfeba zavést usporadani a operace.
Diéle je tfeba dokdzat axiomy usporadaného télesa a tplnost.
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Konstrukce
0000@000000

John Horton Conway (1937 — 2020)
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoziny &isel.
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

.

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoZiny &isel.
m (L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoziny &isel.
m (L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.
Xy

def, . L

| ES zadné yR <x Ay < %adné x
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoziny &isel.

m (L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.

Exy Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt
mx+y:={xt+y x+yt | xRy, x+yR} (vEechny moznosti!)
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoziny &isel.
m (L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.
Exy Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt

mx+y:={xt+y x+yt | xRy, x+yR} (vEechny moznosti!)

X = {—xR | — XL}
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

m Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoziny &isel.

m (L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.

x<y Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt

x+y = {xt+y x+yt | xR+ y,x+yR} (vEechny moznosti!)

—x = {—xR| —xt}

Xy = {xLy+xyL —XLyL,XRy+XyR — X
xby + xyR — xLyR xRy 4+ xyl — xRyby

RyR |
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

.

Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoZiny &isel.
L|R) je &islo, jestlize VxL € L¥xR € R: xt £ xR.

x<y Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt

x+y = {xt+y x+yt | xR+ y,x+yR} (vEechny moznosti!)

—x = {—xR| —xt}

Xy = {xLy+xyL —XLyL,XRy+XyR — X
xby +xyR — xbyR xRy + xyb — xRy

0. den Conway stvofil: 0:= (0 | 0) = {| }.

RyR |
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoZiny &isel.
(LIR) je Eislo, jestlize Vxt € L VxR € R: xb % xR.

x<y Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt

x+y = {xt+y x+yt | xR+ y,x+yR} (vEechny moznosti!)

—x = {—xR| —xt}

Xy = {xLy+xyL —XLyL,XRy+XyR — X
xby + xyR — xLyR xRy + xyb — xRyly

0. den Conway stvofil: 0:= (0 | 0) = {| }.

1. den Conway stvofil: —1 := (0| 0) = {|0}, 1:=(0]0) = {0]}.

RyR |
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoZiny &isel.
(LIR) je Eislo, jestlize Vxt € L VxR € R: xb % xR.

x<y Lef, zadné yR <x Ay < zadné xt
x+y = {xt+y x+yt | xR+ y,x+yR} (vEechny moznosti!)
—x = {—xR| —xt}
x-y = {xty +xyt = xEy b xRy 4 xR — xRy R |

xby 4 xyR — xLyR xRy 4 xyb — xRyL}
0. den Conway stvofil: 0:= (0 | 0) = {| }.

1. den Conway stvofil: —1 := (§ | 0) = {|0}, 1:=(0]0) = {0]}.
2. den Conway stvofil: —2, —%, %,2.
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Surredlna ¢&isla — neformalni konstrukce

0. den Conway stvofil:
1. den Conway stvof¥il:
2. den Conway stvofil:
3. den Conway stvof¥il:
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Cisla jsou tvaru (L|R), kde L, R jsou mnoZiny &isel.

(LIR) je Eislo, jestlize Vxt € L VxR € R: xb % xR.

x<y gefy 7adné yR <x Ay < %adné xt

x+y = {xt+y x+yt | xR+ y,x+yR} (vEechny moznosti!)
—x = {—xR| —xt}

x-y:i={xty +xyt — xt

yh xRy +xyR — xRyR |
XLy 4 xyR — xLyR xRy 4 xyl — xRyLy

0:=@10)=A{1}.

—1:=(0]0) ={lo}, 1:=(0[0)={0]}.
_27_%7%72

atd.
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F1G. 0. When the first few numbers were born.
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Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

m No ... (vlastnil) tfida v8ech surredlnych &isel.
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Konstrukce

Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

m No ... (vlastnil) tfida v8ech surredlnych &isel.

m No je linedrné usporadané t¥idové téleso.
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Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

m No ... (vlastnil) tfida v8ech surredlnych &isel.
m No je linedrné usporadané t¥idové téleso.
m R,0n C No. Tedy také:
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Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

m No ... (vlastnil) tfida v8ech surredlnych &isel.
m No je linedrné usporadané t¥idové téleso.

m }R On C No. Tedy také:

mlw—1 Y —I-Z2
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Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

No ... (vlastni!) t¥ida viech surredinych &isel.

No je linedrné usporadané tfidové téleso.

R, On C No. Tedy také:

1

S, w—1, Vwur—1-I atp.

Plati naptiklad {0,1,2,3,... |w,w/2,w/4,w/8,...} = Jw.
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Vlastnosti a ptiklady surredlnych Zisel

No ... (vlastni!) t¥ida viech surredinych &isel.

No je linedrné usporadané tfidové téleso.

R, On C No. Tedy také:

1

S, w—1, Vwur—1-I atp.

Plati naptiklad {0,1,2,3,... |w,w/2,w/4,w/8,...} = Jw.

Dékuji za pozornost!

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)
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