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16.—17 stol.

m Renesan¢ni optimismus a pragmatismus.

m Diirazny Yecky poZadavek rigoréznich dikazl matematickych
tvrzeni ustoupil do pozadi.

Christiaan Huygens — 1657

»K ziskani divéry odbornikl neni ddlezité, zda jim dame absolutni
diikaz, [...] Zda se proto, Ze pfedeviim musime sledovat tu metodu,
pomoci které lze vie pochopit a stru¢n& a jasné vyloZit. Sobé
uSetfime praci se sepisovanim, jinym pak se ¢tenim."

Problém: sloZitost Gvah roste nad moZnosti nasi intuice.

Od dob starovéku prvni pokroky v integraci:
nap¥. Johannes Kepler (1571-1630).
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Pozoroval vztah posloupnosti a pFislusné posloupnosti diferenci.
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Pozoroval vztah posloupnosti a pFislusné posloupnosti diferenci.

N|I0O 1 2 3 456
1. dif. 1111111
2. dif. 000O0O0OOO
N2|0 1 4 9 16 25 36
1. dif. 135 7 9 11 13
2. dif. 22 2 2 2 2 2
3. dif. 00 0 0 0 00O

Diference a [umace jsou zde navzdjem (témé&F) inverzni operace.
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Leibniz: publikace v Acta Eruditorum (1686)

m VyloZil zdklady svého nového kalkulu.
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Prillet histor

Leibniz: publikace v Acta Eruditorum (1686)

m VyloZil zdklady svého nového kalkulu.

m Prdce s nekonetn& malymi (infinitesimalnimi) veli¢&inami.
(. dy _ 0 .

m Problém: 3 = 5. Kritika.

m Snaha vysvétlit s pomoci metafyziky (nedsp&sna).

Nicméné odvodil ¥adu vysledki: Vzorce pro derivovani.

Z3akladni véta kalkulu — ,,N.-L. formule”

/b F(t)dt = f(b) — f(a).

, Dikaz. " /f’ dt—/dt—/ daf = F(b) — f(a). O
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Isaac Newton (1643-1727) — 1687 publ. PNPM

Necht je ddna k¥ivka y = x?. [PouZival jinou notaci.]
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Isaac Newton (1643-1727) — 1687 publ. PNPM

Necht je ddna k¥ivka y = x?. [PouZival jinou notaci.]

y + dy = (x + dx)?

y+ dy:x2+2xdx—|— dx?
dy = 2xdx + dx?
dy

a:2x+ dx
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Necht je ddna k¥ivka y = x?. [PouZival jinou notaci.]

y + dy = (x + dx)?

y+ dy:x2+2xdx—|— dx?
dy = 2xdx + dx?
dy

a:2x—|— dx

Nyni zanedbdme dx. Celkem: (xz)/ = 2x.
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Isaac Newton (1643-1727) — 1687 publ. PNPM

Necht je ddna k¥ivka y = x?. [PouZival jinou notaci.]

y + dy = (x + dx)?

y+ dy:x2+2xdx—|— dx?
dy = 2xdx + dx?
dy

a:2x—|— dx

Nyni zanedbdme dx. Celkem: (xz)/ = 2x.

Newton citil, Ze podstatou je limitni proces.
Neumél to vyjadfit, tak ob&as néco nechal zmizet.
(Kritika: mj. George Berkeley (1685-1753))
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18. Stoleti: Leonhard Euler (1707-1783)

Pocatek stoleti: novd metoda na chatrnych zdkladech.
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Pocatek stoleti: novd metoda na chatrnych zdkladech.
Neni jasné, co presné je infinitesimalni veli¢ina.
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18. Stoleti: Leonhard Euler (1707-1783)

Pocatek stoleti: novd metoda na chatrnych zdkladech.
Neni jasné, co presné je infinitesimalni veli¢ina.

Navic neni ani jasné, jak pfesné se s ni miiZze pracovat.
Zakladatelé sami chyby (skoro) ned&lali. Ostatni ob&as ano.

Euler: Introductio in analysin infinitorum (1748)

m Funkce jako centrdlni pojem MA; zna&eni f(x);
m opatrnost s konvergenci nekonecnych ¥ad;

m e, exponenciala, e’ = —1 atd.

Euler: Institutiones calculi differentialis (1755):
Prvni skute¢nd ulebnice, z niz pozd&ji vSichni vychazi.
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18. Stoleti: Leonhard Euler (1707-1783)

Pocatek stoleti: novd metoda na chatrnych zdkladech.
Neni jasné, co presné je infinitesimalni veli¢ina.

Navic neni ani jasné, jak pfesné se s ni miiZze pracovat.
Zakladatelé sami chyby (skoro) ned&lali. Ostatni ob&as ano.

Euler: Introductio in analysin infinitorum (1748)

m Funkce jako centrdlni pojem MA; zna&eni f(x);
m opatrnost s konvergenci nekonecnych ¥ad;

m e, exponenciala, e’ = —1 atd.

Konec stoleti: velké mnoZstvi vysledki v MA ...
... kterd stdle stoji na chatrnych zakladech.
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2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické analyze



2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

m Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Teorie analytickych funkci. Problém:
Terminologie = (,spojitd = analytickd") = (spoj. ma der.)

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické



2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

m Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Teorie analytickych funkci. Problém:
Terminologie = (,spojitd = analytickd") = (spoj. ma der.)

m Augustin-Louis Cauchy (1789-1857): e nenf analyticka.
Nebylo brédno v potaz.

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické analyze



2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

m Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Teorie analytickych funkci. Problém:
Terminologie = (,spojitd = analytickd") = (spoj. ma der.)

m Augustin-Louis Cauchy (1789-1857): e nenf analyticka.
Nebylo brédno v potaz.

Bylo zndmo, Ze MA m3a problémy. Potfeba uptesnit. Jak?

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické analyze



2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

m Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Teorie analytickych funkci. Problém:
Terminologie = (,spojitd = analytickd") = (spoj. ma der.)

m Augustin-Louis Cauchy (1789-1857): e nenf analyticka.
Nebylo brédno v potaz.

Bylo zndmo, Ze MA m3a problémy. Potfeba uptesnit. Jak?
Podat presné definice.

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické analyze



2. Krize matematiky — jeji projevy

m Jean d'Alembert (1717-1783) — Encyclopédie — ¢lanek
différentiel. derivace popsana jako limita diferen&nich podili.
Clanek limite: popis pojmu limity (,proces").

m Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Teorie analytickych funkci. Problém:
Terminologie = (,spojitd = analytickd") = (spoj. ma der.)

m Augustin-Louis Cauchy (1789-1857): e nenf analyticka.
Nebylo brédno v potaz.

Bylo zndmo, Ze MA m3a problémy. Potfeba uptesnit. Jak?
Podat presné definice. A diikazy.
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Prilet historii kalkulu

Definice funkce

m Johann Bernoulli (1667-1748), potatek 18. stol: Funkci
proménné veli¢iny se nazyva kvantita sestavena libovolnym
zplisobem z této veli¢iny a z konstant.
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m Euler, 1755: KdyZ néjaké kvantity zaviseji na jinych tak, Ze pFi
zméné poslednich se samy také méni, pak se prvni nazyvaji
funkcemi druhych. Toto pojmenovani ma mimoradné Sirokou
povahu, zahrne v sobé& vSechny mozné zpiisoby, jakymi Ize
jednu kvantitu uréit pomoci jinych.
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Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843), 1797: KaZd4 veli¢ina,
ktera zavisi od jedné nebo nékolika jinych veliin, se nazyvad
funkci téch posledné jmenovanych, kdyZ zname nebo
nezname, jaké je nutno provést operace, abychom z nich prvni
veli¢inu dostali.
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Priilet historif kulu

»Spojitost formy*

V 18. stoleti pFetrvalo — navzdory obecné definici — strnulé pojeti
pojmu funkce.
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V 18. stoleti pFetrvalo — navzdory obecné definici — strnulé pojeti
pojmu funkce.

»Spojitost formy funkce"

Pro MA jsou vhodné funkce, pro jejichz zadanfi slouzi staly
analyticky vyraz. (Tj. jeden vzorec.) Nespojitost je tedy chdpdna
jako jistd nestdlost popisu vzorcem.
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»Spojitost formy*

V 18. stoleti pFetrvalo — navzdory obecné definici — strnulé pojeti

pojmu funkce.

»Spojitost formy funkce"

Pro MA jsou vhodné funkce, pro jejichz zadanfi slouzi staly
analyticky vyraz. (Tj. jeden vzorec.) Nespojitost je tedy chdpdna

jako jistd nestdlost popisu vzorcem.

Zaméfiovdno s dneSnim pojmem spojitosti.
Nejasnosti ukontil az P.G. Lejeune Dirichlet (1805-1859) v roce

1837 podanim celkem dobré definice (moderni) spojitosti funkce.
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»Spojitost formy*

V 18. stoleti pFetrvalo — navzdory obecné definici — strnulé pojeti
pojmu funkce.

»Spojitost formy funkce"

Pro MA jsou vhodné funkce, pro jejichz zadanfi slouzi staly
analyticky vyraz. (Tj. jeden vzorec.) Nespojitost je tedy chdpdna
jako jistd nestdlost popisu vzorcem.

Zaméfiovdno s dneSnim pojmem spojitosti.

Nejasnosti ukontil az P.G. Lejeune Dirichlet (1805-1859) v roce
1837 podanim celkem dobré definice (moderni) spojitosti funkce.
Jist& i pod vlivem Fouriera.
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Trigonometrické ¥ady — spojita forma & nespojity soucet

J. Fourier (1768-1830): Theorie analytique de la chaleur (1822)
Zkoumal vedeni tepla, a tedy i Laplaceovu rovnici:
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Trigonometrické ¥ady — spojita forma & nespojity soucet

J. Fourier (1768-1830): Theorie analytique de la chaleur (1822)
Zkoumal vedeni tepla, a tedy i Laplaceovu rovnici:
0%u  0%u
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Trigonometrické ¥ady — spojita forma & nespojity soucet
J. Fourier (1768-1830): Theorie analytique de la chaleur (1822)
Zkoumal vedeni tepla, a tedy i Laplaceovu rovnici:

Pu, P _
ox2  0y?

u0,y) =u(m,y) =0 a u(x,0)=p(x).

Dospél k FeSeni tvaru

0, (x,y)e€[0,7] x [0,00),

u(x,y) = Z boe™™ sinnx, kde b, = /0 ©(x) sin nx dx.
n=1

s
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Trigonometrické ¥ady — spojita forma & nespojity soucet

J. Fourier (1768-1830): Theorie analytique de la chaleur (1822)
Zkoumal vedeni tepla, a tedy i Laplaceovu rovnici:

Pu, P _
ox2  0y?

u0,y) =u(m,y) =0 a u(x,0)=p(x).

Dospél k FeSeni tvaru

0, (x,y)e€[0,7] x [0,00),

(o.9) 2 T
u(x,y) = Z boe™™ sinnx, kde b, = /0 ©(x) sin nx dx.
n=1

s

Tento vzorec byl ,,OK*, ale mohl dat nespojity soucet.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.

m ,Usmi¥il infinitesimdly s pfesnosti": infin. = veli¢ina — 0.

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matematické analyze



Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.

m ,Usmi¥il infinitesimdly s pfesnosti": infin. = veli¢ina — 0.

m Zcela jasna definice derivace (pomoci limity).
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.

m ,Usmi¥il infinitesimdly s pfesnosti": infin. = veli¢ina — 0.

m Zcela jasna definice derivace (pomoci limity).

Slavnd chyba! (Protipfiklad: N.H. Abel, 1826)

Necht jsou f,: R — R spoj. a f(x) = Y02 fa(x) konetnd na R.
Pak f je spojitd na R.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.

m ,Usmi¥il infinitesimdly s pfesnosti": infin. = veli¢ina — 0.

m Zcela jasna definice derivace (pomoci limity).

Slavnd chyba! (Protipfiklad: N.H. Abel, 1826)

Necht jsou f,: R — R spoj. a f(x) = Y02 fa(x) konetnd na R.
Pak f je spojitd na R.

m Cauchy to opravil r. 1853.
PYesné popsal pojem stejnomérné konvergence.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) — limita

m Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique (1821):
U&ebnice MA zaloZend na spravné (slovni) definici limity.

m ,Usmi¥il infinitesimdly s pfesnosti": infin. = veli¢ina — 0.

m Zcela jasna definice derivace (pomoci limity).

Slavnd chyba! (Protipfiklad: N.H. Abel, 1826)

Necht jsou f,: R — R spoj. a f(x) = Y02 fa(x) konetnd na R.
Pak f je spojitd na R.

m Cauchy to opravil r. 1853.
PYesné popsal pojem stejnomérné konvergence.

m Do obecného povédomi prosadil az Karl Weierstrass
(1815-1897): aritmetizace MA (,,c-6 gymnastika").
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Dalsi chyby

m PYehazovani limitnich procest bylo b&Zné. Ale:
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historif kulu

Dalsi chyby

m PYehazovani limitnich procest bylo b&Zné. Ale:

m Jean-Gaston Darboux (1842-1917): P¥iklad nestejnomé&rné
konvergentni ¥ady spoj. fci se spojitym souétem.

Martin Rmoutil (MFF UK)

Podivné funkce v matemati



t historii kalkulu
[ ]

Dalsi chyby

m PYehazovani limitnich procest bylo b&Zné. Ale:

m Jean-Gaston Darboux (1842-1917): P¥iklad nestejnomé&rné
konvergentni ¥ady spoj. fci se spojitym souétem.
m Pro tuto ¥adu navic nelze pfehodit sumu a integrél, tj.

/ifﬁé/fn.
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Dalsi chyby

m PYehazovani limitnich procest bylo b&Zné. Ale:

m Jean-Gaston Darboux (1842-1917): P¥iklad nestejnomé&rné
konvergentni ¥ady spoj. fci se spojitym souétem.

m Pro tuto ¥adu navic nelze pfehodit sumu a integrél, tj.

/ifﬁé/fn.

André-Marie Ampere (1775-1836) — ndvaznost na Lagrange — 1806

Kazda analyticka funkce je diferencovatelna.

Tato vé&ta plati. Ov&em kvili nejasnym definicim byla obecn&
interpretovana jako tvrzeni diferencovatelnosti libovolné spoj.fce.
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Osnova

Monstra
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Weierstrassovo monstrum: /de a=7,b=

Karl Weierstrass (1815-1897)

5

6

Rekneme, Ze funkce f: R — R je monstrum,
pokud je spojitd a zdrovel nema v Zadném
bodé& kone¢nou derivaci.

/lpezw%%
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Weierstrassovo monstrum: /de a=7,b=

Karl Weierstrass (1815-1897)

Rekneme, Ze funkce f: R — R je monstrum,
pokud je spojitd a zdrovel nema v Zadném
bodé& kone¢nou derivaci.

|! MM m
T

Véta (1872)

Necht a € N je liché, b € (0,1) a plati
a-b>1+ %’T Pak W je monstrum.

= Z b" cos(a"mx)
n=0
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Prvni t¥i iterace
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Prvni t¥i iterace
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Prvni t¥i iterace




a=T7,b=2 — W(x)=>",b"cos(a"mx)

i | ,mim.m,x il T
'l ‘"! [M! lm { m1 W'T 1"] |




a=5b=% — W(x)=),,b"cos(a"rx)
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Bolzanova funkce

Jeden z prvnich pfikladdi monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).
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Bolzanova funkce
Jeden z prvnich pfikladdi monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).

e VE&dél, Ze to je podivna funkce, ale neumél
uplné dokazat, Ze to je monstrum. Je z jeho
nepubl. knihy Functionenlehre z roku 1834.
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Bolzanova funkce

Jeden z prvnich pfikladdi monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).

e VE&dél, Ze to je podivna funkce, ale neumél
uplné dokazat, Ze to je monstrum. Je z jeho
nepubl. knihy Functionenlehre z roku 1834.

e Zabyval se zpFestiovanim dikazi i definic v
matematice, principy mysleni.

Martin Rmoutil (MFF UK)
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BoLzANO




Bolzanova funkce

Jeden z prvnich pfikladdi monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).

e VE&dél, Ze to je podivna funkce, ale neumél
uplné dokazat, Ze to je monstrum. Je z jeho
nepubl. knihy Functionenlehre z roku 1834.

e Zabyval se zpFestiovanim dikazi i definic v
matematice, principy mysleni.

Véta (Bolzanova)

Necht f: (0,1) — R je spojitd a
f(0) < 0 < f(1). Pak existuje bod xp € (0,1),
pro né&jZ f(xp) = 0.
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Bolzanova funkce (1834)
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Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., V&tsina" spojitych funkci na intervalu (0, 1)
Jjsou monstra.

BANACH
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Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., V&tsina" spojitych funkci na intervalu (0, 1)
Jjsou monstra.

Co je ,v&tsina“? Je potfeba naudit se ngjak
,mé&Fit" velikost mnoZin funkci.

BANACH
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Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., V&tsina" spojitych funkci na intervalu (0, 1)
Jjsou monstra.

Co je ,v&tsina“? Je potfeba naudit se ngjak
,mé&Fit" velikost mnoZin funkci.

Sofistikovanym postupem se ukaZze, Ze
ne-monster je zanedbatelné mnoZstvi.

BANACH
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Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., V&tsina" spojitych funkci na intervalu (0, 1)
Jjsou monstra.

Co je ,v&tsina“? Je potfeba naudit se ngjak
,mé&Fit" velikost mnoZin funkci.

Sofistikovanym postupem se ukaZze, Ze
ne-monster je zanedbatelné mnoZstvi.

Pro nasi intuici velka rdna. BANACH

Martin Rmoutil (MFF UK)
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René-Louis Baire (1874-1932)

Bud X (plny metricky prostor a G, C X otevfené husté.
Pak N2 G, # 0 (dokonce husta v X).
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René-Louis Baire (1874-1932)

Bud X (plny metricky prostor a G, C X otevfené husté.
Pak N2 G, # 0 (dokonce husta v X).

Alternativni formulace pouZivd mnoZiny 1. kategorie:
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René-Louis Baire (1874-1932)
Bareovavéta |

Baireova véta

Bud X (plny metricky prostor a G, C X otevfené husté.
Pak N2 G, # 0 (dokonce husta v X).

Alternativni formulace pouZivd mnoZiny 1. kategorie:

Definice
Bud X MP. Pak F C X je Fidkd, pokud X\fje husta v X.
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René-Louis Baire (1874-1932)
Bareovavéta |

Baireova véta

Bud X (plny metricky prostor a G, C X otevfené husté.
Pak N2 G, # 0 (dokonce husta v X).

Alternativni formulace pouZivd mnoZiny 1. kategorie:

Definice

Bud X MP. Pak F C X je Fidkd, pokud X \ F je hustd v X.
MnoZina M C X je 1. kategorie, jestlize M = J;2; Fp, kde F), jsou
Fidké.
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René-Louis Baire (1874-1932)
Bareovavéta |

Baireova véta

Bud X (plny metricky prostor a G, C X otevfené husté.
Pak N2 G, # 0 (dokonce husta v X).

Alternativni formulace pouZivd mnoZiny 1. kategorie:

Definice

Bud X MP. Pak F C X je Fidkd, pokud X \ F je hustd v X.
MnoZina M C X je 1. kategorie, jestlize M = J;2; Fp, kde F), jsou
Fidké.

Baireova vé&ta (2. formulace)

Uplny MP X neni 1. kategorie v sobé.
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci
v Zadném bodé.
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci
v Zadném bodé.

Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:
1] = maxcepo,y IF(x)]-
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci
v Zadném bodé.

Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:

]l = max,eo,1] |f(x)|. PoloZime

Sn = {f € C[0,1]: (3x € [0, 1])(Vy € [0,1]) [f(y)=F(x)| < nly—x]}
a dokadzeme (pro kazdé n € N):
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci

v Zadném bodé.

Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:

]l = max,eo,1] |f(x)|. PoloZime

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y)—F(x)| < nly—x[}

a dokadzeme (pro kazdé n € N):
B S, je uzavfeng;
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci

v Zddném bodé.

Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:

]l = max,eo,1] |f(x)|. PoloZime

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y)—F(x)| < nly—x[}
a dokadzeme (pro kazdé n € N):

B S, je uzavfeng;
B doplngk S, je husty;
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci
v Zadném bodé.
Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:
]l = max,eo,1] |f(x)|. PoloZime
Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y)—F(x)| < nly—x[}
a dokadzeme (pro kazdé n € N):
B S, je uzavfeng;
B doplngk S, je husty;
pokud pro n&jaké x € [0, 1] existuje f'(x), pak f € [Jo2; Sn.
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Existuje spojita f: [0,1] — R, kterd nemd vlastni derivaci
v Zadném bodé.
Dikaz. Pracujeme v tdplném MP C[0, 1] s maximovou normou:
]l = max,eo,1] |f(x)|. PoloZime
Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y)—F(x)| < nly—x[}
a dokadzeme (pro kazdé n € N):
B S, je uzavfeng;
B doplngk S, je husty;
pokud pro n&jaké x € [0, 1] existuje f'(x), pak f € [Jo2; Sn.
Prvni dva body davaji, Ze S, jsou ¥idké. Podle Baireovy véty tedy

clo,1]\ fj Sn # 0.
n=1
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn = {f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x)| < nly — x|}
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x|}
S, je uzaviend: Necht f, € S, fi — f. Najdeme x, € [0, 1], Ze

(Vy € [0,1]) [fu(y) — fi(x)| < nly — xxl.
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x|}
S, je uzaviend: Necht f, € S, fi — f. Najdeme x, € [0, 1], Ze
(Vy € [0,1]) fu(y) = f(x)] < nly — xk|.

BUNO x, — x € [0,1].
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x|}
S, je uzaviend: Necht f, € S, fi — f. Najdeme x, € [0, 1], Ze
(Vy € [0,1]) fu(y) = f(x)] < nly — xk|.

BUNO x4 — x € [0,1].  Nyni pro libovolné y € [0, 1] plati:
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x|}
S, je uzaviend: Necht f, € S, fi — f. Najdeme x, € [0, 1], Ze
(Vy € [0,1]) fu(y) = f(x)] < nly — xk|.

BUNO x4 — x € [0,1].  Nyni pro libovolné y € [0, 1] plati:

[F(y) = FO < [F(y) = FOa)l + 1F (i) = F()

fi(y) = filxa)l + 20 = fil| + [F (xe) = F(x)]
nlu = x| +2[|f = fie|| + [f(xi) — F(x)]

— nly — x|.

<
<
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Ad a) S, je uzavrena.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x|}
S, je uzaviend: Necht f, € S, fi — f. Najdeme x, € [0, 1], Ze
(Vy € [0,1]) fu(y) = f(x)] < nly — xk|.

BUNO x4 — x € [0,1].  Nyni pro libovolné y € [0, 1] plati:

[F(y) = FO < [F(y) = FOa)l + 1F (i) = F()

fi(y) = filxa)l + 20 = fil| + [F (xe) = F(x)]
nlu = x| +2[|f = fie|| + [f(xi) — F(x)]

— nly — x|.

<
<

Dotavéame |f(y) — f(x)| < n|y — x|, takZze f € S, a S,, je uzavfena.
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn = {f € C[0,1]: (Ix € [0,1])(Vy € [0,1]) [f(y) — F(x)| < nly — x[}
Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}

Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
Z kompaktnosti: g je stejnomé&rné spojitd, a tedy najdeme d > 0:

(vx.y €10,1]) |x—y| < 3= lg(x) - g(y)] < 5.
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}

Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
Z kompaktnosti: g je stejnomé&rné spojitd, a tedy najdeme d > 0:

€
(W y €[0.1]) Ix—yl<d=lg(x) -l < ;-
Nyni zvolme k € N, k > max(1/d,4n/c) a definujme
F(x) = g(x) + gsin(2k7rx). (Pak f € B(g,¢).)
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}

Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
Z kompaktnosti: g je stejnomé&rné spojitd, a tedy najdeme d > 0:

€
(W y €[0.1]) Ix—yl<d=lg(x) -l < ;-
Nyni zvolme k € N, k > max(1/d,4n/c) a definujme
F(x) = g(x) + gsin(2k7rx). (Pak f € B(g,¢).)

Snadné: Pro libovolné x existuje y € [0,1], |y — x| < 1/k, Ze
|'sin(2kmy) — sin(2knx)| = 1.
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}

Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
Z kompaktnosti: g je stejnomé&rné spojitd, a tedy najdeme d > 0:

€
(W y €[0.1]) Ix—yl<d=lg(x) -l < ;-
Nyni zvolme k € N, k > max(1/d,4n/c) a definujme
F(x) = g(x) + gsin(2k7rx). (Pak f € B(g,¢).)

Snadné: Pro libovolné x existuje y € [0,1], |y — x| < 1/k, Ze
|sin(2kmy) — sin(2kwx)| = 1. Pak ale

() = F > 5 — lg(y) —g(0] > 5 > 7 > nly — x|

x>
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Ad b) CJ[0,1] \ S, je husta.

Sn={f € C[0,1]: (3x € [0,1])(Vy € [0,1]) |F(y) — F(x) < nly — x|}

Necht g € C[0,1] a 0 < e < 1. Mdme ukdzat B(g,¢) \ Sn # 0.
Z kompaktnosti: g je stejnomé&rné spojitd, a tedy najdeme d > 0:

€
(W y €[0.1]) Ix—yl<d=lg(x) -l < ;-
Nyni zvolme k € N, k > max(1/d,4n/c) a definujme
F(x) = g(x) + gsin(2k7rx). (Pak f € B(g,¢).)

Snadné: Pro libovolné x existuje y € [0,1], |y — x| < 1/k, Ze
|sin(2kmy) — sin(2kwx)| = 1. Pak ale

€
)~ 091> 5 — &) — 800] >
Tedy f € B(g,¢) \ Sp, jak jsme chtéli.
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f/(x). Najdi & > 0 tak, ze |0=F0d — £/(x)) < 1,
kdykoliv 0 < |y — x| < 4.
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f'(x). Najdi 6 > 0 tak, Ze ‘%}C(X) ~ )] <1,
kdykoliv 0 < |y — x| < 4.
Zvolme n > max(l + | F'(x)], 2||1‘||)
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f/(x). Najdi & > 0 tak, e ‘%ﬂx) ~ )] <1,

kdykoliv 0 < |y — x| < 4.

Zvolme n > max(1 + |f'(x)| |T) Pro y € [0, 1] ukdZeme
[F(y) = f(x)| <

nly — x|.
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f/(x). Najdi & > 0 tak, e ‘%ﬂx) ~ )] <1,

kdykoliv 0 < |y — x| < 4.

Zvolme n > max(1 + |f'(x)| |T) Pro y € [0, 1] ukdZeme
| <

f(y) = f(x)

To je jasné pro y = x.

nly — x|.
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f/(x). Najdi & > 0 tak, e ‘%ﬂx) ~ )] <1,

kdykoliv 0 < |y — x| < 4.

Zvolme n > max(1 + |f'(x)| |T) Pro y € [0, 1] ukdZeme
| <

f(y) = f(x)

To je jasné pro y = x. Pro0 < |y — x| < mame
f(y)—f(x
1)~ Gl < by x| =)

— X
< (LHIFC) |y = x| < nly = x|

nly — x|.

+ly = x| [F(x)]
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Ad c) f'(x) existuje = f € S, pro né&jaké n.

Necht ex. f/(x). Najdi & > 0 tak, e ‘%ﬂx) ~ )] <1,

kdykoliv 0 < |y — x| < 4.

Zvolme n > max(1 + |f'(x)| |T) Pro y € [0, 1] ukdZeme
| <

f(y) = f(x)
To je jasné pro y = x. Pro0 < |y — x| < mame
1)~ Gl < by x| =)
< (@X+FGN) ly = x| < nly = x|.
Pokud naopak |y — x| > d, potom
2||f|

2||f
||6H(5<5|yx| <nly —x|. O

nly — x|.

+ly = x| [F(x)]

1f(y) = F()l < 2| =
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Definice

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu
monotonni.
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onstra

Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Definice

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu
monotonni.

Fakt: Je-li f diferencovatelné monstrum, pak
m MnozZiny {x: f/(x) > 0} a {x: f/(x) < 0} jsou ob& husté.
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Definice

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu
monotonni.

Fakt: Je-li f diferencovatelné monstrum, pak
m MnozZiny {x: f/(x) > 0} a {x: f/(x) < 0} jsou ob& husté.
m ' neni v zddném bodg& spojita.
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Definice

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu
monotonni.

Fakt: Je-li f diferencovatelné monstrum, pak

m MnozZiny {x: f/(x) > 0} a {x: f/(x) < 0} jsou ob& husté.

m ' neni v zddném bodg& spojita.
Existenci dif. monstra lze dokdzat pomoci Baireovy véty podobné,
jako jsme to provedli pro (b&Zné) monstrum. (Clifford Weil)
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu

monotdénni.
Fakt: Je-li f diferencovatelné monstrum, pak
m MnozZiny {x: f/(x) > 0} a {x: f/(x) < 0} jsou ob& husté.
m ' neni v zddném bodg& spojita.
Existenci dif. monstra lze dokdzat pomoci Baireovy véty podobné,

jako jsme to provedli pro (b&Zné) monstrum. (Clifford Weil)
Je ovEem potFeba pracovat v jistém tplném podprostoru C|0, 1].
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Diferencovatelné monstrum

Téz znamé jako kopckeovska funkce.

Funkce f: R — R se nazve diferencovatelné monstrum, pokud ma
ve viech bodech vlastni derivaci a neni na Z2ddném intervalu

monotdnni.

Fakt: Je-li f diferencovatelné monstrum, pak
m MnozZiny {x: f/(x) > 0} a {x: f/(x) < 0} jsou ob& husté.
m ' neni v zddném bodg& spojita.
Existenci dif. monstra lze dokdzat pomoci Baireovy véty podobné,

jako jsme to provedli pro (b&Zné) monstrum. (Clifford Weil)
Je ovEem potFeba pracovat v jistém tplném podprostoru C|0, 1].

Dékuji za pozornost!
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