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Kdy derivace neexistuje:

e Kdyz tecna neni jednoznaéné urcena: napf. f(x) = |x|.

e Kdyz je funkce nespojita:
m Derivace miize existovat — skok — fce sgn x.
m Derivace nemusi existovat — Dirichletova fce (je to fce?).

Otazka

Ma kazda ,,rozumné zadana" funkce derivaci ve ,,vétsinég” boda?

Velci matematici 18. i 19. stoleti vé&fili v kladnou odpovéd'.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813),
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) a dalsi
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Limita.
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Rozumné zadani funkce

Priklady (Vzorcem, vzorcem po Eastech)

f(x)=x2+2x+1, g(x)=sinx—e+1  atd
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Rozumné zadani funkce

Priklady (Vzorcem, vzorcem po Eastech)

fx) =x®+2x+1, gx)=sinx—e*+1  atd.

—1, pokud x <0,
h(x) =<0, pokud x =0,
1 pokud x > 0.

)

Je Dirichletova funkce takovy pripad? Pro radu Cisel nezname jeji
hodnotu. Neexistuje algoritmus, jak ji vycislit. (Treba Eulerova
konstanta.)
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Rozumné zadani funkce

Priklady (Vzorcem, vzorcem po Eastech)

fx) =x®+2x+1, gx)=sinx—e*+1  atd.

—1, pokud x <0,
h(x) =<0, pokud x =0,
1, pokud x > 0.

Je Dirichletova funkce takovy pripad? Pro radu Cisel nezname jeji
hodnotu. Neexistuje algoritmus, jak ji vycislit. (Treba Eulerova
konstanta.)

1 1 1 )
v = lim (1+—+—+---+——|nn)io,5772156649 e Q.
n—o00 2 3 n
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Co treba funkce zadané nekonecnou radou?

F(x) = i ):Tl (kde 0! := 1)
n=0
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Rozumné zadani funkce Il

Co treba funkce zadané nekonecnou radou?

o Xn
f(x)=) — (kdeOl:=1)
“— nl
x2 X3
f(x)=1+x + o7+ 30 +. sCitame do nekonecna.

Zde x je parametr; pro kazdou jeho hodnotu dostaneme néjaky
soucet fady. Napfiklad pro x =1 je 3.°° L = e (Eulerovo &islo).
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f(x)=) — (kdeOl:=1)
“— nl
x2 X3
f(x)=1+x + o7+ 30 +. sCitame do nekonecna.

Zde x je parametr; pro kazdou jeho hodnotu dostaneme néjaky
soucet fady. Napfiklad pro x =1 je 3.°° L = e (Eulerovo &islo).

n0n|_

Vychazi obecng, ze f(x) = e* (exponenciala).
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Rozumné zadani funkce Il

Co treba funkce zadané nekonecnou radou?

o Xn
f(x)=) — (kdeOl:=1)
“— nl
x2 X3
f(x)=1+x + o7+ 30 +. sCitame do nekonecna.

Zde x je parametr; pro kazdou jeho hodnotu dostaneme néjaky
soucet rady. Napriklad pro x =1 je Y12 ,}, = e (Eulerovo ¢islo).
Vychazi obecng, ze f(x) = e* (exponenciala).
Tézko tedy miizeme tento zpiisob zadani funkce odmitnout.
Nekonecna fada musi byt legitimni zpiisob, jak zadat funkci.
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Osnova

Monstra
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Weierstrassovo monstrum: Zdea=7,b= %

Karl Weierstrass (1815-1897)

Rekneme, ze funkce f: R — R je monstrum,
pokud je spojita a zaroven nema v zadném
bodé koneénou derivaci.
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Weierstrassovo monstrum: Zdea=7,b= %

Karl Weierstrass (1815-1897)

Rekneme, ze funkce f: R — R je monstrum,
pokud je spojita a zaroven nema v zadném
bodé koneénou derivaci.

|! | \l \W\ M | m

Véta (1872)

Necht a € N je liché, b € (0,1) a plati
a-b>1+ 2% Pak W je monstrum.

= Z b" cos(a"mx)
n=0
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Prvni tfi iterace
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Prvni tfi iterace
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a=5b=% — W(x)

W

= > %, b"cos(a"rx)
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Bolzanova funkce

Jeden z prvnich prikladéi monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).
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Jeden z prvnich priklad@i monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).

e VEédél, ze to je podivna funkce, ale neumél
dokazat, ze to je monstrum. Je z jeho knihy
Functionenlehre z roku 1834.
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Bernard Bolzano (1781-1848).

e VEédél, ze to je podivna funkce, ale neumél
dokazat, ze to je monstrum. Je z jeho knihy
Functionenlehre z roku 1834.

e Zabyval se zpfeshovanim dikazi v
matematice, odbouravanim nepatfi¢né intuice.
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Bolzanova funkce

Jeden z prvnich priklad@i monstra podal nas
Bernard Bolzano (1781-1848).

e VEédél, ze to je podivna funkce, ale neumél
dokazat, ze to je monstrum. Je z jeho knihy
Functionenlehre z roku 1834.

e Zabyval se zpfeshovanim dikazi v
matematice, odbouravanim nepatfi¢né intuice.

Véta (Bolzanova)

Necht f: (0,1) — R je spojitd a
f(0) < 0 < f(1). Pak existuje bod xp € (0,1),
pro néjz f(xp) = 0.

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Jsou vsechny spojité funkce hladké?

BoLzANO




Monstra

Bolzanova funkce (1834)
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Monstra

Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., Vétsina“ spojitych funkci na intervalu (0, 1)
jsou monstra.

Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Jsou vsechny spojité funkce hladké?



Monstra

Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:
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jsou monstra.

Co je ,vétsina"? Je potfeba naucit se néjak
,mérit" velikost mnozin funkci.
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., Vétsina“ spojitych funkci na intervalu (0, 1)
jsou monstra.

Co je ,vétsina"? Je potfeba naucit se néjak
,mérit" velikost mnozin funkci.

Sofistikovanym postupem se ukaze, ze
ne-monster je zanedbatelné mnozstvi.
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Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., Vétsina“ spojitych funkci na intervalu (0, 1)
jsou monstra.

Co je ,vétsina"? Je potfeba naucit se néjak
,mérit" velikost mnozin funkci.

Sofistikovanym postupem se ukaze, ze
ne-monster je zanedbatelné mnozstvi.

Pro nasi intuici velka rana.
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Monstra

Jsou monstra singularni pripady?

Stefan Banach (1892-1945) dokazal:

Véta (Banach, Mazurkiewicz)

., Vétsina“ spojitych funkci na intervalu (0, 1)
jsou monstra.

Co je ,vétsina"? Je potfeba naucit se néjak
,mérit" velikost mnozin funkci.

Sofistikovanym postupem se ukaze, ze
ne-monster je zanedbatelné mnozstvi.

Pro nasi intuici velka rana.

Dekuji za pozornost!
Martin Rmoutil (KDM MFF UK)

Jsou vsechny spojité funkce hladké?
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