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Jak postavit matematické poznáńı na
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Početńı operace

Co je sč́ıtáńı?

Fyzicky:
”
sesypu dvě stáda (A, B) krav“ – dostanu A+ B

Poč́ıtadlo: žetony zastupuj́ı krávy, ḿıry úrody atd.

Symbolicky: ḿısto žetonů symboly zastupuj́ıćı jejich počty.

Transformujeme symboly pomoćı pevných postupů
(algoritmů).

Daľśı operace: násobeńı, děleńı, odmocňováńı...
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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sesypu dvě stáda (A, B) krav“ – dostanu A+ B
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Č́ıslo

Konkrétńı objekty (krávy)
↓

Zástupné objekty (žetony)
↓

Symboly reprezentuj́ıćı počty (znaky jako
”
1“,

”
2“ apod.)

↓

”
Č́ısla“ (Co jsou č́ısla?)
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↓
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Konkrétńı objekty (krávy)
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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↓
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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Zápis
”
č́ısla“ – počtu nějakých věćı

Máme pouze jeden symbol
”
|“: nap̌r. |||||| zastupuje 6.

Máme v́ıce symbol̊u zastupuj́ıćıch r̊uzné počty: nap̌r. ř́ımské
č́ıslovky (I,V,X,L,C,D,M).

odč́ıtaćı zápis u ř́ımských č́ıslovek: IX = 9

pozičńı systém bez nuly

pozičńı systém s nulou
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č́ıslovky (I,V,X,L,C,D,M).
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”
poč́ıtat správně“ – v abstrakci zpět na úroveň krav

Drž́ıme se p̌redem vymyšleného postupu: algoritmu.

Algoritmus byl vymyšlen tak, aby dával správný výsledek.

Tj. aby transformoval jedny symboly v jiné odpov́ıdaj́ıćım
způsobem.

Tj. aby p̌ŕıslušné počty žetonů
”
seděly“.

A tedy seděly i počty krav reprezentovaných žetony.

Dnes těžko p̌redstavitelný d̊usledek:
p̌redst́ıráńı výpočtu (nap̌r. odč́ıtáńı) → podvod.
Vlastně se to děje – jen na mnohem vyš̌śı úrovni složitosti.
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seděly“.
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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Tj. aby transformoval jedny symboly v jiné odpov́ıdaj́ıćım
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”
seděly“.
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”
poč́ıtat správně“ – jak vypadaj́ı ony šikovné algoritmy

Zálež́ı na zp̊usobu reprezentace č́ısel pomoćı symbol̊u.

Pokud použ́ıváme jeden symbol, je to
”
snadné“:

|||+ | = |||| nebo |||||+ |||||||| = |||||||||||||.

Ř́ımské č́ıslice jsou o něco lepš́ı. Ale co složitěǰśı operace?

MMCMXCIX + DCCLXIX = MMMDCCLXVIII

Operace v pozičńım systému: Ṕısemné sč́ıtáńı, násobeńı atd. –
vě̌ŕıme funkčnosti. Teorii vymyslel někdo p̌red námi.
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MMCMXCIX + DCCLXIX = MMMDCCLXVIII
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Iracionálńı č́ıslo: 1. Krize matematiky

Vrat’me se k otázce podstaty
”
č́ısel“. Co jsou č́ısla?

Přirozená č́ısla
”
chápeme“ dnes všichni.

Jak byste je ale definovali? Co je to 5?

Stǎŕı Řekové znali ještě racionálńı č́ısla: poměry celých č́ısel.

Objev iracionálńıho č́ısla způsobil 1. Krizi matematiky.
Hippasos z Metapontu (cca 530–450 p̌r.n.l.)

Náhle zas nebylo jasné, co č́ısla jsou, jak se daj́ı vyjáďrit.

Otázku pojet́ı záporných č́ısel (a imaginárńıch) ponecháme stranou.
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Přirozená č́ısla
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Náhle zas nebylo jasné, co č́ısla jsou, jak se daj́ı vyjáďrit.
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Nekonečno: 2. Krize matematiky

Porozuměńı iracionálńım č́ısl̊um – algebra + analýza.

V 17. stol. pokročil infinitesimálńı počet –
”
matematická

analýza“.

Dává odpovědi na souvisej́ıćı otázky pomoćı manipulaćı s
nekonečnem. (

∑∞
n=1 an,

dx
dy atd.)

Šlo o poněkud mystické uměńı a vedlo to k chybám – p̌relom
18. a 19. stol.: 2. Krize matematiky.

Bylo poťreba postavit MA na pevné základy.

Mimochodem: stále nev́ıme, co jsou č́ısla a už se nám kuṕı daľśı
problémy.
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”
matematická
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Šlo o poněkud mystické uměńı a vedlo to k chybám – p̌relom
18. a 19. stol.: 2. Krize matematiky.
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nekonečnem. (
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Lepš́ı základy

Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) – pojem limity,
komplexńı analýza.

Bernard Bolzano (1781–1848) – Paradoxy nekonečna, B. věta.

Karl Weierstrass (1815-1897) – aritmetizace analýzy,
monstrum.

Analýza p̌red Cauchym byla založená na intuici; analýza po
Weierstrassovi byla precizńı a dokazovala mat. věty z definic.

Bolzano p̌remýšlel o nekonečnu. Pracoval v ústrańı (v Praze).
Ani tito pánové

”
nevěděli“, co jsou reálná č́ısla.
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Bernard Bolzano (1781–1848) – Paradoxy nekonečna, B. věta.
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Paradoxy nekonečna

Bolzano p̌remýšlel o existenci aktuálńıho nekonečna.

Jako jeden z prvńıch obhajoval jeho existenci a poťrebnost.

Teologický důkaz.

Zároveň se neoprostil od Eukleidova principu:

Celek je věťśı než část.

Otázka: Je všech p̌rirozených č́ısel
”
věťśı počet“ než č́ısel sudých?

Odpověd’ (Bolzano): ANO. (Nebo otázka v̊ubec nedává smysl.)
Odpověd’ (Georg Cantor): NE. (Otázka dává smysl!)
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Teologický důkaz.
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Teologický důkaz.
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Otázka: Je všech p̌rirozených č́ısel
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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Základńı teorie – konečně definice č́ısla

Georg Cantor (1845–1918) – zakladatel teorie množin.

Studoval jisté jemné problémy v MA o jistých množinách
reálných č́ısel.

Začal se zaj́ımat o mohutnost množin.

Šel o krok za Bolzana – a protrhl hráz.

Reálných č́ısel je v́ıc než racionálńıch! ⇒ Různá nekonečna!

Existenčńı důkaz existence transcendentńıch č́ısel.

Postupně začal (zcela bez pomoci) budovat TM.

V rámci TM modeloval ostatńı mat. obory...

... včetně aritmetiky. Mj. definoval č́ısla a početńı operace.
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Šel o krok za Bolzana – a protrhl hráz.
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Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK
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Georg Cantor (1845–1918) – zakladatel teorie množin.
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Šel o krok za Bolzana – a protrhl hráz.
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Postupně začal (zcela bez pomoci) budovat TM.

V rámci TM modeloval ostatńı mat. obory...
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Cantorova teorie množin

Definice

Množinou rozuḿıme každé srhnut́ı M určitých rozlǐsitelných
p̌redmět̊u našeho naźıráńı nebo myšleńı v jeden celek; tyto
p̌redměty se nazývaj́ı prvky množiny M.

A a B maj́ı stejný počet prvk̊u: existuje bijekce.

Tř́ıdy ekvivalence podle počtu prvk̊u: č́ısla.

Definice operaćı: nap̌r. [A] · [B] = [A× B] apod.

Jiná definice: 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2} atd.

Racionálńı č́ısla: zlomky: dvojice celých č́ısel.

Reálná č́ısla: Richard Dedekind (1831–1916) – řezy.
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Reálná č́ısla: Richard Dedekind (1831–1916) – řezy.
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Cantorova teorie množin

Definice
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Proč TM?!

Jaké má TM výhody, že stoj́ı za to takto složitě definovat č́ısla?

Konceptuálńı jednoduchost: pouze množiny a relace ∈.
D̊ukazová śıla: ukázala zkušenost.

Přehlednost: máme jednu základńı teorii, z ńıž vycháźı vše
ostatńı. Vše tedy se vš́ım souviśı a je navzájem

”
slučitelné“.

Intuitivnost: množina je snadno pochopitelný pojem. Naproti
tomu ťreba mat. analýza, jakožto samostatná discipĺına, stoj́ı
na mnoha komplikovaných pojmech (nap̌r. funkce – co to je?).

V́ıra:
”
Tak jednoduchá teorie je jistě konzistentńı.“

V́ıme-li, co jsou p̌resně reálná č́ısla, lze napsat zcela p̌resný důkaz
(nap̌r.) Bolzanovy věty. Pochybnosti miźı.

Martin Rmoutil (MFF UK) Matematicko-fyzikálńı fakulta UK

Jak postavit matematické poznáńı na neoťresitelné základy
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Konceptuálńı jednoduchost: pouze množiny a relace ∈.
D̊ukazová śıla: ukázala zkušenost.

Přehlednost: máme jednu základńı teorii, z ńıž vycháźı vše
ostatńı. Vše tedy se vš́ım souviśı a je navzájem

”
slučitelné“.

Intuitivnost: množina je snadno pochopitelný pojem. Naproti
tomu ťreba mat. analýza, jakožto samostatná discipĺına, stoj́ı
na mnoha komplikovaných pojmech (nap̌r. funkce – co to je?).

V́ıra:
”
Tak jednoduchá teorie je jistě konzistentńı.“

V́ıme-li, co jsou p̌resně reálná č́ısla, lze napsat zcela p̌resný důkaz
(nap̌r.) Bolzanovy věty. Pochybnosti miźı.
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D̊ukazová śıla: ukázala zkušenost.
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Russell: 3. Krize matematiky ⇒ Axiomatická TM

Cantorova teorie byla nejprve (cca 1872-1890) odḿıtána.

Na p̌relomu stolet́ı postupně p̌rij́ımána.

Matematici se začali spoléhat na p̌ŕıtomnost
”
jednot́ıćı teorie“.

Roku 1903 ale Bertrand Russell (1872-1970) objevil spor v
TM:

Russell̊uv paradox: A = {B : B /∈ B}
Analogie ze života: Paradox holiče.

Cantorova teorie v původńı verzi tedy obsahovala spor – jinak
řečeno nebyla konzistentńı. Později se j́ı kv̊uli tomu začalo ř́ıkat
Naivńı teorie množin.
Cantorova definice množiny byla p̌ŕılǐs obecná (a zároveň
neuspokojivá – kruhem).
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jednot́ıćı teorie“.

Roku 1903 ale Bertrand Russell (1872-1970) objevil spor v
TM:

Russell̊uv paradox: A = {B : B /∈ B}
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neuspokojivá – kruhem).
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Pokusy o záchranu: Logicismus, formalismus

Logicismus: snaha chápat TM jako součást logiky. Zahájil
Gottlob Frege, později Russell + Whitehead s Principia
Mathematica.

David Hilbert (1862-1943). Uznával TM.

Zformuloval 23 tzv. Hilbertových problémů. Později tzv.
Hilbert̊uv program – p̌resné požadavky na

”
pevné základy M.“

Formalismus: matematika je formálńı systém, hra se symboly
bez významu. Lze j́ı dát interpretaci, která ovšem stoj́ı mimo
matematiku.

Axiomatická teorie: množinu nedefinujeme, jen poṕı̌seme jej́ı
vlastnosti.

Hilbert (1926):
”
Nikdo nás nebude moci vyhnat z ráje, který pro

nás vytvǒril Cantor.“
”
Wir müssen wissen — wir werden wissen!“
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matematiku.
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”
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Pokusy o záchranu: Logicismus, formalismus
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Počty – Aritmetika Pevněǰśı základy Teorie množin Závěr: Logika – Absolutńı jistota?

Kurt Gödel (1906–1978) – nejvěťśı logik

Věta (1. Věta o neúplnosti)

Každá rozumná teorie obsahuj́ıćı aritmetiku p̌rirozených č́ısel
obsahuje pravdivá tvrzeńı, která nejsou dokazatelná.

Věta (2. Věta o neúplnosti)

Jedno z těchto tvrzeńı je tvrzeńı bezespornosti této teorie. Jinak
řečeno: teorie neuḿı dokázat svou vlastńı bezespornost.

T́ım skončil sen o pevném základě. Aktuálńı axiomatická teorie
je nicméně uspokojivá. Všechny známé antinomie obcháźı a
funguje dob̌re (je

”
užitečná“). Jen se muśıme sḿı̌rit s t́ım, že

důvody pro pěstováńı matematiky jsou prozaičtěǰśı než hledáńı
absolutńı pravdy...

Děkuji za pozornost!
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Jedno z těchto tvrzeńı je tvrzeńı bezespornosti této teorie. Jinak
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Kurt Gödel (1906–1978) – nejvěťśı logik
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