Uvod:
priklady z historie

Uvod

Je uzZitecné si jesté diive precist predmluvu. Nejprve si v§imneme prostied-
nictvim vybranych ukazek toho, co predchazelo korektnim definicim nékterych
matematickych pojmu a jak se vyvijely pfedstavy o realnych ¢islech, o limité po-
vyvoje, nez je pii jejich studiu na prvni pohled zfejmé. Nékteré relativné slozité
poznatky jsou zndmy velmi dlouho, jiné, i kdyz se ndm jevi jako velmi jednoduché,
se vsak objevily mnohem pozdéji, nezli bychom ocekéavali. Vybér ukazek je dan
momenty vyvoje matematiky.

Historie matematiky je dlouha asi ¢tyti tisice let a saha hluboko pred zaca-
tek naseho letopoctu; pfitom pomijime zcela dobu diivéjsi, z niz se ndm zadné
pisemné paméatky nezachovaly. Jiz pred zacatkem naseho letopoctu zvladali ma-
tematici relativné velmi slozité vypocty, které souvisely napf. s urcenim délky
roku, s kalendafem, s ur¢ovanim obsahii jednoduchych rovinnych obrazci, se sle-
dovanim nebeskych téles, s vymérovanim dani z pozemkt atp. Nékteré poznatky
z nejstarsich pisemnych matematickych pamatek udivuji svou pomérné velkou nu-
merickou pfesnosti, avSak postradaji jakékoli ndznaky metod, které byly k feSeni
pouzity; kazda uloha byla FeSena nezavisle na ostatnich, zpravidla beze znamek
toho, zZe by si tehdejsi poc¢tari néjaké souvislosti mezi nimi uvédomovali. U téchto
uloh pak mtzeme pocetni postupy rekonstruovat jen velmi obtizné na zakladé
analogii, vlastnich zkuSenosti a dobré viry, ze to tak né€jak podobné mohlo byt.
Poznamka. NejstarSimi a patrné i nejznadméjsimi matematickymi pisemnostmi jsou
egyptské papyry, které se nékdy nazyvaji londynsky a moskevsky. Londynsky zakoupil
skotsky sbératel HENRY RHIND v r. 1858; nékdy se téz uvadi, ze papyrus byl opsan
pisafem AHMESEM asi r. 1650 pfed n. l. z prameni patrné o 200 — 400 let starSich.
Tento papyrus obsahuje 85 feSenych problému a je rozdélen do tii tématickych casti,
které postupné obsahuji aritmetické tlohy, vypocty obsahti a objemi a problémy hos-
podéiského razu z praktického zivota. Je z néj zfejmé, ze Egyptané zvladali aritmetické
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operace s pfirozenymi ¢isly. S¢itani a odéitani bylo diky lepsimu zapisu ¢isel pomérné
jednoduché, avsak déleni bylo obtiznéjsi. V papyru se pracuje se zlomky, obsahuje i pro-
blém vedouci na urceni souc¢tu kone¢né mnoha ¢lenti geometrické posloupnosti a je v ném
fesen i priklad, z néhoz lze zpétné urcit hodnotu 7 ~ 3, 16049; viz nize.

V moskevském papyru je 25 tloh, které se ¢asteéné shoduji s tlohami z londynského
papyru, jsou tam vsak i t¥i tlohy na objemy, které jsou zcela originalni.

Iracionalni ¢isla

Velmi dlouhy byl vyvoj poznatkt o iracionalnich ¢islech. Jiz babylonsti matematici
znali pomérné presné hodnotu v/2 (1,4142129629. .. misto 1,4142135623...); ta
se vyskytovala v tlohéach, které tesili. Neexistuje vSak zadny néznak toho, ze by
si uvédomovali néjakou abnormalitu tohoto ¢isla. Méli dokonce i tabulky druhych
a tfetich odmocnin.

Konstituovani pojmu ,iracionalniho ¢isla“ predchéazel objev tzv. nesouméritel-
nosti veli¢in; ta byla objevena pythagorejci !). Cisly byla pro né jediné ¢isla p¥iro-
zend, zlomky v nasem smyslu nazyvali souméfitelnymi veli¢inami (to byly poméry,
ne vSak ¢isla, 1 kdyz se s nimi jako s éastmi penéznich jednotek poécitalo!); hodnota
v/2/2 byla nesouméfitelnym pomérem a v ném vystupujici veliciny, tj. 2 a v/2,
se nazyvaly nesouméritelnymi. Pythagorejci znali nesoumeéritelnost strany a thlo-
piicky jednotkového &tverce. Bézné tradovany dikaz iracionality v/2, kterj byva
zpravidla prezentovan jiz na stfedni Skole, pochazi v podstaté od ARISTOTELA
(384 — 322 pied n. L.); ten pfipisuje starsi diikaz metodou dvojiho sporu pythago-
rejcim. Stejnym zpiisobem se lehce dokéze, Ze ,/p je iracionalni ¢islo pro kazdé
prvocislo p 2).

Po né&jakou dobu byla patrné v/2 jedinou znédmou veli¢inou tohoto typu (iracionalnim
¢islem, pouzijeme-li soucasné terminologie); je vSak téZ mozné, ze prvni takova veli¢ina
odpovidala &islu (1/5 — 1)/2, které souvisi s pojmem tzv. zlatého fezu. Pojednava o ném
EUKLEIDES (365 — asi 300 pfed n. 1.) v Zékladech (Kniha 2, Véta 11). Tam je popsana
konstrukce rozdéleni tisecky na dva dily se specialni vlastnosti. Oznac¢ime-li danou tsecku
AB, mé se nalézti bod H mezi body A, B tak, aby platilo

|AB|-|HB| = |AH*.

Odtud plyne
|AB|: |AH|=|AH]|:|HB|,

neboli, polozime-li |AB| = a, |AH| = x, musi pro g, g = a/z, platit rovnost

g= :c , ajetedy a(a—z)=a>.
a—wx

1) PYTHAGORAS (asi 585 — asi 500 pted n. l.), zakladatel této skoly, byl zdkem THALESE
z MILETU (asi 610 — asi 546 pted n. 1.). Zadné pisemné prace pythagorejcti se nezachovaly, a tak
jejich vysledky zname zprostiedkované (odvolavaji se na né napf. HERODOTOS (asi 485 — asi 425
pfed n. 1.) a PLATON (427 — 347 pied n. 1.)).

2) Cislo 1 mezi prvoéisla nepoéitame.
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Odtud jednoduse plyne

2 z? a a—x T

— — — — 1
9 (a—z)2 a-—=x a—z a—z 9ThH

a s ohledem na fakt, Ze tloze vyhovuje kladné feseni rovnice
9" —g—-1=0, (1)

plati g = (1 + \/3)/2 = 1.618033...; se zadpornym FeSenim rovnice (1), které je tvaru
g = (1—/5)/2, se rovnéz jesté setkame. Cisla g a ¢’ jsou ziejmé iracionalni.

Jiz od starovéku je pokladan obdélnik, jehoz strany jsou v pomeéru g : 1, za idealné
harmonicky kompozi¢éni prvek. Nékdy se téZ pracuje s &islem g~ ! = h, které vyhovuje
rovnici h? + h — 1 =0 a pro néZ plati

h=g—1=(y/5-1)/2=0,618033... .

Vidime, ze plati h = —g’. S nékterymi vcelku piekvapivymi souvislostmi téchto ¢isel se
zdanlivé vzdalenymi poznatky se sezndmime pozdé&ji. Na tomto misté pouze pripome-
neme, ze usecka o délce h/2 se objevuje napf. pfi konstrukci pravidelného tétivového
pétithelniku jednotkové kruznice.

Priklad 1. Na Obr. 1 vlevo je znazornén postup konstrukce ¢isla h (g sestrojime ob-
dobné).

B — F
D B
(0] § A
e 0 D D A

Obr. 1.
Je |OA| = 1, |AB| = 1/2, OA 1 AB. Ziejmé plati |[BO| = V/5/2 = |BC|, a dile
h = |AC| = |AD| = (/5 — 1)/2. Konstrukce je v podstaté prevzata z Eukleidovych
Zdkladu. Vpravo je znazornéna konstrukce strany pravidelného pétiahelniku vepsaného
jednotkové kruznici. Je opét |OA| =1, |AB| = 1/2 = |BC|. Déle plati |OC| = |OD| = h,
|OD’| = h/2. Oblouk AF je oblouk jednotkové kruznice se stiedem v po¢atku, pficem?
FD' 1 OA; délka |AF| tisecky AF je hledanou délkou strany pétitthelniku.

Pozdéji THEODORUS Z KYRENY (asi 465 — asi 399 pred n. 1.) dospél déle a do-
kazal nesouméritelnost \/g, \/5, \/6, e V1T s jednotkou 3). Obecnéjsi vysledek
obdrzel jeho 74k THEAETETUS (asi 410 — asi 369 pfed n. 1.), ktery dokézal ne-
souméfitelnost (iracionalitu) y/n pro vSechna pfirozend n, ktera nejsou &tverci,

3) Jde tedy o odmocniny vsech ptirozenych é&isel od 2 do 17 véetns, kterd nejsou &tverci
jiného pfirozeného cisla.
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tj. n # k? pro viechna piirozen4 ¢isla k. Teprve viak EUDOX0S z KNIDU (asi ko-
lem 370 pfed n. 1.) zvladl problém nesouméfitelnych veliéin tak, jak je prezentovan
v Eukleidovych Zakladech; tam lze mj. také nalézt pouzivany nepifimy diikaz toho,
Ze \/2 neni ¢islo racionélni.

Kvadratura a ¢islo 7

Také vlastnosti jinych veli¢in byly chapany velmi intuitivné. Napf. nékteré vlast-
nosti obsahu rovinnych obrazci, které jsou z dnesniho hlediska velmi dilezité,
byly poklddany za ziejmé. Obsah mnohothelniku opsaného kruznici byl zfejmé
vétsi nez obsah kruhu omezeného touto kruznici a ten zase vétsi nez obsah mno-
hotihelniku vepsaného této kruznici (monotonie obsahu). Za stejné pfirozené bylo
povazovano to, ze rozdélenim rovinného obrazce na dva jednodussi nepiekryvajici
se obrazce lze seGtenim jejich obsahti ziskat obsah obrazce ptvodniho (aditivita
obsahu). Proto také z hlediska tehdejsich znalosti nepfedstavovala zadny problém
transformace mnohotihelnikt na ¢tverce o stejném obsahu (tzv. kvadratura mno-
hothelniku). Postup lze zalozit na né&kolika krocich.

Nejprve rozlozime mnohotthelnik na nepfekryvajici se trojahelniky, pak kazdy z nich
transformujeme na obdélnik a posléze na Ctverec o stejném obsahu. Tak ziskdme ko-
necny pocet ¢tverci. Hledame nyni ¢tverec o stejném obsahu jako je soucet obsaht
jiz sestrojenych ¢tvercti. Konstrukci provedeme postupné: kazdé dva neprekryvajici se
¢tverce nahradime podle Pythagorovy véty ¢tvercem o stejném obsahu. Po konecném
poctu krokt dostaneme pozadovany ¢tverec o stejném obsahu, jako mél vychozi mnoho-
thelnik. Stacilo tedy uzit aditivity obsahu nepfekryvajicich se obrazci, Eukleidovu vétu
o vysce a vétu Pythagorovu, lze vSak také snizovat pomoci jednoduchych konstrukci
postupné pocet stran daného mnohothelniku pfi zachovavani obsahu. Dfive byly tyto
konstrukce probirany i na stfednich skolach.

Vse je velmi nazorné, jednotlivé kroky kvadratury ilustruji nasledujici priklady.

Priklad 2. Obr. 2 (leva ¢ast) ilustruje transformaci trojuhelniku na obdélnik o stejném
obsahu:

C

A D B
Obr. 2.

Snadno nahlédneme, Ze je-li |AB| = c a v. je délka vysky na stranu AB trojuhelniku
ABC, obrazek také ,dokazuje“ znamy vzorecek pro obsah O trojuhelniku ABC' ve tvaru
O =c-v./2.
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Piiklad 3. Na Obr. 2 vpravo je znidzornéno uziti Eukleidovy véty o vysce k transformaci
obdélniku o stranach a, b na ¢tverec o stejném obsahu. Nad stranou o délce a+b je opsana
pulkruznice, vyska znazornéného trojihelniku ma hledanou délku.

Piiklad 4. Z mnoha dikazi tzv. Pythagorovy véty uvedme pfipojeny ndzorny ,du-
kaz obrazkem“, ktery je z dukazu tohoto typu patrné nejelegantnéjsi. Podobny dukaz
naznacuje napf. BHASKARA II. (1114 — 1185) v dile Koruna védy.

4
2
al| a 3
1
b b
2
a b

Obr. 3.

Obsahy trojuhelnikt oznacenych 1,2, 3,4 maji zfejmé stejnou velikost ab/2.

Je potfebné vzdy rozlisSovat: nazor nesmi byt hlavnim voditkem nasich tvah, bylo
by vsak hrubou chybou se ho zcela zfikat. Vzdy byl jednim z prostifedki pro objevovéani
novych poznatku i pro chapani vysledka objevenych diive.

Pro tuplnost poznatk® o obsahu poznamenejme jesté dalsi dvé samoziejmé véci, totiz
7e obsah je vzdy nezaporné Cislo a Ze plati vzorefek pro vypocet obsahu obdélniku
(tj. plati: obsah = souéin délek stran); ten byl v té dobé rovnéz zndm. Tyto zakladni
vlastnosti obsahu jsou potfebné pti zavadéni integrdlu jako ,obsahu Casti obrazce mezi
grafem funkce a osou z“; viz Kapitola 9.

Poznamky. Uvedli jsme jen ndznak feSeni problému kvadratury mnohothelniku a po-
psali postup konstrukce. Obdobné konstrukce pouze s pouzitim pravitka a kruzitka ne-
vedly ke konstrukci ¢tverce o stejném obsahu jako mé dany kruh, tedy k tzv. kvadrature
kruhu, resp. ke konstrukci iisecky o stejné délce, jakou mé dané kruznice, tj. k rektifikaci
kruznice. Oba problémy se zdaly tézké, avsak pravé pomérné snadnd FeSitelnost analo-
gického problému pro pravidelny vepsany ¢i opsany n-uhelnik vzbuzovala nadéji, ze se
feSeni téchto vzadjemné uzce souvisejicich problémil najde.

Toto je jeden ze znamych antickych problémi, které znac¢né ovlivnily vyvoj mate-
matiky. Dalsimi takovymi problémy jsou trisekce whlu *) a zdvojeni krychle ®), kde je
zadéano provedeni konstrukce pfislusnych veli¢in pomoci omezenych prostiedki, tj. opét
jen pomoci kruzitka a pravitka. VSechny tyto problémy sahaji svym ptavodem az k Hip-
POKRATOVI Z CHIA (5. stol. pfed n. 1.). Dtukaz nefesitelnosti problému kvadratury kruhu
byl podéan az ve druhé poloviné 19. stol. dikazem transcendence ¢isla 7 (to je ovSem jiz

4) Nefesitelnost této tilohy dokazal r. 1837 PIERRE L. WANTZEL (1814 — 1848)
5) Legenda vaze tuto ulohu s tyfovou epidemii v Aténach asi kolem r. 430 pied n. ., kdy
mél byt ,zdvojen“ Apolléniv oltaf tvaru krychle.
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véc znacné slozitd, s niz se v tomto textu nesetkate). Mnoho problému vSak fascinovalo
matematiky na celém svété tieba i nékolik stoleti. Dale si pripomeneme alespon jedno-
dussi z vysledki, které se vztahuji k ¢islu 7, nyni si vSak alesponn atrzkovité v§imneme
toho, jak se lidské znalosti o ¢isle w vyvijely. S tim vsim problémy kvadratury kruhu
a rektifikace kruznice tzce souvisi.

Jist€ neni bez zajimavosti, ze jiz v Bibli lze najit aproximaci m ~ 3. Kniha Prvni
Kralovska (Samuelova) (1.7.23) popisuje stavbu domu Salamounova ©):

23. Udélal také more slité desiti loket od jednoho kraje k druhému, okrouhlé
vikol: pét loket byla vysokost jeho, a okolek triceti loket obklicoval je vikol.

Tato ukéazka je jiz vsak na samé mezi historickych tvah: je velice sporné, zda si autori
starych textl vibec nékteré véci uvédomovali. Je totiz velmi snadné dat se pfi zkou-
mani historie matematiky strhnout a interpretovat nespravné néktera fakta podsouvanim
vlastnich myslenek a predstav nasim pfedchidcim. Jak jste jisté pochopili, zde si fada
autort predstavuje prislusny citat jako vzorecek pro vypocet délky kruznice, zname-li
jeji prumér s tim, Ze na misté 7 figuruje jeho ,tehdy znama pfibliznd hodnota“ 3.

Prejdéme k vysledktim, které jsou z matematického hlediska zajimavéjsi. V jiz zmi-
néném londynském papyru Henryho Rhinda nachazime také piiklad, z néhoz lze zpétné
urcit hodnotu 7 ~ 3,16049. Z naznaki feseni jinych problémi lze provést velmi prav-
dépodobnou rekonstrukci postupu zalozeného na dvou nezavislych pfiblizenich, jejichz
chyby se ponékud kompenzuji (kreslete si obrazek). Nejprve se sestroji ¢tverec, délka
jehoz strany je rovna 9 jednotkdm. Do néj se vepiSe nepravidelny osmithelnik (,rohové
¢tverce® s délkami stran 3 jednotky se rozdéli thloprickami, které jsou dalsimi stranami
takto vzniklého vepsaného osmitihelniku). Obsah tohoto osmithelniku je, jak je vidét
z nazoru, roven 63 ¢tvereénim jednotkdm. Ten aproximuje (vznik prvni chyby) do poé¢a-
tecniho ¢tverce vepsany kruh o priméru 9 jednotek. Dale jesté tento odhad obsahu kruhu
zaokrouhlime (63 = 64), ¢imz vznikd druhd chyba. Provedeme-li dopoéteni pfislusného
priblizeni 7, dostavame (srovnej [1])

9> 8\
71-(5) /\/827 neboli 7r~4><(§) =3,1604... .

Z matematického hlediska je pro nas velmi zajimavé vyuziti tzv. erhaustivni metody,
kterou nachazime v souvislosti s uréenim vlastnosti obsahu kruhu, a tedy i hodnoty .
Tuto metodu pouzival jiz Eukleides. Ve svych Zdakladech napt. ukézal, ze obsahy kruhu
jsou ve stejném poméru jako Ctverce jejich pruméri. Hodnotu tohoto pomeéru se vsak
nikdy nepokusil numericky uréit, coz souviselo s chdpanim téchto poméri (neslo o ¢isla).
I kdyz je sama metoda obecnéjsi, v tomto pripadé jde o ,vycerpavani obsahu“ kruhu po-
moci vepsanych pravidelnych n-tthelnikd; pozdéji byla uzivana i pro jiné rovinné utvary
a také i pro jednoducha télesa v prostoru. Priblizime si ji prikladem.

Mistrem v uzivani exhaustivni metody byl ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n. 1.). Z mno-
ha vysledk, k nimz dospél, si v§imnéme blize, jak dospél k odhadu hodnoty 7 a co u néj
nachdzime nového. V Archimedové praci Méreni kruhu je patrné poprvé piesvédcive
dokazano, ze plati-li pro obsah a obvod kruhu zndmé vzorecky P = mir? a O = mad,
pak m1 = m2. Je tam tedy nalezena vzajemna souvislost ,obou 7%, tj. i kvadratury

6) Citujeme zamérné ze starsiho vydani bible z r. 1889. , Mote slité“ je v komentati vysvét-
leno, Slo o médénou nadobu pro koupel.
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kruhu a rektifikace kruznice. Archimedes urcuje déale délku kruZnice numericky, a tak
nachdzi aproximaci 7: pouziva pribliZzeni kruZnice opsanymi a vepsanymi pravidelnymi
n-thelniky. Podstatné je, ze se vyrovnal s moznosti prakticky libovolné zlepsovat odhad
7 shora a zdola (nékdy se o jeho metodé mluvi jako o metodé komprese).

Popisme postup podrobnéji: méjme jednotkovou kruznici, které je opsan a vepsan
pravidelny n-thelnik. Oznacime-li t, délku poloviny strany pravidelného opsaného
n-uhelnika, pak pii zdvojnasobeni poc¢tu stran dospéjeme jednoduchymi geometrickymi
uvahami ke vzoreéku pro vztah ¢, a t2n (sledujte Obr. 4 vlevo):

tn
ftop = ——
1+/1+1¢2

Oznacéme S stfed kruZnice a nechf A je bod dotyku strany opsaného pravidelného
n-thelniku a kruznice, resp. 2n-thelniku a kruznice. Koncovy bod strany n-tihelniku
necht je D a 2n-tthelniku (na Gseéce AD) necht je C. Sestrojme bod P na pfimce SA tak,
aby usecka C'S byla rovnobézné s tseckou DP. Pak je trojuhelnik SPD rovnoramenny
(vztah stfedovych dhla prislusnych strandm uvazovanych mnohothelniki ukazuje, ze
polopfimka SC' pili £LASD; déle plati: |[{SPD| = |{ASC| = |£CSD| = |{SDP)|, tedy
uhly pfi P a D v trojuhelniku SPD maji stejnou velikost), a tedy

_JAC| __JAD|  _ |AD| &
[AS| ~ TAS[+|SP] _ [AS[+1SD] 11 J1i&’

coz je jiz vzorec (2).

(2)

ton

D ;
uel/ / R
Au P B S )
Obr. 4.
Pro vepsané n-uhelniky podobné dostavame pro délky stran s, = |BC| a s2n, = |BD)|

(sledujte Obr. 4 vpravo) s ohledem na podobnost trojuhelniki ABD, BRD a ARC
(trojuhelniky maji ziejmé stejné velké uhly)

|AB| _ |BR| [AC| _ |RC|

|AD| — |BD] |AD| — |BD|’
z Cehoz plyne
|AB|+|AC| |BR|+|RC| |BC|
|AD]| N |BD| " |BD|’

24 /4—s2 s, 2 s7,

= a po upraveé Som =

4—s2, San 24 /452’

neboli
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posledni aprava spocivala v rozsifeni vyrazy v obou jmenovatelich a umocnéni na druhou,
zbytek je pak ziejmy. Je tedy pro kazdé n

2tn

< —F.
1+/1+¢2

5%

24 +/4—s2

Archimedes znal pro v/3 odhady

®3)

™
n

265 1351
i 3 < 2
153 <V3< 780 °

a tak mohl s pomérné dobrou pfesnosti zacit od Sestitthelnikii; po obdivuhodném vypoctu
dostal pouzitim velmi peélivého zaokrouhlovani horniho i dolniho odhadu s vyuzitim (3)

223 25344 29376 22

71 S 8069 " S o347 ST
neboli (v ponékud pfehlednéjsim tvaru v zdpisu s vyuzitim desetinnych rozvoju, které
vSak tehdy zndmé nebyly)

3,140845 ... < 3,140909... <7 < 3,142826 ... < 3,142857 ... .

Vétime, ze se Archimedes dostal s nalezenymi odhady jesté blize: jeden z jeho nésle-
dovnikti, HERON ALEXANDRIJSKY (1. stol. n. 1.), to uvadi ve spise Metrica z doby asi
kolem roku 60 (tento spis se vSak podafilo objevit teprve v r. 1896). Tam se piSe, ze
Archimedes dospél k hornimu odhadu 211875 : 67441 > 7, neboli 3,1416349 - - - > 7.

Tento baje¢ny vykon, s nimz souviseji mj. i poéatky teorie integrace, zustal po mnoho
stoleti ideové nepfekondn (uvédomte si, ze nebyly k dispozici poéitade a ze zdznam
pfi provadéni vypoctt byl znaéné naroény). Po dlouhou dobu Archimedovi naslednici
prosté pouze zvysovali poCty stran aproximujicich opsanych a vepsanych mnohothelniktu
a trpélivé pocitali jeho metodou dalsi a dalsi platné cifry w. Srovnej s [1], [2], [3].

Divody neresitelnosti problému kvadratury kruhu ¢i rektifikace kruznice lezi
z matematického hlediska jiz dosti hluboko. Tak napi. i kdyZ je v/2 iracionalni
&islo, 1ze tsecku o délce /2 pravitkem a kruzitkem lehce sestrojit. Souvisi to s tim,
7e v/2 je kofenem algebraické rovnice z2 — 2 = 0 s celo¢iselnymi koeficienty, tj. je
to tzv. algebraické cislo. Cisla, kterd nejsou koteny algebraickych rovnic s celo-
¢iselnymi koeficienty, nazyvame transcendentni. Ta jsou pravitkem a kruzitkem
nezkonstruovatelna ve smyslu, ktery dale v Historickych poznamkach 1.6.11 upfes-
nime. Totéz plati i pro slozit&jsi algebraickd ¢isla (problém zdvojeni krychle vede
na nalezeni b, pro ktera plati b = 2a3 se znamou délkou a), ale to v tuto chvili
neni podstatné.

Existenci transcendentnich ¢isel dokazal poprvé r. 1840 JOSEPH LIOUVILLE
(1809 — 1882). CHARLES HERMITE (1822 — 1901) dokézal r. 1873 transcendenci
¢isla e (zdklad tzv. pfirozenych logaritmi) a teprve v roce Liouvillova tmrti doka-
zal FERDINAND LINDENMANN (1852 — 1939) transcendenci 7; tak bylo definitivné
dokéazano, ze usecku o délce m nelze sestrojit pravitkem a kruzitkem.
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Piiklad 5. Jednou z pomérné zdafilych geometrickych konstrukei z r. 1685, vedoucich
k aprorimativni rektifikaci kruznice, je konstrukce, jejimz autorem je polsky jezuita, ktery
7il néjaky ¢as i v Olomouci, ADAM ADAMANDUS KOCHANSKI (1631 — 1700). Postup je
patrny z Obr. 5, ukazujiciho dvé varianty této konstrukce; a = 7 /6.

B
a
=71
T
| SN S 0\
o=T/6
Obr. 5.
Vypocet ukazuje, ze tak dostavame
2 1/2 1/2
40 —
o (3T _ L) Lar?) = (70 6\/5) = 3,141533r
V3 3
coz dava m ~ 3.141533 ... . Velice jednoducha konstrukce tak vede k prekvapivé pres-

nému vysledku. Poznamenejme, ze Kochariski byl po mnoho let v pisemném styku s Leib-
nizem (viz déle).

Nekonecéné soucty

Vsimnéme si jesté kratce nékolika poznatklt o fadadch (spokojime se opét s in-
tuitivnim chapénim tohoto pojmu). Seéteni koneéné geometrické fady zvlddal
jiz Eukleides, ktery umeél dokazat platnost standardniho vzorecku, i kdyz o dost
slozitéji, nez jak to zpravidla délame dnes. Konkrétni nekonecnou geometrickou
fadu ,seCetl“ poprvé Archimedes v souvislosti s ur¢enim obsahu parabolické tsece
exhaustivni metodou 7).

Pozdéji sc¢ital geometrickou fadu v obecnéjsi podobé také NICOLE ORESME
(1323 — 1382), ktery také poprvé dokdzal asi v r. 1350 divergenci konkrétni

(tzv. harmonické) fady

o0
1 1 1
-z 4
Z E o1 + E 3 t1 4 + ()

jejiz n-ty ¢len konverguje k 0.
Divergenci harmonické Tady lze dokazovat rtizné; zde zopakujme velmi starou
a dnes jiz zcela standardni Oresmovu uvahu, kterd ukazuje prostiedek, jak lze

7) Stézi lze viak mluvit o secteni nekonecné fady, nebof v té dobé jesté panovala jakasi
hriiza z nekonecna. Archimedes soucet pochopitelné nedefinoval a pro konkrétni fadu ukéazal
principem dvojiho sporu, které ¢islo je jejim ,souctem.
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urcit ¢astecné soucty harmonické fady vétsi nez pfedem zvolené n € N (musime
se vyrovnat s moznosti vyuzit zavorkovani). Uvahu lze schematicky popsat takto:

C N AT I I P
172°\3"4)"\5 8) " \9 16
1 1 1 1 1

>§+§+§+§+§+"'.

Toto je zédkladni myslenka diikazu, a tak také byva dikaz divergence harmonické
fady (4) nejcastéji prezentovan.

Je vhodné si uvédomit nutnost precizovat pojmy a zachazet s novymi objekty
velmi opatrné a korektné; lze to ilustrovat napt. nasledujicim ,,pocitanim*:

0=1-1D)+1-1D)+1-1)+1—-1)+---
=1-14+1-1+1—-141—-1+---
=14+ (-1+1)+(-1+1)+(-14+1)+(-14+1)+---=1.

(5)

Nalezeny spor ukazuje, Ze takto mechanicky se s nekone¢nymi soucty zachéazet

neda a ze je predevsim nutné takovy soucet vhodnym zpisobem definovat.
Pritom nékteré avahy, které se zdaji byt scestné, l1ze jesté zachranit. Ukazme

si dvé, k nimz se jesté vratime v souvislosti s tzv. sc¢itatelnosti fad. Protoze plati

1

=l4z+22+---,
1—=x

dostédvame dosazenim x = —1 jako ,soudet fady (6)“ hodnotu 1/2. A jesté dalsi
uvaha: ozna¢ime-li symbolem s ,soucet (6)“, plati

s=1-1+41-1+---=1-(1-1+41—---)=1—s,

a odtud dostaneme opét s = 1/2. Poznamenejme vsak, Ze pracujeme s divergentni
fadou (6).
Jiné tvahy lze zpfesnit snadnéji. Pomérné brzo se podatilo secist (konver-
gentni) fadu
S 1 1 1 1 1
n+1 .
2;(0 -1 1 375 7777
Provedl to napt. GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716), proto se tato fada
Casto nazyva Leibnizova Tada.

Dostatec¢né presnou definici konvergence tady zaloZenou na pojmu konvergence
posloupnosti podal teprve kolem r. 1820 Louls AUGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857).
Zachazeni s fadami v obdobi mezi Archimedem a Cauchym nebylo sice postaveno
na dobrych zakladech, byly vsak zndmy dosti hluboké vysledky. Napi. LEONHARD
EULER (1707 — 1783) dokdzal jako prvni ur¢it roku 1736 soudet fady

12 0 22 32 n?

1 1 1 1 2
5 (6)
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Priklad 6. Na Obr. 6 vlevo je ilustrovana konecnost ,nekoneéného souc¢tu® (6) (pokud
se spokojime s mlhavou pfedstavou o fadéch, kterymi se budeme déle zabyvat). Oddélime
prvni sCitanec a pak na sebe skldadame ctverecky, jejichz obsahy modeluji dalsi s¢itance:
nejprve 2, pak 4, 8, atd. VSimnéme si zaroven, ze vysky vytvarenych ,sloupecki ze
¢tvereck o obsahu 1 /n2“ jsou vzdy vétsi nez 1/2. Druhé schéma ukazuje konec¢nost

souctu

1 1 1

3 + 1 + 3 +-
souvisejiciho se zndmou Zenonovou aporii Achilles a Zelva. V této souvislosti pozname-
nejme , ze ZENON ELEJSKY (asi 490 — asi 430 pied n. l.) nepovazoval za mozné, ze by

nekonecny soucet kladnych ¢isel mohl byt konec¢né ¢islo.

1/3 1/8
12

1716

1/2 1/4

1/2 14 1/8

Obr. 6.

Neni bez zajimavosti si v§imnout, jak Euler k vysledku (6) dosel. Abychom si
jeho postup pfiblizili, musime jiz pouzit hlubsich poznatkt z analyzy: k potieb-
nému vyjadfeni sinu pomoci fady dospél jako prvni ISAAC NEWTON (1643 — 1727)
a my se k nému dostaneme za pomeérné dlouhou dobu. Potiebujeme také védét,

ze vSechny kofeny rovnice sinz = 0 jsou 0, &7, £27, . ... Euler postupoval tak, ze
ve vztahu
. . $3 ,TS . 1 xz x4
s1nx—x—§+§+~-~_;p _54_54_...

dostal po déleni x a po substituci 22 = y ,rovnici nekoneéného stupné“

y v
1—54-54----:0. (7
Ptivodni nulové body funkce sin ddvaji informaci o kotfenech rovnice (7). Jsou to
¢isla 72, (27)2, (37)2, . ... Naznacéime zptisob jeho dalstho uvazovani: tak napi. pro
rovnici druhého stupné (z — a)(x — b) = 0 s kofeny a, b dostaneme tpravou (pfed-
pokladdme a,b # 0) vztah (1/ab)z? — (1/a+1/b)x +1 = 0.

Vidime, Ze kdyZ je absolutni ¢len v rovnici roven 1, je koeficient pifi x ro-
ven souctu prevracenych hodnot kofenti rovnice s opa¢nym znaménkem. Z tohoto
vztahu platného v obdobné podobé i pro rovnice vyssich stupiiii (,stupein rov-
nice“ by zde vSak byl nekone¢ny!) dostal porovnanim koeficientt pro rovnici (7)
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v proménné y

L S N SN

6 72 472 972 ’
a odtud nasobenim 72 dostal

1+1+1+ i

12 32 n? 6
Protoze podobné vztahy plati (opét v pfipadé konec¢nosti stupné rovnice!) i pro
koeficienty u vyssich mocnin, mohl Euler pokracovat dale a odvodit postupné

=1 =1 =1
50 = 2 o =2 % 9Z5OZZE"”'

k=1 k=1 k=1

Takovych piikladi, ukazujicich na jedné strané zna¢nou hloubku a obtiznost
vypoctu, na druhé strané absenci potiebné teorie a pfesnosti tivah, by bylo mozno
predlozit daleko vice.

Velmi kratce jsme se pokusili ukdzat, ze vyvoj matematiky je sloZity (ano,
matematika se stale vyviji!) a v zddném piipadé neni pfimodary. Mnohé myslenky
zraly fadu stoleti, nez se priblizily té podobé, se kterou se budeme seznamovat.
Na konci nasledujicich kapitol nalezne ¢tenaf vzdy strucény historicky komentéar.
Pokud jsou v textu uvedeny priklady, jsou dilezité pro dikladné pochopeni latky,
i kdyz jsou cCasto velmi elementarni.

V této tvodni kapitole jsme se nevyhybali obrazktim. Umoznily nam rychleji
chépat provadéné avahy. Jak vsak jiz bylo feceno, nazor ¢asto nemusi byt dob-
rym voditkem k tivaham, operacim ¢i dikaziim a tak dale rozhodné vylouc¢ime
,dlikaz obrazkem“. Nazorné obrazky, které ndm pomohou si néco lépe zapama-
tovat, nezavrhujeme, avsSak z technickych divodi jich mnoho v dalsim vykladu
neuvadime.
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Kapitola 1

Zakladni poznatky

1.1 Logika a hovorovy jazyk

Nez pristoupime k vykladu nové latky, pfipomeneme si zdkladni fakta z logiky
a teorie mnozZin. Jsou vesmés elementarni a jen nékterd mohou byt pro ¢tenate
nova. Zatim nam pijde spiSe o spole¢ny jazyk, nez o vyklad néjaké teorie.

Casto budeme pracovat s vjroky. Vystacime s piedstavou, ze jde o (gra-
matické) véty, kterym lze pfifadit pravdivostni hodnoty, tedy rozhodnout, zda
jsou, ¢i nejsou pravdivé. Z vyrokt lze vytvaret dalsi vyroky pisobenim logickych
spojek neboli funktorid. Funktor, ktery z pravdivého vyroku vytvari nepravdivy
a z nepravdivého pravdivy, nazyvame negace. Pfisuzujeme-li nepravdivému vy-
roku pravdivostni hodnotu 0 a pravdivému vyroku pravdivostni hodnotu 1, popi-
suje pusobeni funktoru negace tabulka

A | non A
0 1
1 0

Ta jen popisuje to, co jiz bylo feceno, totiz, Ze je-li vyrok A pravdivy, je vyrok
non A nepravdivy a obracené, je-li vyrok A nepravdivy, je vyrok non A pravdivy.
Tabulek pravdivostnich hodnot se nékdy uziva i jako dikazového prostiedku.

Negovany vyrok A tedy znac¢ime non A (ale také —A apod.). Je-li napfiklad A
vyrok , Dnes je ¢tvrtek“, je jeho negaci non A vyrok ,, Dnes neni ¢tvrtek”. Ponékud
neobratné, ale spravné, lze tuto negaci vyjadrit ve tvaru , Neni pravda, Ze je dnes
Ctvrtek®.

Daleko zajimavéjsi jsou funktory, které operuji se dvéma vyroky. Jestlize ze
vSech moznych ,,jednoargumentovych® funktort je zajimava pouze negace, pak
z ,dvouargumentovych®“ jsou nejbéznéjsi ¢tyii, které nazyvame konjunkce, dis-
junkce (téz alternativa), implikace a ekvivalence. Konjunkei (znak A) odpovida
spojka a a jeji spravné uzivani v matematice vétsinou nepfedstavuje zadnou ob-
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tiz. Disjunkei (znak V) odpovidé spojka nebo a zde jiz dochézi k obtizim, nebot
v hovorové fedi se tato spojka ¢asto chape ve vylu¢ovacim smyslu (proto je ozna-
Ceni alternativa ,logi¢téjsi“ ). Pouzivani implikace (odpovid4 ji znak =) je trochu

vvvvv

tory popisuje tabulka

A|B|AANB|AVB | A=B | A< B | -AvB | AN-B
01]0 0 0 1 1 1 0
011 0 1 1 0 1 0
110 0 1 0 0 0 1
111 1 1 1 1 1 0

Znak A Cteme .et* a také ,a“, znak V ¢teme ,vel“, resp. ,nebo“. Znak =
Cteme ,implikuje®, ¢asto vSak pouZivame slovnich obratu , A je postacujici pod-
minkou pro B¢, resp. také ,B je nutnou podminkou pro A“, nebo ,Jestlize A,
mensi nez jedna implikuje Brno je hlavni mésto CR“ je pravdivy; zde je vyrokem
A nepravdivy vyrok ,dvé je mensi nez jedna“ a z tabulky vidime, Ze v takovém
pfipadé bude vyrok A = B pravdivy jak tehdy, kdyz je B pravdivy vyrok, tak
i tehdy, kdyz B je nepravdivy vyrok. ObtiZ spo¢iva v tom, Ze ¢teni znaku impli-
kace A = B jako ,z A plyne B“ svadi k domnénce, ze mezi A a B musi byt néjaka
,hlubsi pfi¢inna souvislost“. To je vsak nespravna predstava. Rozdili mezi hovo-
rovym jazykem a tim, jak nékterych béznych slov budeme uzivat v matematice,
je ostatné vice.

Znak pro ekvivalenci < ¢teme napiiklad ,A préavé kdyz B (v anglickych
textech obrat ,if and only if“, ktery ekvivalenci odpovida, byva zkracovan na tvar
HifF“). V tabulce v pfedposlednim sloupecku uvedeny vyrok mé stejné pravdivostni
hodnoty jako implikace A = B. Odtud vidime, Ze implikaci lze vyjadfit i jingm
zpusobem a Ze vlastné vyroky A = B a —=A V B jsou ekvivalentni. Naproti tomu
posledni sloupecek srovnanim s hodnotami pro implikaci ukazuje, jak 1ze implikaci
negovat. Je =(A = B) = A A —B. Podobné se lze presvédéit, ze vyroky A = B
a 7B = —A jsou ekvivalentni. Podrobnéjsi informace nalezne ¢tenai zpravidla
v textech o logice ¢i teorii mnozin. Odkazujeme ¢tenafe na [1] nebo na [11].

Nyni je jiz zfejmé, zZe se snazime domluvit o tom, jak se budeme dorozumivat;
nasim cilem je, aby nedochazelo k nejasnostem. V matematice musi mit vSe presné
vymezeny vyznam. Nebudujeme tedy zadnou teorii ¢i vyrokovy pocet, domlouvame
se pouze na urcitych zptisobech vyjadieni.

Jestlize ve vyroku ,c¢islo 2 je prvocislo® nahradime prvni ¢ast proménnou =,
dostaneme vétu .z je prvocislo“; to je tzv. vyrokovd forma. Ta se stane vyrokem
po dosazeni: vyroky ./ TTi je prvocislo®, resp. ,,Pét je prvocislo“ vznikly dosazenim
za T a jsou oba pravdivé.

7 vyrokové formy vSak muze vzniknout vyrok jesté jinym zpusobem: promén-
nou ¢i proménné muzeme vazat tzv. kvantifikatory. Budeme pouzivat kvantifikator
obecny (také nékdy velky), ktery znacime symbolem V (obracené pismeno ‘A’ sou-
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visi s anglickym ,all“), a kvantifikdtor ezistencni (také nazgyvany ,maly“), ktery
zna¢ime 3 (obracené pismeno ‘E’ je odvozeno od ,exists*). Kvantifikitor V ¢teme
zpravidla ,pro vSechna“, kvantifikdtor 9 obvykle ,existuje®, ,,pro nékteré“ atp.
Poznamenejme, ze v nékterych starsich knizkach se vyskytuji oznaceni

I] nebo A pro¥ a > nebo \/ pro3.

Uvedme jednoduchy pfiklad pouziti; z vyrokové formy
Hliché ¢islo x je prvocislo”

vzniknou pouzitim t&chto kvantifikdtort dva vyroky (vS§imnéte si, Ze proménnd
z formulace ,vSechna licha ¢isla x jsou prvocéisla“ v tomto pfipadé dokonce mizi)

»vSechna licha ¢isla jsou prvocisla“,
yexistuje liché cislo, které je prvocislo“.

Prvni vyrok zfejmé neni pravdivy, druhy pravdivy je. Pouzijeme-li vice kvantifi-
katort za sebou, je tieba vyznadit, ke které proménné se vztahuji, napr.

(Vz) (Fy) (z +y=2). (1.1)
Tento vyrok je zfejmé pravdivy. Naproti tomu vyrok
(3z) (Vy) (z +y = 2) (1.2)

pravdivy neni. P¥i negovani prechazi obecny kvantifikdtor v existencni a existencni
v obecny, pofadi zlistava zachovano. Tak napt. negaci pfedchézejiciho vyroku (1.2)
je vyrok
(V) (Fy) (x +y # 2),

ktery je zfejmé pravdivy. Dalsi véci tohoto typu si vysvétlime pfimo v pribéhu
vykladu, jakmile se k nim dostaneme. Zapamatujeme si jesté to, ze vedle sebe
stojici stejné kvantifikatory lze mezi sebou vymeénit a dostaneme ekvivalentni
vyrok. Proto vyrok

(Vx) (Vy) (x +y = 2) je ekvivalentni vyroku (Vy) (Vz) (z +y =2).

Nejsou-li vSak sousedici kvantifikitory stejné, zaménit je nesmime, nebot tak
bychom dostali zcela jiny vyrok. Ctenai miize zkusit srovnat vyrok

(Fy) (Vo) (z +y = 2)

s vyrokem (1.1), resp. i s (1.2).

Je-li vyrok komplikovanéjsi, pomahame zvysit jeho prehlednost zavorkami.
Vétsinou se ukazuje, Ze obtiznéjsi je zvladnuti pojmu, v jejichz definici se vy-
skytuji vice nezli jen dva kvantifikdtory. Je proto podstatné obtiznéjsi pochopit
napi. definici limity, nezli pochopit definici omezené mnoziny. Protoze budeme
velmi ¢asto definovat nékteré véci pomoci rovnosti, bude se ndm hodit nasledujici

umluva:
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Umluva 1.1.1. Uzavieme dohodu, Ze symbol ,:=“ oznacuje rovnost, kterou de-
finujeme symbol ¢i vyraz na strané dvojtecky (vyjimeéné uzivame i symbol ,=:*).

Nastinime jesté kratce nas budouci postup: budeme vychazet z jistych tvrzeni,
kterda budeme povazovat za zékladni a kterd nebudeme dokazovat; fikdme jim axi-
dmy. Tato tvrzeni budou ,,0 né¢em*, tj. budou v nich vystupovat ur¢ité (matema-
tické) pojmy. Tém nékdy fikdme primitivni pojmy. Pomoci nich budeme definovat
dalsi pojmy ') a budeme o nich dokazovat pomérné komplikované matematické
véty (tvrzeni, vyjadiena casto vétSim poctem gramatickych vét). Budeme tak de-
duktivnim zpasobem budovat matematickou teorii. Otazkami typu nezdvislosti ¢i
bezespornosti axiomu se prakticky nebudeme zabyvat. Jsou ostatné v intuitivni
roviné vcelku snadno pochopitelné, i kdyz nalezeni prislusnych odpovédi mtize byt
velmi slozité.

Zaklad, na kterém budeme stavét, budou pro nas tvorit jiz probrané umluvy
o vyrocich, vyrokovych formach, kvantifikatorech apod., zdkladni poznatky o mno-
zinach a podrobnéjsi popis redlnych ¢isel. Jako dopliikovou cetbu lze doporucit
knihu [11].

1.2 Mnozinovy jazyk

Pripomenime si kratce mnozinovou symboliku; opét pracujeme v intuitivni roviné
a nebudujeme néjakou ucelenou teorii. MnoZina bude pro nas cosi jako souhrn,
soubor, mnozstvi (posledni vyraz se téz kdysi v Ceské literatufe pro mnoziny
uzival) rozlisitelnych prvki. Mnozina A je uréena svymi prvky. Lze tedy, alespoii
teoreticky 2), o kazdém prvku a rozhodnout, jestli je ¢i neni prvkem A: piseme

a€A, resp. a¢ A

a ¢teme ,a je prvkem A“, ,a neni prvkem A“. Casto uzivanym obratiim ,a patii
do A%, ,a nalezi do A“ se radé&ji budeme vyhybat; ne vSichni lidé, ktefi patii do
blazince nebo do krimindalu, v nich skutec¢né jsou.

Kone¢nd mnozina (zatim se spokojime s intuitivni pfedstavou toho, co zde
konecnost znamend) se zapisuje pomoci vyétu prvk: {21, x9, 3} znaéi mnozinu
o nejvyse 3) tiech prvcich z1, 2, z3; obecné pouzivame vzdy slozenych zavorek
{...}, i kdyZ zapis miZe byt trochu slozitéjsi. Vyjadireni {xx; k = 1,2, 3} pfipousti
totiz snadné zobecnéni, pokud index k£ nechdme probihat obecnéjsi indexovou
mnozinu A. Dostaneme tak napf. mnozinu {xy; k € A}.

Pro nékteré mnoziny zavadime zvlastni symboly. Symbol (§ zna¢i prdzdnou
mnoZinu; tato mnoZina nema 7adny prvek. Casto se vyskytujici mnoZiny, jako jsou

1) Definice jsou logické ekvivalence, i kdyz maji nékdy ze zvykovych diivodt formu implikace:
»Jestlize ..., pak fikdme, ze ....“

2) Mnozina v$ech prvodisel je jednim z moznych ptikladii: neni vzdy jednoduché rozhodnout,
zda je ¢i neni ,velké“ pfirozené ¢islo prvocislem.

3) Obecné neni zaruéeno, e x1, 2,3 jsou ruzné.
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napt. ciseln€ obory, oznacujeme také specidlnimi symboly. Uvedeme si je zatim
jen pro piehled, nebot pfedstavy o nich budeme muset v dalSim textu v mno-
hém zpfesiiovat. Symbolem N znacime mnoZinu vSech ¢isel prirozengch (tj. celych
kladngch ¢isel) a symbolem Ny mnozinu vSech nezdporngch celych cisel (pozor, je
rozdil mezi (n&jakou) mnozinou pfirozenych ¢isel a mnozinou wvsech pfirozenych
¢isel N). Pismenem Z zna¢ime mnozinu vSech ¢isel celych, pismenem Q mnozinu
vSech cisel raciondlnich. Nejcastéji budeme ovSem pracovat s mnozinou vsech
realnych cisel, kterou znac¢ime R a nékdy téZ s mnozinou vsech komplexnich c¢i-
sel C. Poznamenejme, Ze v hovorové feci (a, bohuzel, i v matematice), se velky
kvantifikdtor nékdy vynechava (Lidé jsou smrtelni).

Pfipomertime si, ze A U B (¢teme: ,A sjednoceno s B“) oznacuje mnoZinu,
jejimiz prvky jsou vSechny prvky mnoziny A a také vSechny prvky mnoziny B.
Tuto mnozinu nazyvame sjednocenim mnozin A a B. Plati

aEAUB(g)(aeA)\/(aEB).
Zapis tik4, ze ekvivalence je zde vlastné definici nového pojmu (sjednoceni mnozin
A a B); definovany pojem stoji vzdy na levé strané ,defini¢ni ekvivalence®.

Mnozina, kterou zna¢ime A N B (¢teme: ,A prinik B“), je mnoZina vSech

prvki a, které jsou soucasné prvky A i B, tj.

aEAﬂBg)(aeA)/\(aEB).
Nazyvame ji prunikem mnozin A a B VSimnéte si v predchazejicich definicich
vnéjsi podobnosti znakl V a U a znakll A a N, kterd neni ndhodna.

Je-1i kazdy prvek mnoziny A zaroven prvkem mnoziny B, zapisujeme to A C B
a ¢teme ,A je podmnozinou B“; pozor, podmnoZinou mnoZiny A je i mnozina A
sama, tj. vzdy plati A C A. Podobné plati i ) C A pro kazdou mnoZinu A. Zapis
B D A znadi totéz jako A C Bj; nékdy pak hovofime o B jako o nadmnoziné
mnoziny A. Tyto vztahy se nazyvaji inkluze.

Plati-li soucasné A C B a B C A, zapisujeme to ve tvaru A = B a hovofime
o rovnosti mnozin A, B. Ziejmé plati: ,A C B, pravé kdyz AN B = A“; tento
vyrok je jednoduchym tvrzenim (vétou) teorie mnozin. Tato tvrzeni (byt jsou
velice jednoduchd neboli — jak Fikdme — trividlni) se musi dokazovat, my je
vSak budeme povazovat za znamda. Podobné budeme uzivat v piiméfené mite
i poznatkt z algebry a také je nebudeme dokazovat.

Mnozinu v8ech prvkia mnoziny A, které nejsou prvky mnoziny B, znac¢ime
A\ B. Tak napt. R\ Q je mnoZina vSech iraciondlnich ¢isel (zpravidla se pro
ni nezavadi specidlni oznacdeni). Nékdy pracujeme pouze s prvky jedné mnoziny,
napiiklad R. Je-li A C R, oznac¢ime CA := R\ A. Mnozina CA se nazyva komple-
mentem (nékdy téz doplitkem) mnoziny A.

Pfipomenme si v této souvislosti vzorce, pochézejici od AUGUSTA DE MOR-
GANA (1806 — 1871), tzv. de Morganova pravidla. Je-li A, B C X a pracujeme
s dopliky v X, pak plati

CAuCB=CAnB), CAnCB=C((AUB).
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Je-li napf. x prvkem mnoziny na levé strané prvni rovnosti, nelezi alespon v jedné
z mnozin A, B, tedy ani v jejich priniku. Je tedy prvkem mnoziny, stojici v rov-
nosti vpravo. Druha inkluze se dokéze podobné. Tvrzeni vSak plati i pro libovolny
koneény pocet uvazovanych mnozin, ba i mnohem obecnéji, kdy pracujeme s obec-
nou neprazdnou indexovou mnozinou (dtikaz je stale stejné lehky). V takovych
ptipadech se pracuje se symboly

n o0
U Ay, A, pripadné U Ay
k=1 k=1 y€er

Cteme napft. ,sjednoceni Ay od jedné do nekonecna“ apod. Obecny piipad de
Morganovych pravidel mé tak tvar (predpokladame, ze plati A, C X pro vSechna
v € I' a piseme X \ A, misto CA,):

U&\4)=x\ 4y, (E&X\4)=x\{]4,. (1.3)

yel’ yel' yel’ yel’

Ctenéf by si mél diikaz pro obecny piipad zkusit samostatné podrobné sepsat.

Dilezitym nastrojem teorie mnozin je vytvareni tzv. kartézského soucinu mno-
7zin A, B. Je to mnozina vSech uspofddangch dvojic (a,b) takovych, ze a € A
a b € B. Znac¢ime ji symbolem A x B. Je-li R C A x B, je R relace. Casto misto
(a,b) € R piSeme a Rb a ¢teme ,(a,b) je v relaci R“ nebo ,a je v relaci R s b*
apod. Jestlize usporddand dvojice (a, b) neni prvkem R, pak fikdme, Ze relace a Rb
neplati. Zpravidla pracujeme s relaci na mnoziné A, ¢imz rozumime podmnozinu
A x A.

Poznamka 1.2.1. Ivelmindzorné pojmy je nutno vzdy definovat. To plati napf. i
o usporadané dvojici: kdybychom si kladli za cil zpiesnit i toto, museli bychom
pracovat s mnozinami mnozin typu {{a}, {a,b}} a pomoci nich definovat i to, co
je to usporadana dvojice. Nam zde ale postaci pouze konstatovani, ze lze uspora-
danou dvojici definovat opét pouze na zakladé teorie mnozin.

A7 dospéjeme o néco nize k axiomatice redlngch c¢isel, budeme pracovat s ope-
racemi s¢itédni a ndsobeni (tyto pojmy znéte jisté z algebry) a také s relaci ekvi-
valence a s usporddanim. Co to vlastné je?

Je-li R relace na mnoziné A, pak fikdme, ze R je tranzitivni, plati-li pro
vSechny prvky a, b, c mnoziny A: je-li a Rb a b Re, je také a Rc. Uvedme dalsi tfi
diilezité vlastnosti relaci: je-li a Ra pro vSechna a € A, fikame, Ze relace R je na
A reflexivni. Pokud pro zadny prvek a € A neplati a R a, fikame, Ze relace R je
antireflexivnd. Plati-li a Rb = b Ra pro kaZzdou dvojici (a,b) € A x A, fikdme, Ze
relace R je symetrickd. Pokud plati (a Rb) A (bRa) = (a = b), Fikdme, Ze relace
R je antisymetrickd.

Reflexivni, symetrickou a tranzitivni relaci na mnoziné A nazyvame ekviva-
lenci na A. Budeme vyuzivat nékterych vlastnosti ekvivalence, které nebudeme
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dokazovat. Je-li napf. R ekvivalence na mnoziné X, mizeme pro kazdé x € X
definovat mnozinu

T(z)={ye X;yRz}.

Systém téchto podmnozin nazyvame rozklad X na podmnoziny podle ekviva-
lence R; tyto podmnoziny se také nazyvaji ¢ridy, indukované relaci R. Kazdy
prvek y tridy T(z) se nazyva zpravidla reprezentant t¥idy T'(x). Maji-li induko-
vané tiidy spoleény prvek, jsou si rovny. Sjednoceni vSech téchto tfid je mnozZina
X. Kazdému systému podmnozin s témito popsanymi vlastnostmi odpovida pravé
jedna ekvivalence na X; pokuste se tato tvrzeni eventudlné samostatné dokazat.

Reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni relace R na mnoziné A se nazyva c¢ds-
tecné usporadant, nékdy jen uspordddni na A. Duvod spociva v tom, Ze mohou
existovat prvky a,b € A takové, Ze neni ani a Rb, ani b Ra. Pokud pro uspofa-
dani R plati vZdy a Rb nebo b Ra (kazdé dva prvky a,b € A jsou ,porovnatelné*
pomoci R), nazyva se linedrni uspordddni. U uspofddani neni terminologie zcela
jednotna a odchylky mohou byt i podstatnéjsi, vzdy vsSak je relace usporadani
alespon tranzitivni.

Na mnoziné vSech realnych ¢isel R budeme pracovat s relaci , je mensi nebo
rovno® ( < nebo <), kterd je (linedrnim) uspofddédnim na R. MnoZinu vSech pod-
mnozin mnoZiny A mizeme povazovat za (¢asteéné) uspofddanou pomoci relace
inkluze (C); tato relace neumoziiuje porovnat libovolné dvé podmnoziny A, je to
v8ak (¢astecné) usporadani.

Na mnoziné R budeme pracovat i s relaci ,,je mensi nez“ (<), kterd je anti-
reflexivni, tranzitivni a méa vlastnost trichotomie: pro kazdou dvojici prvka a, b
plati pravé jeden z piipadii a < b nebo b < a nebo a = b ).

Pomoci pojmu relace se ¢asto definuje zobrazeni. My tento pojem zavedeme
dale nezavisle na pojmu relace. Zakladni pojmy teorie mnozin jsou slozitéjsi, nez se
na prvni pohled mtize zdat. Jsou soucasti samostatné teorie; zde jsme se ji vénovali
jen minimalné a spokojili se pouze s elementarnimi poznatky. Teorie mnozin je
pro nas vlastné jen zédkladnim dorozumivacim prostfedkem. Upozoriiujeme na to,
ze budeme nékdy pouzivat i poznatky hlubsi, které se mohou zdat samoziejmé,
které vsak z predchézejicich nelze odvodit. Jednim takovym je tzv. aziom vybéru.
Ten tika, ze kartézsky soucin kaZdé neprazdné mnoZiny I neprazdnyjch mnoZin A,
je opét neprdazdnd mnozina A. Prvek (a,) € A ,vybird“ totiz jednoznaéné z kazdé
mnoziny A, prvek a,. Vyuziva se vSak zejména tvrzeni s nim ekvivalentnich, ktera
vsak maji formulace podstatné slozitéjsi. Jsou prostfedkem naptiklad k dikazu
existence baze obecného linedrniho prostoru. Tyto hlubsi poznatky nalezne ¢tenér
napf. v [1].

4) Nékdy se relace tohoto typu nazyva ostré uspordddns; neni to pfilis vhodné voleny nazev,
tato relace neni usporddanim podle nasi definice.
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1.3 Realna disla

Pro nas dalsi vyklad potfebujeme kromé jednoduchych znalosti z teorie mnozin
a vyrokového poctu presné vymezit, co jsou to redlnd ¢isla. Budeme jiz mnohem
presnéjsi, avsak mnoho véci a vztahli pouze popiSeme nebo naznacime, jak se
k nim dojde. Presnéji: sepiSeme si nyni axiémy, kterymi bude popsédna mnozina
vSech redlnych cisel R. Zde se dopoustime jisté nepresnosti: mame ve skutecnosti
na mysli slozitou strukturu. Jde nejen o mnozinu, ale téz o operace s¢itani a naso-
beni, které jsou na ni definovany, a také o relaci usporadani na této mnoziné. To
vSe je pritom mezi sebou axiémy relativné komplikované provazano. Ukaze se sice,
Ze jsme se témer se vSems témito axidmy v néjaké formé jiz diive seznamili, ale
zde je na misté varovani: pochopit tak komplikovanou strukturu je tezké. Zejména
posledni axiém (13) je véetné vSech dusledkii obtizné pochopitelny, aviak pravé
jeho dutisledky ¢ini latku z hlediska analyzy zajimavou. Pfistupme nyni k popisu R.
Ten je vlastné velmi dlouhym tvrzenim o existenci mnoziny R. Obor redlnych cisel
je étvetice R = (R, +, -, <) s nésledujicimi t¥indcti vliastnostmi; ty popisuji objekt,
kterym je upiné€ usporddané téleso. Vybirame je tak, aby pfipominaly ,,zdkony“ ¢i
ypravidla“, se kterymi se ¢tenar setkaval diive na stfedni Skole. Symbol R znaci
mnozinu, na které jsou definovany operace séitdni (znacime ji +) a ndsobent (zna-
¢ime ji -) a déle ,porovnavaci“ relace (tu zna¢ime <), které vyhovuji ndsledujicim
axiomim:
Pro operaci séétdans (+) plati:

(1) s¢itani je komutativni, tj. pro vSechna a,b € R plati
a+b=b+a;

(2) séitani je asociativni, tj. pro vSechna a, b, c € R plati

a+(b+c)=(a+b)+c;
(3) existuje (neutrdlni) nulovy prvek 0 € R takovy, Ze pro vSechna a € R plati
a+0=ua;

(4) pro kazdé a € R existuje opaényg prvek (znac¢ime ho —a) tak, Ze je

a+(—a)=0.
Tedy R je vzhledem ke s¢itani tzv. komutativni (nékdy ¥ikdme Abelova) grupa

s neutrdlnim prvkem 0. Grupy jsou dilezitym objektem studia v algebfe.
Podobné se chova R vii¢i ndsobeni. Pro operaci ndsobeni (-) plati tedy °):

5) Uzivame obvyklou konvenci o vynechavani znameni - pro nasobeni, tj. ab je totéz co a - b.
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(5) nésobeni je komutativni, tj. pro vSechna a,b € R plati

ab = ba;

(6) nésobeni je asociativni, tj. pro vSechna a, b, c € R plati
a(be) = (ab)c;
(7) existuje (neutrdlni) jednotkovy prvek 1 # 0, 1 € R takovy, Ze pro vSechna

a €Rje
a-1=a;

(8) pro kazdé a € R,a # 0, existuje inverzni prvek (znacime ho a~1) tak, Ze je
ala™) =1.

Je ziejmé, ze R\ {0} je viidi operaci ndsobeni také komutativni grupa (jestlize to

pouzijeme k definici R, je automaticky zaruceno 1 # 0, ale (5) a (6) plati ,na R“).

Obé popsané operace s¢itani a nasobeni svazuje vzajemné distributioni zakon,
tj. plati

(9) pro vsechna a,b,c € R plati

a(b+c)=ab+ac.

Jako azxiom jsme neuvedli to, Ze obé operace jsou na mnoziné R definovany,
to je vSak véc formdlni Gpravy (dilezité je, Ze to bylo fefeno). Dosud uvedené
axiémy fikaji, ze R je pole (v ¢eSting se uziva i starSi termin komutativni téleso).

Déle musime svazat operace na R s usporadanim. Popiseme nejprve vlastnosti
relace mensi neZ (<); to lze udélat napt. pomoci nasledujicich t¥{ axiémi:

(10) relace < je trichotomie, tj. pro kazdé a,b € R nastava prévé jeden z pfipadi
(pFipomindme, Ze jako obvykle zapis a < b ¢teme ,,a je mensi nez b*)

a<b, a="0, b<a;
(11) relace < je tranzitivni, tj. pro v8echna a, b, c € R plati

(a<bd)AN(b<c)=a<c;

(12) pro v8echna a,b, c € R plati

(a<bd)=a+c<bt+c, (a<b)A(0<c)=ac<bc.
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Axiém (12) zaruc¢uje monotonii vii¢i s¢itdni a monotonii vii¢i ndsobeni (kladnym
¢islem). Nyni musime jesté definovat

a>b3&8 b < a,
agbg(a<b)\/(a:b), a>b&h p<a;
a pfipomenout, ze a < b a a < b znamend totéz. Relace < je (linedrnim) uspofa-
danim na R.

Z axiému (1) — (12) vyplyva, ze R je usporddané pole; o néco pozdéji se budeme
vénovat poslednimu axiému (13). Poznamenejme, Ze i mnozina vSech racionalnich
¢isel Q ma vSechny vyse uvedené vlastnosti (v axiémech staci zaménit Q za R); se
vSemi axiémy (vlastnostmi) se pracuje jiz na stfedni Skole. Tam se z nich odvozuji
napt. vSechny ,,poucky o zachazeni s nerovnostmi“ apod., proto toto odvozovani
nebudeme opakovat. Uvedeme pouze jedno tvrzeni jako priklad.

Tvrzeni 1.3.1. Necht a,b,c,d € R a necht plati a < ¢, b < d. Potom plati
a+b<c+d.

Dikaz. Podle axiému (12) dostavame z nerovnosti a < ¢ ,,pfic¢tenim b“ nerovnost
a+b < c¢+b. Podobné z nerovnosti b < d opét pomoci (12) dostaneme b+c < d+c.
Odtud s pouzitim axiému (1) dostaneme nerovnost ¢ + b < ¢+ d. Z odvozenych
nerovnosti plyne podle axiému (11) i zddand nerovnost. O

Poznamka 1.3.2. Tvrzeni, které jsme praveé dokdzali, se odrazi v pravidlu ,souhlasné
nerovnosti mizeme s¢itat”, jehoz smysl je, pfes nepresné vyjadreni, jisté zfejmy. Pozna-
menejme jako varovani, ze ,souhlasné nerovnosti mezi kladnymsi ¢isly mizeme i nasobit®,
ale ze z —2 < 3 a —3 < 1 neplyne 6 < 3. Casto se stane, ze neovéfovani takovychto
samoziejmosti dovede studenta matematiky ve slozitéjsich pripadech k neuvéfitelnym
chybam.

Posledni axiém, ktery odlisi R od Q (oba obory jsou uspofiddané pole) obdafuje
R vlastnosti, ktera se nazyva tuplnost. Ta teprve dodava R jistou krasu, nebot,
popularné feceno, postuluje fakt, ze v R nejsou zadné ,diry“. Na stfedni skole se
ztotozni redlné Cisla s délkami tsecek na piimce, kterou nazyvame redlnou osou.
Tak se vlastné postupuje stejné jako ve starovéku po objeveni faktu, Ze existuji
nesoumétitelné veliéiny (viz ivodni kapitola).

Uplnost je ta vlastnost R, ktera je, jak jiz bylo feceno, z hlediska analyzy nejza-
jimavéjsi. Lze ji popsat pomoci jediného dalsiho axiému, ktery vsak lze formulovat
mnoha zplisoby; v kazdém piipadé vsak musime zavést nékteré nové pojmy.

Poznamka 1.3.3. Pfipomenme, jak probiha tradi¢ni postup postupného ziskavéani zna-
losti o ¢iselnych oborech na zakladni a stiedni Skole. Nejdiive se zaci seznamuji s oborem
vSech prirozenych c¢isel N. Na zdklad€ pozorovdni dospivaji k tomu, ze pro prvky N plati
(1), (2), resp. (5), (6). V souvislosti s problémem Fesitelnosti rovnice

m+x=n (1.4)
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vzhledem k neznamé x pro m,n € N se jevi nutné rozsirit ¢iselny obor N a zavést mnozinu
Z vsech cisel celych. V tomto Ciselném oboru bude rovnice (1.4) jiz vzdy Fesitelna.
Povsimnéme si zavedeni celych ¢isel po formalni strance blize. Problém nefesitelnosti
rovnice (1.4) spo¢iva tom, Ze je-li n < m, pak z intuitivnich znalosti o celych ¢islech
ocekavany ,prirozeny kandidat“ na feSeni n — m nelezi v N. To nas vede k néasledujici
avaze: je-li n1 — m1 = n2 — ma, kde ni,n2,mi,ma € N, pak v pfipadé, ze rozdily
v rovnosti jsou cisla z N, plati také rovnost

ni+msz =nz +mi.

Ta méa v N rozumny smysl vzdy, a to i v pfipadé, Ze néktery z vychozich rozdild v N
smysl nemd. Definujeme proto na mnoziné vSech uspofddanych dvojic (n,m) € N x N
relaci ~ (je to ekvivalence na této mnozinég)

def
(n177711) ~ (n27m2) <:e> ny+ms =n2+mi.

Vzhledem k této ekvivalenci se rozpadd N x N na tiidy ekvivalentnich uspofadanych
dvojic. Pak uz zbyva polozit

T(k,1) :={(n,m) e NX N; (n,m) ~ (k,1)}

a tridy T(k,l) budou tvofit novy obor, ktery oznacime Z a nazveme oborem vsech
celych ¢isel. Zfejmé kazdd usporddand dvojice (k,l) urcuje pravé jednu t¥idu T'(k,1),
avSak v kazdé t¥idé lezi mnoho (dokonce nekoneéné mnoho) takovych dvojic. Snadno
téz nahlédneme, ze t¥idy, obsahujici prvky (k + 1, 1), lze ztotoznit s prvky k € N.

Zbyva vsak jesté hodné prace (zavést séitani t¥id, ukdzat, ze ma potiebné vlastnosti
atd.), ale nejde o nic slozitého. Podobné lze postupovat pfi rozsifovani Z na Q; tyto véci
vSak spise spadaji do algebry a my se jimi nebudeme detailné zabyvat (srovnej s [2]).

Z provedenych tivah bychom vsak neziskali solidni zaklady, nebot by nam zbyl jesté
velky dluh, totiz zavést pfesné (nejen intuitivné) obor N. Musili bychom vymezit pfesné
(napf. opét axiomaticky) jeho zakladni vlastnosti. Misto axiomatického zavedeni N, k né-
muz bychom takto dospéli, zavadime axiomaticky pfimo obor vsech realnych cisel R.
Potom ukazeme, jak lze v R vymezit obory N, Z a Q tak, aby mély potiebné a nam
jiz. davérné znamé vlastnosti; pfitom musime napt. zdavodnit, pro¢ ,funguje“ dukaz
matematickou indukct, coz je v podstaté jeden z axiomu oboru prirozenych ¢isel, pokud
se s timto oborem zacina. Také se zminime alespon v poznamkach o dalSich tvrzenich,
ktera lze, prevazné pouze s pomoci tohoto axiému, dokazat.

Déle budeme postupovat jiz trochu formalnéji tak, jak se to v matematice pfi
budovani néjaké teorie obvykle délava.

Definice 1.3.4. Cislo M € R se nazyva horni odhad (nebo téz horni zavora)
mnoziny A C R, jestlize plati

(Vx e A)(z < M).
Je-1i horni odhad xg mnoZiny A prvkem A, tedy plati-li pro z¢g € A tvrzeni
(Vo € A)(x < ),

fikdme, ze x¢ je mazimem mnoziny A. Zapisujeme to pomoci vztahu x¢p = max A.
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Je zfejmé, ze za popsané situace je také ¢&islo z9 + 1 (a obecné téz kazdé
y € R,y > xp), hornim odhadem A, avSak 7zadné ¢islo mensi nez zy hornim
odhadem mnoziny A byt nemiize. Zvolime-li libovolné ¢islo M’ € R, M’ < xy,
pak M’ hornim odhadem mnoziny A nen, nebot neplati z¢o < M’.

Poznamka 1.3.5. Cislo m € R se nazyvéa dolni odhad mnoziny (nebo téz dolni
zavora) mnoziny A C R, jestlize plati

(Vo e A)(x > m).
Je-1i dolni odhad zy mnoziny A prvkem A a plati-li tedy pro zg € A
(Vo € A)(x > o),
fikame, ze xg je minimem mnoziny A.
Srovnanim Poznamky 1.3.5 s Definici 1.3.4 vidime, Ze jsme ji prakticky s drob-
nymi zménami opsali. P¥isté zvolime bud tspornéjsi zapis, nebo jen popiSeme
odlisnosti a pfesnou formulaci znéni prenechame ¢tenéii. Proto jsme také zvolili

oznaceni Pozndmka. Zaroven je ziejmé, ze je-li M € A, je M nejmensim hornim
odhadem A a podobné, je-li m € A, je m nejvétsim dolnim odhadem A.

Definice 1.3.6. Rikdme, 7e mnozina A C R je shora omezend, pokud existuje
v R alespon jeden jeji horni odhad. Podobné fikdme, Ze mnozina A C R je zdola
omezend, pokud existuje v R alespon jeden jeji dolni odhad. Mnozina, ktera je
soucasné shora omezend i zdola omezend, se nazyva kratce omezend mnozina.

Priklad 1.3.7. Je zfejmé, Ze napt. mnozina R nemé zadny horni odhad ani zadny
dolni odhad. Rozmysleme si, jak to je s prazdnou mnozinou: v takovém pripadé
je kazdé a € R hornim i dolnim odhadem 0.

Definice 1.3.8. Rikdme, Ze ¢islo S € R je nejmensi horni odhad mnoziny A C R
neboli supremum mnoziny A C R, jestliZe plati

(1) (Vz € A)(xz < 5), tj. S je horni odhad A, a
(2) (VS"eR)(Vz € A)(z < S') = S5 <S5, tj. S je nejmensi horni odhad.

Rikdme, Ze ¢islo s € R je nejuétsi dolni odhad mnoziny A C R neboli infimum
mnoziny A C R, jestlize plati

(1) (Vx € A)(z > s), tj. s je dolni odhad A, a
(2)) (Vs' e R)(Vz € A)(z > s') = s > &, tj. s je nejvétsi dolni odhad.

K oznaceni uzivame pro S symbol sup A a pro s symbol inf A.
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Lemma 1.3.9. Necht A # (), A C R. Potom S = sup A, prdvé kdyz je S horni
zavorou A a plati

(2%) (Ve>0)(Fx € A)(x > S —¢);
obdobné i pro infimum.

Diikaz. Provedeme diukaz sporem: je-li S = sup A, pak pokud by neexistovalo
z € A x> 8—¢, platilo by S —¢ = 5" < § ax < 5 pro viechna z € A.
Necht je déle S horni zévora s vlastnosti (2*). Pokud by existovala horni zévora
S’ < S, staéi volit € := S — S’ a dostaneme opét spor. Tim je lemma dokdzano a
my budeme tuto ekvivalentni podminku ¢asto pouzivat. o

Piiklady 1.3.10. Snadno si rozmyslite, Ze je sup{z; 1 < 2 < 3} = 3, nebo po-
dobné inf{x; 1 <z < 3} = 1. VSimnéte si, Ze supremum neni prvkem vySetfované
mnoziny, ale infimum ano, takze infimum je zaroven minimem. Supremum sup N
v R neexistuje, avSak s := inf A pro kazdou neprazdnou A C N existuje a je s € A.
To jsou vSak ivahy o néc¢em, co jsme jesté nedefinovali, byt intuitivné vime, co to
mnozina vSech pfirozenych ¢isel N je.

Poznamka 1.3.11. Je ziejmé, Ze podle predchozi definice mohou mit supremum
v R pouze shora omezené a neprazdné mnoziny; podobné pouze zdola omezené
neprazdné mnoziny mohou mit infimum. Tento nedostatek vsak zakratko odstra-
nime.

Nyni jiz miizeme vyslovit posledni axiém, popisujici mnozinu vSech redlnych
Cisel R :

(13) Kazda neprazdnd shora omezend mnozina A C R mé supremum (v R).

Je pochopitelné, Ze je mozné uzit i formulace s infimem (Kazd4 neprazdna zdola
omezend mnozina A C R mé infimum); toto je nyni jisté tvrzeni v nasi teorii.
Pokud bychom je uzili jako axiém, museli bychom tvrzeni axiému (13) dokazat.

Také kazdé dalsi matematické tvrzeni o R, které budeme pouzivat, lze z uvede-
nych axiémt (1) — (13) dokézat; my to vSak provedeme pouze u nékterych, protoze
jde o ivahy, z nichz fada byla provedena diive, napf. v ramci stfedoskolské vyuky.
Pro tsporné vyjadiovani se nam bude v dalsim hodit néasledujici znaceni.

Oznaéeni 1.3.12. Jsou-li a,b € R, a < b, definujeme
[a,0] ={z€eR;a<z<b}, (a,b):={reR;a<z<Db}.

Mnozinu [a,b] nazyvame uzavieny interval (s krajnimi body a, b),nozinu (a,b)
nazyvédme otevieny interval. Podobné uzivdme té7 oznaceni (opét jen pro piipad
a < b)

(a,b]:={zreRsa<z<b}, [ab):={xeR;a<z<b}.
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Tyto mnoziny nazyvame polouzavienymi (polooteviengmi) intervaly. Déle pro
vSechny tyto intervaly nazyvame jejich délkou ¢islo b—a. Mezi intervaly je uzitecné
zarazovat i n€které dalsi mnoziny. Klademe
[a,4+0) :={zx eR;z >a}, (—o0,a]:={zecR;z<a}l,
(a,40) :={zx eR;z >a}, (—o0,a):={zeR;z <a},
(—00,0) :=R.
Symboly +0co a —oco ¢teme ,plus nekonecno® a ,minus nekonecno“ a zatim jim

nebudeme pfisuzovat zadny dalsi vyznam: jsou jen formou urcéitého oznadceni.
Pozdéji se k nim vratime.

Definice 1.3.13. Pro z € R definujeme

|17|*{ r pro x>0,
"l -z pro z<0.

(symbol |z| ¢teme ,absolutni hodnota z*).

Véta 1.3.14. Absolutni hodnota md ndsledujict vlastnosti:

(1) |z| > 0 pro vSechna z € R, (2) |zg|=0&2=0,
@B) eyl =lazl-lyl,  (4) lz+yl <lz[+]yl.

Diikaz. Prvni tii vlastnosti absolutni hodnoty jsou zfejmé. Posledni vlastnost se

nazyva trojuhelnikovd nerovnost a v ponékud obecnéj$im tvaru si ji nyni doka-
zeme: pro vSechna x,y € R plati

2| = lyll < [o £ y| <[]+ Jyl (1.5)

(u zdvojeného znameni plati nerovnosti s kterymkoli z nich).
Plati a < |a|, |zy| = |z||y|, tudiz —2|z||y| < 2zy < 2|z||y|. Pfi¢teme v nerov-
nostech vyraz 22 + y? = |z|? + |y|?, takZe dostaneme

jef? = 2[z(ly| + |y < 2® + 22y +y® < |l + 2[z(ly| + |yI?,
z &ehoz dostaneme (je a? < b2 & |a| < |b|)
2] = lyll < [o +yl < |x] + Jyl,
Dosazenim —y za y dostaneme zbytek. O

Poznamka 1.3.15. V tomto stddiu bychom mohli zavést mnozinu vSech komplexnich
c¢isel C a pracovat s nimi od zacatku vSude tam, kde by to nevyzadovalo zadné zvyseni
usili, tj. prakticky témér vSude v Kapitolach 2 a 3. Presto je z pedagogického hlediska
lepsi odlozit zavedeni komplexnich c¢isel az na dobu, kdy je budeme opravdu nezbytné
potiebovat.
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Poznamka 1.3.16. Casto se hodi nasledujici oznacens (srovnej s Definici 1.3.4):
max(a,b) := max{a,b}, min(a,b):= min{a,b}.

Je tedy max(a,b) = b pro a < b a max(a,b) = a pro a > b. Speciélné klademe pro
a eR

a® :=max(a,0) = (la| +a)/2, a :=max(—a,0) = (la| —a)/2. (1.6)
Cislo at se nazyva kladnd ¢dst a a ¢islo a™ se nazjva zdpornd cdst a.

Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel N C R bychom patrné intuitivné popisovali
jako mnozinu
N={1,1+1,1+1+1,...},

takze 1 € N a pro kazdé n € N je i n + 1 € N. Nase definice bude ponékud
komplikovanéjsi, abychom vystihli zaroveri fakt, Ze je to v jistém smyslu nejmensi

S

oznaceni Ng = NU {0}.

Definice 1.3.17. Mnozina A C R se nazyva induktivni, jestlize pro ni plati
(1) 1€eA4, (2) zeA=z+1€A.

Priklad 1.3.18. Zfejmé R je induktivni mnozina; zkuste popsat nékteré dalsi.

Definice 1.3.19. Vychazime-li z axiémui (1) — (13) pro R, definujeme N jako
prunik vSech induktivnich mnozin A C R.

Ztejmé N je také induktivni mnozina a je nejmensi. Je-1i totiz A induktivni,
plati podle pfedchozi definice vZdy N C A. Odtud plyne tato

Véta 1.3.20. Necht A C N a plati
(1) 1€4, (2) zeA=2+1cA.
Potom je A =N.

Diikaz je zfejmy. Piedchozi véta umoznuje dikaz tzv. matematickou indukci.
Je-li A(n) né&jaky vyrok & tvrzeni o pfirozeném cislu n, A(1) plati a z A(n)
plyne A(n + 1), pak A(n) plati pro vSechna n € N. Dtkaz tedy probihéd ve dvou
krocich. Ukazme si piiklad dalsiho tvrzeni o N, které vSak jiz jen zformulujeme, ale
dokazovat je nebudeme. Princip ditkazu spociva ve volbé vhodnych induktivnich
mnozin.

Véta 1.3.21. Necht p,q € N. Potom plati (1) p+q€e N, (2) pge N, (3) p > 1,
(4) je-lip>gq, pakp—qeN.
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Déle lze definovat nékteré dalsi pojmy pomoci tzv. induktivni definice. Nebu-
deme to formalné provadeét, zjednodusené lze princip pochopit napt. ze zavadéni
mocnin. Pro vSechna = € R definujeme

1. 2. cx, ..., a"ti=z.2", neN.

Je jesté uziteéné polozit 2° := 1 a 7™ = 1/2", n € Na z € R\ {0}. I kdyz
se Ctenafi na této definici nebude patrné zdat nic podezielého, v ramci teorie je
nutné zdtvodnit i samotny princip definice tohoto typu, umoziujici jednoduse
definovat nekonecny pocet objektt. Néktera fakta o N si alespon uvedeme.

Poznamka 1.3.22. Da se dokézat, Ze platnost Véty 1.3.20 je ekvivalentni nésledujicimu
tvrzeni o N:

Jestlize je A C N, A # 0, potom existuje takové k € A, Ze pro vsechnan € A
plati k <n.
Popsana vlastnost fika, ze mnozina N je dobre usporddand. Toto a dalsi tvrzeni,

podle nichz je N uzaviend vici s¢itani a nasobeni, se dokazuji velmi podobné pomoci
induktivnich mnozin. Jako ilustraci dokazeme toto jednoduché tvrzeni:

Je-lin € N, n#1, pak rovnéZ (n—1) € N.

Diukaz povedeme sporem: oznacme k € N to ¢islo, pro néz tvrzeni neplati, tj. pro néz
k —1 ¢ N. Polozme A =N\ {k} a ukazme, ze A = N; potom rovnost N=A = N\ {k}
dava zadany spor. Jelikoz je k # 1, je 1 € A. Je-li ddle n € A, pak i (n+ 1) € A, nebot
pii (n+ 1) ¢ A bychom dostalin+1 =k, atedy n =k —1 ¢ A. Tim jsme dospéli ke
sporu. Mnozina A je tedy induktivni mnozina obsahujici 1 a je A C N, plati tedy zddana
rovnost.

Pomoci tvrzeni tohoto typu se dokaze analogické tvrzeni o mnoziné Z:

Je-li A C Z zdola omezend, pak existuje min A; podobné je-li A C Z shora
omezend, pak existuje max A.

Priklady diikazii matematickou indukci jsou predmétem stiedoskolské latky, zde
si uvedeme jen ty, které jsou pro nas z riznych divodl dilezité.

Piiklad 1.3.23. Necht n € N; plati-li 23 > 0 pro v8echna k € {1,2,...,n}, nebo
0 > a2 > —1 pro v8echna k € {1,2,...,n}, je

A+z)A+z2)...1+a,) > 14z +- -+ 2y (1.7)

Tvrzeni zfejmé plati pro n = 1 (dokonce se znamenim rovnosti). Necht tedy
x> —1, k=1,...,n+1; predpokladejme, zZe tvrzeni plati pro n € N a nasobme
nerovnost (1.7) kladnym ¢islem (1 + x,,+1). Jednoduchou tpravou dostaneme
I4+z)...l+zp) A+ zpt1) > Q+z1 4+ F+20) 1+ 2py1) =
=1+ Fzy+ oo+ (T + -+ 20)Tpgr

Posledni souéin je nezadporny (xx maji totéZz znaménko); tim je podle Véty 1.3.20
tvrzeni dokazano.
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Poznamka 1.3.24 (Jacob Bernoulli 1670). Jako ziejmy disledek nerovnosti
(1.7) ihned dostaneme pro x > —1 a n € N tzv. Bernoulliho nerovnost

1+z)">14+nx.

Neékdy se timto nazvem oznacuje i ponékud obecnéjsi nerovnost z predchazejiciho
prikladu. Nerovnost plati dokonce pro & > —2 a lze ji opét dokdzat (trochu
slozitéji) indukei. Ta se aplikuje zvlast pro suda a zvlast pro liché n; viz napt. [9].
Definice 1.3.25. Definujme pro n € Ny éislo n! (¢teme ,en faktorial“) tak, ze
0!l=1an!=1-2---npron € N. Polozime pro k,n € Ng, k <n,

ny n! ~nn—=1)---(n—k+1)
<k>'_(n—k)!k!_ 1-2---k

(definovany symbol ¢teme ,en nad ka“; posledni ,nazorna® rovnost vsak plati jen
pro &isla k,n € N) a pfipomeneme, Ze plati

n n n _(n (1+n—k)7 nm\n+1 (n+1 (1.8)

k k+1)  \k k+1/) \kJk+1 \k+1) '
Piiklad 1.3.26. Neni obtizné matematickou indukei dokézat (opét jde o stiedo-
skolskou latku) tzv. binomickou vétu: pro vSechna a,b € R a n € N plati

(a+b)" = (g)w + (’f)a"—ler e (nﬁ l)ab"_l + (Z)b"

Staci rozepsat souéin (a + b)(a + b)™ s pouzitim vzorce (1.8) a upravit; tak dosta-

neme obtiznéjsi ¢ast diikazu indukci.

Poznamka 1.3.27. V souvislosti s pfedchézejicim pfikladem pfipomeneme jesté
dalsi vzorce: pro vSechna a,b € R a n € N plati

a® — " = (CL— b)(a"% +an72b+ _._+abn72 _'_bnfl),
a2n+1 4 b2n+1 _ (a 4 b)(a2n _ a2n—1b+ e abZn—l _ b2n) )

Dtkaz se provede pfimym vypoctem.

Nasledujici ditkaz klasické nerovnosti mezi aritmetickym prumérem n nezapor-
nych &sel (z1 + 2o +---+x,)/n a jejich geometrickym primérem (xixy---,) /™
se zpravidla na stfedni skole nedé€la, je vsak pomérné jednoduchy. Provedeme
ho podrobné. Nerovnost zapiSeme v méné obvyklém ekvivalentnim tvaru, nebot
jsme dosud nedefinovali n-tou odmocninu z né&jakého (kladného) ¢isla a nevime,
zda viibec existuje.
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Lemma 1.3.28 (AG-nerovnost). Necht je n € N a necht pro &isla x1,...,2,
plati x1,x2,...,2, € [0,00). Potom
x1x2---xn§( ! 2 n) , (1.9)
n
pricemZ rovnost nastdvd pravé jen v pripadé, Ze jsou si vSechna xp, k=1,2,...,n,

rouvna.

Dikaz. Pro nés je podstatné, ze tuto nerovnost umime dokazat tak jednoduchym
prostiedkem, jako je matematickd indukce. Pro jednoho ¢initele je jeji zdtivodnéni
trividlni. Pro dva Cinitele dostavame

I1+I2)2 (I1—$2)2 (I1+ZC2)2
< el R < 1.1
T1T2 _( D) D) > 2 ) ( 0)

pfiem? nerovnost pfejde v rovnost, pravé kdyz z; = x5. Casto se AG-nerovnost
pouziva v tomto specidlnim p¥ipadé, ktery v podstaté uvadi jiz EUKLEIDES (asi
365 — asi 300 pfed n. 1.) v [4].

Déle indukci dokézeme, Ze tvrzeni plati pro vsechna n tvaru 2™, m € N; potom
ukazeme, jak z platnosti tvrzeni pro néjaké n € N plyne jeho platnost pro kazdé
k € N, k < n. Nékdy se takovému postupu fika ,zpétna indukce“. Poznamenejme,
Ze tento dikaz pochazi od LOUISE AUGUSTINA CAUCHYHO (1789 — 1857).

Nejprve si povSimneme, Ze tvrzeni zfejmé plati v pripadé, Ze alesponi jedno
z Cisel zp, k = 1,2,...,n, je 0, nebo plati-li z; = x93 = -+ = z,. Tyto pripady
déle neuvazujeme. Pro ¢&islo m € N polozme n := 2™, takze 2™ = 2.2™ = 2n.
Jestlize mezi Gisly x1, ... xa, jsou alespoii dvé navzdjem riznd, pak z (1.9) plyne

Il""rQn:(Il""rn)'(xn+1"'x2n)<
< ($1+$€2+"'+$n)”.($n+1+$n+2+"'+$2n)”
n

n

_ Kiﬂl+£C2+"'+£Cn)($n+1+$n+2+"'+$2n)}"

n n

- 2n '

Odtud plyne indukei platnost (1.9) pro vSechna n = 2™, m € N.
Plati-li (1.9) pro n&jaké n € N a 1 < k < n, polozime

YI=T1,... Yy =Tk, Ypt1 = " =Yp=—-—"7—"—=0C.

Pak snadno dostavame

xl.”xkcnfk:ylnlyn<($1+-..—|—117];—|—(n—k)C)n:(kO_F(n_k)O)n’



1.3. REALNA CiSLA 31

neboli 1 -+ -z, C" % < O™, a tedy z; - - o < CF, coz vsak jiz je nerovnost (1.9)
pron = k. O

Naznacme jesté postup v pfipadé, ze se bude uzivat ,jobycejna indukce*; zfejmé staci
popsat, jak se provede druhy krok diitkazu. Prvni jsme jiz délali a lze ho snadno udélat
dalsimi zptisoby; staéi napt. uvazit, ze (x1 — x2)* > 0. Nahradime-li v (1.9) viechna zy
nasobky Axy, A € (0,00), vidime, ze sta¢i dokdzat (1.9) pro pfipad z1+x2+ - -+zn = n.
S ohledem na komutativitu s¢itani a nasobeni a pfedem vyloucené pripady staci ukazat,
Ze plati z12x2 -z, < 1. Necht tedy tvrzeni plati pro jisté n € N. Pfedpokladejme, ze
plati z1 +z2 4+ - - + xn + Tny1 = n+ 1, pricemz s¢itanci nejsou vesmeés rovny 1. Mizeme
predpokladat, ze plati 41 =1 —e <1, 2, =1+n7>1,kde 0 <e <1, n > 0. Nyni
prox, =Tp+Tnt1—1=14+n—cplatiz1 +x2+- -+ 2, =n, atedy v122-- -2, <1
podle indukéniho predpokladu. S ohledem na

Tntni1 = (L+n)(1—e) = (1+n—¢e) —ne <,

plati z1z2 -+ i1 < T122---25, < 1a druhy indukéni krok je tak dokoncen. Pak staci
pouzit pfimo Vétu 1.3.20. Dali jsme prednost Cauchyho diukazu pomoci ,zpétné in-
dukce®, ktery pochézi z r. 1821; viz jesté Historické poznamky na konci této kapitoly.

Priklad 1.3.29. Dokazte pro vSechna n € N vzorec:

n+1

- 1—-2z

k _
E:C = x#1. (1.11)
k=0

Je zfejmé, Ze vzorec plati pro n = 1. Zbyva jesté ukdzat, Ze z platnosti (1.11)
plyne platnost analogického vzorce, v némz nahradime ¢islo n islem (n + 1).
Upravami snadno dostaneme pro z # 1

n+1 n
11—zt (1 —a)ant?
k _ k n+1l __ —
ICZOQC —(;x)—l—x C l-x * 1—x N
1 _ In+1 + In+1 _ In+2 1 _ In+2

11—z "
Tvrzeni nyni vyplyva z jiz dokdzané ¢asti pomoci Véty 1.3.20. Toto tvrzeni je sice
jednoduché, ale mimoradné dilezité.

Priklad 1.3.30. Dokazme pro vSsechna n € N néasledujici vzorce:

n n

Sk =0+1+2+ - +n=""r" ”H ;Y (k-1 =
k=0 k=1

Prvni vzorec zfejmé plati pro n = 1 (dokonce pro n = 0). Provedeme druhy krok dukazu

matematickou indukci; je

n+1
_ _ nn+1) (n+1)(n+2)
Zk_n+1+2k_n+1+ 5 = 5 ,

a odtud plyne tvrzeni podle Véty 1.3.20. Druhy vzorec se dokaze obdobné.
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Priklad 1.3.31. Obdobné se dokazi pro vSechna n € N nasledujici vzorce:

12 1) 1
Zk2 nin+1)@n + Zk3 L) =(1+2+3+---n).

Odvozeni souétit >_,_, kP pro dalsi p € N vyzaduje prakticky jen znalost elemen-
tarni matematiky. Viz napf. [7] nebo [13].

Jestlize mame vymezenou mnozinu N C R ¢isel pfirozenych, mtzeme rozsi-
fovanim (analogicky k postupu budovéni ¢iselnych oborti z N zminénému vyse)
vymezit obory Z C R a Q C R. Polozime (definici Ny pouze pfipomindme)

NQZ:NU{O}, ZZ:{$ER;($€N0)V(—$ENQ)},
Q:={reR;xz=m/n,meZ,ncN}.

Tvrzeni 1.3.32. Mnozina N nent v R shora omezend.

Diikaz. Budeme dokazovat sporem. Predpokladejme, ze pro vSechna n € N plati
n < S, kde S = sup N. Pak by ale muselo existovat alesponi jedno m € N, pro néz
plati m > S —1; pro néj pak plati m+1 > S, pficemz m+ 1 € N| coz je spor. O

Odtud plyne okamzité tvrzeni, které hralo vyznamnou roli v fecké matematice;
pouzival ho i Archimedes, a proto se vlastnosti, kterou popisuje, fikd Archimedova
vlastnost.

Tvrzeni 1.3.33 (Archimeduv axiém). Pro kaZdé a > 0 a kaZdé b € R ezistuje
n € N tak, Ze plati na > b.

Diikaz. Opét budeme dokazovat sporem. Pokud by tvrzeni neplatilo, dostavame
na<b,neN, atedyn<b/a, neN.
Omezenost N shora je ve sporu s Tvrzenim 1.3.32, které jsme vSak jiz dokazali. [

Poznamka 1.3.34. Je vhodné se zminit o terminologii: kazdé usporadané pole,
které méa analogickou vlastnost k vlastnosti popsané v predchéazejicim tvrzeni se
nazyva archimedovsky usporadané, resp. nékdy archimedovské. Jak R, tak i Q
jsou archimedovska', pole dé se vsak ukazat, ze existuji uspofé,dané, pole, které

vvvvvv

Archimedovské pole nemust splriovat axiém (13).

Axiém (13) bude mit pro nés v dalsim vykladu mimotfddnou dilezitost. Z néj
napiiklad dokazeme existenci kladného feseni rovnice z2 = 2, tj. ¢isla /2. Neni
napt. slozité ukazat, ze lze definovat

V2 :=sup{z € Q; z? < 2}. (1.12)

Existence takového ¢isla je dusledkem axiému (13), takze staci ukdzat, Ze plati
(v/2)? = 2. K témto vécem se vratime jiz v nasledujici kapitole.
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Poznamka 1.3.35. Axiémy (1) — (13) vymezuji vlastnosti R. Na zac¢dtku jsme
uvedli, ze axiomaticky popisovany objekt, tj. R, existuje. Dalsi jeho podstatnou
vlastnosti je, Ze je do jisté miry urcen jednoznacné. Piesnéji, pouzijeme-li znalosti
z oblasti algebry, kazdé dvé struktury s popsanymi vlastnostmi jsou isomorfni.

1.4 Zobrazeni

Vsimneme si nyni bliZze pojmu zobrazeni. Necht X, Y jsou libovolné neprazdné
mnoziny. Ozna¢me f pfedpis, kterym je kaZdému x € X prifazen néjaky prvek
y € Y. Zpravidla tento prvek y znacime f(x). Kazdy takovy pfedpis se nazyva
zobrazeni mnoziny X do mnoZiny Y. Znac¢ime ho zpravidla

f:X—>Y, nebo f:zm f(z), z€X.

Ve druhém ptipadeé jde o uzivanou licenci: po ¢arce vZdy nasleduje vymezeni pfi-

slugné zobrazované mnoziny. Samo zobrazeni lze popsat trochu slozitéji (a zdanlivé
mnohem ,védec¢téji) takto:

Definice 1.4.1. Necht X,Y # () a necht f C X x Y, pro kterou plati
(1) (Vo e X)3y e Y)((z,9) € f),
2) (((z,51) € )N ((z,92) € f)) = 11 = 2.

Potom f je zobrazeni X do Y. Budeme ho znacit f: X — Y.

Cena takového popisu spociva v tom, ze ukazuje, ze f je ,mnozinovy objekt*,
a vychéazi tak ze znalosti, které pfedpokladame. Popsanad mnoZina f se nékdy téz
nazyva grafem zobrazeni f, takze z jistého pohledu dochazi ke ztotoznéni predpisu
f a grafu f, ktery znac¢ime G¢. My se dale budeme zabyvat zobrazenimi mno-
7in (realnych) cisel, avSak nékteré véci z obecné terminologie budeme pouzivat.
Vsimnéte si také, Ze zobrazeni je specidlnim pfipadem relace. Vlastnost (2) se téz
nekdy vyjadiuje tak, ze fikame ke kazdému x € X ezistuje prdvé jedno y € Y
tak, ze (z,y) € f“.

Poznamky 1.4.2. Zobrazeni, tak jak jsme je zavedli, je dvojice, slozené z pted-
pisu a mnoziny, v definici se vSak mluvi o (jediné) podmnoziné kartézského sou-
¢inu. Rovnost dvou zobrazeni je tedy rovnosti mnozin, tedy predpisu i mnoziny,
na niz tento predpis uvazujeme. Proto napft.

fro—a? x€(0,1) a g:x—az? x€(0,2)
jsou dvé riznd zobrazent, nebot (0,1) # (0,2). Aby nase vyjadfovani nebylo p¥ilis

tézkopadné, nejsme vzdy zcela diisledni a mluvime nékdy o ,funkci f na (0,1)“
a ,funkci f na (0, 2)“. Rozebereme tuto situaci podrobnéji. Pracovali jsme s jednim
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predpisem na vice mnozinach. Je-li vSak A C X a f: X — Y, zajima nas velmi
Casto pouze chovani f na A, tj. zobrazeni

z— f(x), ze€A.

Toto zobrazeni se nazyva zuzeni nebo restrikce zobrazeni f na mnozinu A; znac¢ime
ho zpravidla f|A, ¢astéji v8ak popisujeme ziZeni slovy, nebo ho znacime jinym
pismenem. Zhusta se vSak uziva stejny symbol f i pro zGzeni a je tfeba umét
takové nepfesnosti rozeznat. Jde tedy o konvence, kterymi si usnadiiujeme vyja-
dfovani, pokud neni nebezpeci z nedorozuméni. V uvedeném piikladé si musime
stale uvédomovat, ze jde o dvé riazné funkce.

Podobné se kazdé zobrazeni f : X — Y, jehoZ restrikce na A C X je g
(tj. g : A = Y a pro vSechna z € A je g(x) = f(z)), nazyva rozsieni g na X.
Takové rozsifeni vSak jiz neni obecné (na rozdil od zZeni) jednoznaéné urceno.

Obou téchto pojmt budeme uzivat pouze tam, kde bude hrozit nebezpeci
nedorozumeéni. Také je nutné dusledné rozliSovat mezi zobrazenim f a hodnotou
tohoto zobrazeni f(z) v bodé z. Jak dale uvidime, toto diisledné rozliseni miize
byt ve sporu s tradi¢nim oznacenim a pak opét dochéazi k nepfesnému vyjadfovani.
Tomu se lze vyhnout za cenu odklonu od tradi¢niho znaceni nebo je tfeba umét
vzdy takové nepresnosti vysvétlit. Na§ postup bude kombinaci obojiho pfistupu.

Oznaceni 1.4.3. Jsou-li ddny mnoziny X,Y a je-li f: X — Y, pak definujeme

Dy = X (definiéni obor f),
Ry = {yeY;(FxeX)(y=f(x)} (obor hodnot f).
Obecnéji: Pro A C X, B C Y klademe
f(A) = {f(z)ze A}y,
f~YB) = {zeX;f(z)eB}CX.

Potom f(A) je obraz mnoziny A a f~!(B) vzor mnoziny B pii zobrazeni f. Je
tedy Ry = f(X) a Dy = X = f~}(Y). Pro jednoprvkové mnoziny se dohodneme
na jistém zjednoduseni: je-li @ € Y, piSeme misto f~1({a}) pouze f~1(a).

Poznamka 1.4.4. Nékterym autoriim se jevi ucéelné uzivat oznaceni f : A — B pro
zobrazeni z A do B, ndm by vSak pfineslo méné vyhod nez nevyhod. Pak je ovSem

vyjadieni D; = f=1(Y) ,ptirozengjsi“ a koresponduje s Ry = f(X).
Jednoduché vztahy mezi nové zavedenymi pojmy je nutno promyslet a také
prakticky procvicit. Uvedme nékolik ilustrativnich prikladi.

Piiklady 1.4.5. 1. Polozme f : z — 5, z € (—5,2). Pak je f([—-1,1]) = {5},
F1(3) = 0, aviak f-1(5) = (-5.2).
2.Jeli f: X - Y aAC X, pak plati A C f~1(f(A)). Skuteéns, pro kazdé

x € Ajex € f7Y(f(z)). Obecnd vsak neplati rovnost, nebof napf. pro funkci
z predchoziho ptikladu je f~1(f([—1,1])) = (-5,2).
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3. Necht f: X — Y je zobrazeni, A, B C X. Rozhodnéte o platnosti rovnosti
J(AUB) = f(A)US(B), F(ANB) = f(A)Nf(B)!
Snadno nahlédneme, Ze prvni rovnost plati: je
(x€ AUB) = (f(z) € f(A)U f(B)), ataké

(y € fF(AUF(B)) = ((Fz1 € A)(f(21) = y) V(Br2 € B)(f(22) =y)) =
= (ye f(AUB)).

Ve druhém pifpadé jiz obecné rovnost neplati, nebot napi. pro f(z) = z? je
f(=1) N f(1) = {1}, ale {-1} N {1} = 0.
3. Necht f: X — Y je zobrazeni, A, B C Y. Dokazte, ze plati rovnosti

fTHAUB) = fTH AU FH(B), fTHANB) =1 (A)NnfH(B)!

Definice 1.4.6. Zobrazeni f : A — B, pro které existuje b € B tak, ze Ry = {b},
se nazyva konstantni. Jestlize pro f: A — A plati f(z) =z, © € A, nazyva se f
identické zobrazeni na A, kratceji pouze identita na A.

P¥iklad 1.4.7. Polozime-li f(z) := 22, x € R, zobrazuje f mnozinu R do R, ale
také do intervalu [0, 00), protoZe ¢tverec redlného éisla je vzdy ¢islo nezaporné.
Vidéli jsme, Ze existuji hodnoty, kterych se nabyva ve vice bodech R, ale v inter-
valu [0, oo] bychom dva rtizné body, v nichZ se nabyva stejné hodnoty, nenalezli
(pro¢?). Vibec ale neni zfejmé, ze plati f([0,00)) = [0, 00).

Definice 1.4.8. Je-li f: X — Y a f(X) =Y, fikdme, ze f zobrazuje X na Y;
takové zobrazeni se nazyva surjekce. Jestlize ma zobrazeni f vlastnost

(f(z1) = f(22)) = (z1 = 22),

tedy kazdé y € Y ma nejvyse jeden vzor f~1(y), nazgva se f prosté zobrazeni
(injekce). Je-li zobrazeni f : X — Y zobrazenim na (Zasto piseme f : X =3V, kde
»na“ nad Sipkou mé zfejmy smysl) a je soucasné prosté, nazyva se bijekce (nebo
vzdjemné jednoznaéné zobrazeni) X na Y (pfi pouziti ndzvu bijekce se stava ,na“
nad sipkou zbyteéné).

Poznamka 1.4.9. Obecné pfifazeni

y—f'y), yey

nepopisuje zobrazeni ze dvou diivodii: pro nékterd y € Y mitize byt f~1(y) = 0
a pro nékterd jina miize mit f~1(y) vice nez jeden prvek. JestliZe je vSak zobrazeni
f: X — Y prosté a na, urcuje toto prifazeni jisté zobrazeni definované na Y, které
nazyvame inverznim zobrazenim k f. Oznaceni f !, a¢ nékdy ne zcela vhodné pro
moznost zdmény s 1/ f, pochézi z r. 1820, kdy ho uzil JOHN FREDERIC WILLIAM
HERSCHEL (1792 — 1871) 9).

6) Po ném, po jeho otci a jeho sestie jsou nazvany tti kratery na pfivracené strané Mésice.
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Priklad 1.4.10. Uvedme piiklad tvrzeni o souvislostech pojmt, které jsme dosud za-
vedli; dikaz prenechame ¢tendfi, i kdyZ je trochu pracnéjsi. Necht f : X — Y je
zobrazeni. Dokazte, Ze jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) f je prosté zobrazeni;

2) f7Y(f(A))=A prokazdou AC X;

3) f(ANB) = f(A)N f(B) prokazdé A, BC X;

4) AnB=0= f(A)Nf(B)=0 prokazdé A, BC X;
5) A, BC X,BC A= f(A\B)=f(A)\ f(B).

—~ o~ o~ o~

) I
)
)
)

Daéle se sezndmime se sklddanim zobrazeni. Je to dalsi zptsob, jak vytvaret
nova zobrazeni, ¢asto pomérné jiz dosti slozité.

Definice 1.4.11. Necht f : A — B, g : C — D jsou zobrazeni a necht plati
f(A)NC # (. Potom f~1(BNC) # 0 alze definovat zobrazeni

gof:xm g(f(z), z€f Y(BNO).

Toto zobrazeni, které znacime go f (také nékdy g f), se nazyva sloZené zobrazent
ze zobrazeni g a f. (VSimnéte si toho, Zze v (g o f)(x) a v g(f(x)) jsou uvedena
pismena f, g ve stejném poradi.”))

Poznamka 1.4.12. Velmi ¢asto (ale ne vyluéné) budeme pracovat s predchozi
definici za situace, kdy bude navic splnéna podminka f(A) = C. Pak se totiz situ-
ace podstatné zjednodusi a sloZzené zobrazeni g o f je definoviano na celé mnoziné

A= f71C).

Priklad 1.4.13. Necht f : X — X je konstantni zobrazeni. VySetfeme zobrazeni
g: X — X, pro kterd plati f o g = go f. Oznadime-li {a} := f(X), musi platit
podminka g(a) = a. Pak zfejmé pro kazdé = € X plati

flgx)) =a a  g(f(x)) =g(a).

Zaroven vidime, ze pokud tato jednoducha podminka splnéna neni, rovnost slo-
zenych zobrazeni neplati.

Priklad 1.4.14. Necht f(z) =1/(1 —z), x € R\ {1}. Ur¢ime fo fa fo fo f.
Jednoduchymi Gpravami snadno dostaneme

f(f(@) = (@—1)/x, veR\{0,1}, f(f(f(2)) ==z zecR\{0,1}.

Vysetfete podobné pro funkei g(z) = 1/(1 + z), € R\ {—1}, nékolikandsobné
sloZené funkce gog, gogog,...; pred provedenim vypoctu se pokuste odhadnout
vysledek !

7) Nékdy se uziva i obraceného pofadi, proto to specialné ptipominime.
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Definice 1.4.15. Je-li f : N — B, nazyvame f posloupnost prvki mnoziny B.
Jak jesté pozdéji pozname, uzivime ponékud odlisného oznaceni, tj. klademe
b := f(k) a posloupnost zapisujeme ve tvaru {bx}32 ;.

K ovéfeni nékterych vlastnosti R a Q potiebujeme pojem mohutnosti mnoZiny.
Ten je zobecnénim intuitivné chapaného ,poctu prvka“ mnoziny M.

Definice 1.4.16. Nechf pro néjaké n € N existuje bijekce zobrazujici mnoZinu
{1,2,...,n} na A. Pak iikdme, Ze A je mnozina o n prvcich. Cislo n zna¢ime
#A a nazyvame je kardinalita nebo mohutnost mnoziny A, nebo také kardindlni
¢islo mnoziny A. Pro () definujeme #() = 0. Mnoziny A, pro kterd je #A € Ny
nazyvame konecné mnoziny. Ostatni mnoziny jsou nekonecné mnoziny. Existuje-li
bijekce mnoziny N na A, fikdme, Ze mnozina A je nekoneénd spocetnd mnoZina;
jejl mohutnost se obvykle zna¢i hebrejskym pismenem s indexem 0: Ry (éteme
yalef nula®).

Poznamka 1.4.17. Ukazuje se, Ze je uziteéné oznacovat jako spocetné mnoziny
vSechny kone¢né mnoziny a vSechny nekoneéné spocetné mnoziny; pak lze totiz
fadu tvrzeni o spocetnych mnozinach vyslovit ve velmi jednoduchém tvaru. Pozna-
menejme, ze definujeme-li pro koneénou mnozinu A s kardinalitou #A = n bijekci
j: kw— j(k) mnoziny {1,2,...,n} na A, pak pro zx = j(k), k = 1,2,...,n, je
A ={z1,...,z,}. Podobné v piipadé, Ze A je nekoneénd spodetnd mnozina, lze
definovat bijekci j : N — A a psat A = {zy; k € N}.

Lemma 1.4.18. KaZdd podmnoZina N je spocetnd.

Diikaz. K dukazu staci popsat konstrukei pfislusné bijekce pro libovolnou A C N.
JelikoZ podle Poznamky 1.3.22 obsahuje A nejmensi prvek, polozme j(1) = min A.
Déle polozime j(2) = min{A \ {j(1)}}, atd. Je zfejmé, ze zobrazeni j je bijekce
mnoziny {1,2,...,n} pro jisté n € N, nebo celého N, na A. O

Lemma 1.4.19. Neprdzdnd mnoZina A je spocetnd, pravé kdyz existuje prosté
zobrazeni f mnoziny A do N.

Diikaz. Je-li A spoletna, existuje n € N a bijekce j : {1,2,...,n} — A, nebo
bijekce j : N — A a tedy h = j~! je prosté zobrazeni A do N.

Obracené, existuje-li prosté zobrazeni f : A — N, sestrojime bijekci ¢ mno-
ziny {1,2,...,n} pro jisté n € N, nebo celé mnoziny N na f(A). Tato bijekce
existuje podle Lemmatu 1.4.18; potom f~! o g je bijekce, z jejiz existence plyne
spocetnost A. O

Lemma 1.4.20. Neprdazdnd mnoZina A je spocetna, prave kdyz existuje zobrazeni
N na A (tj. zde se jiZ nepoZaduje, aby toto zobrazeni bylo prosté).

Diikaz. Je-li A spocetnd a g je bijekce {1,2,...,n} nebo N na A, rozsifime even-
tualné g na N libovolnym zptisobem. Je-li obracené f : N =5 A, definujeme prosté
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zobrazeni g : A — N tak, ze polozime pro kazdé a € A
g(a) = min{n € N; f(n) = a} = min f~*(a);
definice je korektni, f je zobrazeni na A, a tedy g je prosté zobrazeni A do N. O

Poznamka 1.4.21. Zabavna interpretace srovnavani mohutnosti mnozin je ob-
sazena v popisu, jak dva pocestni na pousti zjistuji, kdo mé v pytli vice datli.
Uméji pocitat pouze do deseti a tak kladou datle do fady, vzdy dvé proti sobé,
aby zjistili, kdo difve nebude mit ,datli do paru“ ).

Poznamka 1.4.22. Snadno nahlédneme s pfihlédnutim k pozndmce 1.3.22, Ze
A # () je spodetna, pravé kdyz existuje koneéna nebo nekonecné prostéd posloup-
nost (tj. prosté zobrazeni N 2% A) vSech prvki z A. Piedchézejici Lemma 1.4.20
ukazuje, Ze ke spocetnosti A staéi, 1ze-1i jeji vSechny prvky A  setadit do posloup-
nosti“ (at jiz koneéné nebo nekonecné).

Lemma 1.4.23 (Cantor 1873). Jsou-li A, B spodetné mnoZiny, je spocetnd
1 mnozina A X B.

Diikaz. Jednoduchy dikaz tohoto tvrzeni pochazi od Cantora a spociva v tom, Ze
sefadime podle Lemmatu 1.4.20 vSechny prvky A do posloupnosti {z,, } a vSechny
prvky B do posloupnosti {y,}. Potom

Ax B= {(.’L‘k,y[); (k,l) S NXN}

a staci ukazat konstrukci prostého zobrazeni N na N x N. Toto zobrazeni se sestroji
pomoci vyctu prvki koneénych mnozin

Cn={(k,); k+1=n};
posloupnost dvojic z N x N, kterou explicitné popiseme
(L1)[,(1,2),(2,1)],(1,3),(2,2), (3,1)], (1,4),(2,3), (3,2), (4, 1)], (1,5), . ..

uréuje bijekci N — N x N; svislé oddélovade | oznacuji skupiny C,,. Neuspokoji-li
Ctenafe tento ,,dtikaz popisem“, pak podle Lemmatu 1.4.19 staci sestrojit prosté
zobrazeni N x N do N. To definujeme vztahem f(k,l) = [ + 2**!. Dokazme, ze f
je prosté. Pro ptipad f(k,l) = f(m,n) s I > n plati

0<l—n=2m"" 2k <7,
Dale je I < 2! < 2F*! takie z predchoziho dostdvame
2/€+l S 2m+n < l+ 2/€+l < 2/€+l+1 .

Odtud pro exponenty plyne k+1 <m+4+n < k+1+1,takze k+1l=m+n, a
tedy [ —n =2m+" — 2k = 0. Plati tedy | =n a k = m. O

8) Jako motivaéni ptiklad uzival tuto historku prof. V. Jarnik.
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Lemma 1.4.24. Necht {A,}5°, je spodetny systém spocetngch mnozin A,. Po-
tom i A=\J,_, A, je spodetnd mnoZina.

Diikaz. Z Lemmatu 1.4.20 vyplyva, Ze pro kazdé n € N existuje zobrazeni f,,
fn: N2 A,. Definujme F : N x N — A predpisem

F(n,m)= f,(m), (n,m)eNxN.

Snadno nahlédneme, Ze F zobrazuje N x N na A, a protoze podle Lemmatu 1.4.23
je N x N spocetnd, je spoéetnd i A, nebot slozenim bijekce g : N - N x N s F
dostaneme zobrazeni N na A. O

Poznamka 1.4.25. Nasledujici schéma priblizuje zptsob usporddani prvka A do
posloupnosti, coz poskytuje nazorny dikaz tvrzeni

A = {fi(1), f(2), fi(3), ...},

/ /
A2 = {f2(1)7 f2(2)7 f2(3)7 }7
/

Az = {f3(1)7 f3(2)7 f3(3)7 }7

S timto ,,uspofadanim po diagonalach“ se jesté pozdéji v nékolika souvislostech
setkame ve druhém dile tohoto textu.

Dusledek 1.4.26. MnoZina vsech raciondlnich cisel Q je spocletnd.

Protoze podle pfedchazejicich tvrzeni jsou Z i N spocetné mnoziny, vytvareji
izlomky p/q, p € Z, q € N, spoéetnou mnozinu. Mnozina vSech navzajem rovnych
zlomk (raciondlnich ¢isel) je tedy tézZ spocletna.

Tvrzeni 1.4.27. Oznacime-li exp(A)mnoZinu vsech podmnoZin mnoZiny A, pak
neezistuje zobrazeni A na exp(A). Specidlné pro A nekone¢nou spocetnou nend
exp(A) spocetnd mnoZina.

Diikaz. Necht F : A3 exp(A). Definujme
B={a€A;ag F(a)}.

Potom neexistuje a € A tak, aby platilo F'(a) = B, a tedy F neni zobrazeni na
exp(A). Posledni tvrzeni dokédzeme sporem: kdyby platilo F'(a) = B pro né&jaké
a € A, pak nemuze platit a € B, protoze pak by bylo a € F'(a) a tedy a ¢ B; tim
jsme dostali spor (poznamenejme je$té, Ze nemize platit ani a ¢ B, protoze pak
by bylo a € B). Avsak pak je B # F(a) pro kazdé a € A a tedy F neni zobrazeni
na exp(A). O

Poznamka 1.4.28. I kdyZ je mnozina racionélnich ¢isel , jen spocéetna®, snadno
nahlédneme, Ze v kazdém intervalu (a,b) C R lezi alespori jedno racionalni ¢islo.
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Zvolime-li n € N tak, Ze n~! < b — a, pak plati{k/n; k € Z} N (a,b) # 0. Stejns
z¥ejmé je i to, ze (R\ Q) N (a,bd) # 0.

Poznamka 1.4.29. Snadno si sami rozmyslite, ze je-li r = p/q € Q, sestrojite algorit-
mem pro déleni p : ¢ desetinny rozvoj ¢isla r (ten bude koneény ¢ nekonecny, avsak
periodicky). Odkud plyne existence desetinného rozvoje pro libovolné a € R? Vénujme
tomuto problému néasledujici poznamku.

Poznamka 1.4.30. Délime-li pti vyjddieni ¢isla 12/5 &islo 12 ¢islem 5, mohou se mezi
z2bytky teoreticky vyskytnout ¢isla 0,1,2,3,4. Pfi prvnim kroku je to v tomto pripadé
¢islo 2. V dalsim kroku dostaneme 4 a zbytek 0, takZe proces v tomto pripadé konci.
Je tedy 12/5 = 2,4 a toto ¢islo je vyjadfeno koneéngm desetinngm rozvojem. Snadno si
rozmyslite, Ze toto nastane v kazdém pfipadé, at je na misté ¢isla 12 libovolné n € N.

Pfi vyjadfeni cisla 15/7 se ruznych zbytkd vyskytne vice a nebude mezi nimi ¢islo
0. Teoreticky to mohou to byt ¢isla 0, ..., 6, a jak snadno ovéfime vypoctem, budou to
postupné cisla 1, 3, 2, 6, 4 a 5. Tak dostavame vyjadieni

15/7 = 2,142857142857 ... = 2,142857 ,

kde pruh vyznacuje stalé opakovani piislusné skupiny ¢islic. Skupina se nazyva perioda.
Proto je éislo 15/7 vyjadfeno nekonecnym desetinngm rozvojem, ktery ma 6-ti ¢lennou
periodou 142857.

Je-li dano s € R, pak je lze napsat ve tvaru

S=p+r,

kde p je nejvétsi celé ¢islo mensi ¢i rovné s a pro r plati 0 < r < 1. Pro toto p pouzivame
oznaCeni p = [s] a Fikame, Ze p je celd édst Cisla s; rozdil s — [s] = r znac¢ime nékdy {s}
a nazyvame ho lomend cdst s. Zabyvejme se dale vyjadfenim cisla s > 0 desetinnym
rozvojem (pokud je s < 0, pfejdeme k —s a po vyjddfen{ ho opét ndsobime —1).

Pred desetinnou ¢arkou v desetinném rozvoji bude (dekadicky vyjddiené) pfirozené
¢islo [s]. Oznacime ho ag. Zbyva popsat vyjddieni {s} = r desetinnym rozvojem. Zvolme
v prvnim kroku ¢islo a1 € Z tak, aby platilo

al 1
0<r——< —
- 10 < 10’
tj. a1 < 10r < a1 + 1. K tomu opét pouzijeme funkci celd ¢ast a polozime a1 = [107].

Protoze ziejmé plati 0 < 10r < 10, je 0 < a1 < 9 a a1 € Z. Tak jsme ziskali i prvni
Cislici rozvoje r.

Predpokladejme nyni, ze jiz byla nalezena c¢isla ar € Z, pro néz je 0 < ar < 9,
k=1,2,...,na

a1 a an 1
0<r————= —--+-— — 1.13
=710 10 10" < 1o (1.13)
Mame nalézt ¢islo ant1 € Z, 0 < ap4+1 <9, pro néz bude platit
ai az Qn, An+1 1
0<r———— . —.
=710 102 10"~ Tom+1 1ot

Odtud plyne
Anp1 < 10" —10"a; — -+ — 10an < Gng1 + 1.
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Polozime an+1 = [10"*'r — ... — 10a,]. Z nerovnosti (1.13) plyne 0 < ant+1 < 9
a je zrejmé an+1 € Z. Tim jsme popsali konstrukci desetinného rozvoje ao, aiazas ...
realného cisla s. Je to opét induktivni vyjadfeni jako v pfipadé definice mocnin apod.
Stranou ponechdme moznou nejednoznac¢nost vyjadreni (je napf. 0,09 = 0,1) a presny
smysl vyjadieni desetinnym rozvojem v pripadé, Ze je tento rozvoj nekoneény; vratime se
k nému po zvladnuti zédkladnich poznatkt o fadach. Popsany aparat vSak staci k ziskani
predstavy o libovolné piesné aproximaci ¢isla s specialnimi racionalnimi ¢isly.

Jestlize mame k dispozici vyjadieni realnych ¢isel ve formé desetinného rozvoje
(ten miize byt zvolen koneény nebo periodicky nekoneény pro kazdé éislo z Q),
lze jiz na trovni stfedni skoly ukazat nespocetnost R v podobé, kterou lze opét
nalézt jiz u Cantora (jeho prvni ditkkaz vSak nevyuzival tzv. diagondini metody;
viz déle Historické poznamky).

Lemma 1.4.31 (Cantor 1873). R nent spocetnd mnoZina.

Diikaz. Budeme dokazovat sporem: predpokladejme, ze R je spocetnd mnozina.
Pak je spofetnd i jeji podmnozina (0,1). Sefadme vSechna z € (0,1) do po-
sloupnosti (uzijeme hornich indexd) {«"}2° ;. Pak vyjaddiime kazdé 2™ jednim
zptisobem ?) pomoci desetinného rozvoje 27, k = 0,1,2..., kde 2§ := [z"] = 0
(celd Gast ™) a x} jsou Eislice 0,1,...,9 desetinného rozvoje z"; dolni index k
tiké, ze x} je cislice, kterd ve vyjadieni 2" stoji na k-tém misté za desetinnou
¢arkou. Pak definujeme ¢islo a = 0,a1az2as... (a; jsou opét éislice desetinného
rozvoje a) tak, ze je ap # :v’,j, k €N aayp # 9. Ziejmé je tedy a # z,, pro vSechna
n € N, coz je spor s tim, ze {z,,} obsahuje jakoZto ¢leny viechna redlnd ¢isla. Zde
vSak pouzivame toho, Ze nalezeny rozvoj je rozvojem néjakého realného cisla, coz
dokéazeme az v Kapitole 3. o

Poznamka 1.4.32. Tvrzeni 1.4.27 ukazuje, jak 1ze konstruovat mnoziny se stale
,v6t§imi mohutnostmi“. Mnozina A vSech podmnozin N je nespocetna. Také R je
nespocetna, oznac¢ime-li vSak ¢ mohutnost R, je #A=#R. Poznamenejme vsak,
ze nevime, zda kazda nespocCetnd mnozina B C R ma mohutnost ¢. Domnénka,
7e to plati, pochazi od Riemanna a nazyva se hypotéza kontinua.

Priklad 1.4.33. Z Pythagorovy véty plyne, ze délka tthlopficky étverce o délce
strany 1 je /2, tedy ¢&islo iracionalni; toto se dokazuje jiz na st¥edni §kole a je to
patrné jeden z prvnich nepfimych dikazi, se kterym se zaci setkaji. Standardni
dtikaz, zaloZeny na délitelnosti, jen pfipomeneme: piedpokladame, ze 2 = p/q,
kde p,q € N jsou nesoudélna. Pak postupné z p? = 2¢? dostaneme délitelnost p
dvéma, z ni i délitelnost ¢ dvéma, a to je potiebny spor. Podobné l1ze postupovat
i v ptipadé /p, kde p je prvocislo.

Existuje i ,,geometricky diikaz“ iracionality /2 pomoci obrazku, kterj neuva-
dime (viz napf. [3], str. 9). Ten vSak vede k méné zndmému analytickému dikazu,

9) Pozdéji si ukdzeme, Ze existuji takova z € R, kterd maji dva rtzné desetinné rozvoje; to
je vSak jediny typ nejednoznacného vyjadreni. Viz Ptiklad 3.2.6.
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ktery pro zajimavost uvedeme: vyjadiime v/2 = p/q s nejmensim moznym ¢ € N,
takze opét p? = 2¢%. Nyni poloZme

m=p—q, n=2q-p.
Ziejmé je 0 < g < p < 2q, a tedy 0 < m < g, avsak

n? = (2¢ - p)® = 4¢° — 4pq +p* = 2¢° — dpg +2p* = 2(p — ¢)° = 2m>,
coz dava spor s minimalitou ¢. Cislo v/2 neni ,slozité“, usecku o délce /2 lze
pravitkem a kruzitkem snadno zkonstruovat. To vSak neplati o vSech iracionalnich
¢islech (viz napf. zminka v Historickém tvodu).

1.5 Algebraicka a transcendentni ¢isla

I obor iracionalnich cisel se dale déli. I kdyz ne v detailech, pfeci je nutné si néco fici
o dalich vyznamnych podmnozinidch R. Maji pfimou souvislost s moznosti konstrukce
délek pravitkem a kruzitkem.

Definice 1.5.1. Budeme ftikat, ze = € R je algebraické cislo, jestlize existuje n € N
a ag,ai,...,an € Z, an, # 0 tak, ze plati

anz™ + an_12” 4+ +aix+ao=0. (1.14)

Rikéme, Ze z je algebraické ¢islo stupné n, je-li n nejmensi p¥irozené éislo, pro které
2 vyhovuje rovnici tvaru (1.14). Ta realna &isla, kterd nejsou algebraickd, nazyvame
transcendentni. Jinymi slovy, algebraicka ¢isla jsou ta realna cisla, kterd jsou koreny
néjakého polynomu s koeficienty ze Z.

Poznamka 1.5.2. Tzv. zdkladni véta algebry ¥ika, ze kazdy polynom stupné n > 1 ma
alespoii jeden (obecné komplexni) kofen. Z ni se snadno ukaze, ze ma nejvyse n kofent,
z nichz nékteré mohou splyvat. Je-li m € N, je poCet prvka mnoziny A,, vSech kofenu
polynomu s celymi koeficienty tvaru (1.14), spliiujicich podminku

n
n+ Y lak| <m,
k=0
konec¢ny. Sjednoceni téchto mnozin pres m € N tvofi mnozinu vSech algebraickych ¢isel;
ta je proto spocetna. Transcendentnich Cisel, kterd tvori doplnék mnoziny vsech alge-
braickych ¢isel v nespocetné mnoziné R, je proto nespocetné mnoho. Da se dokazat, ze
Cisla 7 a e, se kterymi se zakratko seznamime, jsou transcendentni; to vSak nedokazeme,
nebot je to relativné narocné.

1.6 Specialni zobrazeni

V dalsich kapitoldch budeme vySetfovat né€ktera velmi specidlni zobrazeni. Pfi
praci s nimi si budete moci shora uvedené abstraktni pojmy na prikladech pro-
myslet. Zatim jsme poznali, co je to posloupnost prvki néjaké mnoziny.
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Definice 1.6.1. Je-li f: X — Y a Y C R, nazyvame f redind funkce. Podobné
jeli f : X — Y aY C C, nazgvame f komplexni funkce. Je-li navic X C R,
nazyvéme f redlnd (komplexni) funkce rediné promeénné.

Poznamka 1.6.2. V nékterych knizkich je vyznam slova funkce $irsi a uziva se prak-
ticky jako synonymum pro zobrazeni.

Definice 1.6.3. Je-li f : N — R, nazyvame f posloupnost redlnych cisel, kratceji
jen posloupnost (toto je piiklad dalsi licence, kterou budeme uzivat).

Umluva 1.6.4. Nékdy je uzitecné pracovat s konecnymi posloupnostmi, tj. zob-
razenimi tvaru f : {1,2,...,n} — Y. V tomto pfipadé mluvime o posloupnosti
n prvkd mnoziny Y. Pro snadnéjsi vyjadfovani je vhodné uzaviit tuto dohodu:
neni-li feceno néco jiného nebo dokud se neumluvime jinak, znamend posloupnost
vzdy nekoneénou (spocetnou) posloupnost redlnych ¢isel ve smyslu predchazejici
definice a vSe ostatni musime explicitné vyjadrit podrobnéji. Tomu budou pfizpu-
sobeny i timluvy o oznaceni v néasledujici kapitole.

Poznamka 1.6.5. Jelikoz jsou posloupnosti a funkce specidlnimi zobrazenimi,
nemusime napt. zvlast definovat, co je to prostd funkce nebo prostd posloupnost.
Podobné neni tfeba definovat pojem inverzni funkce. Posloupnosti jsou navic jesté
specialnim pfipadem funkci. I kdyz bychom mohli na tomto principu mnoho véci
udélat tispornéji, nebudeme se duplicitam striktné vyhybat; opakovanim se latka
lépe zafixuje.

Priklad 1.6.6. Shriime nékteré poznatky o inverznich funkcich. Je-li f prosta
funkce a f : Dy = Hy, pak pro inverzni funkci g = f~1 plati g : Hy = Dy. Déle
ziejmé plati

(gofl@) ==, weDs a (fog)ly)=y, yeHy, (1.15)

a také Dy = Hy a Dy = Hy. Kterykoli z dvojice vztahtt v (1.15) charakterizuje
inverzni funkci g k funkci f. Ma-li funkce f graf Gy, je Gy C Dy x Hy. Je-li G,
graf funkce g, Ize jednoduse popsat jejich vzajemny vztah. Plati

(a,b) € Gy, pravékdyz (b,a) € Gy.

I v ptipadé, ze f : Dy — R je prostd, neni vzdy jednoduché pfesné vymeszit
Hy. Tato tloha je ekvivalentni s problémem, pro kterd y € R je feSitelna rovnice

flx)=y.

Definice 1.6.7. Necht f : X — R je redlnd funkce, A C X neprdzdnd mno-
Zina. Jestlize je mnozina f(A) omezend shora (zdola), budeme fikat, ze funkce f
je omezend shora (zdola) na (mnoZiné) A. Jestlize je mnozina f(A) omezens,
budeme fikat, Ze funkce f je omezend na mnoZiné A, nebo kratceji pouze f je
omezend na A.
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Lemma 1.6.8. Funkce f: X — R je omezend na A, pravé kdyz existuje M > 0
tak, Ze plati
[f(x)| <M, xz€A. (1.16)

Diikaz. Je-li splnéna podminka (1.16), je —M < f(x) < M pro kazdé = € A
a tedy funkce f je omezend na A. Existuji-li K, L € R tak, ze plati K < f(z) < L
prokazdé z € A, je téz —L < —f(z) < —K a

|f (@) = max{f(z), —f(z)} < max{L,-K}.
Staci tedy polozit M = max{L,—K} a jsme hotovi. O

Definice 1.6.9. Necht f, g jsou reélné funkce definované na mnoziné X. Potom
soucet, rozdil, soucin a podil funkci f, g jsou redlné funkce, které definujeme
nasledovné:

(f £9)(@) = f(z) £g(z), z€X,
(f9)(x) := f(x) - g(x), weX,
(f/9)(x) = f(x)/g(x), =€ {yec X;9(y)#0}.

(Pokud se vyskytuji ve vztahu znameni + a F, ¢tou se v nich soucasné pouze
horni nebo dolni znaménka.) Nékdy se ¥ika, Ze tyto operace jsou definovany ,bod
po bodu*, nebo kratceji bodové. Dale jsou operace s funkcemi vzdy chapany pravé
v tomto smyslu.

Poznamka 1.6.10. Snadno si rozmyslite, jak se definuje nasobek funkce ¢islem
¢ € R: je (ef)(z) := cf(z). Vzhledem ke séitdni funkci z predchazejici defi-
nice a takto definovanému néasobeni redlnymi ¢isly tvofi mnozina vSech redlnych
funkei definovanych na X linedrni prostor (v algebfe se Castéji uzivd ekvivalent-
nfho nazvu wvektorovy prostor) nad polem realnych éisel. Podobné (ve ziejmém
smyslu) tvoii i v8echny posloupnosti redlnych ¢isel linedrni prostor, ktery se zna-
¢iva s. Tento prostor s je jednoduchym prikladem prostoru, ktery nema koneénou
dimenzi. Snadno zjistite, ze systém vSech posloupnosti s vesmés nulovymi c¢leny
kromé jediného, ktery je roven 1, je linedrné nezavisly. Definici linearniho prostoru
explicitné nepfipominame; znalosti z algebry budeme déle velmi casto vyuzivat,
aniz bychom je podrobnéji vysvétlovali.

Historické poznamky 1.6.11. S ohledem na roli této kapitoly o zdkladech, na nichz
kapitol.

Teorie mnozin dnes tvori samostatnou matematickou disciplinu. Jejim tvircem je
GEORG CANTOR (1845 — 1918), od néhoz pochazi pojem mnoZiny. Zasadni prace z této
oblasti publikoval v letech 1895 a 1897. Pozdéji se seznamime i s dal$imi poznatky, které
od néj pochéazeji. Je zajimavé, ze Cantorovym motivem pro praci s mnozinami nebyla
potifeba pouze néco zobecnit, nybrz hlubsi studium konvergence trigonometrickych fad.
Metodam, které jsme pouzili pro dikaz Lemmatu 1.4.23 a Lemmatu 1.4.31, se fika Casto
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Cantorova diagondlni metoda (CDM). Pro odliSeni se metoda dikazu Lemmatu 1.4.23
nékdy nazyva ,prvni“ CDM a metoda dukazu Lemmatu 1.4.31 , druhda“ CDM. V Kapi-
tole 2 dokazeme tzv. Cantorovu vétu o vlozenych intervalech. Tu Cantor pouzil k prvému
diikazu nespocetnosti R. Viz Historické poznamky 2.4.24.

V Ceské matematické literature starsitho data nalezneme pro mnozinu nazev mnozstvt,
nyné&jsi termin se pravdépodobné ustalil vlivem EDUARDA CECHA (1893 — 1960); poprvé
ho patrné uzil MATYAS LERCH (1860 — 1922). Spolu se zdklady logiky tvoii elementarni
poznatky z teorie mnozin nezbytny zaklad nasich dalsich ivah, zde se vSak omezujeme
prevazné na zvladnuti zékladniho aparatu a jazyka, kterym se budeme domlouvat.

Podrobnéjsi komentai si déle zaslouzi redlnd cisla. Nékterd iraciondlni cisla se ve
formé nesoumeéritelnych veli¢in objevila jiz v 5. stol. pred n. 1. Z té doby pochézi napt. po-
znatek, ze délky strany a thlopricky ctverce jsou nesouméritelné, tj. ze jejich pomér neni
vyjadien raciondlnim cislem. Objev vedl k rozsahlé krizi v matematice, kterou matema-
tici starého Recka dokézali fesit jen pomérné nedokonalym zpiisobem. Cisly byla pro né
totiz pouze ¢isla pFirozena, resp. racionalni (soumséfitelné veliciny) a vedle nich existovaly
délky, pomoci téchto ¢isel nevyjadritelné. Ty bylo mozné graficky, tj. pomoci jiz tehdy
znamych geometrickych konstrukei, sestrojit a s nimi jako s ¢isly i pracovat. Podobné se
pracovalo i s obsahy rovinnych obrazct a dalsimi geometrickymi veli¢inami. Jen tak bylo
mozné s nékterymi vyrazy s odmocninami zachézet. Objasnéni tehdejsi znacné presnosti
soustavé, které se objevuje u Babylonani; viz [5], str. 21 a Historické poznamky v dalsi
kapitole.

Teoreticky zéklad prace s iracionalnimi ¢isly tak sahd zpét az do 5. stol. pfed n. 1.
K ¢&elnym prikopnikiim této teorie patfil EuDOX0S z KNIDU (asi 408 — asi 355 pred
n. L.). Byl zdkem PLATONOVYM (427 — 347 pfed n. 1.). Patfil k nejlepsim astronomim
své doby. S astronomii se seznamil v Egypté u egyptskych knézi, proslul vSak téz jako
lékat a filosof. Jeho dilo se nam v pisemné podobé nezachovalo, vseobecné se vsak soudi,
ze Yadu poznatkl od néj prevzal Eukleides.

Eukleidova Elementa (Zaklady, fecky Stoicheia) se skladaji ze 13 ¢asti. Bézné se
Po Eukleidovi je nazvana fada pojmu a poznatkt (Eukleidovy véty, eukleidovsky prostor
apod.). O jeho zZivoté mnoho nevime; pracoval v Alexandrii za vlady Ptolemaia I. (asi
366 — asi 283 pired n. l.), ktery byl po smrti Alexandra Velikého (365 — 323 pfed n. 1.)
spravcem Egypta. V Knize V. Zékladu nalezneme napf. formulace nasledujiciho typu:
Jsou-li a, b geometrické veli¢iny téze povahy (tj. obé jsou délky nebo obsahy €& objemy),
pak pro stejné veli¢iny ¢, d plati a : b > ¢ : d, pravé kdyz existuji ¢isla (rozumi se
pfirozend) m, n takova, ze na > mb a nc < md. Rovnost a : b = ¢ : d plati, paklize
neni a : b vétsi ¢i mensi nez ¢ : d. Na takovém teoretickém zakladé jsou vytvareny dalsi
elementéarni poznatky.

Infinitezimalni pocet, jehoz vykladu se budeme déle podrobné vénovat, byl budovan
na zakladé znac¢né mlhavych pfedstav o realnych cislech, zalozenych na jejich znazornéni
pfimkou (redlnou osou). Vzniku infinitezimalniho poétu pfedchézelo budovani analytické
geometrie. Z pohledu tvirct, ke kterym poc¢itdme PIERRA DE FERMAT (1601 — 1665)
a RENE DESCARTA (1596 — 1650), nepfedstavovalo zachazeni s iraciondlnimi ¢isly zadny
véazny problém. A tak k pfesnému budovani teorie redlnych ¢isel doslo mnohem pozdéji,

matematik a filozof BERNARD BOLZANO (1781 — 1848). V mnohém piedbéhl svoji dobu
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a propracoval se az k zdkladiim teorie mnozin i teorie redlnych ¢isel; velmi mélo vSak
ovlivnil své soucasniky, nebot jako katolicky knéz byl pro své progresivni ndzory per-
zekvovan a prozil podstatnou ¢ast zivota v izolaci. S jeho jménem se mnohokrat setkame.
Poznamenejme, Ze spolu Cauchym patfil Bolzano k prvnim matematiktim dusledné uzi-
vajicim kvantifikatory.

Analyticka definice redlnych ¢isel, oprosténa od geometrického nazoru, pochézi teprve
z r. 1872. V tutéz dobu se objevilo vice feSeni tohoto po staleti zrajiciho problému. Podali
je nezavisle jiz dfive zminény Cantor a déle JuLiusS WILHELM RICHARD DEDEKIND
(1831 — 1916), EDUARD HEINRICH HEINE (1821 — 1881), CHARLES ROBERT MERAY
(1835 — 1911). Cantor zalozil svoji teorii na ,cauchyovskych posloupnostech® (viz déle),
Dedekind na pojmu ezt mnoziny racionalnich ¢isel. Takovym fezem v Q je v podstaté
napiiklad mnozina v (1.12) (spolu se svym komplementem v Q).

Axiomatizace redlnych Cisel je zalezitosti pozdéjsi, za otce moderniho axiomatického
piistupu v matematice lze povazovat DAVIDA HILBERTA (1862 — 1943). Korektni odvo-
zeni vSech vlastnosti R ze soustavy axiému provedl napf. EDMUND LANDAU (1877 —1938)
v knize z r. 1930. On sdm napsal, Ze je to v nékterych partiich ,namahava nuda“. Pro
nas je zajimavé i to, ze u néj pracoval VOIJTECH JARNIK (1897 — 1970), v jehoz uéebnici
[8] 1ze nalézt tuto partii pomoci fezli zpracovanu podrobnéji.

Popsany systém axiému pro R rozhodné neni nezavisly, nékteré lze ze zbyvajicich
odvodit. Je pfirozené se ptat, je-li jimi systém R jednoznac¢né uréen. Pozitivni odpovéd
na tuto otazku jsme jiz naznadili: jde o jednoznacnost ,az na izomorfismus“.

Zminime se kratce o historii nékterych konkrétnich poznatku z této kapitoly. Axio-
matiku pfirozenych éisel vytvorili zminény Dedekind a GIUSEPPE PEANO (1858 — 1932).
ARCHIMEDES (283 — 212 pfed n. 1.) uvadi vlastnost popsanou v Tvrzeni 1.3.33 v jedné
praci (v lehce odlisné podobé) jako axiém. Pozdéji dostala jeho jméno, nékdy vsak tato
vlastnost byvéa spojoviana s EUDOXEM (asi 406 — asi 355 pfed n. l.); Archimedes se na
néj odvolava.

Pojem pole se objevuje poprvé patrné u Dedekinda. Oznaceni pro absolutni hodnotu
ve tvaru |z|, stejné jako nazev, pochézeji z roku 1859, kdy je pouzil Cantorav uéitel CARL
THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897). Spocetnost mnoziny racionalnich éisel
dokazal Cantor v r. 1873. Soucasné dokézal i nespoCetnost R. Poznamenejme, Ze k za-
stancim teorie mnozin patrili napf. Dedekind a Weierstrass, mezi jeji zasadni odptirce
pak LEOPOLD KRONECKER (1823 — 1891). Tomu se pfipisuje vyrok: Pfirozend ¢isla vy-
tvotil nds mily Biuh, vse ostatni je dilem cloveka. 7 jiz zminénych ceskych matematikt
patfil ke Cantorovym propagatorim Lerch.

Znaény zajem matematikit po mnoho stoleti pfitahovaly problémy konstruovatel-
nosti. Tak napf. konstrukce pravidelného pétithelnika byla zndma jiz Eukleidovi, avsak
teprve CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 —1855) dokézal v jedné z prvnich praci r. 1801 kon-
struovatelnost pravidelného 17-tithelnika (a nékterych obecnéjsich pravidelnych mnoho-
thelniki). Podstatného pokroku v oblasti konstruovatelnosti dosdhl EVARISTE GALOIS
(1811 — 1832), z jehoz vysledkt mj. vyplyva nefesitelnost problému trisekce thlu a zdvo-
jeni krychle, ne vsak kvadratury kruhu. Prvni dostatecné rigorozni dikaz nefesitelnosti
problému zdvojeni krychle vSak podal az PIERRE WANTZEL (1814 — 1848) v r. 1837. Ten
rovnéz ukazal, ze pravitkem a kruzitkem je trisekce thlu o velikosti 7/3 nefeSitelnd.

Patrné nejznaméjsim dlouho neresenym problémem byl problém konstruktivniho fe-
Seni kvadratury kruhu, o kterém jsme se zminili jiz v Uvodu. Pokusme se nyni vagni
formulaci o konstruovatelnosti pravitkem a kruzitkem zpfesnit, napf. pro problém rek-
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tifikovatelnosti. Necht M, jsou mnoziny, sestévajici se z bodt splitujicich nasledujici
pozadavky:

(1) Mnozina My obsahuje body A, B o vzdalenosti |[AB| = 1.

(2) Pfi n-tém kroku narysujeme vSechny rizné pfimky spojujici body z M,—1 a
vSechny rtzné kruznice, které maji stfed v M,_1 a polomér rovny vzdalenosti
néjakych dvou bodt z My, —_1.

(3) Mnozina M, je sjednoceni M,_1 s mnozinou vSech pruseciki pfimek a kruznic
narysovanych v n-tém kroku.

Potom pro zadné n € Ng neobsahuje M,, dvojici bodd X, Y s vlastnosti | XY| = .

Kofeny uzivané terminologie sahaji do doby pfekladt feckych prament do latiny.
MARTIANUS CAPELLA asi kolem r. 470 n.l uzival pfi ptrekladu slova irrationabilis, za-
tim co CASSIODORUS (475 — 570) pouzil slov rationalis a irrationalis. Slova algebraickd
a transcendentni se objevuji u GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE (1646 — 1716) proka-
zatelné jiz r. 1682 v souvislosti s kfivkami. O ¢islech 7 a e, se kterymi se ctenarl patrné
jiz setkal, se vi, Ze jsou transcendentni. Iracionalitu e si pozdéji dokdzeme, iracionalitu m
dokézal teprve r. 1767 JOHANN HEINRICH LAMBERT (1728 - 1777). Transcendentni éisla
jsou relativné naro¢nym pojmem. Jejich existenci dokazal az r. 1844 JOSEPH LIOUVILLE
(1809 - 1882) a pravé v roce jeho tmrti dokédzal FERDINAND LINDENMANN (1852 — 1939)
transcendenci 7; tak byl definitivné vyfesen problém kvadratury kruhu. Liouvilliv pfi-
klad transcendentnich &isel je zalozen na souétech tvaru 3 ay /10", kde ay, jsou pfirozena
¢isla, 1 < ar < 9. Transcendentni ¢isla se nedaji zkonstruovat ve smyslu vyse uvedeného
popisu, nékterd algebraicka éisla (ne vSechna!) vSak takto zkonstruovat lze. Pozdéji se
setkdme s redlnymi Cisly definovanymi pomoci souctu fady, o nichz dokonce dodnes neni
znamo, zda jsou racionalni ¢i iracionalni.

Binomicka véta a binomické koeficienty 10) jsou velmi davného ptivodu. Binomicka
byl i MICHAEL STIFEL (asi 1487 — 1567), u kterého se vyskytly v préaci z r. 1544. Bi-
nomickou vétu doprovazenou zndmym Pascalovym trojuhelnikem uvadi BLAISE PASCAL
(1623 — 1662) v praci z r. 1654. Odtud pochdzi standardné uzivané jméno. Binomickéd
véta se poprvé objevuje r. 1303 u CHU SHIN-CHIEHA, v tiSténé podobé je znama z r. 1527
z knihy, kterou napsal PETER APIAN (1495 — 1527). V posledni Kapitole 16 budou vy-
Setfovana tzv. Bernoulliho ¢isla. Pokud bychom chtéli nezévisle na tam uvedenych vy-
sledcich odvodit vzorce pro soucty p-tych mocnin prvnich n pfirozenych éisel, 1ze k tomu
vyuzit modifikovany Pascaltiv trojuhelnik; viz [12], str. 52.

Dilezitou Bernoulliho nerovnost z Poznamky 1.3.24 dokazal dfive v r. 1670 Newto-
ntv ucitel ISAAC BAROW (1630 — 1677). Patrné zcela nezavisle ji objevil JACOB BER-
NOULLI (1654 — 1705); uvefejnil ji az v r. 1689. Po ném je také obvykle nazyvéana.

Aritmeticky, geometricky a harmonicky pramér byly zkoumaény jiz pythagorejci.
Je zndmo, Ze nerovnost z Lemmatu 1.3.28 (AG-nerovnost) byla v geometrické podobé
pro n = 2 znama jiz ve starovéku. Pro libovolnd n € N ji r. 1729 patrné jako prvni
dokézal COLIN MACLAURIN (1698 — 1746). Nejznaméjsi jeji diikaz pochdzi od Cauchyho
z r. 1821; nékdy proto byva nazyvana Cauchyho nerovnost. V jedné moderni knize
o nerovnostech, kterou napsali Beckenbach a Bellman, je mozno nalézt 12 odlisnych
dtikazll této nerovnosti. Také klasickd kniha [6] uvadi fadu dikazi tohoto tvrzeni a

10) Téz nékdy kombinacni éisla.
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historickych poznamek o jejich puvodu. Poznamenejme, Ze fadu tvrzeni, kterda budeme
dale dokazovat, lze dokézat Casto jak z Bernoulliho nerovnosti, tak i z AG-nerovnosti.
Je zajimavé, ze se u nas tyto nerovnosti na stfednich skolach v poslednich desetiletich
Casto opomijeji, a¢ predstavuji krasné a velmi uzitecné priklady pro diikkaz matematickou
indukci.

[1]
2]

8]

[4]
[5]
(6]

(7]

8]
[9]

[10]
[11]
[12]

[13]
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Kapitola 2

Posloupnosti

V této casti jsou vylozeny zdkladni poznatky o posloupnostech, k jejich dalsimu
studiu se jesté vratime. V nasledujici kapitole téchto poznatkt vyuzijeme k zobec-
néni souctt na piipad nekoneéné mnoha s¢itanci, tj. k vykladu zakladi teorie fad.
V ni nalezne ¢tenaf i nejjednodussi pfirozenou aplikaci poznatki z Kapitoly 2.

2.1 Zakladni pojmy

P1i praci s posloupnostmi je zvykem uzivat vzitd oznaceni, ta se vsak mohou
v detailech lisit. Posloupnost prvkia mnoziny A je zobrazeni f mnoziny N do
mnoziny A. Oznaceni n — f(n), n € N, je naprosto korektni, ale téméf vylucéné se
setkéte s tim, Ze se posloupnosti popisuji ponékud odlisné: piSeme a,, misto f(n)
a misto f symbol {a,}22 ;. Pfipomenme definici posloupnosti; srovnej s jiz diive
uvedenou Definici 1.6.3.

Definice 2.1.1. Je-li kazdému n € N pfifazeno ¢islo a,, € R, pak toto zobrazeni
nazyvame posloupnost redlnych cisel, kratéeji jen posloupnost. Cisla a,, nazjvame
¢leny, nebo prvky posloupnosti (nékdy o a,, hovotime jako o n-tém ¢lenu posloup-
nosti). Pro zapis posloupnosti budeme uzivat symbola

{ap}iy s nebo {ax}7°, nebo {ak}.

Poznamka 2.1.2. Ve stfedoskolskych ucebnicich se ¢asto setkdte s oznacenim posloup-
nosti (a) kulatymi zdvorkami misto slozenych; k indexovani budeme zpravidla pouzivat
pismen k,m,n,l; nékdy se voli i jiny typ pisma, aby nedochéazelo k zdméné mezi ,el“
a ,jednickou“, my to vSak délat nebudeme.

K zéapisu posloupnosti se nékdy uziva ponékud vagni oznaceni. Tak napt. v pripadé
an = 2n/(n+ 3),n € N se posloupnost {a,} zapiSe ve tvaru

2468
4’5’6’7 [
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Je tfeba mit na védomi, Ze obecné pouhy vycet prvnich k ¢lentl posloupnosti {a,} ne-
uréuje bez dodateéné informace &leny aki1,aky2,.... A tak zapis {0,0,0,...} muize
popisovat nulovou posloupnost a, = 0,n € N, stejné jako posloupnost a, = (n — 5)7,
n € N, kterd ma rovnéz nékolik (v tomto p¥ipadé 5) prvnich ¢lent rovnych 0 (uzivame
oznaceni z Poznamky 1.3.16).

V praxi byvaji ¢asto vysledkem méfeni posloupnosti ¢iselnych tdaju, které vsak jsou
ze ziejmych divodla konecné. Pro ziskani lepsi pfedstavy o vyvoji ur¢itych dat (kurz
dolaru, denni teploty, denni zdznamy o procentu $kodlivin v ovzdusi apod.) se k jejich
zndzornéni pouzivaji riizné typy grafii, které nam vsak pfilis mnoho nepomohou, nebot
nas budou zajimat predevsim nekonecné posloupnosti a jejich chovani ,u nekonecna“.
Jak jsme se jiz domluvili, bude-li fe¢ o koneéné posloupnosti, bude to muset byt explicitné
feceno a také vyznaceno, napi. tak, ze budeme psat {ax}r—;.

Poznamka 2.1.3. V pripadé, ze pro koneény pocet n € N neni a, definovano, dosta-
neme vynechanim konecéné mnoha prvku objekt podobny posloupnosti:

n— an, n>k, neN,

ktery zapisujeme pomoci symbolu {an}5>; . Definiénim oborem tohoto zobrazeni neni
N, ale {n € N; n > k}. Mohli bychom vzdy pfejit k posloupnosti {an+x—1}n=1, bylo by to
vSak tézkopadné a také zbytecné. Pozdéji se budeme zabyvat obecnéjsimi posloupnostmi,
které vzniknou z dané posloupnosti vynechanim clent; viz Definice 2.4.3. Zajimaji nas
prevazné vlastnosti posloupnosti, které se na takto vzniklé posloupnosti z ptvodni po-
sloupnosti prenesou, tj. napt. vlastnosti, které ,nezaviseji na kone¢né mnoha prvcich*.

Aparat, ktery chceme popsat, ndm ma umoznit zptesnit pfedstavu o tom, Ze se
prvky néjaké posloupnosti {a,} ,,bliz{“ néjakému ¢éislu a € R. Idea je jednoduché:
»{an} se blizi a*, resp.  limita {a,} je a“ se vyjadii takto: zvolime-li jakkoli
interval (o, 3) C R tak, aby platilo a € («a, ), musi vzdy vSechny ¢leny a,,
n € N, aZ na konecny pocet lezet v intervalu (a, f3).

I kdyz jde jiz o znac¢né presnéjsi predstavu, nez je ta, se kterou jsme se se-
znamili v historickém tvodu, musime ji dat pfesnéjsi tvar a také jesté popsat,
kdy se eventualné posloupnost ,,blizi k nekonec¢nu“. Jde o kol vcelku jednoduchy,
jehoz realizace se opird o mereni vzddlenosti a o predstavu, ze se musime starat
predevsim o ,mald“ okoli (v matematice nemaji slova ,velky“ ¢ ,maly“ rozumny
smysl, byt je nékdy uzivame).

Definice 2.1.4. Je-li ddno € > 0, pak mnozinu vSech feseni nerovnic
a—e<zr<a+te. (2.1)

nazyvédme e-okolim bodu a (¢teme epsilonovym okolim bodu a“) a pouzivime
pro ni symbol U(a, €), resp. Ue(a).

Poznamka 2.1.5. Geometrickd interpretace je ziejma. Okoli U(a,e) je tvofeno pravé
vsemi body y € R, které jsou od bodu a vzdaleny méné nez o €. Pouzivame pfirozenym
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zpusobem geometrické predstavy a hovorime o ¢isle a jako o bodu; neni to nic Spat-
ného, pomaha nam to 1épe nékterym pojmim rozumét. Realna cisla si predstavujeme
jako body pfimky (&iselné osy), na ni méfime vzdalenosti atp. Nyni jiz mizeme pfi-
stoupit k definici limity posloupnosti {a,}, ktera pfesnéji popisuje ,pFiblizovani prvki
posloupnosti“ k néjakému bodu a € R. Srovnej s [6].

Definice 2.1.6 (d’Alembert 1765, Cauchy 1821*). Rikdme, 7e ¢islo a € R
je limitou posloupnosti {ay}, jestlize pro kazdé e > 0 existuje takové k € N, ze
pro vsechna n > k je

lan, —al <e.

Piseme pak lim, .., a, = a, nebo a, — a, nebo jen kratceji, neni-li nebezpeci
z nedorozumeéni, lima,, = a.

Definice 2.1.7 (Symbolicky prepis). Jelikoz jde o zdkladni pojem, musime
mu dikladné rozumét. Zapisme proto definici pomoci logickych symbolu:

(Ve > 0)(Fk e N)(Vn > k) (Jan, —a] < €).

Protoze ¢isel 1,2,...,k —1 € N je jen konecné mnoho, tvrdime cosi o vSech a,
s vyjimkou kone¢né mnoha a,, (fikdme: ,az na koneéné mnoho“).

Poznamky 2.1.8. 1. Jde o sloZit&jsi pojem, pochopeni vyznamu sledu #7% kvantifikdtora
je naro¢ngjsi. Casto je to pravé prechod od dvou ke tfem kvantifikdtortim, ktery se miize
stat témér neprekonatelnou prekazkou k pochopeni dalsi latky; ¢tenafd by mu mél proto
vénovat velkou pozornost.

2. Budeme uzivat spojeni ,pro skoro vSechna n € N* v tomto smyslu: vgrok V(n) plati
pro skoro vsechna n € N, pokud mnozina {n € N;V(n) neplati} je koneénd. To lze jinak
pomoci kvantifikdtoru vyjadrit tak, ze

(3k € N)(¥Yn > k)(V(n) plati) .

V zépisu lze uzit i zkratky pro s.v. n. Definice limity tedy ¥iké, Ze pro kazdé € > 0 plati
nerovnost |a, — a| < € pro skoro vSechna n € N.

3. Pii an — a € R tikdme, Ze {a, } konverguje k a. Rikame také, ze {a.} je konvergentni,
nebo ze {an} konverguje. Pfesnéji: Posloupnost {a,} konverguje, existuje-li a € R tak,
ze lima, = a. V této souvislosti uzivame téz pojmu vlastni limita, ktery vyjadiuje, zZe
a € R. Smysl této terminologie bude jasnéjsi pozdé€ji az pojem limity jesté zobecnime.
Ve vSech ostatnich pfipadech fikdme, ze {a,} je divergentni nebo ze {a,} diverguje.

4. Rozmyslete si, ze pro a € R plati
an — a, praveé kdyz an —a— 0.

5. Pozdéji zavedeme i tzv. nevlastni limity, tj. budeme definovat, co znamené i a, — 400,
an — —00. V tom ptipadé fikdme napft. ,a, diverguje k plus nekone¢nu“ apod. Symbol
oo zavedl r. 1655 JOHN WALLIS (1616 — 1703), pfislusnou definici podal r. 1821 Louis
AuGusTIN CAucHY (1789 — 1857).
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Lemma 2.1.9. Pokud je lima,, = a, je tato limita urcena jednoznacné.
Diikaz. Predpokladejme, ze existuji dveé rizné limity
lima, = a, lima, =0, a<hb.

Potom k ¢ = (b — a)/3 lezi skoro vSechna a,, v U.(a) a také skoro vSechna a,
v U:(b). Skoro v8echna a, lezi tedy v priniku okoli U.(a) a U.(b), avSak tato
mnozina je prazdna! Nalezeny spor ukazuje, Ze musi platit a = b. O

Poznamka 2.1.10. Pokud nékdy okamzité tvrzeni ¢i diikaz nechépete, nezbyva
nez se zamyslet a eventualné si to, co se tvrdi, rozepsat. Napft. v pfedchézejicim
Lemmatu 2.1.9 ke zvolenému ¢ pro skoro vSechna n € N plati

a—e<ap<at+e<b—e<a,<b+e,
ale to je spor, protoze pro Zddné realné ¢islo a,, nemuaze platit a,, < a, .

Poznamka 2.1.11. S podobnou situaci, jakou popisuje Definice 2.1.6, jste se jiz
setkali jisté difve. Na st¥edni Skole, napf. pii vykladu o v/2, se hledaji néjaka
»DFibliZeni“ této hodnoty (napf. pomoci kalkulacky) typu

1<v2<2, protoze 12<2<2?%,
1,4<V2<1,5, protoze (1,4)2<2<(1,5)%,....

Takto lze sestrojit dvé posloupnosti {a,} a {b,} postupné stale presnéjsich pti-
blizeni hodnoty /2, mezi jejichz prvky s tymz indexem n je /2 stale ,tésnéji
seviena. Intervaly [ay, by, | jsou do sebe vlozeny, nebot je

[an-i-lubn—i-l]c[anabn]u n € N.

Zvlastni chovani téchto posloupnosti nas inspiruje k definici rostouci, resp. klesa-
jici posloupnosti, ¢i ponékud obecnéji neklesajici a nerostouci posloupnosti.

Definice 2.1.12. Jestlize pro posloupnost {a,} plati pro vSechna n € N nerov-
nost a, > an+1, nazyva se tato posloupnost nerostouct, plati-li pro vsechnan € N
nerovnost a, < any1, nazyva se tato posloupnost neklesajici. Posloupnost, ktera
je nerostouci nebo neklesajici, se nazyva monotonns.

Podobné jestlize pro posloupnost {a,} plati pro vSechna n € N nerovnost
an > Gpi1, Nazyva se tato posloupnost klesajics; plati-li pro vsechna n € N nerov-
nost a, < an41, nazyva se tato posloupnost rostouct.

Jestlize je posloupnost {a,} zdroven nerostouci a neklesajici, tj. pro vSechna
n € N plati a,, = an41, je {an} konstantni posloupnost.

Poznamky 2.1.13. 1. Je pfirozené polozit si otdzku, zda viibec né&jaka posloup-
nost limitu mé. Zfejmé napf. konstantni posloupnost {a,}, pro niz a, := a, ma
limitu a, nebot

la, —a|=]a—a|=0<c¢
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pro kazdé € > 0 a vSechna n € N, tedy za k lze volit 1 nezévisle na volbé€ .

2. Vysetfeme posloupnost z Poznamky 2.1.2. S ohledem na rovnosti

Ay =

2n 6 6
=2—- — N lati n— 2| =
n+3 n+3’ neN, plati o | n+3

<e€

pro libovolné zvolené kladné € > 0, jakmile plati n > k > (6 — 3¢)/e; posloupnost
o ¢lenech 6/(n+3) je totiz ziejmé klesajici. Pro e = 102 sta¢i napf. volit k = 598.
V tomto pfipadé ¢islo k jiz zavisi na volbé . Dokazali jsme z definice, Zze plati
lim,, 0 2n/(n + 3) = 2. VSimnéte si uziti Archimedova axiému.

Ze stfedni skoly ¢tenarl patrné zné aritmetické a geometrické posloupnosti. Ty
lze zavést napt. nasledujicim zptisobem:

Definice 2.1.14. Existuje-li d € R tak, ze pro vSechna n € N plati
ni1 =an +d, (2.2)

fikdme, ze {a, } je aritmetickd posloupnost, jejiz diference je d. Podobné existuje-li
q € R tak, ze pro vSechna n € N plati

Gnt+1 = q0n , (2.3)
fikdme, ze {a,} je geometrickd posloupnost s kvocientem q.

Poznamka 2.1.15. Snadno si rozmyslime, Ze vztahy (2.2) a (2.3) pfi daném d
¢i ¢ neurcuji aritmetickou ¢i geometrickou posloupnost jednoznacéné.

Teprve predepsanim hodnoty a; jsou pfislusné posloupnosti uréeny jedno-
znacné. Obé posloupnosti jsou speciadlnim pripadem rekurentné urcengch posloup-
nosti. V téchto posloupnostech je n-ty ¢len urcen pomoci hodnot jednoho ¢i né-
kolika clenti, které mu predchazeji, pomoci tzv. rekurence. To znamena, zZe je

déno k € N a zobrazeni f tak, ze plati apix+1 = f(@nt1,---,antk) Pro véechna
n € N. Aby byla posloupnost rekurenci jednozna¢né urcéena, je nutno hodnoty
¢lenl aq, . ..,ar zadat ve formé pocatecnich podminek.

Vsimnéte si jesté, ze v aritmetické posloupnosti je n-ty clen aritmetickym
prumeérem sousednich ¢lent, tj. plati

an+1+an—l
an =" n=23

Podobné tvrzeni lze zformulovat (s trochou opatrnosti) i pro geometrické posloup-
nosti; musime se napf. omezit na posloupnosti s nezapornymi ¢leny. Pak plati

ap = \/0p41 * Gp—1, TL:2,3,...,

tj. an je geometrickym primeérem sousednich ¢lent. Zde mlcky predpokladame, Ze
Ctendf vi ze stfedni skoly, co je to (druhd) odmocnina. K jeji definici se dostaneme
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pozdéji. Poznamenejme jesté, Ze pro a, = 1/n, n € N, plati

2afnflan+1

Lol o =2.3,...,
an—1+an+1

Ay =

tj. v této posloupnosti je kazdy ¢len harmonickym primérem obou ,sousednich®
Clent.

Cviceni 2.1.16. Je-li {a,} aritmetickd posloupnost s diferenci d, plati
an=a1+ (n—1)d, neN.

Podobné pro geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ plati

an=a1¢""", neN.

Dokazte.

Poznamka 2.1.17. Je uziteéné jiz ted Fici, jak budeme postupovat v dalsi kapitole.
Budeme definovat vyznam symbolu > 72 | ax, kde ax jsou Eleny posloupnosti {ax}, tedy
ynekoneény soucet“. Pro posloupnost redlnych éisel {ax} nejprve definujeme

n
Sn:E ar, mn€N;
k=1

takto definovana €isla s, nazyvidme édstecné soucty fady Y o, ak. Jestlize déle plati
limp,—oo $n = s € R, tj. existuje limita {s,}, pak fikdme, ze Tada 220:1 ay konverguje
k s (méa soucet s).

Poznamka 2.1.18. K vyznamnym stfedovékym matematikiim pat¥i téZ LEONARDO
z Pisy (1180 — 1240), znaméjsi pod jménem Fibonacci. V r. 1202 vydal knihu Liber
Abaci, v niz se vyskytuje problém o rustu krali¢i populace. Ten vede na posloupnost
popsanou rekurenci

Ant1 = Qp +An-1, Nn=23,... (2.4)

s pocateéni podminkou a; = az = 1. Polozme jesté ap = 0. Cleny této posloupnosti se
nazyvajl Fibonacciho cisla. Lze tuto posloupnost popsat jinak, tj. najit vzorec pro jeji
n-ty ¢len?

Budeme tuto posloupnost vyhovujici vztahu (2.4) (poc¢ateéni podminku, ktera spolu
s (2.4) urcéuje posloupnost jednoznacéné, nebudeme zatim uvazovat) hledat ve tvaru geo-
metrické posloupnosti. Polozme a, = z"; z (2.4) dostdvame rovnice

"t =g2" 42", resp. zP=x+1.

Posledni rovnice mé za koieny ¢&isla g a g, se kterymi jsme se setkali v tivodni kapitole
(viz zlaty Fez). Snadno nahlédneme, ze posloupnosti {¢g"} a {(¢')"} vyhovuji rekurenci
(2.4). Tutéz vlastnost m4 i posloupnost

{ag™ +b(g)"}
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s libovolné zvolenymi a,b € R. PoloZime-li nyni ap = a+b = 0, a1 = ag + bg = 1,
snadno uréime a = —b = 1/v/5 = 1/(g — ¢'). Odtud dostaneme tzv. Binetovu formuli
pro Fibonacciho ¢isla (znadivaji se F,)

g9 (g)" _ (4 VE)" - (1-Vh)"
" g—9 27/5 ’

kterou (znovu)objevil ') v 19. stol. francouzsky matematik JACQUES-PHILIPP-MARIE
BINET (1786 — 1856); kdyz je jiz formule zndm4, lze jeji platnost dokazovat i matema-
tickou indukci. Toto je jedna z mnoha piekvapivych souvislosti zlatého fezu s nécim
zdanlivé velmi odlehlym.

Bez dalsich informaci o posloupnostech by se nam fesily i zakladni problémy
jen velmi obtizné. Proto si vytvorime potfebné ,teoretické zédzemi‘.

Véta 2.1.19. Neklesajici shora omezend posloupnost redlngch cisel md limitu
a plati
lim a,, = sup{an;n € N}.

Dikaz. Protoze plati a := sup{a,;n € N} € R, existuje ke kazdému ¢ > 0 takovy
¢len posloupnosti ay, Ze
a—e<ar<a.

Posloupnost {a,} je neklesajici, plati proto tato nerovnost i pro indexy k + 1,
k+2,...azfejmé plati a —e < a, < a < a+e¢ pro skoro vSechna n € N (vSechna
neN, n>k). O

Poznamka 2.1.20. Analogicky se dokaZze obdobné tvrzeni pro nerostouci zdola
omezenou posloupnost a infimum.

Pripomenme, Ze vSechny posloupnosti redlnjych ¢isel tvoii linedrni prostor
(viz napf¥. [1] nebo [2]), pokud pro né zavedeme operace s¢itani a ndsobeni ¢islem
prirozenym zpusobem, tj. ,¢len po ¢lenu”; tento prostor se obvykle znaci s. Velmi
Casto se zkoumaji na obecném linedrnim prostoru X funkce, které nazyvame li-
nedrni funkciondly, tj. funkce f, pro néz plati

flax + By) = af(x) + Bf(y)

pro kazdé dva prvky z,y € X a pro vSechna «, [ z pfislusného pole skalara
prostoru X . Takovymi linedrnimi funkcionaly, se kterymi se setkdme, budou napft.
limita, derivace nebo integral.

Pokud se totiz omezime na prostor ¢ vSech konvergentnich posloupnosti, ktery,
jak pozdé&ji uvidime, je podprostorem linedrniho prostoru s vsech posloupnosti (pi-
Seme ¢ CC $), je na ném limita linedrnim funkcionalem. Postupné si to dokaZeme.

1) Tento vzorec objevil jiz diive r. 1718 pomoci tzv. vytvorujici funkce (bylo to historicky
prvni uziti této uzite¢né metody) ABRAHAM DE MOIVRE (1667 — 1754).
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Pfipomindme, ze podle Lemmatu 1.6.8 je posloupnost {a,} omezena, pravé
kdyz existuje M € R tak, ze pro vSechna n € N plati

lan| < M.
Lemma 2.1.21. KaZda konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Ozna¢me vySetfovanou posloupnost {a,} a definujme a := lima,. To
znamena, ze pro kazdé € > 0, tedy napf. pro € = 1, existuje takové k € N, ze pro
vSechna n > k plati

a—1<a,<a+1, atedy |ay,| <1+ |al.
Proto plati pro vSechna n € N
lan| <1+ |a| +max{|ax|;k=1,2,...,n =1},
tj. {an} je omezend. To bylo ostatné jiz zfejmé, nebot kazda koneénd mnozina je
omezend a sjednoceni (dvou, resp. kone¢né mnoha) omezenych mnozin je omezend

mnozina (zkuste si to dokézat). O

Véta 2.1.22. Necht {a,},{bn} jsou konvergentni posloupnosti. Potom plati

lim (ap, £b,) = lim a, + lim b,,
lim (apb,) = lim a,- lim b,.

Poznamka 2.1.23. Predesla véta ukazuje, Ze soucet, rozdil i soucin dvou kon-
vergentnich posloupnosti je konvergentni posloupnost; dokonce navic tika, jaka je
souvislost mezi jejich limitami. V§imnéte si, Ze zapisem vztahd automaticky vyja-
dfujeme prvni ¢ast tvrzeni o konvergenci ,souctové” a ,soucinové“ posloupnosti;
tuto konvenci budeme c¢asto uzivat.

Dikaz vety 2.1.22. Velmi zhruba feceno, pro diikaz prvni ¢asti véty musime uké-
zat, ze pro skoro vSechna n € N je vyraz |(a, £ b,) — (@ £ b)| ,libovolné maly*“.
Z trojahelnikové nerovnosti plyne

[(an £by) — (@ £b)| < |an —a| + |bp — Y|, (2.5)

coz ukazuje cestu k ditkazu. Necht ¢ > 0. Zvolime k; € N tak, aby pro vSechna
n > kp platilo |a, —a| < €/2, a ko € N tak, aby pro vSechna n > ks platilo
|bn, — b| < /2. V nerovnosti (2.5) lze vyraz na pravé strané pro k > max{ki, k2}
odhadnout souétem /2 + /2 = ¢, takze plati |(a,, = b,,) — (a £ b)| < €. Dokézali
jsme, Ze

(Ve > 0)(Fk e N)(Vn > k) (Jan, £b,) — (a £ b)| <€),

coz dava prvni ¢ast tvrzeni.
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Vsimnéte si, ze zdkladem ditkazu bylo nalezeni nerovnosti (2.5), zbytek byl jen
technickym manipulovanim se dvéma rtznymi ,skoro vSemi n*.

K dikazu druhé rovnosti uvazime, ze napiiklad {a,} (ale i {b,}) je omezena,
a existuje proto M € R tak, Ze |a,| < M pro vSechna n € N. Déle plati

lanb, — abl = |anb, — anb + anb — abl = (2.6)
= |an(bn, = b) + b(an — a)| < M|b, — b+ |b] - |an, — a . '
Technickou manipulaci zaméfenou na to, ze chceme odhad pravé strany nerovnosti
(2.6) libovoluym ¢ > 0, mtZeme popsat podrobnéji i nasledovné: je-li &/ > 0,
zvolme k € N tak, aby platily soucasné nerovnosti

|bn, — b < &’ a lan, —al < &

pro vSechna n > k. Pak pro skoro vSechna n € N lze odhadnout vySetfovany vyraz
|anby, — ab| &islem (M + |b]) - €', které mize byt libovolné malé, tj. k danému ¢islu
e lze zvolit ' tak, aby platilo (M + [b]) &’ < e. To dokazuje zbytek tvrzeni. O

Poznamka 2.1.24. Obecnéji je tfeba umét vysvétlit, pro¢ stadi odhad typu Ke
s K nezdvislym na e: zvoli se ¢’ = ¢/K a k nému nalezneme piislusné k € N, pro
které plati

(Vn > k)(Janb, —ab| < Ke' = K - (¢/K) =¢).

Tento obrat se dale bézné uziva bez dalsiho komentare.
Dusledek 2.1.25. Je-li c € R, a,, — a € R, pak plati ca,, — ca.

Tvrzeni tohoto typu se zpravidla nedokazuji a je na ctenéfi, aby si je promyslil.
V tomto ptripadé si staci uvédomit, ze v predeslé véteé lze volit b,, := ¢ pro vSechna
n € N a zbytek je jiz zfejmy. VSimnéme si, ze jsme pouzili ,,aspornéjsiho zapisu“
v duchu nasich predchozich timluv. Tim jsme také dokondili slibeny diikaz linearity
funkciondlu f = ,lim“ na prostoru c. Z Véty 2.1.22 a Disledku 2.1.25 vyplyva
nejen

flax + By) = f(ax) + f(By) = af(z) + Bf(y),

ale zaroven i poznatek, ze systém vsech konvergentnich posloupnosti tvori linearni
prostor.

Oznaceni 2.1.26. Nyni, ale také ¢asto pozdéji, se nam bude hodit toto oznaceni:
1, pro x>0,
sgnx = 0, pro zz=0,

-1, pro z<0.

Definujeme tak vlastné na R dalsi funkci, kterou zpravidla nazyvame signum
a znacime sgn.
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Lemma 2.1.27. Necht lima,, = a,a # 0,a € R. Potom pro skoro vsechna n € N
plati sgna,, = sgna # 0; specidlné je a,, # 0 pro skoro vsechna n € N.

Diikaz. V definici limity staci volit nap¥. € = |a|/2. Pak pro skoro véechna n € N
plati a — |a|/2 < a, < a + |a]/2 a tedy pro a > 0 je a, > a/2 > 0 aproa <0 je
an < a/2<0. O

Véta 2.1.28. Je-li a, — a € R, pak |ay| — |a|. Plati an, — 0, prdvé kdyz
lan| — 0.

Diikaz. Je-li a = 0, je ||lan] — [0]| = ||anl|| = |an] = |an — 0|, z ¢ehoZz dostavame
tvrzeni pro tento specidlni pfipad. Pro ostatni piipady si sta¢i uvédomit, ze podle
trojahelnikové nerovnosti je ||a,| — |a|| < |an — al.

Pro a # 0 lze vSak argumentovat i takto: je-li a,, — a, pak plati sgna,, — sgna,
a podle Véty 2.1.22, ¢asti o ndsobeni posloupnosti, dostavame

|an| = ap SgNnan — asgna = |a|7

z ¢ehoz opét plyne zbytek tvrzeni. O

Poznémka 2.1.29. Pozor, ekvivalence plati pouze pro a = 0. Napt. {an} = {(—1)"}
je divergentni posloupnost, avak |an| — 1. Prvni ¢ast Véty 2.1.28 m4 formu implikace,
druhd je ekvivalenci; nékdy to popisujeme slovy: pro a = 0 lze vétu obratit.

Véta 2.1.30. Predpokladejme, Ze plati lima, = a € R, limb, =b € R a b # 0;
potom je

Poznamka 2.1.31. Z b, — b plyne |b,| — |b], a |by| > |b|/2 pro skoro vSechna
n € N. Z toho vyplyvé, Ze podil a, /b, je pro skoro vSechna n € N definovin. Bez
Ujmy obecnosti budeme tedy pfedpokladat, ze je b,, # 0 pro vSechna n € N. Také
si povSimneme toho, Ze by stacilo dokdzat trochu méné: pokud bychom dokazali,
ze

)

S| =

1

— =

bn
potom by z jiz dokdzané Véty 2.1.22 o nasobeni plynul zddany vysledek.

Dikaz véty 2.1.30. Pro skoro vSechna n € N plati (b, = 0 nastat miiZe, ale jen
pro kone¢né mnoho n, naopak pro skoro vSechna n € N plati |b,| > |b|/2)

an g’ _lapb—ab,|  |anb —ab+ ab — ab,|
by b [ - 18] [bn| - 10 B
1ol - Jan — a[ +[a] - bn — b

- [bf? '
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Protoze pro libovolné € > 0 jsou vyrazy |a, — a|, |b, — b| mensi nez toto € pro
skoro vSechna n, odhadneme vyraz vpravo hodnotou 2-(|a| + |b|) - £/|b|?, coz podle
Poznamky 2.1.24 staci k dokonceni diikazu. O

2.2 Modifikace pro R*

Dale si v§imnéme bliZze limit a nerovnosti. Jiz tak jednoduché zobrazeni N na N,
jakym je identita, ur¢uje posloupnost {a,} = {n}, kter4 nem4 limitu v dosud
popsaném smyslu. Nezli to budeme fesit, vratime se pro inspiraci k jedné ukazce
z historie, kterou jsme uvedli v tvodu. Pfipominame, ze jde o navrat do vzdalené
minulosti, do obdobi kolem r. 1350; zakladni myslenka je tedy znacné stara. Har-
monicka fada (z Pozndmky 2.1.15 jiz vime, odkud pochézi jeji oznadeni) > k!
nekonverguje; pfiblizili jsme si to v (5). Zvolime-li a € R libovolng, lze nalézt
Castecny soucet s,, této fady tak, ze bude vétsi nez a. Protoze jsou ¢leny fady
kladné, je posloupnost ¢astecnych soucti rostouci a odhad pomoci a bude platit
pro vSechna n > m, a tedy pro skoro vSechna n. Skutefné, staci uzit odhad (5)
a snadno dostaneme
21 1

k=1

Céstecné soucty tvori rostouci posloupnost, ktera nens shora omezena; supremum
mnoziny ¢lentt posloupnosti édsteénych souét neexistuje (mnozina nemd horni
odhad v R).

Zarover vSak vidime, Ze pro kazdy interval tvaru (a, +00) lezi skoro vSechny
CasteCné soucty vySetfované fady v tomto intervalu. Intuitivné citime, ze mohou
byt ,libovolné veliké“, a ze plati cosi jako Y 7o | 1/k = +00. Jak se od tohoto in-
tuitivniho chapani dostat k presnému matematickému vyjadieni? Pfedné je tieba
védeét, co znamena a,, — +00. Symboly 400 a —oo oznacovaly dosud pouze ,,chy-
béjici konecné meze“ v neomezenych intervalech. Nyni s nimi budeme pracovat
Castéji a jejich pojeti vice pfiblizime redlnym ¢islim (proto se jim nékdy téz iika
nevlastni ¢isla).

Zacnéme se samostatnou definici nevlastnich limit, kterd je prakticky totozné
s pravé vytvorenou predstavou.

Definice 2.2.1. Rikdme, Ze pro posloupnost {a,} plati

lim a, =400, resp. an — +00,
n—-+o0o

jestlize pro kazdé a € R existuje k € N tak, ze pro vSechna n > k plati a,, > a, ne-
boli jestlize tato nerovnost plati pro skoro vsechna n € N. Analogicky definujeme
ia, — —00.
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Nyni symboly +o0c (znaménko Gasto vynechdvame a piSeme jen oo) a —oo
obdaiime nékterymi dalsimi vlastnostmi ¢isel. Nejprve si vSimneme jejich uspo-
Fadani.

Definice 2.2.2. K prvkiim R (redlnym ¢éislim) pfidame dal$i dva rtzné prvky
s oznacenim 400 a —oo a polozime

R* :=RU{—o00,00}.

Nyni pro kazdé z € R definujeme —oco < x < +00; analogicky rozsifime definice
relaci >, >, < na R*.

Definice 2.2.3. Je-li A C R*, pak kazdé M € R*, pro které plati + < M pro
vSechna = € A je hornim odhadem A v R*. Obdobné definujeme dolni odhad
ACR*v R

Dusledek 2.2.4. Je-li M C R*, M # 0, pak md M v R* vizdy horni i dolni
odhad, nebot pro viechna x € M plati —oo < x < +o0.

Umluva 2.2.5. V Definici 1.3.8 jsme definovali supremum (nejmensi horni od-
had) a infimum (nejvétsi dolni odhad) v R tak, abychom tuto ,starou“ definici
snadno rozsifili na pfipad R*, eventudlné libovolné (linedrné) uspofddané mno-
Ziny. Po rozsifeni R na R* se situace zjednodusi, nebot v R* existuji horni i dolni
odhady ke vsem podmnozinam R*, tedy i k tém, které podle definice nejsou ome-
zené. Jediné, co se v definici suprema a infima zméni, jsou vztahy S C Ra A C R,
které zaménime vztahy S C R* a A C R* (obdobné pro infimum s).

Poznamky 2.2.6. Vsimnéme si podrobnéji zmén, které modifikace definice sup-
rema a infima v R* pfinasi.

1. Je-li M C R*, pak pro M # () plati inf M < sup M a inf M i sup M v R* vidy
ezistugi.

2. I pro préazdnou mnozinu existuji sup a inf, avSak plati sup() < inf (). Jakékoli
&islo z R* je totiz hornim odhadem pro §) a infimum této mnoZiny vSech hornich

odhadt je —oo; podobné pro vsechny dolni odhady a jejich supremum. Je tedy
sup) = —oo a inf ) = +oo.

3. Umluva 2.2.5 rozsiruje definici suprema (resp. infima), jak ve véci jeho existence,
tak i hodnoty: zvazte, ze je-li S supremum mnoziny M v R, je S i supremem
mnoziny M v R*.

Tvrzeni 2.2.7. KaZdd M C R* ma v R* supremum.

Dikaz. Pro 0 je sup() = —oo. Obsahuje-li M prvek +oo, je sup M = +oo. Pro
M = {—oo} plati supM = —o0. Je-li M C R neprazdnd, kterd neni shora
omezena, je opét sup M = +oo. Jestlize je M C R neprazdné a shora omezena
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je sup M € R; totéZ supremum mé i mnozina M U {—oo}. Tim jsme vyderpali
vSechny mozné piipady a véta je tak dokadzana. O

Poznamka 2.2.8. Dale rozsifime definici limity posloupnosti tak, aby zahrno-
vala i pfipady nevlastnich limit. To vSak neznamena jen definovat limitu posloup-
nosti tak, aby mohla byt rovna oo, ale dokézat pro ni i analogie vSech tvrzeni
o (kone¢nych) limitéch, které jsme jiz dokézali.

V této souvislosti upozornujeme, ze pod posloupnosti i naddle rozumime po-
sloupnost cisel z R, nikoli prvki z R*.

Lemma 2.2.9. Necht jsou pro posloupnost {a,} a ¢&islo a € R*, splnény pod-
minky

(1) pro kazdé ' € R, d’ < a, je a,, > a’ pro skoro viechna n,

(2) pro kazdé a”’ € R, a" > a, je a, < a’ pro skoro viechna n.
Potom pro pripad a € R plati lim a,, = a.

Dikaz. Necht je a € R a necht jsou splnény obé podminky z Lemmatu 2.2.9. K
€ > 0 volme specidlné o’ =a —¢, "’ =a +e¢.
Potom pro skoro vSechna n € N plati

a—c=d <a,<d =a+e

a tedy lim a,, = a podle Definice 2.1.6 a Poznamek 2.1.8. V pfipadé¢, ze lima,, = a
podle Definice 2.1.6 a @’ < a < a” jsou déna, lze volit v Definici 2.1.6 ¢islo
e < min{a — a/,a” — a} a z nerovnosti v Definici 2.1.6 dostaneme splnéni obou
podminek Lemmatu 2.2.9. o

Definice 2.2.10. Necht jsou pro posloupnost {a,} a ¢islo a € R*, splnény pod-
minky

(1) pro kazdé a’ € R, @’ < a, je a,, > a' pro skoro vSechna n,
(2) pro kazdé a” € R, @’ > a, je a, < @’ pro skoro vSechna n.
Potom fikame, ze a je limitou a, a piSeme podobné jako dfive lima, = a.

Poznamky 2.2.11. 1. Tato definice zahrnuje obé& predchdzejici definice, tj. Defi-
nici 2.1.6 a Definici 2.2.1; je blizsi ptivodni ,naivni pfedstavé® o limité s intervalem

(a, 3).

2. Jestlize je a = +00 nebo a = —o0, je vzdy jedna z podminek (1) a (2) v Definici
2.2.10 prazdna. Snadno nahlédnete, ze definice ,pokryva“ i pfipady nevlastnich
limit z Definice 2.2.1.
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3. Nyni vidime, Ze bychom mohli uvést rovnou Definici 2.2.10 a vyfeSit najednou
pfipady z dfive uvedenych Definic 2.1.6 a 2.2.1, takto vSak mél ¢tenai moznost si
vSe promyslit a ,ohmatat® pro oba pripady zvlast.

4. Znovu na tomto misté pfipominadme, Ze pouze v piipad€ lima, = aaa € R
fikdme, ze {a,} konverguje k a a {a,} je konvergenini. Pokud vime pouze to, Ze
limita existuje v R*, pak fikdme, ze {a,} md limitu ?).

Véta 2.2.12. KaZdd monotonni posloupnost md limitu v R*.

Diikaz. Je-li posloupnost {a,} monoténni, je nerostouci, nebo neklesajici. Je-li
napt. {a,} neklesajici, je zfejmé a,, > a1 a {a,} je zdola omezend. Je-li navic
omezend (tj. omezend i shora), existuje sup{a,;n € N} € R podle posledniho
axiému (13) pro R. Podle Véty 2.1.19 plati

lima,, = sup{an;n € N} € R.

Neni-li {a,} shora omezend, pak zfejmé pro libovolné zvolené o’ < 400 je pro
jisté k € N splnéna nerovnost ax > a’ a tedy a,, > a’ pro vSechnan € N,n > k.
To znamené, ze lima, = 4o00. Podobné lze postup zopakovat pro nerostouci
posloupnost; lze si véak také uvédomit, Ze p¥i {a, } neklesajici je {—a, } nerostouci
a prevést tento pfipad na pripad predchazejici. O

Priklad 2.2.13. Necht a, — a € R*, a # 0. Potom pro skoro vSechna n € N
plati sgna, =1 proa >0 asgna, = —1 proa < 0.

Jde vlastné o velmi jednoduchou modifikaci Lemmatu 2.1.27, nebot nap¥. v p¥i-
pad€ a,, — +o0 je sgna, = 1 pro skoro vSechna n € N.

Priklad 2.2.14. V Pfikladu 2.1.16 jsme odvodili vzorce pro n-ty ¢len aritmetické
a geometrické posloupnosti. Pomoci nich snadno nahlédneme, Ze aritmeticka po-
sloupnost konverguje, pravé kdyz pro jeji diferenci plati d = 0, tj. posloupnost je
konstantni.

Vysetfeme jesté jednoduchou geometrickou posloupnost {¢"}. Dokazeme, ze
pro |g| < 1 tato posloupnost konverguje k 0. To je zfejmé pro ¢ = 0. S ohledem
na Vétu 2.1.28 to staci dokazat pro 0 < ¢ < 1. Pak ale plati ¢! > 1, a tedy
g ' = 14 h pro né&jaké h > 0. Zvolime-li € > 0, pak plati podle Bernoulliho
nerovnosti (viz Piiklad 1.3.24)

¢ "=0+h)">1+nh>nh>e"

pro viechna n € N, n > (¢h)~!. Pro v8echna tato n plati ¢" < e. Tim je tvrzeni
dokézéano. Pro ¢ = 1 posloupnost konverguje, nebot je konstantni.

2) Casto se uziva i obratu ,posloupnost diverguje k +oco nebo —oo.
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2.3 Pripad nevlastnich limit

Mame-li k dispozici pojem nevlastnich limit, je pfirozené pokusit se rozsitit jiz
dokazana tvrzeni i na nevlastni limity. P¥ipomenme, zZe jestlize a,, — +o00, pak
fikdme, Ze posloupnost {a,} ma nevlastni limitu, nebo ze {ay,} diverguje (k +00);
jakkoli je toto slovni vyjaddfeni nepfili§ stastné, budeme ho uzivat. Analogicky

v

fesime situaci pro —oo. Nékteré véty o konvergentnich posloupnostech rozsifime na
ptipad nevlastnich limit, jiné dokazeme primo jiz v této obecnosti. Zatim mame na
R* zavedeno pouze usporadani, za¢neme proto s vétou o limitach a nerovnostech.

Véta 2.3.1. Predpokladejme, Ze plati a,, — a a b, — b, a < b. Potom pro skoro
vsSechna n € N plati a,, < by,.

Diikaz. Zvolme ¢ € (a,b). Potom podle definice limity v R*, tj. Definice 2.2.10, je

an < c¢ pro skoro véechna n e N,

b, > c pro skoro vSechna n &N,

a je proto a, < b, pro skoro vSechna n € N. O

Véta 2.3.2 (o limit& a nerovnostech). Necht pro posloupnosti redingch cisel
{an}, {bn}, {cn} plati pro (skoro) viechna n € N

an <cp < by
Potom:

(1) Je-li ap, — a, ¢, — ¢, pak plati a < ¢; mezi limitami plati ,souhlasnd, ale
neostra“ nerovnost jako mezi cleny.

(2) Necht a,, — a a b, — a. Pak plati ¢,, — a.
(3) Necht plati ¢, — +o00. Potom i b, — +0o0.
(4) Necht plati ¢,, — —o0. Potom i a,, — —00.

Poznamka 2.3.3. Cést (2) tohoto tvrzeni ma fadu zajimavych jmen, pohybujicich se
na okraji matematického slangu, napt. lemma ,,0 dvou policajtech, ,sendvic-lemma“
apod. Dalsi ¢asti tvrzeni jsou modifikaci sendvi¢-lemmatu pro pfipad nevlastnich limit.
Poznamenejme jiz zde, Ze ani z nerovnosti a, < ¢, pro vSechna n € N nedostaneme
v &asti (1) a < e

Dikaz Vety 2.3.2. 1. Prvni ¢ast tvrzeni dokdZzeme sporem: pii a > ¢ by podle
predeslé véty platila pro skoro vSechna n € N nerovnost a,, > ¢, coz je ve sporu
s predpoklady.

2. Pro a € R volme libovolné a’ < a < a”. Pak pro skoro vSechna n € N je a,, > o
a také pro skoro vSechna n € N je b, < a”. Proto téz pro skoro vSechna n € N je

a <an,<c, <b, <da’
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a tedy ¢, — a. P¥i a = d-oo stadl jen ,pilka“ piedeslé tvahy: s a’ pro a = +oo
a s a”’ pro a = —oo. To vyjadiuji dalsi dvé ¢asti véty. O

Pro formulaci i pro dikaz véty o aritmetickjch operacich a limitach potfe-
bujeme zavést v R* aritmetické operace, které by rozsirovaly pfirozenym zpiso-
bem operace na R. To vsak jiz neni zcela mozné, nékterym konkrétnim souctiim
(napf. +00 + (—00)) nelze ddt rozumny smysl: pro a > 0 je (n +a) + (—n) — a.

Definice 2.3.4. Abychom postupovali rychleji, dohodneme se, Ze ve vyrazech se
znamenimi + a F ¢teme vzdy bud horni a nebo dolni znaménka. Této konvence
jsme jiz uzivali. Pro kazdé x € R definujeme

x4+ (+00) =z — (—00) = (+00) £ & = 400,
x— (+0) =2+ (—00) = (—00) £z = —00;

déle definujeme

(+00) + (+00) = (+0) — (~00) = +00,
(~00) = (+50) = (=0) + (~00) = —00.

Podobné, avsak s trochou opatrnosti, definujeme nasobeni: klademe

1 (£o0) =x00, (-1):(Foo) = Foo,
x - (£o0) = (sgnz) - (£oo), pokud z # 0, z € R*.

Dale postulujeme, Ze ve vSech uvedenych pripadech pro séitani a nasobeni za-
ména operandii neméni vysledek (jakasi ,komutativita®). Koneéné definujeme pro
vSechna z, z # 0, x # +oo

+o00

—— = (sgnw) - (+00),

x
a pro x # £oo definujeme z/(+o00) = 0; klademe téz | + co| = +o0.
Jak jsme si jiz Tekli, je zvykem psat +oo = oo a vynechavat nadbytecné

zévorky. PiSeme proto napi. misto (+00) + (4+00) pouze oo + oo, atp. Radu
vyrazu jsme nedefinovali. Definovany nejsou vyrazy

+o00 +o00
+oo’  Foo
0-(+o0), (£00):0, (Foo)+ (Foo), (Foo)— (£o0).

A7 se budeme zabyvat bliZe mocninami, pfiddme do tohoto seznamu nékteré dalsi
vyrazy. Nékdy, zejména ve starsi literatufe, se tyto vyrazy nazyvaly neurcité vy-
razy. Pro strucnost vyjadfovani se domluvime, zZe budeme nékdy fikat, ze vyraz
(soucet, rozdil, soucin a podil) mé smysl, pokud je vysledek podle pfedchazejicich
amluv definovan.
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Véta 2.3.5. Necht lim, .o a, = a, lim, o b, = b. Potom plat{

lim (a, £b,) =a=+b, (2.8)
lim (apb,) =a-b, (2.9)
lim (ay/bn) = a/b, (2.10)

jakmile maji jednotlivé vjrazy na pravé strané rovnosti smysl (pro platnost prond
rovnosti musi mit smysl vijraz a = b, apod.).

Diikaz. Predné je tfeba si uvédomit, ze tato véta v sobé zahrnuje jiz diive doka-
zanou Vétu 2.1.22 a také Vétu 2.1.30 (v ni vylouceny p¥ipad b = 0 ovSem nefesi,
nebot potom vyraz a/b na pravé strané rovnosti nema smysl). Mame proto vétu
pro mnoho ptipadi, na které se ditkaz tvrzeni rozpadne, jiz dokdzanu.

1. Protoze pro piipad a = 400, b > —oo mé soudet v rovnosti (2.8) na pravé strané
smysl, dokaZzme rovnost (2.8). Z pfedpoklad plyne postupné pro ', —oco < b’ < b,
platnost nerovnosti b, > b’ pro skoro vSechna n € N a pro libovolné o’ € R
platnost nerovnosti a,, > a’ — b’ pro skoro vSechna n € N. Proto plati i

ap + by, > (' = ')+ = d’ pro skoro véechna n € N.

Odtud jiz plyne (2.8) pro vySetfovany piipad. Ze symetrie plyne zarovei i ptipad
a > —00, b = +00. Tim je dokdzéna rovnost (2.8) pro piipad souctu, je-li jedna
z limit rovna +oo.

Pripad, kdy soucet limit mé smysl a jedna z limit je rovna —oo, se dokaze
analogicky; shrnutim je pfipad rovnosti (2.8) pro soudet vyfeSen.

Také ptipad rozdilu v (2.8) vyfesime podobné postupnym vyéerpanim jednotli-
vych moznosti. Podstatné je zde pochopit princip, ostatni je jednoduché technicka
zélezitost.

2. Rovnost (2.9) dokdZzeme nejprve pro piipad a # 0 a b = +oo. Pak na pravé
strané (2.9) dostdvame (sgna)-(+00). Pro skoro vechna n € N je |a,| > |a|/2 > 0
a sgn(a,) = sgna. Zvolme bez Gjmy na obecnosti 0 < b’ < oo. Potom pro skoro
v8echna n € N je b, > (2b)/]a| a pro skoro vSechna n € N je tedy

al 2’

sgn(anby) = sgna, |anby| > |—2|m =V,

z ¢ehoz pro vySetfovany pripad plyne opét zadané. Pak uvazime disledky symetrie
v a a b a to, jak se modifikuje vySetfeni v pfipadé b = —oo, z cehoz vyplyne
platnost (2.9) pro vSechny uvazované piipady.

3. V poslednim pfipadé zvolime k diikazu pfechod pfes vySetfeni posloupnosti 1/b,,
a rovnost (2.9). Ptipad se prakticky redukuje na vySetfeni pro a € R, b = +oo.
Pak ale je b, = sgn(b) - |b,| pro skoro viechna n € N a posloupnost |1/b,,| stejné
jako 1/b,, konverguje k 0. Zbytek plyne z Véty 2.1.22 s pfihlédnutim k symetrii
v a a b. Cely diikaz si podrobné promyslete. O
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Poznamky 2.3.6. Dokézand kolekce tvrzeni by méla indukovat celou fadu otézek. Na
nékteré poskytneme ihned odpovéd, jiné si ¢tenar musi rozmyslet sam.

1. Ctenéf by se mohl domnivat, Ze plati vice. AvSak z a, — a a b, — b, a < b neplyne
an < b, pro skoro vSsechna n € N. To ukazuje tento protiptiklad: Polozme a, := 0
aby, :=(-1)"/n,neN, jean, —a=0ab, — b=0, to znamend a < b, ale neplati pro
skoro vSechna n € N

by —an = (=1)"n"">0.
2. Podobné plati-li a, < b, pro vSechnan € N, a, — a a b, — b, pak podle véty plati
a <b. Ale i kdyz pro b, :=1/n > 0 je bp, — b =0 a an := 0, takze a, — 0 = a a plati
an < by pro vSechna n € N, pfesto vsak neplati ostra nerovnost a < b.
3. Nékdy se hodi nésledujici vztahy: Z a, — oo plyne (a,)~' — 0. Obracené lze tvrdit
o trochu méné: Z a, — 0, an, > 0, plyne (an)f1 — 00; vynechanim pfedpokladu a, > 0
dostaneme ale neplatné tvrzeni.

2.4 Neékteré hlubsi véty

Vsechna tvrzeni, ktera pro dikaz potiebuji axiém (13), uzity pii zavedeni R 3),
jsou povazovana za hluboka; tim se rozumi zpravidla jistd myslenkova narocnost
dtikazu, ne nutné vsak naroc¢nost technicka. Po pochopeni zdkladni myslenky je
napf. véta o limité monoténni posloupnosti vcelku jednoduché. Nyni ji vyuzijeme

vvvvv

Véta 2.4.1 (Bolzano 1817, Weierstrass 1874*). Necht jsou intervaly [, Br]
do sebe zartazené, tj. necht pro —oo < ay, < B, < 0o plati

[Oén-i-laﬁn-i-l] C [anaﬁn]

pro vSechna n € N. Potom (\,_; [an, Bn] # 0. Je-li navic 8, — a,, — 0, pak je
tento prunik jednobodovy.

Historicka poznamka 2.4.2. Tomuto tvrzeni se ¢asto téz ¥ika Cantoruv princip vloZe-
ngch intervali. Byvé spojovdno s GEORGEM CANTOREM (1845 — 1918) v souvislosti s jeho
piistupem k zavedeni redlnych ¢isel (1872). Bolzano a Weierstrass uzivali jeho specidlni
tvar, tzv. ,princip pileni intervali“. Prifazeni jména Bolzanova u Véty 2.4.1 referuje
k uziti specidlni varianty, nikoliv k tomu, ze by Bolzano tuto vétu dokazal. Bolzano
uzil princip k dikazu Véty 4.3.32, viz dale. Korektni dikaz tvrzeni podal Weierstrass.
Poznamenejme, ze pokud bychom pracovali pouze v QQ, analogické tvrzeni by neplatilo.

Diikaz. 7 inkluzi plyne, Ze posloupnost {«, } je neklesajici a posloupnost {3,} je
nerostouci. Protoze jsou obé posloupnosti omezené zdola ¢islem «; a shora ¢islem
01, konverguji dle Véty 2.1.19 v R. Plati

om— o, fh—f, a<p.

3) Nékdy se mu ¥ika azidm 4plnosti, avak diivod tohoto oznaceni bude jasny az pozdéji.
Z tohoto axiému vyplyva, ze R je iplny metricky prostor.
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Pro a < fje[a,B] C[an,Br] pro viechna n € N; pro o = (3, plati a € [ap, 8]
(jedind odlisnost je technicka, nezavedli jsme ,, jednobodové intervaly*). Z posledni
podminky 8, —an, > 8 — «a, B — a, — 0, dostdavdme a = (3 a posléze téz

Mulan, Bn] =A{a}. O

Definice 2.4.3. Necht je ddna posloupnost {a, } a dale rostouci posloupnost pti-
rozenych ¢isel {n;}32 ;. Potom {an, }3°, je tzv. vybrand posloupnost z posloup-
nosti {a,} (nékdy se uziva i termin podposloupnost).

Véta 2.4.4 (Weierstrass 1874). Necht {a,} je omezend posloupnost. Potom
existuje vybrand posloupnost z posloupnosti {a,}, kterd je konvergenind.

Dikaz. Zvolme m,M € R tak, ze m < a, < M pro vSechnan € N, m < M.
Déle ozna¢me oy := m, (1 := M a zvolme n; = 1. Je a,, € [a1,51]. Uvazujme
intervaly
I - [al,a1+6l} 12:[a1+61,61}'
2 2

Pro alespon jedno r € {1,2} je {n; a,, € I} nekoneén; necht je to naptiklad r = 1;
interval I; oznadime Jy = [ag, 32] a zvolime ns > n; tak, Ze a,, lezi v tomto
intervalu; zfejmé plati B2 — aga = (M — m)/2. Jde opét o induktivni definici.
Popisme jesté pfechod od intervalu [as, 3s] o délece Bs — as = (M — m)/2571
k intervalu [as41, Bs+1]: uvazujeme intervaly

as + Bs
2 b

aﬂrﬁﬂ

11: |:a55 )

a Iy = [ 65} .

Pro alespoii jedno r € {1,2} je opét {n;a, € I} nekoneénd; necht je to tentokrat
napiiklad r = 2; interval I zvolime za Jo11 = [as41, Bs+1] a zvolime ngiq > ng
tak, aby an,,, € [st1,Bsp1]; je samoziejmé Boi1 — asy1 = (M — m)/2°. Pro-

ces opakujeme pro vSechna n € N. Ziskdme tak posloupnost do sebe zafazenych

intervald J; = [as, Bs], pro kterou (85 — as) — 0 pro s — oo. Oznacéime-li je-
jich jednobodovy prunik «, plati podle Véty 2.3.2 také lim av,, = . Posloupnost
{an,}22; je hledand konvergentni vybrana posloupnost. O

Poznamka 2.4.5. Pravé dokdzand Véta 2.4.4 byva velmi ¢asto oznacovéana jako
véta Bolzano - Weierstrassova. Je n&jak mozné pro danou posloupnost {a,} po-
znat, zda v R konverguje? Jeji omezenost k tomu nestaci, coz ukazuje priklad
posloupnosti {a,} = {(—1)"}. Pro ¢ < 1 nemiZe totiz okoli zddného a € R
obsahovat oba body —1 a 1 a tedy ani ¢leny a,, pro skoro vSechna n € N.

Definice 2.4.6 (Bolzano, Cauchy 1821). Necht {a,} je posloupnost a necht
pro kazdé e > 0 existuje takové k € N, Ze plati |a,, —a,| < € pro véechna m,n > k.
Potom fikdme, ze {a,} spliiuje Bolzano-Cauchyho podminku, nebo kratéeji, ze je
cauchyovskd. Podminka mé tento tvar

(Ve > 0)(Fk e N)(Vm,n > E)(|am —an | <€) .
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Lemma 2.4.7. KaZdd konvergentni posloupnost je cauchyouvskd.
Dikaz. Zvolme ¢ > 0. Ziejmé plati
lam —an| < |am —al+|an, —a

a lze volit k € N tak, ze oba ¢leny vpravo jsou pro vSechna m,n > k odhadnuty
pomoci /2, z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Véta 2.4.8 (Cauchy 1821*). Posloupnost {a,} konverguje, pravé kdyz je cau-
chyovskd; Bolzano-Cauchyho podminka je tedy nutnou a postacujici podminkou
pro konvergenci posloupnosti v R.

Diikaz. Poznamenejme, ze trividlni z obou implikaci dokazované ekvivalence jsme
jiz dokazali v Lemmatu 2.4.7.

Ziejmé je kazdé cauchyovska posloupnost omezena; zvolme € = 1 a k € N tak,
7e pro vSechna m,n > k je

am —1<a, <a,+1.

Necht napf. m = k. Pak plati |a,,| < |ag| + 1 pro vSechna n > k, pfi¢emz zbyva
jesté k odhadnuti pouze koneéné mnoho |a,|, n = 1,2,...,k — 1. Odtud plyne
omezenost posloupnosti. Nyni podle Véty 2.4.4 existuje {an,} vybrana z {a,},
an, — a € R. Toto a je ,kandiddtem“ na lim a,. Zvolme ¢ > 0. Existuje ¥’ € N
tak, Ze je

5
|am—an|<§ pro m,n > k’.
Nyni zvolme n; > k' tak, aby platilo
€
lan, —al < 7

Nyni pro vSechna n > k' plati
la —an| <la—ap|+]an —an| <e.
Odtud a z pfedchoziho lemmatu vyplyva jiz dokazované tvrzeni. O

Poznamka 2.4.9. Cauchy zvladl velkou ¢ast tvah potfebnych k dikazu Véty 2.4.8,
nemohl vétu exaktné dokazat, nebot jesté nebyla zndma teorie zavedeni redlnych &isel.
Jak poznamenal r. 1869 CHARLES ROBERT MERAY (1835 — 1911), jeden z tvircu teorie
redlnych ¢isel, ,princip puleni intervald“ byl spiSe chapéan jako axiém (viz [5]).

Néktera tvrzeni jsou velmi uzitecnd k vypoctim, i kdyz se zdaji velmi spe-
cidlni. Druhé v poradi ndm pomitize Casto pfi rozhodovani o konvergenci fad.
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Lemma 2.4.10. Necht {a,} je omezend posloupnost, a necht b, — 0. Potom
plat? anb, — 0.

Diikaz. Ziejmé existuje M € R tak, ze |a,| < M pro vSechna n € N. Potom vSak
plati

lanbn — 0] = |anbn| < M|by) .

Z predpokladu b,, — 0 plyne, Ze pro libovolné zvolené ¢ > 0 plati tedy M|b,| < e
pro skoro vSechna n € N a je tedy a,b, — 0. O

Prfiklad 2.4.11. Protoze je |sgnz| <1, je podle pfedchoziho tvrzeni

sgn(b3 — 10062 + 1)
-
n

0

pro jakoukoli posloupnost {b,}. Napf. pro b, = n, n € N, je posloupnost {a}
Gitatel zlomku skoro konstantni, nebot pro vSechna dostatecné velkd n € N plati
an, = 1, a tedy pro vSechny ¢leny této posloupnosti az na kone¢ny pocet je a,, = 1.

Lemma 2.4.12. Jsou-li {a,}, {b,} posloupnosti kladnych cisel, pro néZ plati
an /by, — A € (0,00), existuji K, L > 0 tak, Ze pro skoro vsechna n € N plati

Lb, < a, < Kb,.
Dikaz. Volme 0 < € < A: z definice limity dostavame

0<A—5§Z—n§A+5

n
pro skoro vSechna n € N. Nyni sta¢i polozit A —e =L, A+¢ =K. O

Tvrzeni 2.4.13. Necht a,, — a. Potom pro kaZdou posloupnost {an,} vybranou
z posloupnosti {a,} plati an, — a.

Diikaz. Protoze je vzdy ny > k, je napi. piia € R

(la—ax| <eprosv.keN)= (la—an, | <e prosv.keN);
podobné postupujeme pii a = +o0. O
Dusledek 2.4.14. Lze-li z posloupnosti {a,} vybrat dvé posloupnosti s riznymi
limitami, pak lim,,_ - a, neexistuje.

Nasledujici priklad je velmi dilezity, budeme se na néj ne€kolikrat odvolavat.
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Piiklad 2.4.15 (duleZity). Necht p € N, p > 2, a necht a > 0, ¢ > 0. Definu-
jeme rekurentné

1 a

p Tn
Potom je posloupnost {z,} konvergentni. Ozna¢ime-li limz, = w, pak w > 0 a
wP = a (tzv. tvrzeni o p-té odmocning).

Dikaz. Predpoklddejme, Ze jiz vime, Ze {x,} konverguje a Ze plati x,, — w > 0.
Potom z defini¢éni rovnosti (2.11) dostaneme nésledujici rovnici pro w

1 a
o= (0-ner )

nasobenim této rovnice &islem wP~! obdrzime

wP = p=- !

wp—l—g, resp. g:(.up(l——):—,
p p p

neboli w? = a.

Nyni se budeme zabyvat otdzkou konvergence; z AG-nerovnosti (1.9) z Kapi-
toly 1 aplikované na soucin p cCiniteld plyne pro vsechna n € N odhad 22 > a.
Ziejmé plati z,, > 0 pro vSechna n € Ny, proto lze AG-nerovnost aplikovat; je

_op-1 @ p—1 a \*
a=2xP"". <( Ty + )—:zrn_H.

xh D ph

S vyuzitim pravé odvozené nerovnosti dostaneme pro vSechna n € N

p—1 a T a 1 /2P —a
wn—$n+1=$n—( Tp + p_l)z—n—?z—(np_l >0,
p PIy p pPITy p Tn

a tedy {x,}22, je nerostouci zdola omezena posloupnost; proto je s ohledem na
Tvrzeni 2.1.19 konvergentni. Kdyby platilo z,, — 0, pak by platilo téz i 22 — 0,
coz je spor s 22 > a > 0; je tedy w > 0. Tim je tvrzeni plné dokazano. O

Toto tvrzeni ndm umoziuje zavést dostateéné brzo a relativné jednoduse p-tou
odmocninu z a > 0 pro kazdé n € N:

Definice 2.4.16. Pro kazdé a > 0 a p € N definujeme \P/E (éteme: ,p-t4 odmoc-
nina z a*) jako to kladné ¢islo w, pro které plati w? = a.

Poznamka 2.4.17. Predchéazejici piiklad nam zarucuje, Ze takové w skuteéné
existuje; leh¢i jiz je ukazat, ze nemulze existovat vice ¢isel s touto vlastnosti.
V tom pripadé by existovala ¢isla wi, wy tak, ze 0 < w; < ws, avSak pak by téz



2.4. NEKTERE HLUBSI VETY 71

platilo w! < wl, coz vede ke sporu. Nage definice je v tomto sméru korektni.
Jestlize nyni polozime

z— \r, xel0,400),
je tato funkce inverzni funkci k mocniné x". Poznamenejme, ze pfi definovani
nového pojmu bychom si méli vzdy otazky existence a jednoznacnosti peclivé
promyslit.

Piiklad 2.4.18. Pro p > 1 plati \/nP — 1. K diikazu pouzijeme AG-nerovnost
(Lemma 1.3.28) pro 2p éiniteltt y/n a dalgich (n — 2p) jednicek; plati

n 2 -2 2
1< np:((\/ﬁ)%.l.l__.l)l/n<m<1+_p

n \/ﬁ ’
a tedy podle sendvi¢-lemmatu plati i dokazované tvrzeni. Specialné plati {L/ﬁ — 1.

Poznamka 2.4.19. V zivérecnych Historickych poznamkéch k této kapitole je zminéna
udivujici pfesnost vypoctu druhé odmocniny jiz ddvno pred zacatkem naseho letopoctu.
Snadno lze pro posloupnost z Prikladu 2.4.15 odvodit vzorce

2
Tnt1 +Va = 7(2% +v/a) ,

2%n

it — Ja— En = VO

2L ’

ze kterych obdrzime

RV CIRVL) S G VL)
Tt Ve (b Vo) (et Va)?

a z ni posléze odhad
xTo — \/E

0<xn—ﬁ§2xl<m>2n. (2.12)

Priklad 2.4.20. Necht p € N a necht plati |ai| — 0. Potom téz je +/|an| — 0.
Skutecéné, je-li dano € > 0, pak k €P nalezneme podle definice to k € N, pro néz
lan| < P pro vSechna n > k. Pak téz plati

n>k = V/|a,| <e

a tvrzeni je dokdzano. Plyne z né€j mimo jiné téz

(V)™ =0 a {n-—oco.

Poznamka 2.4.21. Vysledek z Piikladu 2.4.18 lze ziskat alternativné napf. po-
moci binomické véty (bez uziti AG-nerovnosti). Ozna¢me z, = y/n—1. Jez,, > 0
pron =2,3,... a plati

s (s () (> ()2

Z nerovnosti 22 < 2/(n — 1) < 4/n dostaneme 0 < z, < 2/+/n, a proto je

V/n—1-0.
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Nasledujici vysledek se ukéaze jako dilezity az pozdéji. Jeho patrné nejpod-
statnéjsi aplikace lezi v teorii tzv. trigonometrickych fad a tak pfesahuje ramec
tohoto textu.

Lemma 2.4.22 (Cauchy 1821). Necht posloupnost {x,} konverguje k x. Po-
tom plati yp := (x1 + x2 + -+ x,)/n— x pron — 0.

Dikaz. Ziejmé staci ukazat, ze

yn_I:(:E1—x)+(:v2—:v)+---+(:vn—:v)_}0 pron — oo,
n

tedy analogické tvrzeni pro posloupnosti konvergentni k 0: je-li z, = z, — z,
zn — 0, pak ((21 + 22 + -+ + 2,)/n) — 0 pro n — co. Pro n > k odhadneme

Zl+22+"'+zn <|Zl+...+zk|+|Zk+1|+...+|zn|
n - n n '

(2.13)

K danému € > 0 lze zfejmé nalézt k € N tak, Ze |z,| < /2 pro n > k. Nyni volme
[ tak, aby platilo [ > k a pro n > I byl prvni ¢len na pravé strané (2.13) odhadnut
€/2. To je mozné s ohledem na 1/n — 0. Pak plati pro n > 1

n—k

Z21t+2za+ 42, €
2 n

€
n 2

+ <e

a tvrzeni je dokézano. O

Cviceni 2.4.23. PovSimneme si jedné zajimavé véci. Jestlize je x,, = (—1)", pak
posloupnost {z,} diverguje. Definujeme-li posloupnost {y,} pomoci {z,} stejné
jako v Lemmatu 2.4.22, lze snadno dokézat, ze pro {y,} plati

1+ (-1
gy = LH D"
n
takze {yn} je konvergentni posloupnost. Pokud bychom tedy napf. definovali
Lim,, oo xp, = lim, 00 Yn, dostali bychom ,novou limitu“, kterd by byla roz-
§ifenim ,normalni limity“. Srovnejte s Poznamkou 3.1.3.

Historické poznamky 2.4.24. Nyni uzivanou definici konvergence posloupnosti lze
stopovat az k JEAN LE ROND D’ALEMBERTOVI (1717 — 1783) (1765) a Cauchymu (1821).
Bylo by vSak hrubym zkreslenim skutecnosti si predstavovat, ze definice méla jiz tuto
formu. Stafi Rekové zvladali Gvahy o limitnim piechodu metodou reductio ad absur-
dum, i kdyz se tvahdm o nekonecnu snazili vyhybat (nékdy se v této souvislosti mluvi
o jejich strachu z nekonecéna). Také tvahy, které provadél d’Alembert, mély k definici
limity jesté dost daleko, presto vsak provedl rozhodujici krok objasnéni pojmu deri-
vace jako limity pomeéru pfiristki a tak kvalitativné zménil ivahy newtonovského typu.
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V r. 1784 vypsala berlinska akademie cenu na , jasnou a piesnou teorii nekone¢na v ma-
tematice.“ Vysledek nebyl zcela uspokojivy, cenu ziskal dnes méné zndmy matematik
SIMON ANTOINE JEAN L’HUILLIER (1750 — 1840), ktery predlozil teorii zaloZenou na
d’Alembertové definici limity. U Cauchyho se objevuje slovni formulace typu: KdyZ se
hodnoty prirazené proménné blizi neomezené k jisté hodnoté tak, Ze se od ni lisi tak malo
jak chceme, nazyvd se tato hodnota limitou ostatnich hodnot. Teprve CARL THEODOR
WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897) podal r. 1861 ¢isté aritmetickou definici limity
funkce zbavenou predstav o pohybu proménnych a vytvoril ,statickou* e-d—definici, ne-
zalozenou na dynamickych nebo geometrickych predstavach. I Bolzano se pfesné definici
limity velmi pfiblizil; je vSak nutno pfipomenout, Ze jeho prace mély na bezprostiedni
vyvoj soudobé matematiky jen zanedbatelny vliv.

V nékterych pracich se uvadi, ze definici konvergence posloupnosti podal jiz r. 1655
Wallis. Nutna a postacujici podminka pro konvergenci posloupnosti (iplnost R — viz
jesteé déle) pochézi rovnéz od Cauchyho (1821). K jejimu ditkazu pouzil ,princip ptileni
intervald“ (viz dukaz Véty 2.4.4).

Podminka z Véty 2.4.1 mtize slouzit k zavedeni R, uzijeme-li ji misto axiému (13).
Vzhledem k jeji nazorné geometrické povaze by pfi objasiiovani rozdili mezi Q a R méla
byt patrné intuitivné nejpochopitelnéjsi; viz [3]. Byla ostatné v intuitivni roviné uzivana
jiz pred Cauchym; to vysvétluje jeji spojeni se jménem Bolzanovym. Pravé v této pasazi
se projevuje fakt, Ze pfifazovani jmen objevitel k tvrzenim je velmi slozitad a osidné
zéalezitost. Je 1épe proto pouzivat vSude tam, kde je to mozné ¢i obvyklé, struény vécny
popis.

Poznamenejme, ze Vétu 2.4.1 uvadél Weierstrass ve svych prednaskach v r. 1874.
Jeho dtkaz vyuzival princip pileni intervald, ktery vsak lze sledovat zpét pres Bol-
zana (1817) az de facto k ARCHIMEDOVI (asi 287 — 212 pfed n. 1.). Véta byva téz casto
pripisovana Bolzanovi. Cantor ji pouzil pfi svém prvnim dikazu nespocetnosti R. Na-
zna¢me struéné jeho tvahu. Postupoval sporem: necht posloupnost {z,}5>; obsahuje
vSechna redlnd cisla. Pak lze volit interval [a1,b1] tak, Ze neobsahuje bod z1, potom
interval [a2,b2 ] C [a1,b1 ] neobsahujici bod x2, atd. Bod z (neprdzdného) primiku vech
intervald [an, b, | neni prvkem posloupnosti {z, }, takze dospivame ke sporu. Uziti tzv.
diagonalni metody je mladsiho data.

Metoda diikazu existence v/2, resp. /a pro a > 0, prezentovanda v Piikladu 2.4.15, je
relativné velmi efektivni. Budeme-li takto pocitat \/5 , dostaneme ze ,,Spatné odhadnuté
pocate¢ni hodnoty 5 postupné 5, 27/10, 929/540, 1446241/1003320,. . .. O rychlosti kon-
vergence vypovida nasledujici tabulka, kde na prvnim radku je \/5 s presnosti na 20
desetinnych mist; znak | oddéluje platnd mista v dalsich fadcich. PovSimnéte si, ze jsme
se po 7 krocich dostali na stejnou presnost, bez ohledu na to, Ze jsme ,startovali“ z
hodné spatného prvniho pfibliZeni.

Vysvétleni této piekvapivé velké ,rychlosti konvergence® lze vyéist z odhadu (2.12):

1,41421356237309504880
5,00000000000000000000 2,70000000000000000000
1,72037037037037037037 1,4|4145536817765020133
1,414]47098136777100248 1,4142135|8579688376304
1,414213562373095|24278 1,41421356237309504880|

Stejny vypocet s pocatecni hodnotou 1,25 v Sedesatkové soustavé provedli Baby-
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I6nané kolem r. 1900 pfed n. 1. s vysledkem

24 51 10 30547
V2 1+ o+ =

= 0 = 1.4142129629 ,
60 ' 602 ' 603 21600

a jak se uvadi v literatufe, je vysoce pravdépodobné, ze pouzity vzorec (2.11) pro pfipad
/2 jiz znali.

Studium konvergence aritmetickych priméri ¢lentt posloupnosti 1ze stopovat az
k pracim d’Alemberta (1768) a DANIELA BERNOULLIHO (1700 — 1782) z r. 1771. Pozdé&ji
se ukazalo mimoradné vyznamné pro rozvoj sc¢itacich metod, umoziujicich ,s¢itani“ né-
kterych divergentnich fad. Lemma 2.4.22, které dokéazal Cauchy, dokazuje tzv. reqularitu
nejjednodussi, tzv. Cesarovy s¢itaci metody (podrobnéji viz déle).
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Kapitola 3
Rady

V této kapitole budeme soustavné uzivat poznatky, ziskané v Kapitole 2, proto
by si je mél ¢tenal eventualné znovu zbézné piipomenout.

3.1 Zakladni poznatky

Pripomernime nejprve definici, kterou jsme uvedli jiz v Kapitole 2. Umozni nam
bezprostfedné fesit fadu prirozenych otazek, se kterymi se setkdme, pouhym od-
kazem na poznatky predchézejici.

Definice 3.1.1. Pro posloupnost redlnych éisel {ay} definujeme

n
Sp = E ar, n€N;
k=1

takto definovana ¢isla s, nazyvame cdstecné soucty fady » - ; aj. Jestlize dale
lim,,, s, = s € R, tj. existuje viastni limita {s, }, pak fikime, Ze fada 220:1 ax
konverguje k s. Ve vSech ostatnich piipadech, tj. kdyz soucet neexistuje nebo
s = F00, kame, Ze fada diverguje. Cislo s se nazyva soucet fady.

Cisla ay nazjvame cleny fady a o aj, ¢asto hovofime jako o k-tém ¢lenu Fady.
Nad a pod sumacni symbol piSeme meze sc¢itani, a to jak u koneénjch souct,
tak i u fad. Pokud fada nekonverguje, nazyvéa se divergentni. Jestlize je s = 400,
rikame také casto, ze Tada diverguje k £o0.

Lemma 3.1.2. Nutnou podminkou pro konvergenci fady Y -, an je podminka
lim,, o a, = 0.

Dikaz. Ziejmé je apn4+1 = Sp+1 — Sn, z ¢ehoz limitnim pfechodem pro n — oo
obdrzime podle Véty 2.1.22 tvrzeni lemmatu. O
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Poznamky 3.1.3. 1. Symbol > 7° | ar pouzivame ve dvojim rizném vyznamu, a to jak
pro oznaceni fady, tak i pro jeji soucet. Proto musime davat pozor na smysl a v pripadé
potfeby i slovné popsat, ktery vyznam méame na mysli.

2. Domluvime se, ze dokud nefekneme néco jiného, budeme u sumac¢niho symbolu meze
nékdy vynechavat, pokud budou rovny 1 a oo, tj. piSeme strucnéji

o0
E ar = E ag .
k=1

Takova timluva nebude neménna. Pozdéji, v dalsi ¢asti vykladu o mocninnych fadach,
se ndm bude hodit amluva Y ar = >, ar. Pak klademe so = ao, s1 = ao + a1,
...a hovorime o ¢aste¢ném souctu s, (nékdy i o n-tém ¢asteéném souctu), i kdyz v tomto
pfipadé jde o soucet prvnich (n 4 1) ¢lend.

3. Konvergence rady zavisi zfejmé jen na s, pro skoro vSechna n; presnéji: zménou
kone¢né mnoha ¢lenit ay fady Y ax neovlivnime jeji konvergenci, ale miizeme tak samo-
zFejmé zménit jeji soucet. Jestlize tedy konverguje fada > ar, konverguje i fada ) ;> , a
a pro soucty plati >°7 ;ar = (3 ar) — a1 — az. Podobné je to i s divergenci, tam vSak
o souctech nic netvrdime.

4. Definice souctu je odvozena od definice limity. Budeme-li mit pozdéji k dispozici
aparat pro limity posloupnosti komplexnich ¢isel, automaticky budeme moci pracovat
i s fadami s komplexnimi ¢leny.

5. Nazev divergentni fada uzil poprvé patrné NICOLAS BERNOULLI (1687 — 1759) r. 1713
(viz [7], str. 761). O historii vyvoje pojmu konvergence fady pojednéva napft. [13].

Po dlouhou dobu byla geometrickd rada jedinou fadou, jejiz konvergence byla
prijatelné zdtvodnéna. To je také motivem pro to, abychom jejim studiem zacali.

Piiklad 3.1.4. Pro vSechna ¢ # 1 plati (viz (1.11) v Kapitole 1)

n

1_qn+1
_ k_
=Y =

Jiz na stfedni skole se pracuje se vzoreckem
- 1
—q
k=0

ktery nyni pomoci Bernoulliho nerovnosti dokazeme.
K dtikazu vzorce pro soucet geometrické fady je tfeba ukézat, Ze pro zvolené
q, |g| < 1, 1ze k danému ¢ > 0 nalézt takové k € N, Ze pro viechna n > k plati

K tomu vsak sta¢i dokdzat, ze |¢|"/|1 — q| — 0, resp. Ze |g|™ — 0. To jsme v8ak
dokdzali v Piikladu 2.2.14, a tim je i vzorec (3.1) dokdzan. VSimnéme si jesté
toho, ze v pfipadé | ¢| > 1 neni{ splnéna nutnd podminka z Lemmatu 3.1.2 pro
konvergenci geometrické rady.
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Konvergenci geometrické fady ilustruje Obr. 1. Plati [AB| = 1 +q+¢*> + ---.
Obrazek podrobné vysvétlete!

Obr. 1.

Protoze nemutzeme kazdy soucet urcovat vzdy ad hoc, prozkoumame zako-
nitosti, kterym fady podléhaji, trochu podrobnéji. Nejprve si vS§imneme jedné
dulezité souvislosti fad a posloupnosti jejich ¢asteénych soucti.

Lemma 3.1.5. Rada Y a, konverguje, prdvé kdyzZ je posloupnost jejich cdstec-
nych soucty cauchyovskd, tj. pro kazdé € > 0 existuje k € N takové, Ze pro vsechna
m,n € N, m,n >k, plati

[Sm — Sn|=|ant1 + Gnp2+ - +am| <e.
Dikaz je pti vyuziti Véty 2.4.8 trividlni. O

Je logické nazyvat predchozi nutnou a postacujici podminku konvergence fady
Cauchyho nebo Bolzano-Cauchyho podminkou pro radu. Nefika nic jiného nez to,
Ze posloupnost castecnych souctt je cauchyovskd, pravé kdyz je fada konvergentni.

Lemma 3.1.6. Rada > a, konverguje, pravé kdyZ jeji zbytek po n-tém &lenu,
tj. soucet rady

o0
Ty = Z ar, konverguje k0.
k=n+1

Diikaz. Konverguje-li > a, pak

o0
|rn|:‘zak_3n

k=1

=|s—s,|—0.

Jestlize naopak plati r,, — 0, pak pro dané € > 0 existuje k € N tak, ze je |r,| < ¢
pro vSechna n > k. Pak ale pro vSechna m,n > k je

|5m_5n|:|Tm+1_Tn+1|§|7"m+1|+|7"n+1|<257

z ¢ehoz plyne druha implikace. o
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Priklad 3.1.7. Pro vSechna n € N plati

z": 1 1 N 1 - 1
Sn_ e _— =
— k(k+1) 1-2 2.3 n(n+1)
1 1 1 1 1 1
(-2 G5 () -
1 2 2 3 n n+l1
7(1 1+1 1+ +1 1 )7 1
N1 2 2 3 n n+l n+1

Odtud vyplyva

Zk(k:1+1) :n“i%o(l_nil) =

Podobny obrat se pti s¢itani fad ¢asto uziva. Je zalozen na vlastnosti, které se
tika teleskopicnost; ta zhruba odrazi fakt, ze pro vSechna dostatecné velka n € N
m4 soucet po Upravé stile tyz pocet ¢lend. (Jejich limitu pak vétsinou snadno
spoc¢teme, nebot mnoho ¢lentt se pfi Gpravé ,zrusi“).

Piiklady 3.1.8. 1. Pro |¢| > 1 dostaneme pro >~ ¢" snadno odhad

|Sn+1_$n|:|Q|n+1’L a

> _
1—gq ’ ‘ 1—¢q
takze Bolzano-Cauchyho podminka neni splnéna; to d4vé pro | ¢ | > 1 jiz zminénou
divergenci geometrické fady.

2. Snadno nahlédneme, Ze pro n € N plati

\/ﬁ<i+i+i+ +L<n.
Vi V2 V3 N

je uz trochu tézsi dokazat, ze pro vSechna n € N, n > 1, plati dokonce

2(v/n—1) <

1 1 1 1
b=t =< 2/n— 1. 3.2
v V2 V3 Vn v (3.2)
Z prvni nerovnosti snadno dostaneme divergenci fady > 1/1/n.

3. Snadno nahlédneme, 7e i fada s ¢leny a, = (—1)¥a, k € N, tj. nazorngji

+oo
Z(—l)k+1a:a—a+a—a+~-~
k=1

diverguje pro kazdé a # 0. K ovéfeni stac¢i napt. jiz to, Ze pouze pro a = 0 je
splnéna nutnd podminka z Lemmatu 3.1.2.
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Pi¥iklad 3.1.9. Harmonickd fada Y &k~ diverguje. Je tak jistym prototypem di-
vergentni fady, jejiz nezaporné ¢leny tvofi posloupnost konvergentni k 0. Toto
pozorovani pochézi od BERNARDA BOLzZANA (1781 — 1848) z r. 1817. Jeji diver-
gence tedy nevyplyva z Lemmatu 3.1.2. Zvolime-li vSak a € R libovolné, lze nalézt
CasteCny soucet s,, této fady tak, ze bude vétsi nez a. To jsme jiz v Kapitole 2
ukdzali odhadem (2.7). Popisme jesté jiny podobny odhad zajimavy z historického
hlediska.

V letech 1689 — 1704 se zabyvali JACOB BERNOULLI (1654 — 1705) a JOHANN BER-
NOULLI (1667 — 1748) fadami. Nalezli fadu dikazi divergence harmonické fady. Ten,
ktery nyni popiseme, pochazi z r. 1689 od Jacoba a ma podobnou zakladni myslenku
jako je ta, kterou jsme jiz pouzili: n? — n &lentt v nasledujicim vyrazu odhadneme tim

nejmensim
LN +i>(n2—n) 1yt
n+1l n+2 n? N ’

a tedy po pfic¢teni vyrazu (1/n) k obéma strandm nerovnosti dostaneme

1,1 1 1
+ob 5 >1.
n

n+n—|—1+n—|—2

Toto vsak ukazuje, jak seskupit ¢leny pro dosazeni libovolné velkého castecného souctu:

1 (s te D) (e )
23" 4 5 52 '

Dalsi postup je jiz zfejmy.

Poznamka 3.1.10. Z Bolzano-Cauchyho podminky v Lemmatu 3.1.5 také snadno
plyne divergence harmonické fady; pro jeji ¢astecné soucty plati

1 1
Szn—Snfn—H-F"'-F% >%+"'+%7§,

a tedy podminka neni splnéna. Misto pravé uvedeného jednoduchého odhadu lze uzit
napf. odhadu z pfedchézejiciho Piikladu 3.1.9.

Divergenci harmonické fady dokazal poprvé NICOLE ORESME (1323 — 1382) kolem
r. 1350. Dalsi dukaz z Pfikladu 3.1.9 pochéazi z knihy, kterd je vlastné souborem péti
praci. Poprvé ji vydal Jacobtv synovec Nicolas Bernoulli jako Apendix knihy Jacoba
Bernoulliho Ars Conjectandi, jedné z prvnich knih vénovanych zakladim teorie pravdé-
podobnosti. V pracich Bernoulliti o fadach lze nalézt jesté fadu jinych dikazt divergence
harmonické rady.

Odhady, které jsme pouzili pro divergenci harmonické fady, jsou dosti ,,pesimistické®.
Tak napft. z jiz dfive uzitého odhadu

on
1 _n+1
Son :ZEZ 2
k=1

bychom odvodili, Ze k nalezeni Gaste¢ného souctu vétsiho nez 10 stadi secist 2'° prvnich
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¢lenti. Jiny analogicky trik dava

Cooe (R s (L v Ly

1 9 99 100 999
_9 9 %0 9 9 9 (33)
10 ~ 100 ~ 1000 T 10 0 10 10 ' '
tedy
10" -1

1. 91— (9/10)"
n_q1 = - - 7
sron kzzl k=10 1-9/10

Odtud snadno zjistime, Ze k nalezeni ¢astecného souctu vétsiho nez 10 staci secist ,,jen®
10*2 ¢lenti, ale moc si nepomohli. Pozdéji dokaZeme presnéjsi odhad, pomoci kterého lze
ukazat, ze s, > 10 pron > 12 367.

Ukazuje se tedy, Zze odhady pro divergenci harmonické fady jsou relativné velmi
yhrubé“. Pro zajimavost uvedme jeden tdaj z literatury (viz [5], str. 53). Pokud bychom
chtéli na pocitaci, schopném secist milion ¢lend harmonické fady za vtefinu, s¢itdnim
vypocitat hodnotu prvniho ¢astecného souctu prevysujici 100, museli bychom sc¢itat 10
quadriliont let.

I pro divergentni fady vSak muzeme nékdy tspésné odhadnout velikost ¢aste¢nych
sou¢t. Nerovnost z (3.2) v Pfikladech 3.1.8 davd moznost odhadu, pomoci néhoz lze
obdrzet napft.

1998<L+L+ ! L 999 .

AT ETT oo

Ve vyvoji pojmu konvergence lze, zhruba feceno, vystopovat obdobi, ve kte-
rém se nikdo o konvergenci nestaral. To pak pfeslo do faze védomého uzivani
konvergentnich i divergentnich fad; divergentni fady vlivem praci LOUISE Au-
GUSTINA CAUCHYHO (1789 — 1857) na dlouhou dobu z matematiky témér zmizely.
O tom, jaké byly uvahy tehdejsich Spickovych matematikt o fadach pred zavede-
nim pojmu konvergence, svédéi nasledujici ukézka v Historické poznamce 3.1.11.

Historicka poznamka 3.1.11. Jesté pred vznikem teorie mnozin napsal BERNARD
BoLZANO (1781 — 1848) knihu Paradozien des Unendlichen (Paradoxy nekoneéna). Kniz-
ka vysla v Lipsku az v r. 1851 (nejdostupnéjsi je patrné v piekladu [2] Otakara Zicha,
ktery vysel v Nakladatelstvi CSAV v Praze v r. 1963). Jako ukazku Bolzanovych tivah
uvadime Cast §32 z této knizky:

,»Jesté v roce 1830 se pokusil dokazat autor, podepsany M. R. S., v Gergonnovych
Annalesde Mathématique (Sv. 20, & 12), ze zndm4 nekoneéna fada

a—a +a —a +a —a+--- ininf.

mé hodnotu a/2; poloziv hodnotu oné fady = x, byl presvédéen, ze smi &init zavér
r=a—a+a—a+---ininf. =a—(a—a+a—a+---ininf), kde fada, uzaviena
v zavorkach, je identicka s fadou, kterd se ma vypocist, a tedy ze se mtze znovu polozit
=z, coz davd . = a — z, a tedy = = a/2.

Klamny zavér tu neni skryt pfilis hluboko. Rada v zavorce nemé ziejmé tyz pocet
clentu jako ta, ktera byla ponejprv polozena = z; ale chybi ji prvni a. Jeji hodnota,
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kdyby ji vibec bylo mozno udat, by musila byt oznacena x — a, coz by vsak davalo
identickou rovnici * — a = = — a. ,,AvSak pravé v tom“ mohlo by se tieba fici, ,,je
néco paradoxniho, ze tato fada, ktera neni jisté nekonec¢né velka, by neméla mit presné
urcitelnou, méritelnou hodnotu, zvlasté kdyz vznika do nekonec¢na pokracujicim délenim
Cisla a ¢islem 2 = 1+ 1, coz je zpusob vzniku, ktery mluvi zcela pro to, aby jeji skutec¢na
hodnota byla a/2.“

Pfipominam, Ze existence vyraz pro veliciny, které neoznacuji zddnou sku-
te¢nou veli¢inu, neni sama o sobé ni¢im nepochopitelnym, jak obecné uznavame
a musime uznat u nuly. Zvlasté pak ad a, prohlasime-li, Ze o ni chceme uvazovat jako
o veli¢ing, totiz o souétu jejich ¢lenil, musi byt pravé vzhledem k p ojmu souctu (ktery
patii k mnozinam, tj. k takovym souhrnim, u nichz neni tfeba dbat na potfadi jeho
¢asti) takova, ze nedoznd zadné zmény své hodnoty — at provedeme jakoukoli zménu
v poradi jejich ¢lenti. U velicin musi totiz platit:

(A+B)+C=A4+(B+C)=(A+C)+B.
Tato vlastnost ndm dava jasny dtkaz, ze znak, o kterém hovotime:
a—a+a—a+a—a+---ininf.,
neni vyrazem pro skute¢nou veli¢inu. Nebot na veli¢ing, ktera je tu zndzornéna, bychom

jisté nic nezménili, kdyby vibec néjaka veli¢ina tim znazornéna byla, jestlize bychom
obmeénili onen znak takto:

(a—a)+(a—a)+(a—a)+---in inf., (1)
nebot se tu nic jiného nestalo, nez Ze se dva pfimo po sobé nésledujici ¢leny spojily

v CGasteny soucet: coZ ziejmé musi byt moZné, nebot dand fada nemé vskutku mit
posledni ¢len. Tim vSak dostaneme

04+0+4+0+---in inf.,
coz je ziejmé pouze = 0.“
Poznamka 3.1.12. Pro ilustraci toho, jak se s fadami zachdzelo v dobé, kdy jesté nebyl

pojem konvergence konstituovan, uvedme ukazku, jak se fadou z Piikladu 3.1.7 pracoval
Johann Bernoulli. Pouzil nasledujicich tprav:

v b (e dede) -
(O-Y G- ) S S
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Johann Bernoulli si byl védom o$idnosti ,,odvozovacich“ tivah. Podobné totiz odvodil

o 2 '3 23 ' 4 a

~(e-H+E-p+) =T o

coz je ve sporu s jiz odvozenym (spravnym) vysledkem. V§iml si v§ak nejen toho, ze v prv-
nim p¥ipadé plati pro pouzitou vychozi fadu a, = (1/n) — 0 a ze ve druhém piipadé
plati an = (n +1)/n — 1 # 0, ale odhalil i to, Ze to je to podstatné; poznamenejme,
ze zapis je modifikovan a je pouzito soudobé symboliky. UvazZte, Ze operace, kterou jsme
naznacili, je nekorekini, odeCitame ,Clen po clenu“ divergentni fady. V prvnim pfipadé
dostavame spravny vysledek, jeho korektni odvozeni musi byt v8ak provedeno napft. tak,
jako v Piikladu 3.1.7, kde jsme pracovali s ¢asteénymi soucty. Srovnej s [14].

N

Lemma 3.1.13. Jsou-li Y a, a Y. b, konvergentni tady, ¢ € R, pak plati

Z(an+bn):Zan+an, a také ann:cZan.

Diikaz. Tvrzeni plyne snadno z definice souctu fady a Véty 2.1.22. Tim jsme
zaroven ziskali zékladni jednoducha pravidla i pro zachazeni s fadami. o

Definice 3.1.14 (Cauchy 1821). Necht pro fadu Y a, plati > |a,| < co. Po-
tom fikdme, zZe Fada > ay, konverguje absolutné.

Véta 3.1.15. Jestlize fada . a,, konverguje absolutné, pak také konverguje.
Dikaz. Z odhadu, ktery dostaneme uzitim trojihelnikové nerovnosti
| ansr + o am | < Janea |+ lam | = [lansa] + -+ lam] |

a z predchazejiciho lemmatu plyne, Ze je-li splnéna Bolzano-Cauchyho podminka
pro posloupnost ¢asteénych souctt fady > |an|, je splnéna i pro posloupnost ¢és-
teénych souctii fady > ay. O

Poznamka 3.1.16. Dokazeme-li absolutni konvergenci fady > a,, vime také,
7e konverguje. Rada vSak mtize konvergovat, aniz konverguje absolutné. Pozdéji
uvidime, ze

-1 1
Z (—) konverguje, i kdyz Z — diverguje.
n n

Zkuste si rozmyslet diikaz, je celkem lehky; je zalozen na vySetfeni posloupnosti
{s2n} a {s2n+1} sudych a lichych ¢asteénych soudti.

Tvrzeni, kterd umoznuji rozhodnout o konvergenci nebo divergenci dané fady,
se zpravidla nazyvaji kritéria konvergence. Do jisté miry zde plati pfima timérnost:
¢im jednodussi kritérium a snazsi aplikovatelnost, tim je kritérium ,slabsi“ a lze
jim rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci ,,mensiho poctu® rad.
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3.2 Rady s kladnymi ¢&leny

Protoze vysledky pro fady s kladnymi ¢leny, resp. nezadpornymi ¢leny jsou jed-
nodussi a lze je aplikovat na absolutni konvergenci a tedy zprostfedkované i na
konvergenci, kterd z ni nasledné vyplyva, budeme v dalsich vétdach édsti 3.2 pra-
covat s Tadami s nezdpornymi cleny.

Definice 3.2.1. Plati-li pro ¢leny fad Y an, Y. b, pro skoro vsechna n € N ne-
rovnost a,, < b,, pak budeme fikat, Ze fada > a, je minorantni radou k fads
S b, a Y. by, je majorantni fadou k S ay, b).

Véta 3.2.2 (Cauchy 1821; srovnavaci kritérium). Necht pro fady > a, a
> by, plati 0 < a, < by, pro skoro viechna n € N. Potom

)an<+oo = Zan<+oo, a (2) Zan:—i—oo = an—

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti budeme piedpokladat, ze nerovnost mezi Cleny
plati pro vsechna n € N. Pak pro ¢asteéné soucty s, a s, fad > a, a Y. b, plati
sn < 8, a z véty o nerovnostech a limitach plyne zbytek dikazu. O

Piiklad 3.2.3. Rozhodnéte, pro kterd p € N konverguje fada Y n=? .
Pro p = 1 fada zfejmé diverguje, nebotf jde o harmonickou fadu. Pro p > 2
plati pro vSechnan € N

1

1
n? <nP, atedy — > —.
n? np

DokéZzeme, ze fada Y. n~2 konverguje; pomoci jejich ¢asteénych soucttt odhad-
neme shora ¢asteéné soucty fady > n—P. Dokazeme-li, Ze je

1
jg:'ﬁg < oo,
konverguji vySetfované fady pro vSechna p € N, p > 2. Protoze plati
1 1
< 3
(n+1)2 ~ nn+1)

snadno dostdvame jako v Piikladu 3.1.7 (opét pro vSechna n € N)

neN,

n n—1 n—1
1 1 1 1
kz:: 2 z:: ES +kz::1k(k+1) LS

Priklad 3.2.4. Predchézejici jednoduché tvrzeni se ukazuje jako velmi uziteéné:
je (2n%? — 4n — 1)/n?® — 2, a proto pro vsechna n € N aZ na kone¢ény pocet je
1 < (2n? —4n—1)/n? < 3. Existuje tedy K > 0 tak, ze 1/(2n? —4n — 1) < K/n?
pro skoro vechna n € N. Proto fada Y (2n? — 4n — 1)~! konverguje, nebot v Pii-
kladu 3.2.3 jsme dokézali, ze fada > n~?2 konverguje.

1) Uzivaji se i zkracené nazvy minoranta a magjoranta.
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Piiklad 3.2.5. Protoze 0 < n < n!pro viechnan € N, jen! — +oca (n!)~! — 0.
Rada

o0

1 1 1 1

Zﬁ:a—f—ﬁ—Fi—F"' (34)
k=0

splinuje zfejmé nutnou podminku pro konvergenci z Lemmatu 3.1.2. Protoze je

(pouzijeme nepiesného ale ndzorného popisu fady, z néhoz je patrnd majorantni

fada i odhad soudtu)

+...=3, (3.5)

plyne ze srovnavaciho kritéria a P¥ikladu 3.1.7 konvergence fady (3.4).

Piiklad 3.2.6 (dulezity). Jak jiz vime z Poznamky 1.4.30, lze kazdému redlnému éislu
s prifadit jeho desetinny rozvoj. Nyni zpfesnime nase pfedstavy o tom, co to znamena
v pripadé, ze je tento rozvoj nekonecCny. Ziejmé se staci zabyvat vyjadfenim cisla s € R
pro piipad 0 < s < 1, jehoz desetinny rozvoj

0,a1az2asa4 ... , ar €N, 0<a <9, (3.6)

je nekone¢ny. Pak jsme nuceni misto koneéného souctu pracovat s fadami. Je-li (3.6)
pomoci indukce sestrojeny desetinny rozvoj s, plati

oy
k=1

Nejde-li o kone¢ny soucet (pii ar = 0 pro vSechna dostateéné velkd k), musime vyjasnit,
zda fada konverguje pro kazdé uvazované s. AvSak to je zfejmé, nebot

= an =9 1
< — = —_—— =1.
kzzl 10% = kzzl 10k (9/10) 1—(1/10) !

Nalezli jsme konvergentni majorantni fadu k rozvoji a tuto rfadu jsme i secetli. Roz-
voje tedy budeme chapat jako fady. Zfejmé je kazdému s pfifazen jeho rozvoj. Muze
mit n&jaké s dva rtzné rozvoje ? V nékterych piipadech ano, nebot snadno zjistime, ze
napf¥. plati 0,1 = 0,0999... = 0,()5. To ale napovida, jak budou vypadat vsechny takové
ptipady. Jsou-li s :=0,a1az2...at:=0,b1ba... dve ¢Cisla s riznymi desetinnymi rozvoji,
ozna¢me n nejmensi prirozené ¢islo, pro které je a, # by, a predpokladejme, ze a, < by.
Je zfejmé t — s > 0, protoze

oo oo oo
Sy b 5 9 e ]
10k 10k 10™ 10k 10
=1 =1 k=n+1
a tento rozdil je roven 0 pouze v pripadé, ze je b, = an +1 a by = 0, ar, = 9 pro

vSechna k € N, k > n. Tedy pouze k rozvojum ,s periodickou devitkou® existuje jiny
(kone¢ny) desetinny rozvoj, reprezentujici totéz realné ¢islo. Proto musime v pfipadé,
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ze potfebujeme jednoznacné vyjadreni redlnych cisel desetinnymi rozvoji, jednu z téchto
moznosti vyjadreni ,zakazat®.

Timto doplitkem jsme odstranili potize se vzajemnymi pfevody zlomki a desetinnych
rozvoju. Je napf.

— 3 15 371X 1 3.-99-1024+15-99+37 31222
3,1537 = 2 4+ — 4+ - _ '
17102 T 108 £~ 100 9900 9900

I kdyz jde o latku, ktera by méla byt zvladnuta na stfedni skole, je tak dilezita, ze jsme
si ji museli alespon na jednom pfikladu pfipomenout.

Nyni jiz téz vime, ze kazdy desetinny rozvoj je rozvojem néjakého realného cisla.
Proto snadno zjistime, ze

a := 0,10100100010000100000 ...

je realné Cislo, které neni racionalni. Ptiklad se nékdy uvadi jiz na stfedni skole, ale ,bez
varovani“, tj. bez upozornéni, ze je zalozen na vife, Ze lze mnozinu vsech desetinnych
rozvoju ztotoznit s R.

Piiklad 3.2.7. Oznaéme a,, := (14 1/n)", n € N. Posloupnost {a,} je rostouci,
nebot pro kazdé n € N plati podle AG-nerovnosti z Lemmatu 1.3.28, kterou
pouzijeme na soucin n ¢initeld a, a 1,

an = (1+%)n-1 < (M)W = (”+2>n+1 =1, (3.7)

n+1 n+1

Podobny obrat pouzijeme v dalSim textu jesté ¢asto. Z binomické véty, kterou
jsme pFipomnéli v Piikladu 1.3.26, a z odhadu (3.5) snadno dostaneme

1\" n 1 nn-1) 1 n! 1
1 n . n
1
2l

nl nn

e I 1 (S R
+%(1—%)...(1_”;1)<

11 1 X1
<1+1+5+§+'”+E<Z)H<3’

takze posloupnost {a,} je shora omezend. Oznaéime-li e := lim,,_, a,, plyne
odtud i nerovnost e < 377 (1/k!). Dokazme jesté obracenou nerovnost, ¢imz
dostaneme vyjadieni ¢isla e pomoci fady. Zvolme m,n € N, m < n, a rozepiSme
jako vyse

1\" 1 1 1 1 —1
1+-) 2141+ o (1= =)+ —(1- ) (1- ).
n 2! n m! n n
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Limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme pro kazdé m € N
_ \" 1 1 N1
e:nlgrgo(HE) 2(1+1+5+'”+ﬁ):;ﬁ (3.8)
a dalsim limitnim pfechodem pro m — co dostaneme e > Y 7° ((1/k!). Plati tedy
1\" 1
=l 1+=) = —. 3.9
o= Jm (147) =35 9

Piiklad 3.2.8. Neni obtizné ukazat, Ze posloupnost o ¢lenech b, := (1 + 1/n)""! je
klesajici a ma rovnéz limitu e.
Posledni tvrzeni je zfejmé, nebot plati

limb,, = lima., - lim(l + %) =lima, =e.
Jako v (3.7) dostaneme, Ze také posloupnost ¢, := (1 — 1/n)" je rostouci a je
b= (1+1/n)"" = ((n+1)/m)"" = (1= 1/(n+1)""" = 1/cppa,
takze posloupnost {b,} je klesajici. Zfejmé pro vSechna n € N plati a, < b, a je
e—an <bp—an=014+1/0)"((1+1/n)—1)<e/n,

coz dava odhad chyby pfi vypoctu. Pokud se ¢tenari zdaji vyhlidky na moznost vypoctu
e pomoci posloupnosti {a,} nebo {b,} velmi pesimistické, je to spravné tuseni. Proto
jsme si také ukdzali vyjadieni e pomoci (3.9), které je v tomto ohledu mnohem piiznivéjsi
(fada konverguje velmi rychle); kvantitativné to vyjadfuje dale uvedeny odhad (3.10).

Historicka poznamka 3.2.9. VSimnéme si blize historie. Jednim z prvnich objektt
podrobného studia fad byla tzv. binomickd Tada. Zminime se o ni kratce na tomto
misté, abychom mohli pfiblizit nékteré tvahy, tykajici se ¢isla e. Z binomické véty zname
vyjadfeni (1 + x)™ pro pfirozend ¢isla n. Plati napf.

4

3 3-2 3-2-1 3-2-1-0
3 _ o Sz o 3
(1+=) —1—&-1:0—&-1.2:0 +1.2.3:c +1.2.3.4:c +
Vpravo stoji polynom tietiho stupné, nebot vyrazy u z*,..., tvorené analogicky jako

rozepsané binomické koeficienty jsou rovny nule. Toto zdanlivé absurdni vyjadfeni ma
rozumny davod. Na zdkladé podrobného studia dospél ISAAC NEWTON (1642 — 1727)
k binomickému rozvoji (budeme se jim zabyvat podrobné pozdéji). Dospél tak k vyjad-
feni typu

2  (1/2)1/2-1) » (1/2)(1/2-1)(1/2-2) 3

/2 _ i
(I+a) ™ =1+re+ 2! T 3l Tk

kde se vpravo misto polynomu znamého z binomické véty objevuje nekonecny soucet.
Tohoto vyjadfeni vyuzil LEONHARD EULER (1707 — 1783) v nasledujici Gvaze, kterd je
z prace z r. 1748.
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Euler pouzival pfi zavadéni exponencidlni a logaritmické funkce nekoneéné velkijch
a nekonecné malych cisel. Tento néastroj byl pozdéji z rigoréznich matematickych tvah
vymycen a vratil se do nich v modifikované podobé teprve v tomto stoleti ve formé
hyperredlnych cisel; jsou zakladnim prostiedkem tzv. nestandardni analyzy. Cast jeho
uvah si v nepatrné modifikovaném oznaceni ptiblizime. V tvahéach, které uvedené pasazi
predchézely, zavedl Euler logaritmus x pii zékladu a jako takovy exponent y = log, z,
pro ktery plati a¥ = x. Dale po poznamce, Ze a° = 1 piSe pro nekoneéné malé &islo e
rovnost

a® =1+ke

s tim, ze konstanta k zavisi na a. Pro (koneéné) ¢islo x pak zavadi nekoneéné velké ¢islo
N vztahem N = z/e. Upravami postupné dostéva s vyuzitim binomického rozvoje

a® =a"" = (@) = (1 + ke)V = (1+’f_]\f)N_

Jestlize nyni piSeme vsechny vyrazy obsahujici N v kazdém scitanci do samostatného
zlomku a uzijeme-li dalsiho Eulerova obratu (N je nekoneéné velké)

(N-1) (N-2)

1= = = ...
N N ’
dostavame
v _q kx  k22?  K3LP
L TR T T
Nyni Euler dosadil x = 1 a dostal vztah mezi a a k
1 ook K
a= +ﬁ+§+§+'“‘

Cislo e pak zavedl jako tu hodnotu a, pro kterou je k = 1. Ukézal, Ze jde o zaklad
pfirozenych (hyperbolickych) logaritmu, tj. Zze pro

Ll 11
e = +ﬁ+§+§+
plati (po dosazeni za a a k) vzorec
N
“=(+F)

ktery miizeme v soudobém oznaceni prepsat do znadmého tvaru

Pfiklad 3.2.10. Snadno nahlédneme, Ze plati (srovnej s (3.8))

1 1 =1 1 =
— 11 1 — - ) = - - 1)~ "
° ( LT +m!) n§+1n!<(m+1)!§(m+ >
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resp. po secteni rady vpravo
0<e—sy,<1l/(m(ml)). (3.10)

Kromé odhadu zbytku ¢i chyby pfi vypoc¢tu hodnoty e pomoci fady ziskavame
i nastroj, pomoci kterého dokazeme iracionalitu ¢isla e.

Lemma 3.2.11. Cislo e je iraciondint.

Diikaz. Budeme postupovat sporem. Necht e = p/q, kde p,q € N, g > 1. Z odhadu

(3.10) dostédvame pro m = ¢
0<qlle—sy)<qgt.

Ve shodé s pfedpokladem je (q!) - e celé éislo a také éislo (g!) - s, je ziejmé celé.

Odtud ale plyne existence celého ¢isla v intervalu (0, 1), a to je spor. O

Priklad 3.2.12. Predstavme si, Ze vynechdme z harmonické fady vSechny ¢leny tvaru
(1/n), které maji v dekadickém zapisu jmenovatele n alespon jedenkrat pouzitu uréitou,
pevneé zvolenou ¢islici, napf. 0. Dostaneme tak fadu

1 1 1 1 1
-+ +§+ﬁ+"'+1—9+ﬁ+"'+5+"'
1 1 1 1
ettt It

Ukéazeme, ze kazda takova fada konverguje. Odhadneme nejprve shora vSechny zlomky
s jednomistnym jmenovatelem hodnotou 1; téchto zlomk je maximalné 9 (pokud jsme
si vybrali ¢islici 0), resp. 8. Zlomky s dvoumistnym jmenovatelem odhadneme hodnotou
(1/10); téchto zlomkd je pro vybér éislice 0 maximélné 90—9 = 81, resp. opét jesté méné.
Zlomky s trojmistnym jmenovatelem odhadneme hodnotou (1/100); téchto zlomku je
maximélné 9° = 729, atd. Proto je soucet pii kazdém z mo?ngch vybérii mensi nez

9 9° 9 9 9

170" 100+"'_9(1+10Jr 100+"'> =90
Tyto fady konverguji velice pomalu, ale daji se pfesto relativné snadno s dostatecnou
presnosti secist. Nelze vSak postupovat ,hrubou silou“. Jednoduchy odhad ukazuje proc.
Obdobnym postupem jako pii ditkazu konvergence odhadneme (napt. pro 0), Ze zbytek
po se¢teni viech Elenit, u nichz mé jmenovatel nejvyse n &islic, dostaneme sectenim 9™+
zlomkd se jmenovatelem mensim nez 10", atd. Zbytek je tedy po secteni 9™ é&lenti
(jemné&ji: dokonce po 9 + 9% + 9% 4 . 4+ 9™) vétsi ne

2 n+1+ g n+2+ 2 n+3+“.710>< 2 n+1
10 10 10 - 10 '
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Odtud lze spocitat, ze vezmeme-li v uvahu zacatek fady (3.11) az po tfindctimistné
jmenovatele, musime seéist 9'% > 2,5 x 10'? ¢lent, pfi¢emz zbytek bude stéle vétsi nez
10 x (9/10)** > 21

Véta 3.2.13 (Cauchy 1821; odmocninové kritérium ). Necht pro éislo q,
0<g¢g<1,atadu ) a, s nezdpornymi céleny a, plati pro skoro vsechna n € N

;n/a/n S q. (311)
Potom tada Y’ a,, konverguje.

Diikaz. Staci se omezit na pfipad, ze odhad plati pro vsechna n € N. Z nerovnosti
(3.11) plyne a, < ¢" a geometrickd fada s kvocientem 0 < ¢ < 1 konverguje.
Zbytek je dtsledkem srovnavaciho kritéria. O

Poznamka 3.2.14. Je-li \/a, > 1 pro nekoneéné mnoho n € N, fada diverguje;
pak totiz nemuze platit a,, — 0.

Historicka poznamka 3.2.15. Jak jsme se jiz zminili v Historické poznamce 3.2.9,
dospél Newton k binomickému rozvoji. Vyjadfil tak napt.
W21 b UDA2-DO2-2) 5y

1/2 2
ST 2l vt 3! T

1+2)"? =1+

pri¢emz vpravo stoji fada. Otdzkami konvergence takto vzniklé fady se vsak zacali ma-
tematici zabyvat pozdéji. Patrné prvnim, ktery se o to pokusil, byl JEAN LE ROND
D’ALEMBERT (1717 — 1783), ktery zkoumal, pro kterd x rovnost v (3.12) plati. Specialné
vysetfoval p¥ipad (podrobnéji viz [4])

L (W2/2-1/2-2) (@) .

3! 199
Pro castecné soucty sioo a sio1 plati
s100 = 1,416223987 a podobné s101 = 1,415756552 |

pricemz spravna hodnota ¢ini 1,41598098; mohlo by se tedy zdat, ze rfada ,konverguje“
(tento pojem se vSak teprve postupné formoval). Obecny ¢len zkoumané fady je tvaru

C(1/2)(1/2-1)...(1/2—n+2) (200\""
an = (n—1)! (@) .

Geometrickou fadu charakterizuje konstantni pomér po sobé nésledujicich ¢lent. To
napovidad k pokusu udélat totéz pro zkoumany binomicky rozvoj. Vypoctem muzeme
snadno ovérit, ze plati

An+1
Qan

n 199 \" " 2n ) 199"

:’(1/2—n+1)@ 7(1 3)200
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Jak d’Alembert ukazal, tento pomér je vétsi nez 1, pravé kdyz je n > 300. Proto absolutni
hodnoty ¢lent fady od tohoto ,zlomu“ zacinaji rist a nemohou tak konvergovat k 0;
fada tedy diverguje.

Véta 3.2.16 (Cauchy 1821*; podilové kritérium). Necht pro ¢, 0 < g < 1,
a pro fadu Y an s kladngmi cleny a,, plati pro skoro vSechna n € N

Ap+1 < q

an
Potom tada Y, a,, konverguje.

Historicka poznamka 3.2.17. V ¢eské matematické literatufe je toto kritérium casto
nazyvano d’Alembertovo kritérium; viz pfedchazejici Poznamka 3.2.15. Je-li kritérium
pripisovano d’Alembertovi, datuje se rokem 1768. Poznamenejme, Ze vSak jeho prvni
korektni diikaz pochéazi od Cauchyho (viz téz [8]).

Diikaz. Opét budeme predpokladat, ze odhad plati pro vSechna n € N. Z nerov-
nosti plyne
An41 S qan S q2an71 S Tt S qnal .

Odtud opét plyne ze srovnévaciho kritéria konvergence > ay,. O

Poznamka 3.2.18. Je-li a,,41/a, > 1 pro skoro vSechna n € N, fada diverguje.
Pak totiz an41 > an > --- > a; a lima, # 0. Odtud napt. dostavame opét
(absolutni) konvergenci geometrické fady pro vSechna g, |q| < 1 a jeji divergenci
pro |q| > 1.

Véta 3.2.19 (Jensen 1888). Necht existuji o, >0, n € N, a 8 > 0 takovd, Ze
pro fadu Y a, s kladngmi cleny a,, plati pro skoro viechna n € N

an

n — Qg1 > 0. (3.13)

An+41

Potom tada Y an, konverguje. Toto turzeni budeme nazgvat Jensenovo kritérium.

Dikaz. Opét budeme predpokladat, ze odhad plati pro vsechna n € N. Z nerov-
nosti (3.13) plyne snadno pron =1

as < (8)(ara1 — azaz),
resp. pro kazdé k € N, k > 2,
ar < (8)"ar—1ak-1 — axay) .

Jelikoz sta¢i dokézat pro posloupnost ¢asteénych soutt s, = Y ,_, ai jeji ome-
zenost shora, plyne odtud se¢tenim odhad nezavisly na n

sn— a1 < (B) Harar — anay) < (B) taray

Odtud plyne konvergence > ay,. O
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Poznamka 3.2.20. Polozime-li a,, = 1 pro vSechna n € N, dostaneme
an/ant1 — 1> 0, neboli an/Gps1 >1+08>1,
a tak znovu obdrzime podilové kritérium.

Véta 3.2.21 (Raabe 1832). Necht pro q, ¢ > 1, a pro fadu s kladngmi cleny
> ayp, plati

n

In 1> >q>1 pro skoro vSechnan € N. (3.14)
Gp41

Potom tada Y, a, konverguje. Toto tvrzeni budeme nazyvat Raabeho kritérium.

Diikaz. Volme ve Vété 3.2.19 2) «a,, = n a opét predpokladejme, Ze odhad plati
pro vSechna n € N. Dostavame tak

n-2m —(n+1)>p neboli n(an —1)>1+6>1,

An+1 An+1
tedy podminku z dokazované véty. O

Poznamka 3.2.22. Jestlize pro ¢leny fady s kladnymi ¢leny > a,, plati

a
n( n o 1) <1 pro skoro vSechnan € N,
An+41

pak > a, diverguje. Skute¢né, z podminky snadno dostaneme pro skoro vsechna
n nerovnost na, < (n + 1)a,41, tedy posloupnost o ¢lenech z,, = na,, n € N, je
neklesajici a plati ;1 = a3 > 0. Pro vSechna n > 2 plati

a1
a1 <nap, TESp. an > —.
n

Protoze kladny ndsobek > a1 /n harmonické fady diverguje, diverguje i fada > ay,.

Poznamka 3.2.23. Pomoci Jensenova kritéria lze jednoduSe dokézat jesté dalsi uzi-
tecnd kritéria. Tak napf. volby

an =nlogn, a, =nlognloglogn, ...

dévaji cestu ke kritériim, ktera objevil JOSEPH L. F. BERTRAND (1822 — 1900). Na druhé
strané Jensenovo kritérium neni k dikazu Raabeho kritéria nutné (viz nize uvedeny
dtikaz, nebo napt. [11], str. 67).

Poznamka 3.2.24. Ve vSech shora uvedenych kritériich jsme zadali splnéni pod-
minek pro skoro vSechna n € N, dokazovali jsme je vSak pouze pro specidlni pfi-
pad, kdy podminky platily pro vSechna n € N. Vynechanim kone¢ného poctu
¢lent fady se vSak obecnéjsi pfipad prevede na dokazovany specialni pfipad.

2) Nize dokédzeme Raabeho kritérium nezavisle na kritériu Jensenové.
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Kritériim lze dat i tzv. ,limitni formu“: jako inspirace ndm miZe poslouZit
Priklad 3.2.4. Ukazme si to podrobnéji na nésledujicim tvrzeni:

Véta 3.2.25 (limitni srovnavaci kritérium). Necht pro éleny Fad s nezdpor-
ngmi cleny > apn a Y by, platd

. G

lim — = A€ (0,+0).

n— o0 bn
Potom obé& vady > an, > b, soucasné konverguji nebo soucasné diverguyji.

Diikaz. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze obé fady maji kladné cleny.
Podle Lemmatu 2.4.12 existuji tedy ¢isla K, L € (0, +00) tak, Ze pro skoro vSechna
n € N plati Ka,, <b,, < La,. Z téchto nerovnosti plyne tvrzeni uzitim srovnava-
ciho kritéria. O

Limitni verze dalsich kritérii se dokazuji analogickym postupem. Shrneme je
do jediného tvrzeni:

Véta 3.2.26 (limitni verze kritérii). Necht pro fadu _ an, an > 0 plati

(1) lim v/a, <1, resp. lim Gntl <1, resp. limn( dn_ _ 1) >1,
n An+1

pak tada Y a,, konverguje. Jestlize plati

(2) lim \/a, >1, resp. lim 224 S 1, resp. limn( dn_ 1) <1,
Qp, Gp41

pak tada Y a,, diverguje.

Diikaz. Tvrzeni z Véty 3.2.26 jsou dusledkem jiz dokdzanych kritérii a véty o li-
mitach posloupnosti a nerovnostech (Véta 2.3.1). Plati-li totiz nap¥. nerovnost
lim {L/a < 1, plati pro vhodné g i\/a < g < 1 pro skoro vsechna n. Podobné
postupujeme v ostatnich piipadech. O

Piiklad 3.2.27. Snadno nahlédneme, ze fada > n/2"™ konverguje podle odmoc-
ninového kritéria, nebot je \/n/2 — 1/2 < 1.

Piiklad 3.2.28. Podle podilového kritéria fada }_ z™/n! konverguje pro vSechna
z € R, protoze plati (|z|"**n!)/(Jz|"(n+ 1)!) = |z|/(n + 1) — 0 pro kazdé x € R.

Priklad 3.2.29. Jsou-li limity v pfedeslé vété rovny 1, nelze rozhodnout; fada
>°(1/n) diverguje a fada >_(1/n?) konverguje.

Priklad 3.2.30 (Swineshead asi 1350). Plati
SE_Ly2,8.4
2 4 2" -

k
= 2 8 16
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Radé tohoto typu se nékdy iika aritmeticko-geometrickd fada. Je specialnim p¥ipadem

posloupnost. Necht plati

an =ao +nd, b, =boq", |q| <1.

Predpokladejme, Ze boq # 0 a d # 0, nebot jinak je vySetfeni chovani fady jednoduché.
Nejprve dokazeme konvergenci fady Y >7 | anb,. Plati

n+1
o [0t (A Db g™ ao + (1)

= 1
n—oo (ao + nd) bo q" n— oo |CLO + nd| |q| < ’

a fada konverguje absolutné podle podilového kritéria. Urcime jeji soucet. Miizeme pra-
covat s ¢asteénymi soucty, ale i s fadami, nebot jejich konvergenci jsme si jiz dokazali
(odtvodnéte jednotlivé kroky podrobné). Pouzijeme opét schématického zapisu, nebot
je nazorny a lépe nam ukaze podstatu véci. Plati

8:aobo+(a0+d)b0q+(a0+2d)boq2+(ao+3d)boq3+--- ,
sq= aobo g+ (a0 + d)boq® + (a0 +2d)bog® + - - -,

a po vertikdlnim odecteni stejnolehlych ¢lent a tpravé dostaneme
s(1—q) =aobo+dboq+dbog’+dbog® +--- .

Tedy
_aobo+dbog(1+q+¢*+¢*+---) _aocbo  _dbog
l—gq 1—q (1—-g¢)?
Pro ao =0, bo =d =1 a ¢ = 1/2, pak ziskdvame také > 2  n27" = 2. Viimnéte si,
ze vzorec plati i pro specidlni pfipady, které jsme na zacatku dikazu vyloucili.

Lemma 3.2.31. Necht {z,} je konvergentni posloupnost a necht x, — x. Defi-
nujme Y, = Tpn — Tpy1. Potom je fada Yy, konvergentni a plati

0o
E Yp =T1 — T .
n=1

Diikaz. Rozepsanim zjistime, Ze pro n-ty ¢asteény soucet s, fady >y, plati
sp=(x1 —22)+ (x2 —x3) + -+ (Tp — Tnt1) = T1 — Tpy1;
tato ,teleskopi¢nost® a limitni pfechod pro n — oo dava pozadované tvrzeni. [

Predchézejici lemma je vcelku jednoduchym nastrojem, pomoci néhoz miizeme
dokézat Raabeho kritérium pfimo, bez kritéria Jensenova. Je zajimavé i s ohledem
na vztah posloupnosti a fad.
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Jiny dikaz Vety 3.2.21. Jako v predchazejicich pripadech budeme predpokladat, ze pod-
minka je splnéna pro vSechna n € N. Ozna¢me « := g — 1; zfejmé je a > 0. Nerovnost
z podminky (3.14) upravime na tvar

Nan — NGn41 > ¢Gn+1, resp. nan — (n+ 1)ant1 > aant -

Protoze aan+1 > 0 pro véechna n € N, je nan > (n+1)an+1, tedy posloupnost o ¢lenech
Tn = nan, n € N, je klesajici posloupnost kladnych cisel, a proto konverguje. Podle
Lemmatu 3.2.31 konverguje téz fada > y» o ¢lenech

Yn = Tn — Tn+1 = NAn — (TL + l)an+1

a je majorantni fadou k fadé > aan+1. Podle srovnavaciho kritéria tedy konverguje fada
> aan+1 a proto téz konverguje fada > an. O

Poznamka 3.2.32. V Lemmatu 3.2.31 pouzity ,trik“ je velmi efektivni pfi s¢itani fad
urcitého typu; nékdy se nazyvaji teleskopické rady. Jiz jsme se s nimi jednou setkali

=1 1 & 1 1 3
Zn2—1:§;<n—1_n+1>zz'

2

P1i zdivodnéni vypoctu je tfeba pracovat s CasteCnymi soulty, rozepsani a ,zrusSeni
nekonecné mnoha s¢itanct

(66D DG )

Poznamka 3.2.33. Je ziejmé, Ze jestlize pro fadu > an, an > 0, plati lim an41/an < 1,

pak také plati
limn( an —1) =
An+1

a o konvergenci Z an lze rozhodnout i podle limitniho Raabeho kritéria. Avsak limitni
Raabeho kritérium je ,,silnéjsi“. VySetfovani binomického rozvoje (viz dale (7.27)) v bodé
x = —1 spoéiva ve vySetieni fady (jeji absolutni konvergenci)

3 a _Z(—l)n(z> ¥ a(a—1)..ﬁ!(a—n+1)(_1)n
n=0

pro o € R. Potom pro n — oo plati

neni dikaz!

An+1
Qn

:—|n—a| —1 a n<1— |an+1|>:n(1—|—a) —1+a,

n+1 |an| n+1

takze podle Raabeho kritéria fada konverguje pro vSechna o > 0 a diverguje pro vSechna
a < 0. Pro a = 0 fada zfejmé konverguje. Podle podilového kritéria jsme vsak rozhod-
nout o konvergenci nemohli. Existuje tedy rada, jejiz konvergenci lze dokazat z Raabeho
limitniho kritéria, i kdyz limitni podilové kritérium pro ni selze.
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Poznamka 3.2.34. Elegance limitnich verzi probranych kritérii podstatné zavisi na
existenci limit z Véty 3.2.26. Vznika piirozena otazka, jak se vyrovnat s pripady, kdy
tyto limity neexistuji. K tomu vyuzijeme pojem hromadného bodu posloupnosti, zejména
pojmu liminf a,, a limsup a,. Jde vsak o pokrocilejsi zalezitosti, které uvedeme az v Ka-
pitole 8. Tam zaroven dokonéime srovnani odmocninového a podilového kritéria (v po-
psané obecné&jsi podobé). Dalsi kritérium je jiné povahy a zdanlivé neptinasi velky efekt;
problém konvergence jedné fady prevadi na problém konvergence jiné fady. Ukazuje se
vSak, ze je to ,silné“ kritérium, které nam umozni obejit se v nékterych pripadech bez
integralniho kritéria.

Véta 3.2.35 (Cauchy 1821; kondenzad¢ni kritérium). Necht {a,} je neros-
touct posloupnost nezapornych cisel. Potom

Zan < 0o, pravée kdyz ZZkazk < 00.
k=0
Poznamka 3.2.36. Jelikoz je
ZZkazk :a1—|—2a,2—|—4a4_|_8a8+... ,
k=0

je nazev kondenzac¢ni kritérium vcelku pochopitelny, protoze o konvergenci roz-
hoduji jen nékteré ¢leny rady.

Dikaz vety 3.2.35. Polozme s, = a1+ -+ Gn, tk = a1 +2a3+--- + 2ka2k. Je-li
n < 2k, plati

Sp < ap+ (ag +az) + -+ (agre + -+ agrs1_1) < ay +2ag + -+ 2%ag =ty

a tedy z konvergence {¢} plyne i konvergence {s,} a z divergence {s,} plyne
i divergence {tz}. P¥i n > 2* plati

Sp>a1+az+ (ag+aa) + -+ (agr-149 + -+ age) >

1 1
Z§a1+az+2a4+'-~—|—2k71a2k:§tk,

z ¢ehoz plyne obdobné zbytek. O

Piiklad 3.2.37. Az zavedeme v Kapitole 6 obecnou mocninu, vySetiime Y n~?
s realnym p. Je totiz

[e ] 1 o0 o0

k _ k(l—p) _ 1-p\k .
222717_22(”_2(2 L (3.15)
k=0 k=0 k=0

posledni fada je geometricka a konverguje, pravé kdyz je 1 —p < 0.
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3.3 Rady se stFidavymi znaménky

Véta 3.3.1 (Leibniz 1705; kritérium pro alternujici fady). Predpoklddej-
me, Ze je a, > 0. Necht ddle plati podminky

(1) posloupnost {a,} je nerostouct, a ddle
(2) limy, oo an =0 .
Potom rada Y7 (—1)""a, konverguje.

Diikaz. Obvykly postup spociva ve vySetfeni posloupnosti sudych a lichych cas-
teénych souctl rady, které jsou omezené a monoténni. Protoze soucet lichého
a nasledujiciho sudého c¢lenu ag,+1 — agn+2 je nezdporny, ziejmé pro vsechna
n € N plati

Son42 = S2p + G2n41 — G2n42 = Son
takze sudé cleny rady tvori neklesajici posloupnost. Podobné je soucet sudého

a nasledujiciho lichého ¢lenu —asgy, 12 + a2,+3 nekladny, takze pro vSechna n € N
plati

Son+3 = S2n+1 — G2n+2 T 02043 < S2n41 -
Dale plati
lim(52n+1 - SQn) = lim agn+1 = 0,
a proto obé vybrané posloupnosti z posloupnosti ¢astecnych souctd maji tutéz
limitu, rovnou souétu s zkoumané fady > (—1)"*a,.

Lze si vsak téz povSimnout chovani zbytku a odvodit z néj Cauchyho pod-
minku: pro m > n plati

|Sm - Snl = |an+1 — Qn+2 + Ap43 — :l:aml < |an+1|7

coz dokazeme pro kazdé n € N indukci dle m nebo pomoci jiz zminénych monotoén-
nich posloupnosti. S ohledem na a,,4+1 — 0 spliiuje posloupnost Bolzano-Cauchyho
podminku. O

Piiklad 3.3.2 (Leibniz 1682). Jiz Leibnizovi byl zndm soucet alternujici fady

1 1
_1 nt+tl__ —~ — - _
Z( ) 2n—-—1 1

Nyni snadno zjistime podle predchézejiciho kritéria, ze fada konverguje; jeji soucet
je roven /4, aviak k tomu dospé&jeme pozdéji, zatim jsme 7 ani nedefinovali. Rada
se vSak k uréovani hodnoty m nehodi, ale ma zajimavé vlastnosti; viz [3].

+

W
U] =
|+~
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Polozme si nyni otazku, zda se vlastnosti konecngch souctti prenaseji i na rady.
Piiklad ,rovnosti“ (6) z Uvodu ukazuje, ze vhodnym uzévorkovinim se miize
divergentni fada zménit v konvergentni. Naproti tomu jednoduché uzavorkovani
(zévorky ,nevnofujeme* do sebe) typu

a1 + (a2 + az) + as + (as + as + a7 + ag) + (ag + ao) + - - -

nezméni soucet fady, pokud fada soucet ma: jestlize posloupnost ¢aste¢nych sou-
¢td ma limitu, mé stejnou limitu i posloupnost z ni vybrana.

3.4 Prerovnavani rad

Priklad 3.4.1. Podle Leibnizova kritéria pro konvergenci alternujicich fad je
fada Y ;o (—1)F~1k~! konvergentni, zfejmé viak nekonverguje absolutng 3). Oz-
na¢me soucet této rady s; vzhledem k moznosti odhadu s libovolnymi dvéma po
sobé nésledujicimi ¢astednymi soulty fady plati s € [1/2,1]. Déle je (pouZijeme
opét schematicky zapis)

PR S U SN S S S
2 3 4 5 6 7 8 ’
1 1 1 1
8/2_0+§+0_Z+0+6+0_§+”"

uvédomte si, Ze vlozeni nulovych clenti neovlivni konvergenci ani soucet fady.
7 ptedchoziho vyplyva sectenim obou konvergentnich fad ¢len po ¢lenu

1 1 1 1 1
3s2=14+-—=4+—-4+—-—=+---
S2=lrg gty gt
Vzhledem k tomu, Ze je s # 0, zménil se ,pfeskupenim ¢lent* (neabsolutné kon-
vergentni) fady jeji soucet. V nasledujici ¢asti tento jev prozkoumame podrobnéji.

Definice 3.4.2. Necht ¢ : N — N je bijekce. Potom ¢ nazyvame pferovndni N.
Je-li ddna fada ) ay a plati-li by = a,(r), K € N, potom fikdme, ze fada ) by
je pferovndnim fady Y ar, pomoci pferovnani ¢, nebo struénéji, ze fada > by je
pferovnanim fady Y aj.

Poznamka 3.4.3. Pferovnani si pfedstavime snadno jako ,nekonecnou permu-
taci“
1 2 3 ...
(kl ko ks ... )

3) Tuto Fadu sedetl jiz r. 1648 PIETRO MENGOLI (1625 — 1686), ktery také znovu dokazal
divergenci harmonické fady. Srovnejte se vztahem (7.25) z Kapitoly 7.
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Situace se zda beznadéjna, avsak to je jen zdanlivé. Ukazuje se Ze pro nékteré
fady, napf. pro fadu z Prikladu 3.4.1, se pferovndnim muze zménit jejich soucet.
Existuji vSak fady, u kterych se to stat nemtize: jsou to absolutné konvergentni
fady. Nezli to dokazeme, uvedeme jejich jednoduchou ,vnitini“ charakteristiku.

Pfipomerime rozklad na kladnou a zapornou ¢ast (srovnej s (1.6) v Kapitole 1).
Pro ¢leny fady > a, piSme

an, =al —a,, neN.

n

Konverguje-li > |ay|, pak z nerovnosti 0 < af < |a,|, 0 < a,, < |ay| plyne, Ze
konverguji obé fady
Yot Yo
Snadno téz nahlédneme, ze diverguje-li pravé jedna z nich, pak diverguje i fada
Yo=Y Y
Odtud snadno dostaneme nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.4.4. Necht >  a, je neabsolutné konvergentni 7ada redlngch &isel. Po-

tom plati
al = Z a, = +oo

a soucasné plati lima;” =lima, =0.

Dikaz. 7 ptredchazejici pozndmky plyne prvni ¢ast tvrzeni, druhd je dusledkem
série implikaci

Zan konverguje = a, — 0 = |a,| — 0= (a;) — 0) A (a;, — 0);
tim je dikaz dokoncen. O

Nyni se vratime k prerovnavani fad. Nejprve dokdzeme jednoduché lemma
o fadach s nezapornymi cleny:

Lemma 3.4.5. Necht > ai je Tada s nezdpornymi éleny a Fada . by jeji libo-
volné prerovnani. Potom plati

Zakzzbk'

Diikaz. Protoze fada > ay je pferovnanim by, pravé kdyz fada Y by, je prerov-

nanim ) ag, staéi dokazat
Zbk < Zak. (3.16)
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Oznaéme ng = max{¢(1),...,p(n)}. Pak plati pro vSechna n € N

n n no %)
RIS SINAED pIIee) yros
k=1 k=1 k=1 k=1
Odtud plyne pii n — oo nerovnost (3.16). Tim je tvrzeni dokdzano. O

Véta 3.4.6. Necht fada . aj, konverguje absolutng. Potom pro jeji libovolné pre-

rovndni Y by, plati
Zbk = Zak' (3.17)

Diikaz. Protoze fada > |by| je prerovnanim fady > |ag|, konverguje i fada > by
absolutné. Déle pro soucty fad plati

doar=D00 D oa =) b,

a je tedy

STbhe=>0f b)) =D 00 =Y by, =
= Yo = Ya = Yl o) = Y.
O

Véta 3.4.7 (Riemann 1867). *) Necht fada 35", ax konverguje neabsolutné. Pak pro
kazdé s € R* existuje prerovndni Y by Tady > ar tak, Ze plati

Zbk:S.

Dikaz. V dikazu je slozity pouze formalni popis konstrukce pferovnani. Vytvotime dvé
posloupnosti {rm,} a {sm} ¢lent fady > a, které jsou vybranymi posloupnostmi z {ay }.
Jestlize je a1 > 0, polozme r1 = a1 a dale s;1 = a1, pokud je a1 < 0. Analogicky postupu-
jeme déle, takze {r.. } je posloupnost vSech nezapornych ¢lentt posloupnosti {ax} a {sm}
vSech zédpornych ¢lent {ayx }, oboji ve stejném poradi, v jakém se vyskytly v posloupnosti
{ar}. Predpokladejme nejprve, Ze s € R. Je-li r1 < s, vybirdme ¢leny prerovnané fady
nejprve z {rm }, ve druhém piipadé za¢neme s {sm }. Uvazujme prvy pfipad, ve druhém
se postupuje analogicky. S¢itame po fadé ¢leny r,, az po index m; tak, aby platilo

it rm-1 <8 <ritc A+ g1+ Ty

pak polozime by = rx, k = 1,...,m1. K souctu z predchoziho kroku pri¢itame cleny
posloupnosti {sm,} az po index m/} tak, ze

Tt rmg st S 128 >rid et Tmy Fs1 4 S

4) Tvrzeni je z prace, ktera byla publikovana az po Riemannové smrti.
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Pak polozime by, 41 = Sk, k = 1,...,m}. Tak jsme zatim seéetli m1 +m} ¢lent piivodni
fady. Pak stale pfi¢itame po fadé vzdy stiidavé skupiny nezdpornych a zadpornych ¢lent
fady > ax az po prvni ,piekroéeni hodnoty“ s 5). Prerovnana fada ma tvar

it Tmy F 81t Sy

FTrmy+1+ 0+ Tmytmg T Smyp1 T Sl g+

+Tm1 +mao+1 +--+ Tmi+mo+ms + 5m’1+m’2+1 + -+ Sm’1+m’2+mé + -

S ohledem na to, Ze puvodni fada konvergovala, a tedy a, — 0, konverguji ¢astec¢né
soucty konstruované fady k s. K pochopeni dikazu je nejlépe si predstavit, ze mate
za ukol najit pfislusné prerovnani pomoci pocitace; sestrojeni algoritmu je vlastné jiz
dtkazem véty. Pfi s = 400 (pfipad s = —oo vyfeSime analogicky) neustile ,zveddme
latku“, tj. ménime rozhodovaci hodnotu. Polozime nap¥. s = 1, ale bezprostiedné po
uréeni m} polozime s = 2, po uréeni m5 polozime s = 3 atd. I pfes slovni popis, ktery
se zamérné nesnazime vice formalizovat, by mél byt jiz cely dikaz ziejmy. O

Poznamka 3.4.8. Postup lze snadno modifikovat tak, Ze rozhodovaci hodnoty, podle
nichz ménime posloupnosti {r,} a {sm}, jsou dvé: s,s’ € R, s < s’. P¥i pfic¢itani dalsich
¢lentt z {r.,} postupujeme az k piekrodeni rozhodovaci meze s’ a pak pfi¢itame &leny
z {sm} az po prekroCeni rozhodovaci meze s. Pak ovSem pferovnana fada nebude mit
soucet. Neni obtizné si rozmyslit, ze pro posloupnost ¢aste¢nych souctti pferovnané rady
je mnoZinou vsech jejich hromadnjch bodt interval [s, s’ | (viz Definice 8.4.1).

Jestlize tedy fada konverquje pri kaZdém prerovndni, konverguji vSechna jeji
prerovnani k témuz souctu a fada je absolutné konvergentni. Proto se absolutné
konvergentni fady ve starsi terminologii nazyvaly bezpodminecné konvergentni
fady. Neabsolutné konvergentni fady byly analogicky nazyvany rady podminecné
konvergentni.

Historické poznamky 3.4.9. O geometrické fadé s kvocientem 1/4 dokédzal ,metodou
dvojiho sporu“ jiz ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n. l.), Ze jeji soucet je 4/3; viz Gvodni
kapitola. Je vSsak nutno fici, Ze z dnesniho pohledu se feckd matematika nedokazala
aspésné vyrovnat s problematikou nekonecna. Napf. ve filozofickych tivahadch ZENONA
z ELEJE (asi 490 — asi 430 pfed n. 1.) nachazime paradoxy plynouci z naivniho chapani

,hekonecného souctu®

1 1 1

S L 2oz (=1).

2 + 4 + 8 + (=1
Zenon predlozil 45 aporii 6), v nichz se zabyval formou vzdalenou matematice podob-
nymi situacemi. Nejzndméjsimi aporiemi jsou pravdépodobné Achilles a Zelva, souvisejici
s vyse uvedenym souétem, paradoz leticiho Sipu apod.

Jiz stafi Babylonané provadéli uvahy blizké s¢itani specialnich konec¢nych geomet-

rick§ch posloupnosti typu 14+2+2%+- - -42""1 = 2" —1. Pfesné, byt ponékud t&zkopadné

5) Protoze srovnani s hodnotou s uréuje prechody mezi vybiranim ¢lentt z {r,, } nebo {sm},
budeme ji pracovné nazyvat ,rozhodovaci hodnotou“.
6) Aporie znamena nesnaz, slepou ulicku apod.
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odvozeni vzorecku z Ptikladu 3.1.4 nalezneme u EUKLEIDA (365 — 300 pfed n. l.). Po-
piSme ho trochu podrobnéji: V jeho Zdkladech [6] nachdzime (viz § 34) takovouto uvahu:
oznacime-li ¢leny geometrické fady a jeji ¢asteCny soucet

o 0 _ 1 _ n dal
ap=aq, a=aq, ..., ap=aq , adale

Sp=ao+tar+---+an,

plati

ai — ao An+1 — Qo
= , tedy
ao Sn

sn(l—q)=ao—any1 =a(l—gq

n+1)

Dale jeho dikaz probihd takto: pro fadu ,se stalym pomérem ¢lend“ (geometrickou

fadu) plati
ai _ax _ Gpg

aop al an

Odectenim jednicky od kazdého zlomku a tpravou dostdvame

GGy _G2-a1__GnpimOno_ g
ao a1 an ’ ’

Eukleides umél dokdzat, ze pro takové zlomky (pomeéry) jsou ve stejném poméru i soucty
vSech jejich citatelt a soucty vsech jejich jmenovateli, tj.

> (akrr—ar) =(g—1))_ax,
k=0

=0

z ¢ehoz jiz plyne hledany vzorec.

Divergence harmonické fady byla objevena nezavisle patrné vicekrat (viz pozndmky
ke Kapitole 2).

Formuli pro soudet geometrické fady znal jiz FRANCOIS VIETE (1540 — 1603) r. 1593,
TACQUET (1612 — 1660) (1656). Prvni ,negeometrickou fadu“ secetl RICHARD SWINE-
SHEAD, profesor z Oxfordu. Bylo to patrné ve stejné dobé ”), v niz s¢ital NICOLE ORESME
(1323 — 1382) harmonickou fadu.

Dalsi kroky na cesté k rigoréznimu vysetfovani konvergentnich fad jsou spojeny se
jmény Bernoullit a dalsich matematikd, o nichz se podrobnéji doctete dale (Newton,
Leibniz, Euler aj.). Jednim z prvnich, kdo se zabyval studiem konvergence fad, byl
JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717 — 1783), ktery vySetioval konvergenci Newtonovy
binomické fady. Dalsi podstatny krok k vytvoreni teorie konvergence opét ucinil Louis
AuUGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857) svoji praci z roku 1821; o tom ostatné svédéi mj. cela
tato kapitola. Pfesto si jesté r. 1826 NIELs HENRIK ABEL (1802 — 1829) stézoval v do-
pise z Pafize svému uditeli: ,,. .. s vyjimkou geometrické rady neexistuje v celé matematice
snad jind tada, jejiz soucet by byl urcen korektneé. Jinak veceno, v matematice maji nej-

vvvvvv

7Y Uvadéji se rozmezi asi 1340 — 1355.
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na tom nejdivnéjsi.“ Poznamenejme jesté, ze fadu z Prikladu 3.3.2 objevil a secetl GOTT-
FRIED WILLHEIM LEIBNIZ (1646 — 1716); proto se ¢asto nazyvé Leibnizova fada. Préce,
kde se fada vyskytuje, byla prokazatelné napsana jiz v r. 1676, byla vSak publikovana az
r. 1682. Je zndmo, Ze tuto fadu znali difve i jini, nap¥. NILAKANTHA Z KERALU (asi 1450
—asi 1550) kolem r. 1500 ¢i JAMES GREGORY (1638 — 1675) asir. 1671. Nezavisle ji objevil
i Isaac NEWTON (1642 — 1727). Kritérium pro alternujici fady popsal Leibniz v dopise
J. Kormanovi r. 1705 a v dopise JOHANNU BERNOULLIMU (1667 — 1748) r. 1714. Zatim
je to jediné kritérium pro neabsolutni konvergenci fad, se kterym jsme se seznamili; je

Je patrné nemozné vystopovat puvod srovnavaciho kritéria. Pf¥ipomenme, ze bylo
pouzito k dikkaztim divergence fad (Oresme, Bernoulliové) i k ditkazu konvergence: uvaha
z Ptikladu 3.2.3 pro fadu anz se da stopovat az k Bernoulliim, i kdyz tuto fadu
secetl poprvé az Euler. My tuto fadu jinou metodou také secteme, avsak az pozdéji. Je
zajimavé, ze ,podobné fady“ maji ¢asto pomérné rozdilné vlastnosti. Obé fady 3 n =2
i . n~? konverguji, avak u prvni zndme piesné hodnotu jejiho souctu (je to 72/6),
u druhé se pomérné dlouhou dobu nevédélo ani to, zda je jeji soucet racionalni nebo
iracionalni ¢islo. Nyni vime, zZe to neni ¢islo racionalni, ale to je prakticky vse, co o ném
mizeme Fici.

Témeér vsechna v této kapitole vylozena kritéria konvergence dokazal rigorézné te-
prve Cauchy v praci z r. 1821. JosEpH LuDWIG RAABE (1801-1859) se intenzivné
zabyval studiem fad a vySe uvedené kritérium dokazal patrné v souvislosti se stu-
diem hypergeometrickych fad v r. 1832. Zabyval se vSak i s¢itatelnosti fad (viz nize).
Cesta ke kritériu, nesoucimu jeho jméno, vede v nasem piipadé pres obecnéjsi krité-
rium Jensenovo. Toto kritérium publikoval JOHAN LUDWIG WILLIAM VALDEMAR, JENSEN
(1859 — 1925) v r. 1888 v patizskych Comptes rendus . ... Toto kritérium je v ceské lite-
ratufe populdrni jiz téméf 100 let. Uvadéji ho jak EDUARD WEYR (1852 — 1903) v [16]
z r. 1902, tak pozdéji i KAREL PETR (1868 — 1950) v [10] z r. 1923.

Pojmenovani konvergentni fada pochézi patrné od Gregoryho (1668), ktery byl snad
také prvni, kdo rozliSoval mezi konvergentnimi a divergentnimi fadami. Dostatecné
presné definice se objevily u Bolzana v r. 1817 a Cauchyho v r. 1821.

Absolutni konvergenci zavedl Cauchy v r. 1821, avSak teprve r. 1833 korektné doka-
zal, ze z absolutni konvergence fady plyne jeji konvergence.

Viimnéme si jesté kratce divergentni fady > (—1)"T'. V avodni kapitole uvedena
paradoxni uvaha, vedouci k rovnosti 0 = 1, byla dlouho nevysvétlitelnd a pritahovala
matematiky zvuénych jmen. Mnozi se tuto fadu snazili seéist; uvedme ptiklady nékterych
postupi, které byly pouzity.

Je-llil—141—-14---=s,paks=1—(1-1+1—...) =1—s, a odtud dostavame
2s =1, resp. s = 1/2.

Dosazenim hodnoty —1 do vzorce (1 —2)™' = 1+ + 2> + ... dostaneme opét
1/2=1-141—....

Také Leibniz se priklanél na zakladé jinych vah pravdépodobnostniho charakteru
k 1/2 jakozto hodnoté souétu této rady.

Poznamenejme, ze {z,} = {1,0,1,0,...} je posloupnost ¢asteénych souctt fady
S(=1)"! a Ze rovnéz plati

T1+ -+ Ty 1
Yn = ———— — .
n 2
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Postup souvisi s Lemmatem 2.4.22. Nyni jsme jim prifadili jisty ,zvlastni soucet® diver-
gentni fadé > (—=1)"*! = 1—14+1—1+.... Tento piistup pochizi od GEORGA FROBENIA
(1849 — 1917), pro specialni fady ho vSak pouzil jiz DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782)
r. 1771 a Raabe r. 1836. Dalsi zasluhy na konstituovani s¢itaci metody, které je na tomto
tvrzeni zaloZena, maji d’Alembert (1768), LEOPOLD KRONECKER (1823 — 1891) (1876),
OtTo LUuDWIG HOLDER (1859 — 1937) (1882) a ERNESTO CESARO (1859 — 1906) (1890).
Vyse uvedené Lemma 2.4.22, které dokazal Cauchy, dokazuje tzv. regularitu nejjedno-
dussi Cesarovy séitact metody (C, 1) (podrobnéji viz déle).

Je to jedna z velmi jednoduchych scitacich metod. Jsou to postupy, zpravidla roz-
Sirujici pojem souctu fady i na pfipady nékterych divergentnich fad. Priklad ukazuje,
ze jde opravdu o vlastni rozsifeni, nebot je jim sectena alespon jedna divergentni rada.
Lemma 2.4.22 naopak ukézalo, Ze tato metoda priradi konvergentnim fadam jejich ,nor-
malni soucet®, je to proto opravdu rozsirent; to, ze néjakd scitaci metoda zobecnuje
tradi¢ni soucet fady, vyjadfujeme v oznaceni slovem reguldrni (séitaci metoda).

Kritéria konvergence, se kterymi jsme se seznamili, nejsou zdaleka ta nejlepsi mozna.
Jmenujme alespon nékolik matematikt, ktefi se zaslouzili o dalsi zjemnovani téchto
vysledkt: CARL FRIEDRICH GAuUSs (1777 — 1855), NIELs HENRIK ABEL (1802 — 1829),
ERNST E. KUMMER (1810 — 1893), JEAN M. C. DUHAMEL (1797 — 1872), AUGUSTUS
DE MORGAN (1806 — 1871), JOSEPH Luls FRANCOIS BERTRAND (1822 — 1900), MAGNUS
GEORG VON PAUCKER (1787 — 1855), OsSIAN BONNET (1819 — 1892). Viz [8].

7 popularnich ¢lanka vénovanych problematice s¢itacich metod jmenujme clanek,
ktery napsal C. N. Moore v r. 1932 (viz [1], str. 377). V r. 1987 vydala Jednota cesko-
slovenskych matematiki a fyzikd sbornik [12], kde vySel ¢lanek popisujici vyvoj mate-
matické analyzy [9] a také prace [15] o vyvoji s¢itani divergentnich fad.

Priklady typu prerovnani neabsolutné konvergentni fady k jinému souctu sestrojili
Cauchy r. 1833, r. 1837 PETER GUSTAV LEUJENE DIRICHLET (1805 — 1859) a r. 1839
MARTIN OHM (1792 — 1872); viz Piiklad 6.5.22. Znovu pfipomindme starsi éeskou termi-
nologii: fady podmine¢né (= neabsolutng) a bezpodmineéné (= absolutné) konvergentni.
Vétu obsazenou v Poznamce 3.4.8 dokazal Dirichlet r. 1837. Vysvétleni podminecné
konvergence pfinesl teprve vysledek Riemanntv z r. 1854, publikovany po Riemannové
smrti.
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Kapitola 4

Funkce

Tato kapitola ma prevazné technicky charakter. Pomoci v&t o limitach posloupnosti jsou
v ni dokézana zékladni tvrzeni o limitnich pfechodech pro funkce. Ctenaf se vak seznami
i s ,pfimym pristupem® k dikazim téchto tvrzeni, zaloZzenym na e—§ definici. Tvrzeni
jsou vétsinou dokazovana na zakladé jiz drive dokazanych tvrzeni o posloupnostech.
V posledni ¢asti kapitoly jsou uvedena néktera slozitéjsi tvrzeni. Jejich dikazy by si mél
Ctenar peclivé promyslit.

4.1 Zakladni vlastnosti

Definice 4.1.1. Zobrazeni libovolné mnoziny A # () do n&jakého éiselného oboru
budeme obecné nazyvat funkce. Podrobnéji redlnou funkci budeme rozumét zob-
razeni do R, komplexni funkci zobrazeni do mnoziny vSech komplexnich ¢isel C;
komplexnimi funkcemi se vSak budeme podrobnéji zabyvat pozdéji. Je-li navic
A C R, budeme takovou funkci nazyvat podrobnéji redlnou funkci redlné pro-
menné; s témi budeme pracovat nejcastéji. Proto pro né budeme uzivat jen kratsi
nazev funkce a vSe ostatni bude v pripadé potreby explicitné feceno.

Oznaceni 4.1.2. Pro oznadeni funkci budeme uzivat vice zptsobti. Jednotlivé
funkce budeme znacit pismeny, napft. f, g, F, G, ...apod. Bézné je také uzi-
vano oznaceni f : A — R. N&kdy je vhodné mit moZnost zapsat funkci aniz ji
,pojmenujeme“; pak piSeme napf. x> 2% x € A, resp. x +— f(x), x € A.

Je-lliz € Aa f: A— R, pak samotny symbol f(x) by mél byt uzivan vghradné
pro hodnotu funkce f v bodé x; je to v tomto pfipadé ¢islo, nikoli funkce. Je pod-
statné vzdy rozlisovat mezi funkci samotnou a funkéni hodnotou, ale zapis nebyva,
a pri téchto dohodach ani nemtize byt, zcela disledny. Identita, tj. funkce x — x,
z € R se bézné znaci z. Kdybychom ji chtéli pojmenovat a uzivat napf. oznaceni
Id, museli bychom diisledné psat Id? misto 22 apod. Budeme uzivat tradi¢ni ozna-
Ceni a, pri eventualni nepfesnosti zapisu, musime vzdy z kontextu presné rozeznat,
o€ se v daném pripadé jedna.
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Umluva 4.1.3. Je-li dian pouze ,predpis“, tj. napt. f(z) = z/(2% — 1), pak
uzavirdme tuto umluvu: za defini¢ni obor Dy funkce f povazujeme mazimding
podmnozinu R, na niz je vyraz (pfedpis) definovan. V naSem piipadé je tedy
Dy =R\ {-1,1}. V obdobném smyslu také chapeme tlohu znamou ze stfedo-
skolskych ucebnic: Urcete definicni obor funkce ..., kterd vzata doslovné nema
zadny rozumny smysl.

Poznamka 4.1.4. Funkce je tedy uréena ,predpisem® a ,definiénim oborem*.
Dvé funkce si jsou rovny, shoduji-li se v obou téchto vécech. Proto napi.

flx)=2* z€(-1,1), a f(x)=2% z€R,

jsou dvé rozdilné funkce. I zde nékdy (napf. u restrikci) neni bézné vyjadteni zcela
diisledné. Pfipominame, Ze je-li f: A — R a B C A, pak

g:z0 f(z), 2€B,
je zuZenim (restrikci) funkce f na mnozinu B. Je-li obracené
h:xw— h(z), ze€C,

a B C C, ptitemz h(z) = g(x) pro vSechna z € B, je h rozsifenim funkce g na C.
Ziejmé i f je rozsifenim g a tato dvé rozsifeni funkce g jsou opét obecné ruzna.

Definice 4.1.5. Necht A C R je libovolnd mnozina. Definujme x4(z) = 1 pro
v8echnax € A a xa(z) = 0 pro véechna x € R\ A. Je zfejmé, ze funkce tohoto typu
jednoznacné charakterizuje A, proto se ji ik charakteristickd funkce mnoziny A.
Charakteristickd funkce mnoziny Q se nazyva Dirichletova funkce.

Priklad 4.1.6. Funkce f(x) = (|22 —1])~! m4 podle tmluvy, kterou jsme uzav-
feli, defini¢ni obor
Df :R\{_lal}v

funkce g(x) = (|22 —1|)7, 2 € (-1,1), ma D, = (—1,1). Zfejmé je g restrikci f
na interval (—1,1).

Pracuje-li se s funkcemi jako s podmnozinami kartézského soucinu, je tento
vztah mezi funkcemi mnoZinovou inkluzi. Pomoci ni se v ptripadé definice funkce
jako podmnoziny kartézského soucinu restrikce definuje:

{(z,9(x));z € (-=1,1)} C {(z, f(x));x € R\{—1,1}}.

Nékteré vlastnosti funkei jsme jiz definovali (napf. omezenost v Definici 1.6.7),
jiné budeme definovat postupné v dalsim textu. Jednou z nejjednodussich vlast-
nosti funkci je monotonie.
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Definice 4.1.7. Necht je funkce f definovdna na intervalu I C R. Potom Fikame,
ze funkce f je rostouci na I, jestlize plati pro kazdou dvojici bodu x,y € T

z<y= f(z) <f(y).

Nahradime-li posledni znameni nerovnosti ‘<’ postupné znamenimi >, < a >, do-
staneme definice funkce klesajici, neklesagici a nerostouci (na intervalu I'). Funkce,
které maji na I kteroukoli z popsanych vlastnosti, nazyvame souhrnné monotonni
funkce na I. Rostouci a klesajici funkce na I se nékdy souhrnné nazyvaji ryze mo-
notonni funkce na I.

Poznamka 4.1.8. Predeslou definici lze modifikovat. Funkce f je rostouci na I,
jestlize plati pro kazdou dvojici bodt x # y, z,y € I, nerovnost

fy) — f(=)
y—x

>0.

Ovétte, ze dostavame opravdu ekvivalentni definici a vyslovte v analogické formé
definici klesajici, neklesajici a nerostouci funkce.

Ctenaf si mize samostatné rozmyslit, jak vyuzit k definici monotonie vyraz
(f(y) — f(z))(y — x); ten umozniuje uzitecné zobecnéni monotonie pii zkoumani
obecnéjsich zobrazeni.

Definice 4.1.9 (Mocniny s pfirozenym exponentem). Pro v8echna n € N
definujme z" rekurentné (tj. 2! = z, 2" = x - 2™) pro viechna z € R !). Potom
se funkce = — ™ nazyva mocnina, resp. n-td mocnina. Dale definujeme ,nultou
mocninu“ jako funkci z +— 1, z € R. V Definici 1.6.9 jsme definovali operace
s funkcemi; vime tedy, jak se definuje nasobek mocniny a soucet mocnin. Linearni
kombinace mocnin, tj. funkce tvaru

n
P(z) = Z apz®
k=0
se nazyvaji polynomy. Jejich koeficienty ay jsou redlna Cisla; pozdéji budeme stejné
zavadét polynomy v komplexnim oboru.

Pfipomerime si jesté definici limity posloupnosti: lim,, .. a, = a (tj. a, — a),
pravé kdyz plati podminky
(1) (Va’ <a) (an,>d" pro skoro viechna n),

(2) (Va”" >a) (a, <a” pro skoro viechna n).

Je-li a € R, pak ¢asto uzivdme jedinou podminku: pro kazdy interval (a’,a”), pro
ktery plati a € (a’,a”), plati také a,, € (a’,a”) pro skoro v8echna n € N,

1) Jde vlastng o mocniny identity Id, toto oznacdeni vSak neuzivaime a mluvime o mocniné
jako o ,funkci ™“ apod.
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Stale budeme uZivat jiz zavedené symboliky: U.(a) := (a — €, a + €). Budeme
v8ak uzivat i trochu obecnéjsich okoli: kazdy otevieny interval, ktery obsahuje
bod a, budeme také nazyvat okolim a; takové okoli budeme znadit U(a).

Pojmy spojitost, derivace, limita (funkce v daném bodé) patii k tzv. lokdlnim
pojmum; tim vyjadiujeme skutecnost, Ze zaviseji pouze na chovani funkce v okoli
prislusného bodu — toto jesté zpresnime. Zac¢neme se zakladnim pojmem, tj. se
spojitosti.

4.2 Spojitost funkce
Definice 4.2.1 (Bolzano 1817). Rikame, Ze funkce f je spojitd v bodé xo € R,
jestlize

(Ve > 0)(30 > 0)(Va, z € Us(x0))(f(x) € U(f(0))) -

Poznamka 4.2.2. Budeme ¢asto pouzivat ekvivalentnich vyjadfeni definice spo-
jitosti. Funkce f je spojita v bodé xg € R, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0)(x € Us(xo) = f(z) € U(f(x0))) -

Posledni implikaci mtzeme jesté nahradit inkluzi

fUs(x0)) C Ue(f(x0))
a dostaneme opét ekvivalentni definici.

Toto je klasicka definice spojitosti, kterou je tfeba znat a umét s ni pracovat,
my vSak ¢asto budeme vyuzivat nasich znalosti o posloupnostech a budeme pti
dtikazech vychazet z vét, které jsme o nich jiz dokazali.

Poznamky 4.2.3. Je vhodné si uvédomit par bezprostiednich dusledkt definice
spojitosti.
1. Funkce f spojitd v bodé z¢ je v tomto bodé definovand.

2. Funkce f spojitd v z¢ je definovana na né&jakém okoli Us(xg) s jistym § > 0;
rozmyslete si, Ze je to totéz, jako kdyz fekneme, Ze ,existuje interval («, 3), na
kterém je f definovéna, takovy, Ze plati zo € (a, 5)“.

3. V definici jsou podstatné kvantifikdtory, ne ,rozmérové veli¢iny“ ¢ a . Je tedy
mozné pfepsat definici do tvaru (okoli bodu f(zo) znacime U(f(xo)) a okoli bodu
xo znacime V(zo)):

(VU(f(20))(BV(20))(f V(w0)) € U(f(20)))-

Vyjadieno slovy: ke kazdému okoli U(f(zo)) existuje okoli V(xg) tak, Ze plati
f(V(x0)) CU(f(0))-
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Tento jednoduchy disledek definice nabyva na vyznamu, pracujeme-li s funkci
spojitou napitiklad ve vSech bodech intervalu (a,b), nebot pies néj vede cesta
k jinému popisu ,globdlni spojitosti“ funkce, tj. spojitosti f vsude v (celém)
intervalu (a, b).

4. Casto se zapisuji pfislusna e- a §-okoli pomoci nerovnosti; definici spojitosti f
v bodé x¢ lze zapsat i pomoci vztahu

(Ve > 0)(30 > 0)(Jxo — x| <& = |f(zo) — f(z)] <e).

Lemma 4.2.4. Necht je funkce f spojitd v bodé xo € R. Potom ezistuje takové
okoli U(xo), na kterém je f omezend.

Diikaz. V definici spojitosti sta¢i volit napt. e = 1. Tomuto ¢ odpovidajici -okoli
1ze volit za hledané okoli U (zo). O

Piiklad 4.2.5. Existuje-li a € R tak, ze pro vSechna x € R je f(z) = a, je f
spojita v kazdém bodé zp € R. K tomu, abychom ovérili, ze konstantni funkce
je spojitd, si staci uvédomit, ze at zvolime € > 0 jakkoli, Ize v definici spojitosti
odpovidajici 6 > 0 volit libovolng, nebot |f(z) — f(zo)| = |a —a| = 0 < ¢ plati
dokonce pro vsechna = € R.

Identita na R, tj. funkce f(x) = = je rovnéz spojitd v kazdém bodé zy € R;
v definici spojitosti lze pro kazdé € > 0 volit napf. 6 = . To je zfejmé, nebot
[f(x) = f(zo)| = [z — zol.

Je zajimavé si rozmyslit, kolik prace musime vynalozit, abychom 2z definice
dokézali, ze funkce f : 2 — 2 je spojitd v bodé 1. VynaloZena nadmaha ukaze, Ze
bez dalsi teorie bychom stézi néco spocitali. Proto je vhodné dokazat o spojitosti
dalsi tvrzeni, aby bylo mozno o spojitosti rozhodnout efektivnéji nez na zakladé
,pouhé* definice.

Lemma 4.2.6. Jestlize je lim,, .o x, = xg a funkce f je spojitd v bodé xo, potom
téz plati lim, o f(x,) = f(x0).

Diikaz. Zvolme € > 0. Ze spojitosti funkce f v bodé zy plyne existence takového
0 > 0, ze plati
[z — 20| <6 = [f(x) = fzo)| <e.

Z konvergence x,, — xg plyne existence k € N, pro které
n>k =z, —x0l <, atedy |f(zn)— f(zo)|<e.
Tim je lemma dokazano. O

Dusledek 4.2.7. Pokud umime najit dvé posloupnosti {x,}, {yn} konvergujici
k xg tak, Ze f(xn) — «, f(yn) — B, a # B, pak funkce f neni spojitd v bodé xy.
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Piiklad 4.2.8 (Dirichlet 1829). Dirichletova funkce ¢ (viz Definice 4.1.5) neni spo-
jitd v zadném bodé x¢ € R. Stadi si uvédomit, ze pro kazdy bod zo € R existuji posloup-
nosti {z»}, {yn}, zn € Q, yn € R\ Q pro viechna n € N tak, ze

Tn — To, Yn — To azéroven O(xn) — 1, 6(yn) — 0.
Proto neexistuje limgy— ., 6(x).

Piiklad 4.2.9 (Riemann). Definujme g(z) = 1 pro vSechna x € Z a déle o(p/q) = 1/q
pro p € Z, q € N takova, ze (p,q) = 1, neboli p, g jsou &isla nesoudélna ?). Dale klademe
o(x) =0 pro x € R\ Q. Tato funkce se nékdy nazyva Riemannova funkce.

Dokéazeme, ze funkce p neni spojita v zddném bodé y € Q. Zvolme libovolné y € Q
a posloupnost bodt z, € R\ Q tak, ze z, — y. Pak ale je o(z,) — 0, aviak o(y) # 0,
¢imz je tvrzeni dokazano.

Funkce g je vSak spojita v kazdém iraciondlnim bodé z € R. Volme z € R\Q. Ziejmé o
nabyvé nenulovych hodnot pouze z mnoziny {1/q; ¢ € N}. Pro kazdé 0 < £ < 1 existuje
v intervalu (z — 1,z 4+ 1) pouze kone¢ny pocet bodi z € Q takovych, ze o(z) > e.
Hodnoty 1 se nabude v tomto intervalu nejvyse dvakrat, hodnoty 1/2 nejvyse t¥ikrat,
atd. Ozna¢me mnozinu vSech téchto bodu M.. Pro

0< 0 <min{|z —z|; x € M\ {z}}

pak plati pro vSechna x € R, pro néz |z — z| < 4, nerovnost |o(z) — o(z)| < €, a tedy o
je spojita v z.

Jestlize je {x,} prostd posloupnost bodu intervalu (a,b) C R a {y.} posloupnost
kladnych cisel, pro kterou y, — 0, lze definovat na (a,b) funkei f tak, ze f(zn) = yn,
n € N, a f(z) = 0 pro vSechna = € (a,b), z # x, pro vSechna n € N. Takova funkce
byva nazyvana zobecnénd Riemannova funkce. Pokuste se charakterizovat vSechny body
z € (a,b), ve kterych je f spojita!

Nyni si ukdZeme préaci s ,& — d definici“ spojitosti postupem nezavislym na
tom, co jsme vylozili v Kapitolach 2 a 3.

Lemma 4.2.10. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé g, pak je i funkce f+g spojitd
v bodé xg.

Diikaz. Pro soucet nebo rozdil funkci je dikaz prakticky stejny, udéldme ho proto
podrobné jen pro soucet. Obé funkce musi byt definovany na n&jakém okoli U (z)
bodu z(, které si pro dalsi tvahu pevné zvolime. Nejprve si uvédomime, Ze pro
vSechna = € U(zo) plati

() + g(x) = (f(20) + g(x0))| < |f(2) = f(zo)| +[g(x) — g(xo0)]

a ze oba vyrazy vpravo umime diky predpokladim ,udélat libovolné malé“. Ze
spojitosti f v xg totiz plyne, ze pro kazdé € > 0 lze volit §; > 0 tak, ze

|z —@o| <01 = [f(2) = fzo)| <&/2.

2) Oznaéeni (p, q) jsme pouzili pro nejvétsiho spoleéného délitele &isel p, q.
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Podobné ze spojitosti g v z¢ plyne existence do > 0 tak, ze plati
|z — 20| < b2 = |g(x) — g(z0)| < /2.

Nyni staci volit kladné § < min(d1, d2) a pro vSechna x, pro kterd je |z — o] < 0,
dostavame pomoci trojuhelnikové nerovnosti potiebny odhad

£ () + g(x) = (f(20) + g(x0))] <
<|f(@) = fzo)| +19(z) —g(xo)| < e/2+¢/2=¢.

Tim je dikaz pro soucet proveden. Analogicky se provede i dukaz pro rozdil;
Ctenaf by si to mél vyzkouset. O

Existuje vsak jesté dalsi pfistup ke spojitosti funkci pomoci posloupnosti: pro
nas pujde o vétu, popisujici ekvivalentni definici spojitosti.

Véta 4.2.11 (Heine 1872). Funkce f je spojitd v bodé xo, prdvé kdyZ plati pro
kazdou posloupnost {x,}

(T — @0) = (f(2n) — f(x0))-

Poznamky 4.2.12. 1. Uvédomte si, Ze se zad4 cosi pro kaZdou {x,}, pro kterou
je xn, — x0; nekonverguje-li {z,,} k xo, je implikace vzdy pravdivd a zaddnou
omezujici podminku nevyjadiuje.

2. Kdyby pfi nespojitosti f v bodé zy neexistovalo zddné okoli U (z¢), na kterém je
f vSude definovana, pak bychom vybrali {z,} tak, aby platilo z,, — xo (nap¥. vy-
birdme z,, tak, Ze |z, — xo| < 1/n) a aby souéasné f(z,) nebylo definovdno pro
zZadné n. Pak ale dostavame spor s podminkou ve véteé.

3. Az tuto vétu dokazeme, budeme moci povaZovat podminku z véty za jinou
definici spojitosti. Obvykle se potom uZiva spojeni ,,...podle Heineho definice
spojitosti ... “ k odvolani na Vétu 4.2.11.

Diikaz Véty 4.2.11. 7 Lemmatu 4.2.6 plyne, Ze z z,, — ¢ a spojitosti f vyplyva,
ze rovnéz f(x,) — f(xo) a dikaz jedné implikace je hotov. Nyn{ dokdZeme misto
druhé implikace typu b = a ekvivalentni implikaci non a = non b, coz da potteb-
nou druhou ¢ast dukazu.

Neni-li f spojité v zg, pak to mze byt z trividlnich dtivodi (f neni definovana
Vv o, resp. na zadném U(x¢)); pak vsak existuje {x,,}, £, — o, pro kterou neplati
f(zn) — f(xz0) z toho divodu, Ze nejsou definovény piislusné hodnoty funkce f.
Necht je f definovana na néjakém okoli U(xg) bodu zy, ale neni v bodé x¢ spojita.
Potom existuje okoli U(f(xo)) tak, ze pro Zddné V(zo) neplati

fV (o)) CU(f(0))-

Volme nyni x,, € Vi /,,(0), tj. tak, Ze plati |z, — 20| < 1/n, ale zarover

f(an) & U(f(20)) -
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Pak plati x,, — xo, avSak neplati f(z,) — f(z9) a podminka splnéna neni. Tim
je dikaz dokoncen. O

Véty o posloupnostech ndam pomoci Heineho definice spojitosti (Véta 4.2.11
a komentar v poznamce) umozni rychle a pohodlné dokazat fadu tvrzeni o spoji-
tosti funkei. Z véty o aritmetickych operacich a posloupnostech snadno obdrzime
nasledujici vétu:

Véta 4.2.13. Necht f, g jsou funkce spojité v bodé xy € R. Potom i f+g, f-g,
|f| jsou spojité v bodé xg. Je-li g(xo) # 0, pak i f/g je spojitd v bodé xg.

Diikaz. Jelikoz f, g jsou spojité v xg, pak pro libovolnou posloupnost {z,} tako-
vou, Ze T, — Tg, plati

f(xn) — fwo) ataké g(zn) — g(wo);

podle Véty 2.3.5, resp. Véty 2.1.22 plati také

f(en) £ g(xn) = f(x0) £ g(x0),  f(n)g(2n) — f(20)g(20),

z ¢ehoz lehce plyne prvni ¢ast tvrzeni. Dalsi ¢ast dostaneme snadno z implikace
fzn) = f(wo) = |f(zn)| — | f(x0)|- Konetné z g(xg) # 0 plyne, Ze pro kazdou
{zn} takovou, Ze =, — xo, plati g(z,) — g(xo) # 0, a proto g(x,) # 0 pro skoro
v8echna n € N. Proto maji podily f(z,)/g(x,) smysl pro skoro vSechna n. Zbytek
je jiz z Véty 2.1.22 ziejmy. O

Poznamka 4.2.14. Protoze vime, Ze funkce x — z,2 € R, je spojitd na R,
snadno dokazeme pouzitim predchéazejicich vét, ze vSechny mocniny s celym ne-
zapornym exponentem jsou funkce spojité v kazdém bodé z R. Z vyse uvedenych
vét rovnéz lehce vyplyva, ze kazdy polynom je spojitou funkci ve vSech bodech
o € R. Rozmyslete si detailné, kterd tvrzeni je nutno pouzit a jak.

Poznamka 4.2.15. Velmi dillezitou operaci se zobrazenimi, resp. s funkcemi, je
jejich skladdni. Pripomenime si tuto operaci Prikladem 1.4.14 z Kapitoly 1. Pak
vyslovime a dokdzeme vétu o spojitosti slozené funkce.

Piiklad 4.2.16. Nechf f(x) = 1/(1 — x). Podle Umluvy 4.1.3 je f definovana na
celé ose R kromé bodu 1, tedy f : R\ {1} — R. Budeme-li sklddat f opét s f,
pak f(0) =1 a hodnota f(f(0)) neni definovina; to znamend, ze pro

g:x— f(f(z))

plati D, = R\ {0,1} # D;. Snadno zjistite, ze je g(z) = (z —1)/z, z € R\ {0, 1}
azepro h:z— f(f(f(x))) je h(z) =z, x € R\ {0, 1}. Pfi poéitani je tieba d4t
pozor na pouhé mechanické upravovani!
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Oznacéeni 4.2.17. Funkce jsou specidlni zobrazeni. Sklddani funkci proto zna-
¢ime opét pomoci symbolu ,0“. Pfipomenme si definici, ve které jsme polozili
(fog)(x) = f(g(x)), kde pofadi vlevo se ¥idi pofadim f, g v zdpise na pravé
strané rovnosti.

Véta 4.2.18. Necht g je funkce spojitd v bodé o € R, [ funkce spojitd v bodé
g(xo). Potom je funkce f o g spojitd v bodé xy.

Diikaz. Uvédomime si disledky spojitosti f, g. Necht W(f(g(z0))) je okoli bodu
f(g(x0)); k nému existuje okoli V(g(xzo)) tak, ze plati f(V(g(z0))) C W(f(g(z0))).
Ze spojitosti funkce g pak plyne, ze k okoli V(g(zo)) existuje okoli U(xg) tak, ze
plati g(U(zo)) C V(g9(z0)). Odtud lehce plyne, ze plati i inkluze

(f o 9)U(x0)) = fgU(z0))) C f(V(g(x0)) € W(f(g(z0))) = WI((f © g)(0)),
takze f o g je spojitd v bodé zg. O

Spojitost v bodé je jednoduchym ptikladem lokdlni vlastnosti funkce; lze o ni
rozhodnout na zakladé chovani vysetfované funkce ,,v sebemensim okoli“ tohoto
bodu. Existuje jednoduchy postup, jak od lokalnich vlastnosti pfechazet k vlast-
nostem ,,globalnim* (tohoto oznaceni vsak uzivat nebudeme!). Na ném je zaloZena
i nasledujici definice.

Definice 4.2.19. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v intervalu (a,b) C R, prave
kdyZ je spojitd v kazdém bodé x € (a,b).

Poznamka 4.2.20. Nékdy je naopak vhodné ke globalni vlastnosti, jakou je na-
priklad fakt, ze funkce je nerostouci nebo neklesajici, resp. rostouci nebo klesajici
na intervalu I, definovat vhodné odpovidajici vlastnost lokalni. Trochu predbéh-
neme a uvedeme p¥iklad, ktery se ukaze uziteény az pozdéji. Rikame, ze funkce f
je rostouct v bodé c, jestlize existuje takové jeho okoli U(c), na kterém plati

fl@)< fle)proz<c a f(x)> f(c) proz >c.

Analogicky se zavadi pojem neklesajici funkce v bodé c, kterému odpovidaji sou-
hlasné neostré nerovnosti mezi funkénimi hodnotami. Podobné prechodem k ob-
racenym nerovnostem mezi funk¢énimi hodnotami dostaneme definice funkce kle-
sagict a nerostouct v bodé c. Ziejmé funkce f rostouci v intervalu (a,b) je rostouci
v kazdém bodsé ¢ € (a,b), ukazuje se vSak, ze dokdzat obracené tvrzeni (roste-li f
v kazdém c € (a,b), pak roste v (a,b)) je mnohem tézsi.

Kdybychom chtéli definovat tento pojem pomoci pomeéru pfiristkt analogicky
Definici 4.1.8, je to opét velmi jednoduché. Funkce f je rostouci v bodé c, jestlize
existuje takové jeho okoli U(c), ze pro kazdé = € (U(c) \ {c}) plati

fz) = fle)

Tr—cC

>0.
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Analogicky postupujeme v ostatnich pfripadech funkce klesajici, nerostouci a ne-
klesajici v bodé.

Spojitost je velmi nazorny pojem: funkce f je spojitd v bodé€ xg, jestlize se
,body blizké bodu o zobrazuji na body blizké bodu f(z¢)“. Casto vsak potiebu-
napf. velmi pfirozena otédzka, zda lze podobnym zptsobem vySetfovat i cho-
vani funkce v okoli bodu, jestlize neni v tomto bodé definovana. Je zfejmé, ze
napf. funkce f(z) = |sgn(x)|, * € R, je spojitd v intervalech (—o0,0) a (0, c0),
ale v bodé 0 spojita neni, nebot je tam ,nesikovné definovdna“. Pokud definujeme
funkei g tak, ze g(x) := f(z), z € R\ {0}, a polozime ¢g(0) = 1, je g spojita funkce
na R. Pro funkci z Pfikladu 4.1.6 nastéva jiny jev: at se ji v bodech —1 a 1 po-
kusime definovat jakkoli, nikdy po tomto dodefinovani nevznikne funkce spojita
na R. To, co jsme provadéli, souvisi s problémem existence spojitého rozsifeni.
Analogicky problém pfipada v vahu v krajnich bodech intervalli, v nevlastnich
bodech apod. K jeho feSeni je uziteény pojem limity.

4.3 Limita funkce

Oznadeni 4.3.1. Zavedeme toto oznadeni:
Po(xo) i={z € R;0 < |z — 29| < e} =Uc(mg) \ {20}

Tuto mnozinu nazyvame prstencove c-okoli bodu x¢. Obecnéji, jestlize existuji
a, B € R* tak, ze je zo € (a, f); pak oznacime P(zo) := (o, 8) \ {z0}. Mnozinu
P(z¢) pak nazyvame prstencové okoli bodu xo. Bude se ndm hodit i néasledujici
tmluva:

U(+0) =P(+00) 1= (a,+0), kdea < +oo,
U(—0) =P(—0) := (—00,a), kdea>—oc0,

tedy okolim bodu +oo je kazdy interval (a, +00), kde a < +00. Protoze jsme zvykli
na to, ze pii zmenSovani e > 0 se U.(xg), resp. P.(xo), pro zo € R ,zmensuje”,
jevi se vhodné zavést pro e > 0

U (+00) :={z eR; = >1/e},

Us(—o0) :i={z e R; &z < —1/e}.

Formélné rovnéz klademe P, (+00) := U (+00), a také Pe(—o0) := U (—0), nebot
to pro nas bude uzite¢né.

Definice 4.3.2 (Weierstrass 1874). Rikame, 7ze funkce f méa v bodé zy € R*
limitu A € R*, jestlize plati

(V U(A)) (3B P(20))(f(P(x0)) CU(A)).
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Piseme lim, ., f(z) = A, nebo f(z) — A pro & — z7. Chceme-li pracovat
s parametry velikosti okoli, 1ze definici modifikovat takto

(Ve > 0)(3d > 0)(Vx € Ps(x))(f(z) € U:(A)).
M4-li funkce limitu +oco nebo —oo, fkdme, Ze méa nevlastni limitu 3).

Souvislost limity se spojitosti je jednoducha. Limita je z jistého hlediska obec-
néjsi zaleZitosti a oba pojmy maji lokalni charakter. Spojitost je vSak pro svoji
jednoduchost technicky pro zacatecnika snéze zvladnutelné.

Lemma 4.3.3. Existuje-li limita funkce f v bodé x¢, je urcena jednoznacne.

Dikaz. Budeme postupovat rychleji, dikaz je obdobou ditkazu Lemmatu 2.1.9,
coZ je analogické tvrzeni pro posloupnosti. Diikaz provedeme sporem: necht hod-
noty «,8 € R*, a # ( jsou obé limitami lim,_,,, f(z). Zvolime disjunktni
U(a) a U(B). K nim nalezneme z definice limity P;(xo) a Pa2(zo) a poloZime
P(z0) = P1(xo) N Pa2(zo). Ale pak je

f(P(xo)) cU(e) NUB) =0,
coz je hledany spor. O

Tvrzeni 4.3.4. Funkce f je spojitd v bodé xo € R, prdvé kdyZ je definovina
v bodé€ xg a platt

Jim f(z) = f(ao). (4.1
Poznamky 4.3.5. 1.1 kdyZ neni definovina hodnota f(x¢), miize pfesto existo-
vat lim, ., f(2). Tato situace se ¢asto vyskytuje v ilohach typu ,,Najdéte spojité
rozsiieni funkce f ...“. Tak napi. funkci f(r) = 22/ Ize rozsitit na R tak, ze je
toto rozsifeni spojité, pokud definujeme f(0) = lim,_,o f(z) = 0.

2. V tvrzeni jsme explicitné neuvedli, Ze f je definovana v néjakém okoli bodu
xo, 1 kdyZ to z (4.1) vyplyva. Toto si nékdy zacateénici neuvédomuji. Nebezpeciné
slozité 1) vypadajici vypocet limity funkce ({1/z})~! pro  — 0 se redukuje na
zjisténi, ze funkce f neni definovana v bodech mnoziny {1/n; n € N} a tudiz i na
zaddném (prstencovém) okoli bodu 0, neni tedy co podcitat, nebot limita ziejmé
neexistuje.

Dikaz Turzend 4.3.4. Necht funkce f je definovdna v xo a necht existuje limita
lim, 5, = f(zo). Uv€domme si, Ze pak v definici limity je

(f(P(z0)) CU(f(20))) A (f(20) € U(f(20))) & (f(V(x0)) CU(f(w0))) ,

3) Toto oznadeni uzivame z historickjch davodi.
4) Ptipomindme, ze {x} znaci lomenou cdst &isla x; srovnejte s Pozndmkou 1.4.30.
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kde V(zo) je ,plné okoli“ bodu zg, které vznikne jako sjednoceni P(xo) s {xo}.
Na zakladé predchozi ivahy vidime, Ze dostavame spojitost:

(VU(f(0))) BV (x0)) (f(V(20)) CU(f(0)))

Stejnym zptisobem (postupujeme pouze v opaéném sméru) dostaneme obracenou
implikaci. Dobfe si tuto jednoduchou véc promyslete ! O

Limitni pfechod se vyskytuje i v redlnych situacich: napi. projede-li auto drdhu
1 km (napf. pfi prijezdu osadou od oznaceni za¢atku osady ke znacéce ukonceni)
za 1 minutu, pak jelo primérnou rychlosti 60 km/hod. Zkracujeme-li méteny tsek,
vypoctené hodnoty se blizi idaji odecitanému na tachometru, tj. jakési okamzité
rychlosti. Zde se vyskytuje limitni proces, nebot je soucédsti definice okamzité
rychlosti. Matematizace tohoto procesu byla velmi obtizna a trvala dlouhou dobu.
Béhem ni se pracovalo s limitami posloupnosti i funkci pouze intuitivné. My nyni
vyuzijeme jiz ziskanych znalosti o posloupnostech.

Umluva 4.3.6. Je-li 7, — 79 a zaroven z,, # o pro (skoro) viechna n € N,
piSeme ponékud nepfesné, ale struéné xg # x, — g-

Véta 4.3.7. Pro funkci f plati lim, ., f(x) = A, prdvé kdyZ pro kaZdou po-
sloupnost {x,} plati

(o # xn — 20) = (f(zn) — A). (4.2)

Poznamky 4.3.8. 1.V tomto piipadé jsou jak xg, tak i A z R*; jinak je situace
analogické jako v Heineho definici spojitosti (jde de facto o Vétu 4.2.11).

2. Podminka z¢ # x, — xg zarucuje, Zze pro libovolné zvolené prstencové okoli
P(zo) plati vzdy x,, € P(xo) pro skoro vSechna n € N.

Dikaz Véty 4.8.7. Je-li limy,_.,, f(x) = A, pak pro kazdé okoli U(A) existuje
P(zo) tak, Ze pro vSechna z € P(x¢) plati f(z) € U(A). Pro kazdou posloupnost
{z,} takovou, ze z¢ # x, — x0, plati x, € P(xo), a tedy i f(z,) € U(A) pro
skoro vSechna n € N. To v8ak dava f(z,) — A.

Druhou implikaci mtzeme dokazat analogicky. My vsak dokézeme, Ze ,,z ne-
platnosti a plyne neplatnost b*: negovanim lim,_,,, f(z) = A dostaneme

(VA € R*)(Ze > 0)(¥6 > 0)(3z € Ps(x0))(f(z) ¢ U(A)).

Volime postupné 6 = 1/n pro n € N a sestrojime posloupnost {z,}, pro kterou
plati z # x, — wo, f(xn) ¢ UE(A)v a proto f(xn) # A U

Véta 4.3.9. Necht lim,_.,, f(z) = A, lim,_.,, g(x) = B. Potom:

lim (f(z) +g(z)) = A+ B, lim f(x) -g(z)=A-B,

T—x0 T—x0
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pokud md pravd strana rovnosti smysl. Jestlize je lim,_ ., g(z) # 0 ®), potom také
lim f(x)/g(x) = A/B.
T—Tg

Diikaz. Ukazme si nejprve ,klasicky“ dikaz bez pouziti vét o posloupnostech, a to
napt. pro soucet. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Pfedpokladejme nejprve, ze A, B € R.
Potom k /2 najdeme s vyuzitim pfedpokladu o f takové 61 > 0, Ze

0<|z—ax0] <b1) = (|f(x) — Al <e/2).
Podobné k £/2 najdeme pomoci pfedpokladu o g takové d3 > 0, ze
(0 < |z — 20| < 62) = (Jg(x) — B| <€/2).
Zvolime-li nyni 0 < 0 < min(dy,d2), pak
(0 < |z —x0| <) =
[(f(z) +9(x)) = (A+ B)| < |f(z) — Al + |g(x) - Bl <e/2+¢e/2=¢.

Tim je ditkkaz pro tento pfipad dokonéen. Je-li napf. A, B = 400, pak k ¢ > 0
existuji prstencova okoli Ps, (xo) a Ps,(xo) tak, Ze

f(x) >1/(2) pro = € Ps,(z0) a g(z)>1/(2) pro x € Ps,(xg),

tedy f(z) 4+ g(x) > 1/e pro x € Ps(xp) s 6 = min(dy, d2). VySetFeme jesté pripad
A e R, B =+oc0. Potom k £ > 0 existuje d; > 0 tak, Ze pro v8echna = € Ps, ()
je f(z) > A—e, a d2 > 0 tak, Ze pro viechna x € Py, (x¢) je g(x) > 1/e — (A—¢).
Pak ale

f@)+g(x) >1/e—(A—e)+(A—e)=1/e

pro vSechna x € Ps(xg), kde volime napiiklad § = min(d1, d2). Ostatni pfipady lze
pro soucet dokézat analogicky. Také pro ostatni operace postupujeme podobné,
avSak u soucinu je t¥eba vyloudit ,nedefinovany piipad 0 - (£o00)“ apod. O

Poznamka 4.3.10. Popisme nyni dukaz s vyuzitim vét o posloupnostech, opét
nejprve pro soucet. Necht pro z — zo je f(z) — A a g(z) — B. Potom pro
libovolnou posloupnost {z,}, z¢ # @, — o, plati podle Véty 4.3.7

flxn) — A, g(v,) — B
a s ohledem na predpoklad Ze A + B méa smysl, je téZ podle Véty 2.3.5
(f(zn) +g(zn)) — A+ B.

Protoze {x,} byla zvolena libovolné tak, aby x¢ # x, — xo, je opét podle dok4-
zané Véty 4.3.7
f@)+g(x) - A+B

5) Opét k tomu stadi, aby méla pravé strana bezprostfedné nasledujici rovnosti smysl.
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pro x — xo. Analogickym zptsobem se provedou dukazy zbyvajicich tvrzeni z do-
kazované véty.

Poznamka 4.3.11. Nezli ¢tenar pokroci dédle, mél by si promyslit dikladné vse
o spojitosti. Zcela stejné se totiz dokazi tvrzeni o limitdch a nerovnostech pro
funkce. Vyslovime je najednou v nasledujici vété, dokazovat je vSak jiz nebudeme
a dikazy prenechdme ctendri za cvicend.

Véta 4.3.12. Necht lim, .., f(x) = A > 0. Potom ezistuje takové prstencové
okoli P(xo), Ze f > 0 na P(xg). Je-li f(x) — A, g(x) — B pro x — zo a je
A < B, pak existuje P(xo) tak, Ze

f(z) <g(z), =€ P(xo).

Je-li f(x) < g(x) na néjakém P(xo) a f(x) — A, g(x) — B, pak A < B. Jestlie
konecné plati na néjakém P (o)

g9(x) < f(z) < h(z)
a lim, 4, g(x) = lim, ., h(z) = A, potom lim,_,,, f(z) = A.

Velmi lehce téZ obdrzime nutnou a postacujici podminku pro existenci vlastni
limity funkce; zpravidla se ji fika opét Bolzano-Cauchyho podminka.

Véta 4.3.13. Necht je funkce f definovdna v jistém prstencovém okoli P(xo).
Potom existuje A € R tak, Ze plati lim, .., f(z) = A, prdvé kdyZ plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz,y € Ps(x0))(|f(z) — f(y)| <e). (4.3)
Dikaz. Je-li lim, ., f(z) = A € R, pak k ¢ > 0 lze nalézt § > 0 tak, ze
z,y € Ps(wo) = ((If(z) — Al <&/2) A(If(y) — Al <2/2));
plati tedy také
2,y € Ps(xo) = [f(x) = f(y)| < [f(2) — Al + [f(y) — Al <e.

Tim jsme dokdzali jednu (lehéi) z implikaci, které k diikazu ekvivalence potie-
bujeme dokézat. Pro dikaz druhé implikace nalezneme nejprve potiebné A € R
a pak ukazeme, Ze je limitou funkce f v bodé xy. Zvolme nejprve posloupnost
{zn}, ©o # xpn — 0. K € > 0 naleznéme 6 > 0 a Ps(xo) z podminky (4.3). Pak
viak existuje k € N tak, ze x,, € Ps(xo) pro véechna n > k a také pro vSechna
m > k. Plati tedy

(Ve > 0)(Fk € N)(Ym,n > k)(|f(zn) — f(zm)] <€)
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a existuje tedy podle Véty 2.4.8 takové A € R, Ze f(z,) — A. Nalezené A je
y,kandiddtem® na hledanou limitu. Pfejdeme-li v podmince k limité pro m — oo,
dostaneme

(Ve > 0)(Fk € N)(Vn = k)(|f(zn) — A <€)

Pak v8ak pro libovolné = € Ps(zg) je mozné provést odhad

|f(z) = Al < [f(2) = fzn)| + [ f(zn) — Al < 2¢

coz dava podle definice lim,_, 4, f(z) = A. Tim je dokoncen diikaz druhé implikace
a celé véty. O

Piiklad 4.3.14. Plati lim, . 1/2 = 0. Skute¢né, zvolime-li libovolné ¢ > 0,
pak plati pfi volbé § = ¢

(x € Ps(+0)) & (x>1/0) atedy (l/z<d=c¢).
Priklad 4.3.15. Necht P(z) = 2" + a;2" ! + .-+ + a,, je polynom stupné n.
Potom plati

r—00 r—00 r—00

lim P(z) = lim 2" - lim (1—1—&4—---4—@—2):—1—00.
x x

Ukazte, ze lim;—, oo P(z) = 400, je-li n sudé a lim,,_ o P(z) = —o0, je-li n
liché. Ve vSech ostatnich bodech je
lim P(z) = P(xo),

T—x0
nebot podle Poznadmky 4.2.14 je polynom spojitd funkce na R.

Piiklad 4.3.16. Uréime lim,_,, R(x) pro vSechna a € R* pro funkci

22 —5x+6
R(z)= 22272
(z) 22—z —2
Jelikoz R je podle Poznamky 4.2.14 a Véty 4.2.13 jako podil spojitych funkci
rovnéz funkce spojitd v kazdém bodé y ¢ {-1,2}, je lim,_., R(z) = R(y) pro
ye R\ {-1,2}.
Zbyvéa spocitat limity v bodech +o0, —1 a 2. Plati

22— 51 +6 1—5/x+6/2>
lim T2 gy T g
1—1>Iinoo 172—17—2 1—1>Iinoo]_—l/$—2/$2 ’
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pouZili jsme pfitom vétu 4.3.9 o limité souctu a podilu funkci. Protoze je

_(z=2)(x—-3) x-3
R(:E)_(:zz—2)(:c+1)_x+1’ T#2,

a posledni zlomek, ktery se v kazdém prstencovém okoli P(2) shoduje s R(z),
je spojitou funkci v bodé 2, je lim, 2 R(z) = lim, ,o(z — 3)/(z + 1) = —1/3.
Vysetieni limity v bodé y = —1 na okamzik odlozime; viz déle Ptiklad 4.3.25.

Cviceni 4.3.17. DokaZte, ze plati lim,_o [1/2?] = +oo (zde zna¢i [t] funkei
sceld Cast t“, zavedenou v Poznamce 1.4.30, tj. [t] je nejvétsi celé &islo < ¢).

P¥iklad 4.3.18. Necht plati p € N. Funkce x — {/z, > 0, je spojita v (0,00).
Skutecéné, zvolme y > 0. Pak plati pro néjaké K > 0

. P I3 . |x—y|
lim — = lim <
o = = B e e Y (T

0

IN

IN

lim |z —y|/K =0.
Ty

Ve jmenovateli zlomku vynechame vsechny ¢leny az na posledni, ¢imz se zlomek
nezmensi. Zbytek dostavame pomoci limitniho pfechodu pro z — y.

Poznamka 4.3.19. V definici limity lze ptfidat jisté omezeni. Napf. 1ze pracovat
pouze s body, které na ¢iselné ose lezi vpravo nebo vlevo od zy. Tak dostavame
definici jednostrannych limit.

Definice 4.3.20 (Dirichlet 1837). Necht zy € R. Potom pro funkci f definu-
jeme A :=lim, ., + f(z), pravé kdyz plati

(Ve >0)(30 > 0)(Va, 0 <z —x0 < 0 = f(z) € U(A)).

Definici 1ze vyjadfit pomoci posloupnosti, a to tak, ze plati lim, ., + f(z) = A,
pravé kdyz pro kazdou posloupnost {xz,} je

(w0 # Tn — 20, Tn > x0) = (f(T0) — A).

Potom tikdme, Ze f mé v bodé g limitu zprava rovnou A (limita v bodé —co mé
tento charakter, ale pro nevlastni body jednostranné limity nezavidime). Analo-
gicky jako limita jsou i jednostranné limity urcéeny jednoznacné.

Definice 4.3.21 (Dirichlet 1837). Necht ¢ € R. Potom pro funkci f definu-
jeme A :=lim, ., _ f(x), pravé kdyz plati

(Ve > 0)(30 > 0)(Va, 0 <zg —z < 0 = f(z) € U(A)).

Ekvivalentné vyjadfeno pomoci posloupnosti je lim, ., f(z) = A, pravé kdyz
pro kazdou posloupnost {z,,} plati

(o # Tn — 20, Tn < x0) = (f(T0) — A).
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V tomto pripadé fikdme analogicky, Ze funkce f ma v bodé€ zg limitu zleva rov-
nou A.

Poznamky 4.3.22. 1.V piedchozich definicich jsme ekvivalentni vyjadieni po-
moci posloupnosti vyslovili, aniz jsme ptislusnou ekvivalenci dokézali. Tu lze vSak
lehce dokazat podobnymi postupy, které jsme pouzili vyse pro ,oboustranné“ li-
mity.

2. Nékdy se pisi znaménka + a — pro vyjadieni limity zprava a zleva jako indexy
k vySetfovanému bodu. Je-li jednostranna limita v bodé a vlastni, casto se téz
uziva k jejimu oznaceni symboli f(zo+) a f(xo—).

3. Je zfejmé, ze funkce ma v bodé z( limitu, pravé kdyz v ném existuji obé
jednostranné limity a jsou si rovny.

Pomoci tohoto néstroje se zavadéji téz spojitost zprava ¢i zleva a derivace
zprava Ci zleva apod.

Definice 4.3.23. Rikame, ze funkce f je spojitd v bodé a zprava, resp. zleva,
jestlize plati

lim f(x)= f(a), resp. lim f(x)= f(a).

r—a+ Tr—a—
Poznamka 4.3.24. Je ziejmé, ze funkce f je v bodé z( spojita, pravé kdyz je
v ném spojita zprava i zleva.

Priklad 4.3.25. VySetfeni limity funkce R z Pfikladu 4.3.16 v bodé y = —1
jsme odlozili. Snadno nahlédneme, ze R neni omezend na zadném P(—1) a proto
funkce nem4 v bodé —1 vlastni limitu. Snadno si lze rozmyslet, ze lim,_, 1 R(x)
neexistuje, nebot

lim R(z) =—-o00, lim R(z)=-+o0.
r——14 r——1—
Definice 4.3.26. Nyni zavedeme spojitost funkce na uzavieném intervalu. Je-li
funkce f definovand na intervalu [a, b] spojita v kazdém bodé x € (a,b), v bodé a
spojita zprava a v bodé b zleva, fikdme, ze je spojitd v intervalu [a, b], resp. kratceji
spojitd v [a,b]. Podobné se zavede spojitost i na polouzavienych intervalech.

Dusledek 4.3.27. Je-li funkce f spojitd na intervalu I C R, jsou také funkce
|1, ft a f~ spojité na intervalu I C R.

Poznamky 4.3.28. 1. Predchézejici ptipad, kdy se k vySetfovanému bodu blizime spe-
cidlnim zpusobem, 1ze jednodusSe zobecnit. Tak se zavadéji pojmy limita ¢i spojitost
vzhledem k mnoZiné. Podrobnéji, funkce f definovand na M C R ma v bodé a € M’
limitu A vzhledem k M, jestlize plati

(VU(A))(FP(a))(f(P(a) N M) CU(A)).
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Aby vSak byla tato limita jednozna¢né definovéna, musi byt Ps(a) N M # (). MnoZinu
vSech bodii s touto vlastnosti znac¢ime M’ a jeji prvky jsou tzv. hromadné body mno-
ziny M. Pomoci posloupnosti popiSeme tento pojem podobné, jako jsme to jiz udélali
s limitou zprava ¢i zleva, pouze popis ,uvazovanych posloupnosti“ se zméni. Tedy ekvi-
valentné

(a#xn —a, zn € M) = (f(zn) — A).

K z4pisu limity vzhledem k mnoziné M se pro y € M’ zpravidla uZiva symbol

li =A.

x—»ylglebl f(LE)

2. Uvédomte si, ze v pfipadé limity neni nutné pracovat v bodé a € M; podstatné je to,
ze pracujeme s posloupnostmi bodt z M, které konverguji k bodu a.

3. Se spojitosti pracujeme obdobné: funkce f je spojitd v bodé a € M vzhledem k mnoZiné
M C R, prave kdyz plati
lim  f(z) = f(a). (4.4)

rz—a,cEM
4. Pomoci pfedchoziho pojmu lze zavést ,globalni“ spojitost vzhledem k mnoziné: ¥i-
kame, ze funkce f definovana na mnoziné M C R je spojitd na M vzhledem k M, pravé
kdyz (4.4) plati pro vSechna a € M. Nézorné feceno, na M pracujeme tak, jako kdyby
v8e mimo M ,prestalo existovat“.

Priklad 4.3.29. Dirichletova funkce neni spojitd v zddném bodé z R (je nespojitd vsude
v R). Je spojitad ve vSech bodech z Q vzhledem k mnoziné Q a ve vSech bodech z R \ Q
vzhledem k mnoziné R \ Q. Dobfe si tento ptiklad promyslete.

Poznamka 4.3.30. Mnozina vSech funkci spojitych na intervalu I C R tvoii line-
arni prostor. To plyne snadno z ,linearity vlastni limity“, resp. z ni vyplyvajicich
vét o spojitosti sou¢tu a nasobku funkce v bodé (Gtenér si je snadno zformuluje
a dokdze sdm, je vSak tfeba dat pozor na definiéni obor). Tento prostor budeme
znacit C(I). V pfipadé, ze je I = [a,b], maji v8echny prvky prostoru C([a,b])
velmi zajimavé vlastnosti. S nékterymi z nich se nyni sezndmime; vSechny jsou
pfimym ¢ nepfimym disledkem axiému (13).

Véta 4.3.31 (Weierstrass 1861). Je-li funkce f € C([a,b]), je f na [a,b]
omezend a existuji body t,u € [a,b] tak, Ze pro vSechna x € [a,b] plati nerov-
nosti f(t) < f(x) < f(u); funkce f tedy nabyvd v tomto intervalu svého mazima
a minima.

Diikaz. Dokazeme, 7ze f nabyvéa na [a,b] svého maxima v néjakém bodé (. Pak
plati f(z) < f(¢) pro vSechna x € [a,b], a tedy f je shora omezend na [a,b].
Ozna¢me M := sup{f(z);z € [a,b]} a sestrojme posloupnost bodu {z,} v [a,b]
tak, aby f(z,) — M; zatim vime pouze, Zze M je prvkem R*. Protoze je posloup-
nost {x,} omezend, lze z ni podle Véty 2.4.4 vybrat konvergentni posloupnost
{zn,}- Je a <z, <Db,atedy limy_o Tn, = ¢ € [a,b]. Pak ale plati pro k — oo
soucasné

f(@n,) = M, f(@n,) — £(Q),
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nebot jde o vybranou posloupnost z {z,} a f je zdrovein spojita v bodé (. Z jed-
noznacnosti limity plyne rovnost M = f({) € R. Pro pfipad infima je postup
analogicky. O

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze role maxima a minima v predchazejici vété neni
tak vyjimeénd: funkce f € C([a,b]) nabyva dokonce v§ech hodnot mezi obéma
hodnotami fin & fmax. Také diikaz tohoto tvrzeni je zaloZen na axiému (13) pro
R. Nejdrive dokazeme zjednodusSenou variantu tvrzeni.

Véta 4.3.32 (Bolzano 1817). Necht f € C([a,b]) a f(a)f(b) < 0. Potom exis-
tuge bod ¢ € (a,b) tak, Ze f({) =0 .

Diikaz. Pouzijeme Vétu 2.4.1 o ptleni intervali. Budeme induktivné definovat do
sebe vlozené intervaly [ «,, B, ], n € N, takové, aby v jejich jednobodovém priiniku
lezel pravé hledany bod (. MuZeme predpokladat, Zze f(a) < 0, jinak bychom
hledali nulovy bod —f, ktery je pak i nulovym bodem f. Polozme a = a3, b = (1.
Je-li v ptllicim bodé t = (a3 +/51)/2 hodnota f rovna 0, jsme hotovi, nebot mtizeme
polozit ¢ :=¢. Je-li f(t) > 0, polozime s := a1, B2 := t; pro f(t) < 0 polozime
ag = t, By := (1. V obou pfipadech dostaneme interval o délce (b—a)/2, pro jehoz
koncové body as, 32 plati f(az) < 0 < f(0B2). Stejnym zplisobem postupujeme
déle, nicméné dokoncéeme forméalné induktivni definici. Pfedpokladejme, Ze jsou
jiz. zvoleny intervaly [ag,Bk], k = 1,2,...,n, takové, Ze jejich délka je rovna
(b—a)/2" ! aje

a=a1 << Lo <Bp << B < B =b. (4.5)

Je-li v ptlicim bodé t = (ay, + B5,)/2 hodnota f rovna 0, polozime ¢ :=t. V ta-
kovém ptipadé hledani nulového bodu ¢ po koneéném poctu krokt konci. Je-li
f(®) > 0, polozime a,11 = an, Bnt1 = t; pro f(t) < 0 polozime ap4q = t,
Bn+1 := Bn. V obou pfipadech dostaneme interval o délce (b — a)/2"™, pro jehoz
koncové body a1, Bnt1 platl flant1) < 0 < f(Bag1). Prinik (72 [an, Bn]
je podle Véty 2.4.1 jednobodova mnozina. Oznacime jeji prvek (. S ohledem na
an — (, Bn — (¢ a spojitost f v bodé ¢ plati f(an) - f(C)v f(ﬁn) - f(C)
Zaroven plati pro vSechna n € N nerovnosti f(ay,) <0 < f(8,), takZe je

lim f(ay) <0, lim f(B8,) >0, aproto f(¢)=0. (4.6)
Tim jsme dikaz dokoncili. O

Poznamka 4.3.33. PopiSme stru¢né alternativni kratsi dikaz: bez ijmy na obecnosti
necht f(a) < 0. Polozme

¢ =sup{z € [a,b]; f <Onala,z]}.

Potom ziejmé je ¢ < b, nebot f(t) > 0 pro vSechna ¢ z néjakého levého okoli b. Déale plati
f(¢) = 0. Skuteéné, pii f(¢) < 0 by ¢ nebylo supremem definované mnoziny, zatimco
v piipadé f(¢) > 0 by supremum uvazované mnoziny muselo byt mensi nez (.
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Delsi dikaz, ktery jsme pro Vétu 4.3.32 pouzili, je ponékud prihlednéjsi a presné
stejné lze postupovat i p¥i numerickém FeSeni rovnice f(z) = 0 vzhledem k nezndmé x.
Zaroveri jsme se ,technicky“ vice pfiblizili dikazu BERNARDA BOLZANA (1781 — 1848),
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ktery byl vyspélosti postupu na vrcholu soudobé dikazové techniky; Bolzanovi patfi
prvenstvi v tom, ze si uvédomil, Ze takové tvrzeni je treba dokazovat a Ze vibec neni
zrejmé. A je zde jesté dalsi diavod, ktery prozradime v Historickych poznamkach 4.4.7.
Za zminku stoji fakt, Ze patrné poprvé upozornil na Bolzanovy prace z analyzy r. 1870
HERMANN HANKEL (1839 — 1873) a teprve 0TTO STOLZ (1842 — 1905) v r. 1881 podrob-
néji zhodnotil v [11] tehdy zndmé Bolzanovy vysledky.

Véta 4.3.34. Necht f € C([a,b]) neni konstantni. Potom funkce f nabyvd vSech
hodnot z intervalu [ fmin, fmax |, kde fmin @ fmax jsou minimum a mazimum funkce

f nala,b].

Dikaz. Oznacme wu,v body, pro néz je f(u) = fmin, f(¥) = fmax. Zvolme nyni
libovolné ¢ € (fmin; fmax)- Potom funkce f — ¢ je rovnéz funkce z C([a,b]), ktera
je spojitd na intervalu I o krajnich bodech u, v.

V tomto intervalu I C (a,b) nabyva podle jiz dokdzané Véty 4.3.32 funkce
f — ¢ nulové hodnoty v bodé ¢ € I. Proto je f(¢) —c =0 a je tedy f(¢) = c. Tim
je dukaz dokoncen. O

Definice 4.3.35. Rikdme, Ze funkce f mé na intervalu I Darbouzovu vlastnost,
resp. vlastnost nabyvdni mezihodnot %), jestlize pro kazdé dva rtizné body z,y € I
a kazdé c z otevieného intervalu o krajnich bodech f(x), f(y), existuje ¢ z ote-
vieného intervalu o krajnich bodech z, y, tak, ze je f(¢) = c.

Vétu 4.3.34 lze vyslovit s pouzitim pfedchazejici definice jesté v nasledujici
formeé:

Véta 4.3.36 (Cauchy 1821). Je-li f spojitd v intervalu I, md f na I Darbou-
zovu vlastnost.

Dikaz. Je-li f konstantni, neni co dokazovat. Necht pro x,y € I, z < y, plati
f(z) # f(y). Pak na interval [z,y] a zvoleny bod ¢ aplikujeme pFedchézejici
tvrzeni. O

Uvedme na zaveér jesté , geometrictéjsi“ (a v jistém ohledu snad i trochu nazor-
néjsi) tvar obou predchézejicich vét, popisujicich vlastnost nabyvani mezihodnot.
Plati nasledujici tvrzeni:

Véta 4.3.37 (Bolzano 1817). Je-li f spojitd funkce na intervalu I, pak f(I) je
také interval, nebo jednobodovd mmnoZina.

Bolzanova prace [3] byla ve své dobé& opravdu podstatnym krokem vpfed, i
kdyz patrné neovlivnila jeho soucasniky a stupen jeji presnosti odpovidal soudo-
bym standardim, protoze teoreticky zaklad redlnych cisel byl podan o vice nez
50 let pozdéji.

6) Druhy nazev uvadime jen pro informaci, v cizojazyénych publikacich je totiz frekvento-
vangjsi (napf. ,intermediate value property®).
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Je vhodné si uvédomit, Ze ,typ intervalu“ se zobrazenim spojitou funkci obecné
nezachovava. Pouze v piipadé, ze interval I je uzavieny, je jeho obraz uzavieny
interval nebo jednobodova mnozina.

Poznamka 4.3.38. Spojeni popsané vlastnosti nabyvani mezihodnot se jménem JEANA
GASTONA DARBOUXE (1842 — 1917) je pochopitelné, nebot on si poprvé povsiml, ze
existuji i nespojité funkce s touto vlastnosti a podrobné tuto vlastnost studoval (1875).
Neékteri matematikové se totiz domnivali, Ze by se pomoci této vlastnosti mohla spojitost
funkce definovat. Jak vidime, maji tuto vlastnost vSechny spojité funkce. Existuji vsak
funkce s touto vlastnosti definované napf. na R, které nejsou spojité v Zddném bodé
R. Jsou mezi nimi funkce, které zobrazuji kazdy interval I C R na R. Na prvni pohled
ponékud prekvapivy se muze zdat fakt, ze kaZdou spojitou funkci na intervalu I C R
lze vyjadrit jako soudet takovych dvou funkci. Viz napf. [1] a dalsi tam citované prace,
nebo [4].

Priklad 4.3.39. S pomoci Tvrzeni 4.3.34 lze jiz velmi snadno dokazat, ze funkce
f(z) =sin(1/z), x € R\0, dodefinovand v bodé 0 libovolnou hodnotou z intervalu
[—1,1], m4 Darbouxovu vlastnost. Staéi si rozmyslit, Zze v kazdém intervalu [a, b],
pro néjz je 0 € [a,b], nabyva f vSech hodnot z intervalu [—1,1].

Véta 4.3.40. Necht f : (a,b) — R je monotdénni omezend funkce. Potom existuji
lim, oy f(2), limg—p— f(2) a jsou vlastni.

Dikaz. Dtikaz lze opét provést pomoci posloupnosti, my vSak ho provedeme na
zékladé | e-d—definice*. Necht je napf. f neklesajici. Pak je

:pliril— f(z) =sup{f(z);z € (a,b)} =: A,

coz snadno dokézeme pomoci zakladnich vlastnosti suprema. K libovolnému ¢ > 0
existuje bod y < b, y € (a,b), tak, Ze je f(y) > A —e. S ohledem na monotonii
staci polozit 6 = b — y a plati

ze(b—10,b)=|f(x)— A <e,

protoze je (podrobnéji) A —e < f(y) < f(z) < A < A+ e. Podobné se dokaze
tvrzeni pro vSechny zbyvajici pfipady. O

Dusledek 4.3.41. Je-li f monotdnni na (a,b), pak existuje lim, ., f(y) pro
véechna x € (a,b] a limy_..4 f(y) pro vdechna x € [a,b); monotdnni funkce je
spojitd na intervalu I, praveé kdyZ md na I Darbouzovu vlastnost.

Poznamka 4.3.42. Necht funkce f je neklesajici na otevieném intervalu I C R.
Piifadme kazdému bodu x € I, v némz je f nespojitd, interval

Jo = (i S, i, F(0).

Jsou-li napt. z,y € I, x < y, body nespojitosti funkce f, potom zfejmé plati
limy 4 f(t) < limy—y— f(t)) a J, N J, = 0. To plati pro libovolnou dvojici
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(rtiznych) bodt nespojitosti f. V kazdém J, lze zvolit r, € Q a tak ziskat prosté
zobrazeni mnoziny boda nespojitosti do Q. Z jeho existence plyne, Ze mnoZina
bodu nespojitosti funkce f je spoCetna. Zaménime-li f za — f, dostaneme obdobné
tvrzeni pro nerostouci funkce. Odtud vyplyva dalsi tvrzeni:

Tvrzeni 4.3.43. MnoZina bodi nespojitosti kaZdé monotonni funkce, definované
na intervalu I C R, je spocetnd.

Poznamka 4.3.44. Piedchézejici tvrzeni lze zobecnit. Body nespojitosti monoténni
funkce jsou totiz tzv. body nespojitosti prvniho druhu. V téchto bodech existuji obé
(vlastni) jednostranné limity funkce, ale pfesto v nich neni funkce spojita. Zvédavéjsimu
étenafi doporucuji nahlédnout do ucebnice [8], Kap. V, Véta 71.

vvvvvv

o nabyvdni maxima a minima, vétu (& véty) o nabyvani mezihodnot. Jejich di-
kazy vSak mohou byt vedeny mnoha zpisoby. Nasledujici Vétu 4.3.46 dokazeme
obratem, kterému se rikava spojitd indukce. Nejdiive uvedeme jesté jednu definici.

Definice 4.3.45. Nechf pro mnoziny M,, a € A, a M plati M C (J,cn Mo -
Potom fikdme, ze systém {M,; o € A} je pokrytim M, nebo také, Ze systém
{Ma; o € A} pokryvd M.

Véta 4.3.46 (Heine 1872, Borel 1894). Necht {I,;a € A} je systém otevie-
nych intervali, ktery pokryvd interval [a,b]. Pak existuje koneénd podmnoZina
K C A tak, Ze podsystém {I,; o € K} pokryjvd [a,b].

Dikaz. Polozime
8 =sup{x € [a,b]; [a,x] je pokryt kone¢né mnoha I,} . (4.7)

Z¥ejmé je uvaZovand mnozina neprazdné, nebot obsahuje body z néjakého pravého
okoli bodu a; existuje totiz I,, tak, ze a € I,,. Dale existuje I, tak, ze je 8 € I,,.
V I, lezi takovy bod x, pro ktery je interval [ a, z ] je pokryt koneéné mnoha prvky
{Io;a € A}. Existuje tedy koneénd mnozina K’ tak, ze [a,z] C {I,; a € K'}.
Pak vSak existuje =’ > [ tak, Zze systém {I,; a € (K’ U {a1})} je koneénym
pokrytim [a,2']. Je-li B = b, je dlikaz dokonéen, pfi 8 < b dostavame z =’ >
spor s vlastnosti suprema. O

Je-1i jiz dokazana predchézejici véta, které se u nas zpravidla fikd Borelova a nékdy téz
Heine-Borelova, je dikaz omezenosti funkce f € C([a,b]) velmi jednoduchy; probiha
takto:

Jing dikaz véty 4.3.81. Rozsifme pomoci konstantnich funkci o hodnotach f(a) a f(b)
funkci f z [a,b] na R; ze spojitosti takto rozsifené funkce f nalezneme pro vSechna
x € [a,b] takova okoli U(x), na nichz je f omezend (existenci téchto okoli zarucuje
spojitost rozsifeni f). Zfejmé je pak

[a,b]Cc |J U)

z€[a,b]
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a z pokryti {U(z);z € [a,b]} vybereme konecné pokryti [a,b]. Pak maxima a minima
odhadti f na prvcich tohoto konecného pokryti dévaji horni a dolni odhad pro f na
[a,b]. |

4.4 Limita slozené funkce

Na zavér této kapitoly jsme si ponechali vétu o limité sloZzené funkce. Zacatec¢ni-
kiim se ¢asto jevi jako obtizna.

Véta 4.4.1. Necht pro a € R existuje vlastni limita lim,_,, g(z) = A a necht
ezistuje (ne nutné vliastn?) lim,_. 4 f(y) = B. Potom plati

lim f(g(z)) = B,

r—a
jestlize je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek:
(1) funkce f je spojitd v A, nebo
(2) existuje takové Ps(a), ve kterém g nenabyvd hodnoty A.

Priklad 4.4.2. Pted dikazem si ukazme na jednoduchém piikladé, co se muze
stat. Necht g(z) = |sgn(z)], f(z) =1 —g(z — 1), z € R. Pak lim, o g(z) = 1,
lim,_, f(z) = 0, a kdybychom pouzili mechanicky bez ovéteni pfedpokladi pied-
chozi vétu, dostali bychom lim, o f(g(x)) = 0, i kdyz, jak se snadno ovéri, je

f(g(x)) =1 na R\ {0}.

Dikaz Véty 4.4.1. Predpoklddejme nejprve splnéni podminky (1). Zvolme U(B).
Je-li f spojitd v A, je B = f(A) a existuje V(A) tak, ze f(V(A)) CU(B). K V(4)
existuje P(a) tak, ze

9(P(a)) cV(4), atedy f(9(P(a)) C f(V(4)) C U(B),

z ¢ehoz jiz plyne dokazovany vztah pro limitu. Pfedpokladejme nyni splnéni pred-
pokladu (2). Pak pro libovolné U (B) lze nalézt takové prstencové okoli P’(A), ze
je

f(P'(4)) cuU(B).
Nyni k V(A) = P'(A) U {A} existuje takové P1(a), ze g(P1(a)) C V(A) a jestlize
polozime P(a) = P1(a) N Ps(a), plati dokonce

9(P(a)) C V(A)\ {A} = P'(4).

Potom vsak plati
f(g(P(a)) C f(P'(A)) CU(B),

¢imz je jiz dtikaz dokoncen. O
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Ctenaf si snadno rozmysli, ze piedchizejici véta plati i v pfipadé a = oo,
i kdyz se k témto bodim blizime , jednostranné“. Pti praci s jednostrannymi
limitami je vSak nutno byt opatrny a pri feSeni konkrétniho ptikladu si bude
stup uvést: pro feseni nékterych piikladii se hodi toto tvrzeni (poznamenejme, Ze
napf. v ufebnici [7] jsou limity v +oo timto zpisobem definovdny) o rovnosti
limit:

Lemma 4.4.3. Platilim, . f(z) = A, prdavé kdyz lim;_.o4 f(1/t) = A.

Diikaz. Necht U(A) je okolim A. Je-li nyni interval (1/9, +00) volen tak, ze plati
F((1/8,+50)) © U(A), pak pro g(t) = 1/, ¢ € (0,+00), je (f 0 9)((0,5)) C U(A).
Podobné dostaneme druhou ¢ast tvrzeni: jeho podstatou je vzadjemné jednoznacna
korespondence pravych okoli bodu 0 a okoli bodu +o0. O

Piiklad 4.4.4. Je-li lim,_., f(x) = A, pak také lim,_,, |f(z)| = |A|. Protoze je
funkce x — |z| spojitd na R, pouzijeme pro A € R prvni ¢ast véty, pro piipad
A = 400 nebo A = —oo pouzijeme jeji druhou ¢ast. Slozitéjsi ilustrativni priklady
si ukdzeme v Kapitole 6.

Poznamka 4.4.5. Je-li lim,_, f(x) =0 a g je omezena funkce na n&jakém prs-
tencovém okoli bodu a, pak lim, o g(z)f(z) = 0. Zfejmé existuje K > 0 tak,
ze plati 0 < |g(z)f(z)] < K|f(z)| na n&jakém P(a). Zbytek je jiz dusledkem
Véty 4.3.12. Toto tvrzeni se ¢asto pouziva pri vypoctech.

Dalsi tvrzeni o limitach funkci analogickd tvrzenim o limitach posloupnosti
prenechavame Ctenafi: mél by je formulovat a samostatné dokéazat.

Poznamka 4.4.6 (dtlezitd). Ctenéi by si mél jiz nyni poviimnout, ze pii di-
kazech fady vét o spojitosti a o limitdch nevyuzividme zadné hluboké specidlni
tvrzen{ o R. V nékterych jsme sice uzili uspotddani (nap¥. v tvrzenich o limitach
a nerovnostech), ale vétsina ostatnich zdvisela jen na praci s okolimi ¢i prsten-
covymi okolimi uvazovanych bodd, pfipadné na konvergenci posloupnosti apod.
Nedalo by tedy o nic vice prace dokazat jejich varianty pro ptipad, Ze bychom
R nahradili mnozinou vSech komplexnich ¢isel C a vySetfovali napf. limity nebo
spojitost komplexnich funkci komplexni promeénné.

Historické poznamky 4.4.7. Termin funkce zavedl GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646 — 1717) r. 1692. K jeho rychlému vyvoji pfispéli zejména piislusnici rodiny BER-
NOULLIU a LEONHARD EULER (1707 — 1783), od néhoz pochézi oznadeni f(z) (1748).
Z mnoha dal$ich jmenujme jesté dva vyznamné matematiky. K chapani pojmu funkce
jako libovolného zobrazeni bez implicitnich predstav analytického vyjadieni nebo spoji-
tosti prispéli zejména JEAN BAPTIST JOSEPH FOURIER (1768 — 1830) (1821) a JOHANN
PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859) (1837). Mnozinové pojeti funkce,
tj. jeji popis pomoci relace, resp. grafu, zavedl patrné GIUSEPPE PEANO (1858 — 1932)
r. 1911.

Predstavy o spojitosti funkce se vyvijely v souvislosti s vyvojem pojmu funkce. Tak
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napf. v raném stadiu vyvoje byl povazovdn za bod nespojitosti funkce takovy bod,
v némz se ,,ménil predpis“, ktery funkci popisoval. Nejvétsi vliv v8ak patrné mélo zptes-
néni tohoto pojmu, které opét pfinesl Louis AUGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857) v r. 1821
a pozdéji CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897). Podobné (snad i pres-
néjsi) pojeti jako u Weierstrasse nachézime vsak jiz v Bolzanové préci z r. 1817; Bolza-
novy prace vsak zistaly po mnoho let témér neznamé. Dnes lze Fici, ze Cauchy byl zku-
SenéjsSim matematikem; jeho prace mély radové mnohonasobné vétsi vliv. Bolzano nékdy
zatemnoval své uvahy filozofickymi pasdzemi a mél rozhodné blize k samym zakladim
analyzy. Jesté pred praci [3] napsal v r. 1816 préci o binomickém rozvoji [2]. V téchto
dvou relativné obsahlych pracich publikovanych kratce za sebou pomérné velmi presné
zavedl pojmy limity, spojitosti a derivace funkce v bodé, spojitost na intervalu, maxima
apod.

Nedostate¢nost jeho ivah padéd na vrub tehdejsi absenci teorie redlnych ¢isel. Zkou-
manim rukopist z Bolzanovy poztstalosti, které byly objeveny patrné az na konci prvni
svétové valky a publikovany jesté pozdéji, se ukazalo, ze se Bolzano pokusil i o vybudo-
vani redlnych Cisel, ne vsak zcela zdafile. Psal jiz se znalosti dalsich Cauchyho praci. Ty
vysly v letech 1823 (Résumé des legons ... sur le Calcul Infinitésimal) a 1829 (Légons
sur le Calcul différentiel), a u€inily z Cauchyho patrné matematika s nejvétsim vlivem
na generace, které se vyrovnaly s polozenim zaklad matematické analyzy.

V r. 1872 napsal EDUARD HEINRICH HEINE (1821 — 1881) préci, v niz exaktné odlisil
spojitost v bodé, v intervalu a stejnomérnou spojitost (tou se budeme zabyvat v Kapi-
tole 10). Heine zalozil definici spojitosti na zachazeni s posloupnostmi (viz Véta 4.2.11).

Nalézt ptuivod definice limity funkce je obtizné. I kdyz se s naznaky definice limity
funkce setkdvame dfive, opird se naSe ¢asové urCeni o ndzor ALFREDA PRINGSHEIMA
(1850 — 1941) z r. 1899 (je obsazen v [9], str. 13), v némz vyjadiuje pfesvédceni, ze prvni
dostatecné presnou definici limity nachazime u Weierstrasse. Jmenovat vsechny jeho
ptredchidce je prakticky nemozné, na téma vyvoje pojmu limity funkce bylo sepsano jiz
mnoho praci.

Tvrzeni, obsazena ve Vété 4.3.31 byla zndma jiz Weierstrassovi. Pod jménem , Hlavni
véta® (Hauptlehrsatz) se objevuji v jeho pfednéskach z r. 1861; tyto pfednasky publikoval
GEORG CANTOR (1845 — 1918) v r. 1870.

Otazka priority objevu Véty 4.3.32 je mimoradné obtizna. Jiz jsme se zminili o Bol-
zanové pfinosu. Vliv jeho prace Rein analytischer Beweis . .. z r. 1817 (viz [3]) na ostatni
matematiky je vSak zcela nejasny. Autorem z dnesniho hlediska prvniho pfijatelného di-
kazu ), je patrné Cauchy. Jeho diikaz je velice podobny tivaham Bolzanovym z [3] a je to
prakticky dtkaz, ktery jsme prezentovali podrobné vyse. Je také diikazem dodnes velmi
Casto pouzivanym. Podrobnéji viz [6], str. 308 — 312. S Bolzanem a Cauchym spojujeme
sérii uvedenych tvrzeni proto, ze Bolzano jako prvy odhalil podstatny princip dikazu
Véty 4.3.32 a Cauchy k prakticky stejnému ditkazu dospél patrné zcela nezavisle a uvedl
ho ve vSeobecnou znamost. V dobé, kdy uvedeny diikaz vznikal, nebyl k dispozici teo-
reticky zaklad pro R. Proto ani Cauchy, ani Bolzano nemohli dospét k zcela exaktnimu
dikazu podle dnesnich méritek presnosti.

Darboux se zaslouzil o prozkoumani po ném pojmenované vlastnosti. K jednomu
jeho dilezitému vysledku o vlastnosti, kterd je po ném pojmenovana, se jesté vratime;
Véta 5.2.14, kterou dokazeme v Kapitole 5, je z obsdhlého traktatu, ktery je vénovan
studiu nespojitych funkci. Pomoci desetinnych rozvoju lze konstruovat i ,,velmi divoké*

7) Byl publikovan ve znamé knize [5], na kterou se budeme jesté mnohokrat odkazovat.



4.4. LIMITA SLOZENE FUNKCE 131

nespojité funkce s Darbouxovou vlastnosti. Studium takovych funkci je dosti obtizné,
nebot napf. funkce, které maji na intervalu I C R Darbouxovu vlastnost, netvoii systém
funkci uzavieny vzhledem ke s¢itani. Bohatost tohoto systému vsak, jak jsme se jiz vyse
zminili, ukazuje naptiklad to, Ze libovolnd funkce definovand na R je sou¢tem dvou funkci
s Darbouxovou vlastnosti. Toto a podobné dalsi tvrzeni nalezne ¢tena¥ v [4].

I dnes jsou pocitany zminéné véty mezi obtizné pro zacatecniky a je vhodné se k nim
vratit. Existuji elegantni metody umoznujici jednotny piistup k témto vétam, ty vSak
oceni lidé, kte¥i véty a jejich dukazy jiz znaji; viz napt. [10]. Takovy postup zpravidla
zastirad principy puvodnich dikazi a obtiznéji se pamatuje.
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Kapitola 5

Derivovani

5.1 Motivace

Poznamky 5.1.1. 1. KdyZ jsme motivovali zkoumani limit, uvedli jsme dilezity
elementérni piiklad: jestlize napt. s(t), ¢ € [0, 00), je funkce popisujici délku drahy
(v kilometrech), kterou automobil ujel za ¢ hod., potom mezi misty, v nichZ se
nachézel v ¢asech a, b = a + h > a, jel prumérnou rychlosti

s(b) —s(a)  s(a+h)—s(a)

. Y [km/hod] .

Zkracujeme-li ¢as h mezi méfenimi, blizi se tento pomeér okamzité rychlosti auto-
mobilu v ¢ase a. Analogickou tivahu lze provést i pro h < 0. Matematické vyjadieni
popsaného jevu odpovida vztahu

s(z) — s(a)

Vg = lim ——=
r—a Tr—a

kde v, je okamzita rychlost v Case a.
2. Je-li podobné f funkce definované napf. na R, pak (nacrtnéte si obrézek)
f(b) = f(a)
b—a

je smérnice pfimky pro seénu grafu funkce f, kterd protina graf v bodech [a, f(a)],
[b, f(b)]. Nechame-li b ptiblizovat k a, pfechézi seéna ,,v limitnim pt¥ipadé v teénu
grafu f“. Tato teCna mé smérnici

@) et 1) =@

V tomto okamziku ponechame stranou otazky existence takové limity v zavislosti
na vlastnostech funkce f i polemiku, co je to vlastné tecna grafu funkce f. Jde



134 KAPITOLA 5. Derivovani

nam o motivaci zkouméani limit urcitého tvaru, které vedou k pojmu derivace
funkce v bodé a.

Poznamka 5.1.2. Pokud m4 ¢tendr pocit, Ze je mu ,,geometrickéd definice® tec¢ny grafu
funkce jasna, necht si rozmysli, zda maji te¢nu v bodé [0,0] grafy funkci f(z) = |z|,
g(z) = ¥z, © € R, nebo h(x) = \/[z]. Je mosné, 7e pak zapochybuje; pfitom jsme se

Definice 5.1.3. Necht je funkce f definovana v néjakém okoli U(xzg) bodu xg
z R. Potom limitu (pokud existuje)

lim f(x) = f(z0)
T—T0 T — Zg

nazyvame derivact funkce f v bodé xy a znalime ji f'(zo).

Je-li f'(zo) € R, Fikdme, Ze f mé& v bodé xg viastni derivaci. Je-li f'(xg) = oo,
fikame, ze f ma v bodé zg nevlastni derivaci. Pokud vySetfovana limita neexistuje,
fikdme, Ze f nemd v bodé xo derivaci nebo Ze f'(xg) neexistuje.

Poznamka 5.1.4. Snadno nahlédneme, Ze plati

f(wo+h) = f(z0)

) = fim L0 =)
coz je nékdy uzite¢na modifikace.
Definice 5.1.5. Podobné definujeme
lim f(z) — f(zo) — lim f(@o +h) — f(zo)

f-/i-(IO) = r—xo+ T — X9 h—0+ h y
I (w0) = tim Wi:jﬁftﬂ _ iy L0t = San),

Hodnoty f’ (z0) a f’(x0) nazgvame derivace zprava, resp. derivace zleva funkce
f v bodé xg.

Poznamka 5.1.6. Zfejmé plati: funkce f ma derivaci v bodé xg, pravé kdyz
existuji obé jednostranné derivace f v bodé€ xy a jsou si rovny.

Poznamka 5.1.7. Jde o klasickou definici derivace. Pfipad, kdy je f’'(zo) € R,
je velmi dulezity, proto se jim budeme zabyvat nejdiive.

Priklad 5.1.8. Zatim je nase ,,zdsoba funkci“ velmi mald, ukazme si vSak alespon
to, jak se derivuje mocnina s pfirozenym exponentem. Spoctéme derivaci funkce
™ v bodé y € R. Plati
" — g™ T — :Cnfl_'_xan 4+t n—1
tim &Y g 9 y y" )
=y T —Y z—y T —y

_ lim(xnfl +xn72y+ . _’_ynfl) _ nyn

r—Y

-1
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Tento poznatek se zpravidla vyjadiuje vzorcem, ktery obvykle zapisujeme ve tvaru
(z") =na""t, xeR.

Poznamka 5.1.9. V dobé vzniku diferencidlniho pocétu se pocitalo s ,nekoneéné ma-
lymi veli¢inami“. UkaZme si pribéh vypoétu derivace funkce z — 2 v bodé y pFiblizné
tak, jak k nému pristupoval naptiklad GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716):

+6)?2—y* ¥ +2yi+0" -y
1) o )

=2y+9,
kde ¢ je ,nekoneéné malé“. Odtud zanedbanim § dostdvame v obvyklém zépisu
(%) =2x.

Vsimnéte si, ze Cislem § nejprve kratime (mzeme, protoze ,0 je nenulové“) a pak je
zanedbavame (¢ jsme polozili rovno nule); srovnejte se zminkou o kriticich v Historickych
poznédmkach 5.2.30.

Véta 5.1.10. Necht funkce f md vlastni derivaci f'(xo) v bodé xy € R. Pak je f

v bodé xy spojitd.

Dikaz. Zfejmé je-li lim f() = f(ao)

T—1T0 T — Zo

= f'(z0) a f'(w0) € R, pak

lim ((z) — f(ao)) = lim (M< - :co>) -

T—T0 T—To Tr — X
= lim @) = flao) lim (x —x0) =0,
T—xo T — X T—xT0

a proto lim, .., f(z) = f(x0); pouzili jsme Vétu 4.3.9 o limité soucinu funkei. O

Piiklad 5.1.11. Necht f(z) = sgn(x); spo¢téme f’(0) pomoci jednostrannych
derivaci

_ 1—
lim 7‘“17) 1(0) = lim 0 = 400,
z—0+ x—0 z—0+x — 0
lim 7][(30) — /(0 = lim —1-0 =400,
z—0— x—0 z—0— x —0

tj. jednostranné derivace existuji a jsou obé rovny +oo. Funkce sgn méa proto
v bodé 0 derivaci rovnou +o00. Funkce sgn vSak nent v bodé 0 spojita. V ostatnich
bodech mé sgn derivaci nulovou, tj. vlastni.

Piiklad 5.1.12. Zkusme zderivovat (spojitou) funkci f(z) = |z|. Zfejmé plati
(|z])" = sgnz, x # 0, avsak f/(0) = —f'(0) = 1, a tedy derivace funkce sgn
v bodé 0 neexistuje. Pozdéji uvidime, ze derivovani vede k funkcim, které jsou
zna¢né komplikované.
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Strucné feceno: predchazejici priklady ukazuji, Ze z existence derivace funkce
f v bodé z, jesté neplyne spojitost f v bodé zp (chybi ndm potiebné slovo
yvlastni“) a ze také ze spojitosti f v bodé zo neplyne existence f'(xg). V tom,
bohuzel, nékteii zacatecnici chybuji.

Definice 5.1.13. Necht f je funkce s definiénim oborem Dy C R. Potom definu-
jeme derivaci jakozto funkci f’ ,bodové“, tj. predpisem

[ ix—d(x),

kde d(z) = f'(x), pokud tato derivace je vlastni, nebo d(x) je rovna vlastni
jednostranné derivaci f v bodé z, pokud druhé (zbyvajici) jednostranna deri-
vace neexistuje nebo je nevlastni. Takto definovanou funkci nazyvame derivace

funkce f.

Poznamka 5.1.14. Az dosud byla pro nés derivace vzdy ¢islem, nyni jsme ji definovali
i jako funkci. Jeji defini¢ni obor je zfejmé vzZdy podmnoZinou Dy, je to zobrazeni do
R, tedy body, v nichZ mé f nevlastni derivaci, do definiéniho oboru f’ nezahrnujeme.
Naopak do néj zahrnujeme i body, ve kterych existuje prdvé jedna vlastni jednostrannd
derivace funkce f.

Musime vSak Ctenare upozornit, ze v tomto ohledu nepanuje mezi matematiky shod-
ny nazor. Nékteri chapou derivaci jako zobrazeni do R* a pak pracuji i s funkcemi,
nabyvajicimi nekoneénych hodnot, jini zase definuji funkci f’ pouze na mnoZiné vsech
x € Dy, ve kterych existuje f'(z) a tak se dostavaji do obtizi napf. v krajnich bodech
intervalu. Musime tedy davat pozor, aby nedochéazelo k nedorozuménim. Nase definice
nadm umoziiuje mluvit o derivaci jakozto funkci napf. i na intervalu [a,b], stejné se vSak
nevyhneme obtizim.

Je tfeba se vyvarovat nésledujici zdvazné chyby: funkce f se mechanicky zderivuje
a urél se maximalni mnozina, na niz ma predpis x — f'(z) smysl. Ta se prohlasi za
defini¢ni obor derivace f’ (jakoZto funkce). V piisti kapitole zavedeme dalsi dilezité
funkce, mezi nimi funkci log a sin. V tomto okamziku nepatrné predbéhneme a opfeme
se o pfipadné znalosti ze stfedni skoly. Pokud shledate priklad nesrozumitelny, pfeskocte
ho. Polozime-li f :  — log(log(sinx)), neni f funkce v nasem slova smyslu, nebot pfedpis
nemad smysl pro zddné x € R. Mechanickym derivovanim vSak dospéjeme k tomu, ze pro
derivaci f’ plati
1

- log(sinz) sinz

(@)

pficemz existuji body, v nichz méa vyraz na pravé strané predchazejici rovnosti smysl.
Presto f nemuze ziejmé mit derivaci v Zadném bodé x, neni dokonce ,co derivovat®.

-coszx,

Priklad 5.1.15. Jiz jsme popsali zplisob, kterym lze pro kazdé p € N definovat
Y/ pro x > 0. Nyni tuto funkci

P
IH\/E

zderivujeme v bodé y > 0. Pouzijeme podobny postup jako v Prikladu 4.3.18.



5.2. POCETNi PRAVIDLA 137

Plati
lim

Ve=3y _
ey T —y

— lim (z—y) _ 1

#=y (z =) [(Y2) =+ (Vop=2 Yy + -+ (] eyt

Plati tedy

({/a) = (/)72

Bude vhodné se seznamit i s jinymi, ekvivalentnimi definicemi (vlastni) deri-
vace, dfive vS8ak odvodime néktera pocetni pravidla pro derivovani.
5.2 Pocetni pravidla
Véta 5.2.1. Necht f, g maji derivace v bodé xo € R. Potom plati
(f £9) (w0) = f'(x0) + ¢’ (o) ,
pokud ma vyraz vpravo smysl.
Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze rovnost vypovida o existenci i o hodnoté pri-

slusnych derivaci. Dilkaz je pouze formalnim vypoctem, vyuzivajicim vétu o limité
souctu ¢i rozdilu:

Floo) £ g'(wo) = lim 2 ZI@) oy 9@ =9(30)
T—T0 r — X T—T0 T — To
+ - +
= i SO EIDIZT @)L 9CN _ (54 gy,
T—T0 T — X
Tim je vzorec pro derivovani sou¢tu a rozdilu dokazan. n

Cviceni 5.2.2. Existuji-li vlastnijednostranné derivace f! (zo), f’ (20), je funkce
f v bodé xg spojitd. Dokazte. Poznamenejme, Ze tyto jednostranné derivace mo-
hou byt rizné, derivace f’(xp) tedy nemusi existovat, a pfesto je f v bodé zg
spojita. Zhruba feceno, jednostranné vlastni derivace ,davaji“ obé jednostranné
spojitosti a tedy spojitost.

Poznamka 5.2.3. Je-li f(z) = a pro vSechna = € R, tj. f je konstantni funkce
na R, pak pro libovolné zy € R plati

lim M - lim 2~ ¢
Tr—X0 T — X9 T—xo T — I

=0.
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Konstantni funkce méa tedy derivaci rovnou 0. Pozdéji ukazeme, Ze tato vlastnost
mnozinu konstantnich funkci na intervalu charakterizuje.

Jestlize a,b € R a f(z) = ax + b, € R, je linearni funkce, pak je

lim 7‘“17) — /(o) = lim & b= (azo +1) = lim a2 —2°

T—x0 T — X T—T0 T — X T—T0 T — T

:a7

takze derivace linearni funkce je funkce konstantni.

Piiklad 5.2.4. Pfedpokladejme, ze funkce f mé v xg vlastni derivaci f'(zg).
Potom (cf)'(zo) = cf’(xo) pro kazdé ¢ € R. K tomu staéi spoéist

@) —efy) . f(@) — f()

T—x0 Tr — Zo T—TQ r — X

= cf’(wo) -

Véta 5.2.5. Necht f, g maji vlastni derivace f'(xg), g'(zo). Potom plati

(f9) (o) = f'(x0)g(x0) + ¢’ (20) f (o) -

Je-li navic g(xo) # 0, plati téz

f'(w0)g(w0) — g'(x0) f (wo0)
9?(x0) '

(f/9) (wo) =

Diikaz. Pripomenme jesté jednou, Ze se soucasné tvrdi nejen to, ze derivace sou-
¢inu ¢i podilu existuji, ale i to, jak se vypoctou. Plati

(f9)'(z0) = lim f(@)g(x) — f(x0)g(zo) _

T—To T — To
— i Y@ (@) = f(@0)) + f(wo)(9(2) — g(x0)) _
r=ro T — Zo
= lim g(z) lim M + f(20) lim M -

T—T0o T—T0o Tr — X9 T—T0o T — o

=f"(x0)g(wo) + f(x0)g' (20) -

Jednotlivé kroky je tfeba zdvodnit: prva rovnost je dusledkem definice, druha
je pouze Upravou a pro odivodnéni tfeti pouzijeme véty o limité a aritmetickych
operacich; posledni je opét jen prepisem podle definice.



5.2. POCETNi PRAVIDLA 139

Podobné plati za vySe uvedenych predpokladit

(i)/m) 1 (f(w) ) f(fvo)> _

g e—zox —xo \g(x)  g(wo)
— i L@ 9(z0) — 9(2)) + 9(2)(f(x) — f(20)) _
o g(x)g(zo)(z — x0)

f@) o 9(@) = g(@o)

T T g@g(w) ook w—me
i 9@ @)~ )

T—x0 g(x)g(l'o) T—Ig r — X
_ [(xo)g(wo) — f(z0)g' (o)
9?(wo) '

Je tieba si uvédomit, Ze z predpokladu g(xo) # 0 vyplyva, Ze existuje okoli bodu
xg, na kterém je g(x) # 0. Prvni rovnost je pak pouhym piepisem definice. Druhou
dostaneme prevedenim na spole¢ného jmenovatele, pfictenim a odectenim vyrazu
f(z)g(x) v Citateli a jednoduchou tpravou. Treti je diisledkem Véty 4.3.9 o limité
a aritmetickych operacich, posledni pak plyne z definice derivace. o

Na obé pravé dokazané Véty 5.2.1 a 5.2.5 se lze odvolavat spolecné jako na
turzeni o derivovdni a aritmetickych operacich.

Pro derivovani slozené funkce je dilezité nasledujici tvrzeni, které je vlastné
jednou ze slibenych alternativnich definic (vlastni) derivace.

Véta 5.2.6 (Carathéodory 1950). Funkce f md v bodé a vlastni derivaci, prd-
vé€ kdyz existuje funkce ¢ definovand na néjakém okoli U(a) bodu a takovd, Ze ¢
je v bodé€ a spojitd a na U(a) plati rovnost

f(x) = f(a) = p(z)(z — a). (5.1)
Ezistuje-li takovd funkce ¢, pak navic jesté plati f'(a) = ¢(a).

Diikaz. Existuje-li f'(a) vlastni, pak dostaneme snadno z definice derivace vyja-
dfeni funkce ¢ v U(a) \ {a}: polozime p(x) = (f(x) — f(a))/(x — a). V bodé a
definujeme @(a) = f'(a). Plati

lim o(z) = lim f(2) — f(a)

Tr—a r—a Tr—a

= f'(a) = ¢(a)

a @ je proto spojitd v bodé a. Stejna tprava ndm poslouzi i v obraceném postupu:
vyjadiime ¢ z (5.1) a spoéteme limitu ¢ v bodé a. Limita existuje, takze existuje
i f'(a) a plati p(a) = f'(a). O

Poznamka 5.2.7. Mame tedy k dispozici ekvivalentni definici (vlastni) deri-
vace. Jak napovida oznaceni véty, tento pristup k derivaci pochézi od CONSTAN-
TINA CARATHEODORYHO (1883 — 1950). Ukazuje se, Ze je za urcitych okolnosti
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velmi uzite¢ny, napi. pii dukazech vét o derivovani funkci vice proménnych. Nyni
nam umozni snadno dokazat nasledujici vétu.

Véta 5.2.8. Necht md funkce [ vlastni derivaci v bodé a € R a necht funkce
g md vlastni derivaci v bodé b = f(a). Potom sloZend funkce g o f md vlastni
derivact v bodé a, pricemz plati

(9o f)(a) =g'(b)f (a) = g'(f(a))f'(a).
Diikaz. Existence derivaci spolu s dokdzanou Vétou 5.2.6 o ekvivalenci zarucuje,
ze lze nalézt funkce ¢ a ¢ tak, ze plati

g(y) —gb) =vy)(y—=0b), yeV(b),
f(@) = fla) = p(z)(x —a),  xelU(a),

a to na vhodné volenych okolich U(a) a V(b). Funkce ¢ je spojitd v bodé a a
funkce 1 je spojita v bodé b. Jelikoz je podle Véty 5.1.10 funkce f spojita v a
a funkce g v f(a), lze pfedpokladat, Ze po eventudlnim zmenseni okoli U(a) plati

fU(a)) CV(f(a)), aje
9(f(@)) = g(f(a)) = »(f(2))(f () = f(a)) = ¥(f(2))p(z)(x - a)

pro vSechna x € U(a). Avsak ¢ je spojitd v a a podle Véty 4.2.18 o spojitosti
slozené funkce je funkce 1 o f spojita v a, tedy soucin (¢ o f)p je spojity v a. Déle
podle posledniho tvrzeni Véty 5.2.6 dostavame dosazenim a za x do koeficientu
¥(f(x))p(x) po pravé

(g0 f)(a) = ((Wo fp)(a) =1(f(a))pla) = g'(f(a))f(a),

coz je dokazovany vzorec pro vypocty. O

Historicka poznamka 5.2.9. Jeden z prvnich z dnesniho hlediska dostatecné presnych
diikazt Véty 5.2.8 podal OTTO STOLZ (1842 — 1905) r. 1893. Carathéodoryho dikaz je
formalné témér beze zmény prenesitelny do situace vySetfovani derivace pii skladani
komplexnich funkci komplexni proménné nebo (realnych) funkci vice proménnych, kde
navic formélné znac¢né zjednodusi provadéné uvahy.

7ot Mix

Priklad 5.2.10. Pro uvahy o derivovani funkci vice proménnych je uziteéné jesté
tato ekvivalentni definice, kterd mé pro funkce na R nésledujici tvar: Funkce f
md v bodé x vlastni derivaci, pravé kdyz existuje cislo A tak, Ze plati rovnost

i LS @+ h) — f@) - Ah| _
h—0 |h|

0;

poznamenejme, ze pokud takové ¢islo A existuje, plati zfejmé rovnost f'(z) = A.
Skutec¢né, existuje-li vlastni derivace f/(z), plati

| fath) = f) flx+h) = fx) = f/(x)h
0= iy | - o h

= lim
h—0

Zbytek je trividlni.
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Poznamka 5.2.11. V souvislosti s pfedchozim piikladem si uvédomte, Ze linearni funk-
ce Df.(h) := f'(x)-h (= A-h), h € R '), popisuje piimku se smérnici f’(z) prochéazejici
pocatkem. V eukleidovskych prostorech vyssi dimenze (pii studiu funkci vice promén-
nych) se derivace definuje jako linedrni zobrazeni. Protoze i (vlastni) derivace v zavede-
ném smyslu f'(z) je timto linedrnim zobrazenim Ah = f’(z)h jednozna¢né urcena, je
takové zobecnéni prirozené.

Definice 5.2.12. Definujme linearni funkci

g(x) = f(x) + f(x)(y —x), weR.

Pak pfimku o rovnici y = f(x) + f'(z)(y — z) nazyvime tecnou grafu f v bodé .
Tato definice je piirozend v nasledujicim smyslu: pro rozdil f — g plati nejen 2)

lim(f — g)(2) = lm ((f(@) = f(y) = f'(y)(@ —9)) =0, ale take
=9 _ .. (f(w) —fly) Y- y)) Yy

r—y r—y

lim
-y T —yY z—y

Snadno si rozmyslite, Ze je to jedind linearni funkce, ktera ma obé tyto vlastnosti.

Lemma 5.2.13. Necht funkce f, definovand na intervalu (a,b), nabjvd svého
mazima, resp. minima v bodé xo a necht existuje f'(xo). Potom plati f'(xz¢) = 0.

Diikaz. Necht v bodé 2y nabyva f maxima na (a,b). Pokud by platilo f'(x¢) # 0,
pak by na néjakém prstencovém okoli P(zg) bodu xg pomér piirtstkl

f(@) = f(zo)

r — X

byl téhoz znameni jako f’(z¢). Napf. pro pfipad, Ze je vySetfovany zlomek na
P(zo) kladny, dostavame pro = € P(xg), © > x¢ nerovnost f(z) > f(xp), coz je
spor s faktem, Zze maximum f na (a,b) je f(xo). Zbyvajici pfipad dovedeme ke
sporu obdobnym zptsobem. O

Nasledujici tvrzeni mé ,teoreticky charakter”. Je mj. zajimavé i tim, Ze na
ném Cauchy zalozil piivodni (chybny) dikaz vét o stfedni hodnoté. Je zaroven
doplnénim nasich poznatki o Darbouxové vlastnosti funkeci.

Véta 5.2.14 (Darboux 1875). Necht f md v intervalu (a,b) viude vlastni de-
rivaci. Potom f' md Darbouzovu vlastnost.

Diikaz. Snadno si uvédomime, Ze staéi dokazovat: Je-li f'(z) < ¢ < f'(y) pro
body z,y € (a,b),z < y, pak existuje { € (z,y) tak, ze f'(¢{) = c¢. Funkce f je
ziejmé spojitd v (a,b). Definujme funkei

g(t) = f(t) —cl, te [‘rvy]v

1) Neékdy se pise dokonce Df(x) - h.
2) Popisujeme situaci te¢ny v bodé y a proménnou znacéime opét z, jak jsme zvykli.
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kterd je spojitd v [z, y |. Existuje proto bod ¢ € [z, y], ve kterém nabyva g minima
na [z,y]. Plati proto

g9'(¢) =0, resp. f'(() —c=0,

a s ohledem na ¢'(z) = f'(z) —¢ <0, ¢'(y) = f'(y) —c > 0je ¢ € (z,y), ¢imz je
dtkaz dokoncen. (|

Poznamka 5.2.15. Z této véty vyplyva, Ze napt. funkce sgn neni derivaci zadné
funkce definované na R. Nespojitosti funkce, ktera je derivaci, jsou komplikované:
je-li f derivaci a je nespojita v bodé xg, pak alespon jedna z jednostrannych limit
funkce f v bodé x( neexistuje. Srovnejte s posledni ukdzkou v Piikladech 7.1.5 a
s prikladem z Poznamky 7.1.1.

Nasledujici tii duleZita tvrzeni se spole¢né zpravidla nazyvaji vety o stredni
hodnoté (diferencidlniho poctu). Prvni ma charakter pomocného lemmatu pro
dvé dalsi véty, které jsou velmi uzitecné.

Véta 5.2.16 (Rolle 1691). Necht f € C([a,b]) a necht derivace funkce f exis-
tuje ve viech bodech x € (a,b). Ddle necht je f(a) = f(b). Potom existuje ¢ € (a,b)
tak, Ze plati

f©) =0,

Diikaz. Je-li f konstantni na [a,b], zvolime za ¢ kterykoli bod z intervalu (a, b).

Neni-li f konstantni, existuje bod = € (a,b) tak, ze plati f(z) > f(a), nebo
f(z) < f(a). V prvnim pfipadé volime za bod ¢ takovy bod, ve kterém f nabyvé
vzhledem k [a,b] svého maxima f,qz, ve druhém pak ten bod, kde f nabyva
svého minima f,,,;, na [a,b]. Existenci téchto bodu, které lezi zfejmé v otevieném
intervalu (a,b), zarucuje Véta 4.3.31.

Kdyby v takto zvoleném bodé ¢ platilo f/({) # 0, pak by (srovnej s tvrzenim
Lemmatu 5.2.13) v néjakém okoli U({) nabyvala f hodnoty vétsi nez fiqz, resp.
mensi nez fon, coz je spor. Proto plati f/(¢) = 0. O

Poznamka 5.2.17. Je-li napf. f spojitd na [a,b], nabyva v tomto intervalu maxima a
minima. To vSak mtiZe nastat i v bodé xo, v némz f’(zo) neexistuje. Napt. f(z) = |z| na
intervalu [ —1, 1] nabyvad maxima v bodech —1 a 1, ve kterych existuji pouze jednostranné
derivace (a nejsou rovny 0) a minima ve vnitfnim bodé 0, ve kterém derivace neexistuje.

Nasledujici véta mé opét mnoho spolecného s nasim motivacnim prikladem
o rychlosti: projede-li auto kilometrovy tsek cesty za dobu kratsi nez 1 minuta,
muselo jet v nékterém okamziku rychlosti vétsi nez 60 km/hod.

Véta 5.2.18 (Lagrange 1797). Necht je f € C([a,b]), derivace f'(z) existuje
(vlastni nebo nevlastni) pro vSechna x € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze
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platt
Diikaz. Definujme funkci
F) = @)~ fla) - OO 0oy e tan).

Jelikoz od f odeéitame (spojitou) linedrni funkci, kterd nabyva v krajnich bodech
a, b stejnych hodnot jako f a ma vlastni derivaci (f(b) — f(a))/(b — a) ve vSech
bodech x € (a,b), je F' také spojitd a ma vsude v (a,b) derivaci; zarovei téz plati
F(a)=F(b) =0.

Na funkci F' lze tedy aplikovat pfedeslou vétu, podle niz existuje bod ¢ € (a,b)
takovy, Ze plati F'(¢) = 0. Vypoctem dostavame

f(b) — f(a)

R I

coz je potfebné tvrzeni. O

Historicka poznamka 5.2.19. I kdyZ je ndzev véty pomérné vzity, neni zcela oprav-
nény. Lagrange dokézal toto tvrzeni za predpokladu rozvinutelnosti funkce f v moc-
ninnou fadu (viz dale Kapitola 8); Ghelnymi kameny jeho postupu byla tvrzeni, ktera
dokazeme ve druhém dilu této ucebnice. Shora uvedeny dikaz nalezi OSSIANU BONNE-
TOVI (1819 — 1892); viz zavéreéna historickd poznamka na konci kapitoly.

Véta 5.2.20 (Cauchy 1823). Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu [a,b]
a necht existuji vlastni derivace funkci f, g ve viech bodech intervalu (a,b). Potom
existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze plati

F(O(g(b) — g(a)) = g"(Q)(f(b) = f(a)) . (5.2)
Je-li navic g'(x) # 0 pro vechna x € (a,b), lze najit ¢ € (a,b) tak, aby platilo
Q) _ f) - fla)
7O~ 90)—g@) >3)

Diikaz. Definujme pro vSechna z € [a,b]

Fa) = f(z)(9(b) — g(a)) — g(2)(f(b) - f(a)).

Potom F mé vlastn{ derivaci véude v (a,b) a lze na ni aplikovat Rolleovu vétu,
nebot je

Fa) = F(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a).
Proto existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze F'(¢) = 0, z ¢ehoZ plyne rovnost (5.2).
Poznamenejme, Ze z pfedpokladu o ¢’ plyne podle jiz dokdzané Lagrangeovy véty
g(b) — g(a) # 0. Odtud vsak jiz plyne rovnost (5.3) jednoduchou tpravou. O
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Historicka poznamka 5.2.21. I dikaz tohoto obecnéjsiho tvrzeni nebyl u Cauchyho
zcela bez vady. Opiral se o nézor pii dikazu tvrzeni, Ze funkce rostouci v kazdém bodé
intervalu roste na tomto intervalu. Tuto vétu teprve dokazeme a jeji dikaz rozhodné
neni trivialni. Tvrzen{ Cauchy patrné objevil az po vytisténi [2], a proto se neobjevilo
v hlavnim textu, ale az v Addition (Dodatku) k [2]. Ctenai by si mé&l uvédomit, Ze
proti Lagrangeové vété (Véta 5.2.18) ziskavame ,,cosi navic® : pokud bychom Vétu 5.2.18
pouzili na kazdou z funkci f, g zvlast, dostali bychom rovnost

F(C)(g(b) = g(a)) = ¢'(¢2)(F(b) — f(a)),
odkud neplyne rovnost (5.2), protoze obecné neplati (1 = (s.

Pfipomenme si, Ze jsme v Definici 4.1.7, resp. Poznamce 4.1.8 definovali mo-
notonni funkce. Lagrangeova véta ndm umozni monotonii funkci jednoduse vyset-
fovat. Z Lagrangeovy véty plynou jednoducha tvrzeni pro vySetfovani monotonie,
ktera si nyni dokézeme.

Véta 5.2.22. Necht f € C(I), kde I C R je interval, a necht existuje derivace
f vsude woniti I 3). Je-li ve vsech téchto bodech f'(x) > 0, je f rostouci v I.
Podobné je-li ve vSech téchto bodech f'(x) <0, je f klesajici v I.

Analogické turzeni plati i pro neostré nerovnosti: jestlize plati ve vSech bodech
f'(z) <0, je f nerostouct v I. Podobné je-li ve viech bodech f'(x) > 0, je f
neklesagict v I.

Diikaz. Zvolme libovolné z,y € I, x < y, a aplikujme na interval [z,y] Lagran-
geovu vétu. Pak je
fy) — f(=)

y—
kde ¢ € (x,y). Z pfedpokladit mame informaci o hodnoté této derivace. Je-1i napf.

nezdpornd, dostavame f(y) — f(z) > 0 a funkce f je neklesajici. Ostatni pt¥ipady
jsou analogické. O

=10,

Dusledek 5.2.23. Nechi f € C(I), kde I C R je interval a necht derivace f je
vsude vwvnitr I nulovd. Potom je f konstantni v I.

Poznamka 5.2.24. Piedeslé tvrzeni je zfejmé, nebot pak je f soucasné neros-
touci i neklesajici na I. Podstatné u obou piedchézejicich tvrzeni je to, Ze pracu-
jeme na intervalu. Funkce sgn ma na R\ {0} vSude derivaci rovnou 0, aviak nend
na této mnoziné konstantni.

Jiz vime, Ze mnozina bodu nespojitosti funkce f definované na intervalu (a, b) mize
byt i nekonecnd, ale zatim umime pomoci derivace dokazovat monotonii pouze téch
funkci, které jsou spojité. Proto ukazeme, jak se lze predpokladu spojitosti ve Vété 5.2.22
zbavit. Vétu, kterou dokdzeme, pouzivali jiz JOSEPH Louis LAGRANGE (1736 — 1813),

3) Kromé krajnich bodi intervalu I, o nich nic dalsiho nepfedpokladame.
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ANDRE MARIE AMPERE (1775 — 1836) a Louis AuGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857); viz
Historické poznamky 5.2.19. Pfipomenme jesté, Ze jsme jiz dokazali tvrzeni o limité
monoténni funkce (Véta 4.3.40) a Bolzano-Cauchyho podminku pro existenci limity
funkce (Véta 4.3.13).

Tvrzeni Véty 5.2.22 o souvislosti derivace a monotonie funkce f na intervalu se
opird o Lagrangeovu vétu (Véta 5.2.18) a jejim podstatnym dikazovym prostiedkem je
spojitost funkce f. Poznamka 4.2.20 o vlivu znaménka derivace na lokalni chovani funkce
(monotonie funkce v bodé) nabizi otdzku, jak spolu monotonie v bodé a monotonie
v intervalu souviseji. Ukazeme si to pro pfipad rostouci funkce, ostatni pfipady jsou
analogické. Pripomenme si definici.

Definice 5.2.25. Jestlize je funkce f definovana v bodé = € R a v néjakém prstencovém
okoli P(z) bodu z plati pro vSechna y € P(x)

fly) — f(=)
y—x

>0,

pak fikdme, Ze funkce f je rostouct v bodé z. Je-li tato nerovnost splnéna v levém (pra-
vém) okoli bodu z, pak fikdme, ze funkce f je rostouct zleva (zprava) v bodé z. Umluvime
se na tom, ze kdyz fekneme, Ze funkce f je rostouci ve vSech bodech intervalu I C R,
pak se tim rozumi, Ze je rostouci zprava v kazdém bodé z € I, ktery neni koncovym
bodem intervalu I, a rostouci zleva v kazdém bodé x € I, ktery neni poc¢atecnim bodem
intervalu /.

Véta 5.2.26. Funkce f je rostouct v intervalu I, privée kdyz je rostouci ve véech bodech
intervalu I.

Dikaz. Je-li f rostouci v I, pak je zfejmé rostouci v kazdém bodé x € I. Dokazme
sporem druhou implikaci: necht f roste ve vSech bodech I, ale necht nend rostouci v I.
Pak zfejmé existuji body z,y € I, x < y, tak, ze f(z) > f(y). Polozme

M :={tezy);ft)>fly)}, B:=supM.

Ziejmé plati 8 € [z,y]. RozliSme t¥i pfipady. Je-li 8 = z, je f(t) < f(y) < f(z) pro
vSechna t € (z,y) a f nent rostouci v x zprava, coz je spor. Podobné je-li § = y, pak
z B = sup M vyplyva v kazdém levém okoli bodu y existence takového t, pro néz je
f(t) > f(y) a f nent rostouct zleva v bodé 3, coz je opét spor. Je-li koneéné 5 € (z,y),
pak je f rostouci v bodé 3. Protoze libovolné levé okoli bodu ( obsahuje bod ¢ s vlastnosti

f(t) = f(y), musi platit i f(8) = f(y). AvSak pro t € (8,y) je f(t) < f(y) a f neni
rostouct zprava v bodé 3. Tim je dikaz dokoncen. |

Diusledek 5.2.27. Je-li f'(x) > 0 pro vsechna x € (a,b), je f rostouci v (a,b) *).

Jako aplikaci Cauchyho véty si ukdZeme jednu velmi populérni (a ne vzdy ade-
kvétné uzivanou) metodu pro pocitani limit. Rozhodné bychom ji neméli uzivat
pfi pocitani limit raciondlnich funkci.

4) Bez ohledu na to, zda je f v (a,b) spojitd; derivace f’(x) miZe byt pochopitelné opét
v nékterych bodech x nevlastni.
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Véta 5.2.28 (Johann Bernoulli 1691/92, de I’Hospital 1696). Necht f, g
magi vlastni derivace vude v intervalu (a,b), —oo < a < b < 400, ¢'(z) # 0
vude v (a,b) a
U
lim ()

o g'()

=AeR". (5.4)
Je-li ddle splnén jeden z predpokladi
(1) f(z) =0, g(x) = 0 pro z — a4, nebo
(2) lg(@)] = +oo prox — ay,
potom plati
f(x)

lim —= =A. 5.5
A g(@) 9

Analogické tvrzend plati (po nezbytné modifikaci) pro x — b_, resp. xg € (a,b).

Diikaz. Necht —co < A < +00. Zvolme ¢, A < g, apakr, A <r < q. Z (5.4)
dostavame, Ze existuje ¢ > a tak, Ze na (a, ¢) plati

f'(x)

g'(x)
Zvolime-li nyni z, y tak, Ze je a < x < y < ¢, existuje podle Véty 5.2.20 takové
¢ € (z,y), ze plati

<r.

ﬂ@—f@):f@)<r
g(x) —gy) Q)

Nyni pfi platnosti podminky (1) je pfi z — a4

(5.6)

f(x) =0, g(x)—0

upravme f a g tak, Ze polozime f(a) = g(a) = 0 a volme v (5.6) z = a. Tak
dostaneme f(y)/g(y) < r < ¢ pro vSechna y € (a, c).

Necht je splnéna podminka (2) a necht déale bez (jmy na obecnosti plati
g(z) — +00 9). Zvolime pevné y a zvolme ¢; € (a,y) tak, Ze

g(x) >0 a g(z) > g(y)
pro vSechna x € (a, ;). Upravme nerovnost

f(z) = fy)

a@) —gty) "

5) V n&jakém pravém okoli bodu a je g véude kladna nebo vsude zaporna, nebot je spojita
a plati (2).
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nasobenim vyrazem (g(z) — g(y))/g(x). Tak dostaneme

fl@)—fy) ., 9
9(x) 9(x)
Odtud obdrzime
f(z) 9()  f)
———<r—-r-—+="=, xe€lac), 5.7
/(@) o) gy TS0 o0
a s ohledem na predpoklad (2) existuje takové ca € (a,c1), Ze na intervalu (a, cz)
plati
-7
o(2) > fy) —rg(y) ;
q—r

odtud a z (5.7) tedy dostaneme f(z)/g(z) < q.

V obou ptipadech jsme dokazali, ze v jistém pravém okoli bodu a plati nerov-
nost f(z)/g(z) < g, kde g bylo libovolné ¢éislo vyhovujici nerovnostem A < ¢ < oo.
Podobné fesime i piipad —oo < A < 400 s tim, Ze pak volime —oo < ¢ <7 < A;
zbytek dukazu probiha podobné. Doporucujeme ¢tenafi, aby si zkusil tuto ¢ast
samostatné sepsat. O

Priklad 5.2.29. Pomoci pfedchoziho tvrzeni, které pouZijeme dvakrat po sobé,
snadno ovérime, ze plati

3r2 -1
lim ——— =3/2,
z—o0 202 —x + 3 /
k tomu je v8ak nepouzivame! P¥imy vypocet je v tomto pripadé velmi jednoduchy.
Netrividlni ptiklady na uziti pfedchazejiciho tvrzeni (pro toto tvrzeni se bézné
uziva nazev I’Hospitalovo pravidlo) odloZime na pozdéjsi dobu: viz Piiklady 7.1.5.

Historické poznamky 5.2.30. Pocdétky vyvoje pojmu derivace lze hledat v nékterych
problémech geometrické a fyzikalni povahy. Souviseji s hledanim thlu, pod nimz se pro-
tinaji kfivky (RENE DESCARTES (1596 — 1650)), s konstrukci dalekohledu (GALILEO
GALILEI (1564 — 1642)) a hodin (CHRISTIAN HUYGENS (1629 — 1695); 1673), s hleda-
nim maxima a minima funkce (PIERRE DE FERMAT (1601 — 1665); 1638), s rychlosti
a zrychlenim pohybu (Galilei 1638) a (ISAAC NEWTON (1643 — 1727); 1686), s astrono-
mii a gravitaénim zédkonem (JOHANNES KEPLER (1571 — 1640), Newton).

Vénujme se trochu podrobnéji najednou Leibnizovym a Newtonovym tivaham. Struc-
né vysetfeme ,newtonovsky“ parabolu y = z2. V bodé = > 0 budeme hledat smérnici
tecny. Jestlize se zvétsi x o Az, pak y se zvétsi na y+Ay = (z+Ax)? = 2> 4+2xAx+(Ax)?,
takze

Ay = 2zAz + (Az)?.

Smérnice pfimky spojujici body (z,y) a (x + Az, y + Ay) je tedy rovna

Ay _ 2zAz + (Ax)?

Ay AL =2z + Ax.
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Kdyz se Az priblizuje 0, smérnice seCny se blizi hodnoté 2x.

Leibniz si predstavoval, Ze pririustky Az a Ay se stavaji ,,nekoneéné malymi“ a znacil
je pak dz a dy. Zanedbanim (d:c)z, coz je veliC¢ina ,nekonecné mensi“ nez 2x dx , dospél
podobné jako Newton ke vztahu

dy

- 2x

Mezi silné kritiky uzivani ,nekonecné malych veli¢in“ patfili napf. BERNHARD NIEU-
WENTLIT (1654 —1718), ktery publikoval tuto kritiku r. 1694 a hlavné biskup GEORGE
BERKELEY (1685 —1753) svou polemickou stati The Analyst (1734).

K vyvoji pojmu derivace pfispéli dalsi znami matematici. Oba bratii JACOB BER-
NOULLI (1654 — 1705) a JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748) se pomérné rychle sezndmili
s obsahem zasadni Leibnizovy prace z r. 1684 a déle rozvinuli jeho myslenky. Johann Ber-
noulli soukromé vyucoval v r. 1691/92 markyze GUILLAUMA FRANGOISE DE L’HOSPITALA
(1661 — 1704), ktery pak na zakladé takto ziskanych poznatkil napsal a v r. 1696 vy-
dal prvni ucebnici infinitezimalniho poctu. K pfevaze Leibnizovy symboliky prispélo
i to, Ze ji vyrazné preferoval LEONHARD EULER (1707 — 1783), ktery v r. 1755 vydal
jednu z dalsich ucebnic diferencidlniho poc¢tu. Teprve u JEANA LE ROND D’ ALEMBERTA
(1717 — 1783) vsak nachdzime v r. 1754 pojem limity. Za zminku stoji to, ¢im pfispél
JosepH Louls LAGRANGE (1736 — 1813), ktery zalozil v r. 1797 pojem derivace na moc-
ninnych fadach, s nimiz se sezndmime pozdéji; jeho vlivem se rozsitilo znaceni pomoci
y', resp. f'(z), které pievzal z diivéjsi prace (DAVIETA DE FONCENEX (1733(47?) — 1799)
zr. 1759). U Newtona se setkdvame v této souvislosti s uzitim tecek &, 4, ... pro tzv. fluze
(tak Newton nazyval derivace).

Byl to téz pravé Lagrange, kdo zavedl nazev derivace. Jesté jeden aspekt je dile-
zity. Leibnizova symbolika velmi usnadnovala intuitivni manipulaci se zakladnimi pojmy
kalkulu, Newtonova byla zna¢né nepfehledna a tézkopadna.

Je vhodné dodat, ze posléze byly ,nekonecné malé“ z analyzy z dikazi vymyceny,
aby se do ni jesté pozdéji vratily ve formé tzv. nestandardni analyzy. V ni maji nekoneéné
malé a nekoneéné velka (hyperredlna) Cisla své dilezité misto. V intuitivni roviné vsak
byly pouzivany k odhadim moznych vysledkt stale. Letmy nahled na pracovni postupy
nestandardni analyzy budované na vice ¢i méné intuitivnim zakladu filozofické povahy
nalezne ¢tenaf v knizce [6].

Predstavy o derivaci se vSak vytvarely postupné a relativné pomalu. Jesté Ampere
se domnival (v jednou jiz zminéné praci z r. 1806), Ze spojita funkce musi mit derivaci
vSude az na konecny pocet bodu. Teprve pozdéji se ukazalo, jak daleko je tato predstava
od skutecnosti; existuji spojité funkce, které nemaji derivaci ani v jediném bodé.

Newton (1665) a Johann Bernoulli (1691/92) se prvni zacali zabyvat geometrickou
interpretaci druhé derivace, k niz se dostaneme v Kapitole 7.

MIiCHEL ROLLE (1652 — 1719) dokézal vétu o pfirtistku funkce po ném pojmenovanou
pro polynomy v r. 1691. Zasadni roli tomuto tvrzeni poprvé pfisoudil JOSEPH ALFRED
SERRET (1819 — 1885), ktery vydal uéebnici analyzy v r. 1868. V ni pfipisuje toto tvrzeni
OssIANOVI BONNETOVI (1819 — 1892) s ohledem na préci z r. 1868. Rolle patfil ke
kritiktim Leibnizovym a je do jisté miry pozoruhodné, Ze zadkladni a relativné hluboké
tvrzeni ,nové analyzy“ nese jeho jméno. Zcela akceptovatelné dikazy z hlediska nynéjsich
narokd na pfesnost jsou vsak pozdéjsiho data; jmenujme nékolik autorii: ULISSE DINI
(1845 — 1918) (1878), CARL GusTAV AXEL HARNACK (1851 — 1888) (1881), MORITZ
PascH (1843 — 1930) (1882).

dy =2xdx, resp.
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Lagrangeova véta pochézi z r. 1797 (nékteré prameny uvadéji dokonce r. 1772), za-
timco Cauchyho véta o prirustku je z prace z r. 1823. Prvni ze soudobého hlediska pfes-
nosti spravny dikaz podal r. 1870 CARL HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921),
patrné na zakladé inspirace, pochazejici od Weierstrasse z r. 1861.

Tzv. 'Hospitalovo pravidlo je patrné dilem Johanna Bernoulliho z r. 1691/92; své
jméno ziskalo patrné diky knize I’'Hospitalové z r. 1696. Spory, které pozdéji v otazce prio-
rity vyvolaval Bernoulli, se zdaji byt ne zcela opodstatnéné. Vysledek patii Johannovi
Bernoullimu, avsak 1'Hospital nikdy nepopiral jeho zasluhy ¢i zasluhy jinych. V praci
z 1. 1696 pisSe: Mimo jin€ stvrzuji, Ze za mmnoho vdécim viytecnym myslenkam bratri
Bernoullit, specidlné mladsimu, ktery je nyni profesorem v Groningen (Johann B.).
Poznamenejme jesté, ze 'Hospital byl renomovany matematik a Zze Johannu Bernoulliovi
za prava publikovat vysledky, které se od néj naucil, fadné zaplatil.

Zasadni vyznam mé Drusledek 5.2.23, ktery je klicem k definici Newtonova integralu
a ktery umoziuje charakterizaci tzv. primitivnich funkci k dané funkci f, tj. funkci F',
pro néz plati I’ = f.

Po ’Hospitalovi napsala dal$i ucebnici infinitezimélniho poctu r. 1748 matematicka,
lingvistka a filozofka MARIA GAETANA AGNESI (1718 — 1799), kterd byla od r. 1750
profesorkou Univerzity v Bologni. Kratce nato se rovnéz r. 1748 objevila Eulerova kniha
[4], ktera se na dlouhou dobu stala zndmym a oblibenym uéebnim textem. Za zminku
stoji i to, jak Euler svoji autoritou stabilizoval néktera oznaceni, napt. f(z) (1734),
e (1727), i = v/—1 (1777) a patrné i 7, uzivané i dfive, avSak od Eulera v podstaté
jiz standardizované. I dalsi Eulerovy préce publikované r. 1755 a r. 1768/70 znamenaly
vyznamné mezniky ve vyvoji matematické analyzy.

Poznamenejme déle, ze uvedenim Véty 5.2.14 jsme nevycerpali zadkladni poznatky o
spojitych funkcich, pfipadné o jejich derivaci. K celkovému jejich hodnoceni se vratime
po dtkazu véty o stejnomérné spojitosti funkce spojité na uzavieném intervalu. Tu vSak
dokazeme az bezprostfedné pred jeji aplikaci na existenci Riemannova integralu. Viz téz
Historické poznamky ke Kapitole 11.

Jak si Ctendr jisté povsiml, a¢ k zédkladnim poznatktim budovaného kalkulu dospéli
jeho tvirci patrné zcela nezavisle, jejich pristup se podstatné nelisil. Nestastné nasledné
spory o prioritu, podnécované spise zaky a prateli ,hlavnich“ tvirct (Leibniz, Newton),
zapTicinily na dlouhou dobu izolaci anglické matematiky i jeji ulpivani na tézkopadné
symbolice. Tento jev vSak ma obecnéjsi charakter: i kdyz mezi matematiky obecné panuje
snaha vzdy peclivé vazit prioritu pii publikovani novych tvrzeni, je to nékdy mimoradné
obtizné. Stale se stava, ze k nékterym objeviim dochazi takika soucasné. Nastésti prio-
ritni spory byvaji pomérné ridké a nékdy k nim dochazelo pod tlakem politické situace
(napf. v SSSR, jehoz matematika vynikajici Grovné se vyvijela fadu let v jisté izolaci od
»zapadni“ matematiky.
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Kapitola 6

Elementarni funkce

6.1 Uvod: zakladni vlastnosti funkci

A7 dosud jsme vlastné, az na drobné vyjimky, téméf zadné konkrétni funkce
nezavedli. Pokusime se to nyni napravit, nejdiive vSak nékteré véci pripomeneme.

Poznédmka 6.1.1. Dosud jsme pracovali s identitou (Definice 1.4.6), s mocninami s ne-
zdpornym celym exponentem a s polynomy (Definice 4.1.9) a s nékterymi dalsimi funk-
cemi (p-t4 odmocnina pro p € N, jednoduchymi raciondlnimi funkcemi (viz nize), s Di-
richletovou a s Riemannovou funkci, atp.). Jsou to vesmés funkce algebraické: zhruba
feCeno, k jejich definici nepotiebujeme limitni proces. V této kapitole zavedeme mj. dalsi
elementdrni funkce, coZ je sice cosi presné nedefinovaného, nicméné jde o funkce velmi
dtlezité. Néekteré jejich vlastnosti intuitivné chapeme diky stfedoskolskym poznatkim,
ale je jesté mnoho véci, které o nich nevime.

Definice 6.1.2. Jestlize pro funkci f a jeji defini¢ni obor Dy plati
(x € Dy = —x € Dy) azaroven f(—z)= f(z),

pak fikame, ze f je sudd funkce. Podobné, jestlize pro funkci f a jeji definiéni
obor Dy plati

(x € Dy = —x € Dy) azaroven f(—z)=—f(z),
pak fikdme, ze f je lichd funkce.

Definice 6.1.3. Jestlize existuje a € R tak, ze pro funkci f a jeji defini¢ni obor
Dy plati

(xreDy=x+ta€Dy) acziroven f(z)=f(z+a)=/f(z—a),

pak fikdme, Ze a je periodou funkce f. Mnozinu vsech period funkce f oznac¢me G .
Ziejmé vzdy plati 0 € G ;. Pokud obsahuje Gy vice nez jeden prvek, je nekonecna,
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protoze
f@)=fleta)=flz£2a)="--.

Snadno se ukaZze, ze Gy je mnozina uzaviend vzhledem ke s¢itani i od¢itani. Je-li
Gy nekonecnd, pak fikdme, ze f je periodickd funkce.

Piiklad 6.1.4. Je-li f konstantni funkce, je Gy = R. Tento piiklad je ovSem
trivialni.

Priklad 6.1.5. Pokud oznacime G}L mnozinu vSech kladnych period f, plati
(infG}r:w>0)¢w€G}r.

To se dokéze sporem: pokud by platilo w ¢ G7, existovala by posloupnost {a,} prvki
G? takova, ze a, — w. Tato posloupnost by byla cauchyovska a rozdily jejich prvka
s ohledem na vlastnosti G? by lezely rovnéz v Gy. Existovala by tedy perioda w; takova,
pro kterou by platilo 0 < w1 < w, coz je hledany spor.

Definice 6.1.6. Je-li a nejmensi kladnd perioda funkce f, budeme fikat, ze f je
a-periodickd funkce. Nékdy se a nazyva hlavni perioda funkce f. Pfedchozi pfiklad
ukazuje, ze tato definice je korektni.

Piiklad 6.1.7. Riemannova funkce ¢ z Piikladu 4.2.9 je periodickd. Snadno nahléd-
neme, ze kazdé a € 7Z je jeji periodou a ze zadné jiné periody nemé. Je to tedy
1-periodickéd funkce. Naproti tomu pro Dirichletovu funkci ¢ z Pfikladu 4.1.5 jsou pe-
riodami vSechna ¢isla z Q a tedy § nemd nejmensi kladnou periodu. Obé funkce jsou
sudé. Upozornujeme ctenafe na fakt, ze Riemannova funkce, kterd md nejmensi klad-
nou periodu, je v nékterych bodech spojita. Naproti tomu Dirichletova funkce nemd
neymenst kladnou periodu, nema vsak také zadny bod spojitosti. Tyto zdanlivé malo
souvisejici véci jsou ve skuteCnosti na sob€ zavislé: je-li periodickd nekonstantni funkce
spojitd alesporni v jednom bodé, md nejmensi kladnou periodu.

Poznamky 6.1.8. 1. Konstantni funkce a také identita Id :  — z, x € R, jsou
funkce spojité na R. Specialni oznaceni pro identitu se vétsinou neuziva a tak se
pracuje s funkcemi x nebo 2?2 apod. 1) Pak ale nemtizeme v nékterych pripadech
rozliSovat napf. mezi funkei f(x) = 22 a hodnotou této funkce v bodé z. Pfesné&jsi
oznaceni je naopak tézkopadné, a tak volime kompromis: mezi funkci a jejimi
hodnotami v takovém pfipadé rozliSujeme podle souvislosti. Neni to slozité, ale
vyzaduje to od ¢tenafe jistou pozornost.

Mocniny z" s celym nezapornym exponentem n jsme zavedli induktivné; také
ony jsou spojitymi funkcemi na R; na intervalu [0, +00) jsou pro n > 1 rostouci
a tedy prosté. Mocniny se sudym n jsou sudymi funkcemi, mocniny s lichym n
jsou liché funkce. Odtud mj. vyplyva, Ze jiz nelze ,zvétsit interval® [0,00), na
némz jsou sudé mocniny (kromé z° = 1) prosté. Naproti tomu liché mocniny jsou
vesmeés rostouci a prosté na celém R.

1) S oznac¢enim Id se pracuje napf. v uéebnim textu [3].
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2. Priklad 2.4.15 ndm umoziiuje pomérné brzo zavést odmocniny; slouzi k urceni
jejich definiéniho oboru. Neni proto nutné mit k jejich zavedeni hlubsi véty o spo-
jitych funkcich (nap¥. Vétu 4.3.37). Priklad 2.4.15 ukazuje, ze pro kaZdé a > 0
existuje %. K mocnindm s n, n > 1 definujeme inverzni funkce

z— \/zr, ze€[0,0).

Ty nazyvame n-té odmocniny. Poznamenejme, ze nékdy se pro lichd n zavadéji
n-té odmocniny na celém R. Na tirovni stfedni Skoly neni viibec zfejmé, ze plati
22 1 [0,00) 28 [0,00), tedy Ze jde o zobrazeni na; proto by se to také jako ziejmy
fakt nemélo prezentovat. K mocnindm a odmocninam se vSak jesté vratime.

3. Pomoci mocnin jsme zavedli polynomy, coz jsou opét funkce spojité na R. Ex-
ponent nejvyssi mocniny, kterd se v polynomu vyskytuje s koeficientem # 0, se
nazyva stuper polynomu. Casto timto koeficientem cely polynom délime a pracu-
jeme s polynomem, ktery mé u nejvyssi mocniny koeficient 1. Polynom s touto
vlastnosti (budeme tikat, zZe je v normdlnim tvaru) stupné 1, ktery nabyva hod-
noty 0 v bodé z; je jednozna¢né uren: je to polynom P(x) = (x — x1), € R.
Ma34-li polynom v norméalnim tvaru n redlnych kofent a je stupné n, je opét jed-
noznacné urcen. Je to polynom

Plx)=(x—z1)(x —x2) - (x — zp_1)(x — zp) .

Tyto véci povazujeme za znamé z algebry.

4. Nékolikrat jsem pracovali i s podily polynomt. Ty tvoii dalsi dilezitou t¥idu
funkci, kterou zavedeme v nasledujici definici.

Definice 6.1.9. Funkce R(z) = P(z)/Q(x), kde P, @ jsou polynomy v proménné
x a polynom () neni identicky roven 0, se nazyvaji funkce raciondlni, nékdy se
uziva i nazev raciondlni lomené funkce. Nejjednodussimi z nich jsou kromé po-
lynomt (v tom piipadé je jmenovatel @ nenulovy polynom stupné 0) mocniny
s celgym zdpornym exponentem: x—" = 1/z™ kde n € N. Snadno nahlédneme,
Ze tyto funkce jsou spojité na svém defini¢nim oboru R\ {0}. VSechny raciondlni
funkce jsou spojité ve svém definicnim oboru Dpg, kterym je komplement mnoziny
nulovych bodi (kofentl) jmenovatele Q.

Algebraickymi operacemi a eventualné sklddanim funkci ziskdme z téchto funkci
vSak potfebujeme zavést i nékteré funkce transcendentni (takovou funkci je napi. log;
s touto funkci se ¢tendfr patrné setkal na stfedni Skole), tj. takové, k jejichz definici je
nutné néjaka forma limitniho pfechodu. Limitni pfechod miiZe byt skryt napf. v pouziti
fad, integralu nebo diferencialnich rovnic. Cim pokroéilejsi aparat mame k dispozici, tim
lze zavedeni téchto funkci zvladnout jednoduseji.

Poznamka 6.1.10. Z hlediska dneSnich narokt na presnost uvedené nepfesné charak-
teristiky neobstoji. Uvedme proto pfesnéjsi popis. Necht je ddna funkce f. Necht existuje



154 KAPITOLA 6. Elementarni funkce

polynom
n
py,x) =Y ar(@)y",
k=0

jehoz koeficienty ar jsou opét polynomy s redlnymi koeficienty (v proménné x), pfi¢emz
tyto polynomy nejsou soucasné vSechny rovny identicky 0. Jestlize plati p(f(z),z) =0
vsude v Dy, pak je f algebraicka funkce. Pokud f neni algebraickd funkce, nazyva se
transcendentni.

K zavedeni elementarnich transcendentnich funkci zvolime cestu co nejjedno-
dussi, kterou lze modifikovat eventualné tak, aby byla pochopitelnd i matema-
ticky orientovanym stiedoskoldkim. Budeme pouzivat jednoduchy néstroj, a to
tzv. funkciondalnd rovnice. Vigné feceno, oznacujeme tak rovnice (pfipadné i sou-
stavy rovnic), které se dosazenim za hledanou funkci ¢i funkce zméni v rovnost
pro jakoukoli hodnotu uvazovanych proménnych z dané mnoziny.

Poznamka 6.1.11. Pro pripravu se budeme vénovat tém funkcim f, pro které plati
flx+y) = f(z)+ f(y), z,y € R. To je piiklad jedné konkrétni funkcionalni rovnice;
fesit ji znamend nalézt vSechny funkce f definované na R, pro které plati tato rovnost
pro vSechna z,y € R. Funkce, které jsou feSenimi této funkcionalni rovnice, se nazyvaji
aditivni funkce. Snadno lze nahlédnout, ze vSechny funkce tvaru f(z) = ax, z € R, kde
f(1) = a € R, jsou feSenimi rovnice. Trochu méné ziejmsé je to, ze kazda spojitd funkce f,
ktera je fesenim této rovnice, je uvedeného tvaru. Exponencialu a logaritmus zavedeme
pomoci podobnjch rovnic (6.3) a (6.7) 2).

6.2 Aditivni funkce

Definice 6.2.1. Kazdou funkci f : R — R, ktera je feSenim funkcionalni rovnice

fle+y)=flx)+fly), =yekR, (6.1)
budeme nazyvat aditivni funkce.

Zkoumejme jednoduché vlastnosti spolecné vSem aditivnim funkcim. Dosazenim hod-
noty = = y = 0 dostaneme pro kazdé feSeni f rovnice (6.1)

f(0) =2f(0),

tj. f(0) = 0. Dosazenim z = y dostaneme postupné

f((n+1z) = f(nz +z) = f(nz) + f(z) = (n+ 1) f(z),

2) Vsem témto rovnicim se ¥ikd Cauchyho rovnice. Maji podobny tvar a lisi se pouze riiznym
uzitim operaci séitani a nésobeni. Dalsi Cauchyho rovnici f(zy) = f(x)f(y) lze vySetfovat na
riznych intervalech, nap¥. na (0, c0), my se ji nebudeme zabyvat.
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z ¢ehoz plyne indukci pro kazdé z € R a kazdé n € N rovnost

f(nz) =nf(z).
S pfihlédnutim ke vztahu

0=f(0) = flz+ (—=2)) = f(2) + f(—=)

vidime, Ze odvozend rovnost plati pro vSechna celd n. Volime-li t = (m/n)z, z € R, m
celé a n prirozené, dostavame

nf(t) = f(nt) = f(ma) = mf(@), 4. f(5a) = 2f@),

a odtud jiz plyne rovnost
flrz) =rf(x)

pro vSechna z € R, r € Q. A jesté jeden samoziejmy fakt: dosazenim hodnoty =z = 1
dostaneme vztah

fn=fr)=rf(1), z€Q,
z ného plyne, Ze hodnoty kazdé aditivni funkce jsou na Q uréeny jedinou hodnotou f(1).

Budeme-li se zajimat o spojitd reseni f uvazované rovnice, je situace velmi jednodu-
cha: pro posloupnost {r,} ¢isel r, € Q, r, — z, plati s ohledem na spojitost v bodé z

f(r) = Tim f(ra) = Tm o f(1) =2 f(1);

tuto tvahu lze provést pro kazdé z € R. Odtud dostavame tuto jednoduchou vétu:

Véta 6.2.2. Je-li f spojité Feseni rovnice (6.1), pak ezistuje a € R tak, Ze pro viechna
z € R plati
fl@)=ax, z€R.

Poznamka 6.2.3. Podminka spojitosti funkce f vSude v R je pro linearitu aditivni
funkce zbytec¢né silna. Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné = € R plati

lim (£(z -+ h) = f(2) = lim (F(z) + F(0) = f(2) =l F(B) . (6:2)

h—0

Tedy aditivni funkce f je spojitd (v R), pravé kdyz je spojité alespoii v bodé 0, resp. je

Véta 6.2.4. Necht je aditivni funkce f omezend zdola (resp. shora) na néjakém inter-
valu I C R. Potom je f linedrni.

Dikaz. Bez ijmy na obecnosti se omezime na pfipad omezenosti zdola a budeme piedpo-
kladat, ze plati
flxy>M, =xz€lab]CI.

Potom pro z € [0,b — a] plati

f(@) = fl+a)=fla) 2 M~ f(a).
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Oznaéme K := M — f(a), b — a = d, a uvazujme funkci

g(x)::f(a:)—Tx,

ktera jakozto soucet dvou aditivnich funkci musi byt také aditivni. Nyni stac¢i ukazat,
Ze pro vSechna z € R plati g(z) = 0, tj. f(z) = (f(d)/d)z, éimz bude dikaz dokoncen.
Je v8ak g(d) = f(d) — (f(d)/d)d = 0 a pro kazdé = € R je

g(x +d) = g(z) + g(d) = g(z).

Protoze je g zdola omezend na [0,d] a periodickd s periodou d, je zdola omezend na R.
Predpokladame-li nyni existenci zo € R, g(zo) # 0, je zfejmé xo # 0 a lze volit z1 # 0
tak, Ze g(z1) < 0. K tomu staéi polozit 1 = zo pro g(zo) < 0, nebo x1 = —zo pro
g(xo) > 0. Z rovnosti

g(nz1) =ng(z1), neN,

dostavame spor, nebot uzitim predchozi rovnosti lze lehce najit takové n € N, aby platilo
ng(z1) < K. Tim je dikaz dokoncen. a

Dusledek 6.2.5. Z predchazejici dvahy vyplyvd, Ze pokud je vysetrovand aditivni funkce
monoténni na intervalu (0,9) s & > 0, je jiZ spojitd a tedy linedrni.

Poznamka 6.2.6. PovSimnéme si jesté ndsledujiciho faktu: samotny pfedpoklad spo-
jitosti nezaruéi jednoznaénost feSeni rovnice (6.1); grafy vSech spojitych feSeni tvori
svazek primek prochézejicich jednim bodem (poc¢étek). Pokud ponékud uméle upravime
jiz uzitou ,vybérovou podminku®, plati pro f(z) = ax zfejmé

@) 16 S0 0

x z—0 X z—0 x—0

1),

tedy jednoznacnost feseni mizeme zarucit predepsanim hodnoty derivace feseni v bodé,
kterym grafy vSech feSeni prochéazeji.

Poznamka 6.2.7. Predchézejici vyklad nedava odpovéd na otdzku, zda viibec nespojita
Hamelovy baze. Spada spise do algebry, poznamenejme vsak, ze neni dostupna bez axi-
6mu vybéru ¢i néjakého tvrzeni s nim ekvivalentniho. Zde se omezime na konstatovani,
ze takové nespojité aditivni funkce existuji a vSimneme si jedné jejich vlastnosti, ktera
do jisté miry ukazuje, jak jsou ,divoké“.

Graf kazdé nespojité aditivni funkce je dokonce husty v R%. To znamens, 7e pokud
zvolime intervaly (a,b), (¢, d), a,b,c,d € R, jakkoli, existuje takové z € R, pro néz

[z, f(z)] € (a,b) x (¢,d) .

To se snadno dokédze: musi existovat takové dva body z1,z2 € (a,b), pro které plati
nerovnosti f(z1) < ¢, f(z2) > ¢, nebot jinak by byla f na (a,b) shora ¢&i zdola omezena.
V bodech mnoziny {z1+ (m/n)(xz2 —x1); m,n € N, 0 < m < n} nabyva f hodnot, které
tvori hustou podmnozinu intervalu (f(z1), f(z2)), a lze tedy snadno volit = tak, ze je

[z, f(z)] € (a,b) x (c,d).
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6.3 Exponencialni funkce

Budeme se zabyvat feSenim podobné funkcionalni rovnice, jako byla rovnice (6.1).
Nejprve dokadzeme toto

Lemma 6.3.1. Pro kaZdé teseni f funkciondlni rovnice

flz+y)=f@)fly), =>yeR, (6.3)

které nent identicky rovno 0, platé: (a) f(0) =1; (b) f(x) > 0 pro viechna x € R;
(¢) f(=z) = (f(z))~! pro vsechna z € R, (d) ( x) = (f(x))™ pro vdechna xz € R

a vSechna n € N.

Diikaz. Je-li f nenulové feSeni (6.3), existuje alespoii jedno xg € R, pro néz je
f(zo) # 0. Potom z rovnosti

f(zo) = f(zo +0) = f(z0)f(0)

plyne f(0) = 1. Tedy: kaZdé feseni rovnice (6.3), pokud neni identicky nulové,
nabyva v bodé 0 hodnoty 1. Dale plati pro kazdé z € R

i1 (55) - (13)" 0.

to znamend, Ze vSechna FeSeni (6.3) jsou nezédporné funkce. Protoze plati i

1= f(0) = f(z—2) = f(z) - f(-=),

vyhovuji nenulovd Feseni rovnice (6.3) vztahu

fl=a) = (fa)) "
a jsou dokonce vsude kladnd. Konecné ze vztaht
f(22) = fz+2) = (f(2))?,
f((n+1)x) = f(na +2) = (f(2)" - f(z) = (f(2)"F,

dostavame pomoci matematické indukce

f(nz) = (f(z))"
pro vSechnax € Ran & N. O

Poznamka 6.3.2. Snadno si rozmyslime, Ze uvedené vlastnosti patii k zdkladnim
vlastnostem exponencialnich funkci, které jsou ¢tenari patrné jiz dlouho znamé.
Tim jsme vedeni k formulaci véty, ktera ukazuje, Ze se exponencialni funkce daji
pomérné velmi jednoduse charakterizovat. Pozdéji se ukaze, ze nasledujici véta
popisuje specidlni exponencidlni funkci (jejim zakladem je éislo e), které budeme
kratce fikat exponencidla.
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Véta 6.3.3 (zavedeni exponencidly; Cauchy 1821*). Fzistuje prdvé jedna
funkce f definovand na R, kterd vyhovuje funkciondlni rovnici

f(fE‘Fy):f(x)f(y), z,y €R, (63)
a podmince
i L 2L (6.4)
x—0 x

Dikaz této véty rozlozime do nékolika kroki. Nejprve dokézeme nékolik lem-
mat. Ctenaf by si mél pfipomenout Poznamku 1.3.24 a Lemma 1.3.28.

Lemma 6.3.4. KaZdd funkce vyhovujici funkciondlni rovnici (6.3) a podmince
(6.4) md derivace vsech Fddi, je spojitd a rostouct na R a zobrazuje R na interval
(0,00); plati pro ni f' = f.

Dikaz. Plati
L@ 1 f@) ()

x—0 x x—0 xr — 0

= f(0)=1.

Snadno spocteme derivaci funkce f v ostatnich bodech x € R:

flath) - f) L f@)(f(h) - 1) . f(h)—1
’ _ — — —

J()= fim, h po h f(@) fim == f(@).
Je tedy f' = f > 0, resp. f("™) = f pro vSechna n € N ?). Proto je f rostouci na R,
aje f >1na (0,00)a f <1na (—00,0). Zderivujme funkeci g(z) = f(x) — (x+1),
z € R. Ziejmé plati

g'(@)=f'(2)—1=f(z) -1,

takze ¢'(z) < 0 pro z € (—0,0) a ¢’(z) > 0 pro = € (0,00). Jelikoz je g(0) = 0,
nabyva g v bodé 0 minima a plati f(z) > x 4+ 1 pro vSechna x € R. Jelikoz je f
rostouci spojitd funkce na R, mé tedy Darbouxovu vlastnost. Dale podle tvrzeni
o limité funkci a nerovnostech plati

lim f(z) > lim (z+1) =00

a s ohledem na bod (¢) z Lemmatu 6.3.1 je lim,_,_ f(xz) = 0. Odtud plyne
Rf = (0, OO) O

Nasledujici tvrzeni je zajimavé spiSe technicky: ukazuje, jak se lze pii zavadéni
exponencialy obejit bez pojmu derivace, a tak se ve vykladu posunout co nejblize
elementarni matematice.

3) Soucasné jsme dokézali, Ze kazdé Feseni rovnice (6.3), vyhovujici podmince (6.4), vyhovuje
diferencidlni rovnici 3y’ = y; viz Kapitola 9.
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Lemma 6.3.5. Pro kaZdou funkci f vyhovugict funkciondlni rovnici (6.3) jsou ndsledu-
jict podminky ekvivalentni:

(1) limz—o(f(z) —1)/z=1;
(2) f(z) > x4+ 1 pro vSechna x € R;
(3) 1+z< f(x)<(1—2x)"" pro viechna x €R, z < 1.

Dikaz. Z podminky (1) plyne (2); to jsme ukézali jiz v dikazu Lemmatu 6.3.4. Podle
Lemmatu 6.3.1 plati 1/f(z) = f(—z) > 1 — =z, a tedy pro z < 1 je

1
1—z°

1+z< f(z) <

Tim je dokdzana podminka (3). Koneéné, plati-li nerovnosti (3) pro véechna z < 1, plyne
odtud pro0 <z <1
x flx)—1 < 1

resp. 1<
- 1-z’ P - x —1l-x

a pro x < 0 také
1>M> 1 .
- T T 11—z

Podle Véty 4.3.12 o limitach funkci a nerovnostech odtud snadno dostaneme f, (0) =
fL(0) =1 atedy f'(0) = 1. To v8ak je jen jina forma zépisu podminky (1). Tim je diikaz
ekvivalence podminek (1) — (3) dokondcen. |

K dokonceni dikazu Véty 6.3.3 musime dokazat existenci a jednoznacnost
funkce s pozadovanymi vlastnostmi. Zacneme s dikazem jednoznacnosti.

Lemma 6.3.6. Ezxistuje nejuyse jedna funkce, kterd vyhovuje funkciondlni rovnici
(6.3) a podmince (6.4).

Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce f a g vyhovuji obé predpokladim Véty 6.3.3.
Potom podle Lemmatu 6.3.4 plati kromé& rovnosti f' = f té% ¢’ = g, a tedy plati
_f9—t9 _fa—Fg _

(f/g)/ - gQ gQ 0.

Podle Disledku 5.2.23 je podil f/g konstantni funkci na R. Existuje tady K > 0
tak, Ze pro vSechna xz € R plati f(z) = Kg(x). Dosadime-li z = 0, dostaneme
podle bodu (a) Lemmatu 6.3.1 hodnotu K: plati K = 1, a proto je f = g. O

Lemma 6.3.7. Ezistuje funkce f, ktera vyhovuje funkciondlni rovnici (6.3) a
podmince (6.4).

Diikaz. Definujme funkci

n—oo

fw) = lim (14 %)" z€R 6.5)
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a ukaZme nejprve, ze f je korektné definovana na R; k tomu staci ukazat, Ze pro
kazdé z € R je posloupnost, vystupujici v rovnosti (6.5) vpravo, omezend a Zze
existuje £k € N tak, ze pro vSechna n > k je téz monoténni. Zvolme x € R a
k nému k € N tak, aby platilo |z| < k, tj. |z|/k < 1; toto k tedy zavisi na x.
Z Bernoulliho nerovnosti plyne pro vsechna n € N, n > k, odhad

(1+1/n)f >1+k/n,

pomoci kterého dale dostavame
](1+5) §(1+m) <(1+2) <(1+5)" <ot
n n n
Oznacime-li (z je stale pevné zvoleno)

Qp = (l—l—f) ,
n

je tato posloupnost shora omezend. Déle je {a,} pro v8echna n > k neklesajici.
K dtkazu lze pouzit AG-nerovnost z Lemmatu 1.3.28 nebo Bernoulliho nerovnost
z Poznamky 1.3.24. Podle AG-nerovnosti plati pro tato n > k (vlevo v nerovnosti
stoji soucin (n — 1) stejnych ¢isel a Eisla 1)

n—1 n
(1+ x ) 'lg(n—i-x) .
n—1 n

Plati tedy a,—1 < a,. Proto existuje limita lim a,, € R a definice (6.5) je korektni.
Nyni pouzijeme Bernoulliho nerovnost, pomoci niz dostaneme pro n > k

f(z) > (1+E) >14+nt=1+z.
n n

Odtud podle Lemmatu 6.3.5 vyplyva, ze f vyhovuje i podmince (6.4). Zbyva
dokézat, ze f vyhovuje funkciondlni rovnici (6.3).

Zvolme libovolné z,y € R a k nim nyni vyberme k£ € N tak, aby platilo
max{|z/n|, |y/nl|, |z + y|/n} < 1 pro vSechna n € N, n > k. Z AG-nerovnosti pro
dvé nezéporna 1, z2 4) plyne pro viechna n € N, n > k, nerovnost

n n 2n
(1+5) () = (550
n n 2n

Uzitim Véty 2.3.2 o limitach a nerovnostech dostaneme pro n — co podle tvrzeni

o soudinu limit f(z) f(y) < f(z + y). Pro obricenou nerovnost vyuZijeme opét
AG-nerovnost, tentokrat ve tvaru (1.9) z Kapitoly 1. Z ni plyne opét pro shora
zvolend x,y € R a kK pro n > k nerovnost

x+y\n1 T T+ TY\" T\ n
1+ 220" (1+2) <+ 22+ = (1+2) 1+ 8),
n—1 n n n n n

z niz dostaneme pro f obdobné podle Véty 2.3.2 nerovnost f(x +y) < f(z) f(y).
To znamend, Ze funkce f vyhovuje funkcionalni rovnici (6.3). O

4) Viz nerovnost v (1.10).
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Diikaz Véty 6.3.3. Shrnutim vysledka z predchéazejicich dokdzanych lemmat do-
stdvame existenci a jednoznacnost f. O

Definice 6.3.8. Funkci popsanou Vétou 6.3.3 nazyvame exponencidla. Plati tedy
pro vSechna z € R

f(z) = lim (1+%)", z€R.

Poznamka 6.3.9. Porovnanim se vztahem (3.9) z Piikladu 3.2.7 vidime, Ze plati
exp(1) = e. Kdybychom ve V&t& 6.3.3 pfedepsali jinou hodnotu limity v (6.4), do-
stali bychom jinou (exponencidlni) funkci; my se vSak k ostatnim exponencialnim
funkcim dostaneme jinym zptsobem. Znalost exp nam umoziuje zavést jesté dalsi,
relativné dulezité funkce. Poznamenejme jesté, zZe soucasny nas pfistup k elemen-
tarnim funkcim je zaloZen na praci s redlngmi funkcemi; pohled na tytéz funkce po
jejich rozsifeni do oboru komplexnich ¢isel C nam odhali dalsi hlubsi souvislosti;
budeme se jim vénovat v Kapitole 8.

Véc, kterou nyni ,,informativné“ udélame, mé jednoduché pozadi: rozkladame
pfirozenym zpusobem exponencidlu na soucet sudé a liché funkce. Definitivné se
s témito funkcemi vyrovname pozdéji. Definujme pro vSechna z € R

e _ _ _
) +exp(-2) oy o) —exp(-z)
2 2
Funkce cosh se nazyva hyperbolicky kosinus a funkce sinh se nazyva hyperbolicky
sinus. Tak je téz ¢teme, vyraztim typu ,kosha“ ¢i ,sinha* se vyhybame.

coshz :=

Poznamka 6.3.10. Je pfirozené se tdzat, jak jsme ,uhodli“, Ze exp je moZno
definovat pomoci Definice 6.3.8. Odpovéd, Ze jsme to udélali jako Euler, neobstoji;
ukazeme si proto nékolik dalSich souvislosti. Druhou pfirozenou otazkou je, jak
postup modifikovat tak, aby byl co nejjednodussi a vyuzival pouze znalosti zak
stfedni skoly. Druhou otazku vSak zodpovime az po zavedeni logaritmu. vyhovujici
funkcionalni rovnici (6.3) a podmince (6.4), nebo kterékoli podmince s ni podle
Lemmatu 6.3.5 ekvivalentni. Zvolme libovolné z € R a pak k € N, aby pro vSechna
n € N, n > k platilo |x/n| < 1. Pro vSechna takova n plati podle Lemmatu 6.3.5
a Lemmatu 6.3.1, bodu (d)

1+%§ f(z) < (l—f)_l, resp. 1—|—%§ (f(a:))l/ng (l—f)_l,

n n

a tedy plati
G 1= (1+£) < f(x) g(l—f) =:b, .
n n

Protoze podle AG-nerovnosti plati (vlevo v nerovnosti stoji opét souc¢in (n — 1)

stejnych cisel a ¢éisla 1)
N
n—1 n
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dostavame odtud prechodem k pfevracenym hodnotam b, > b,. Obé posloup-
nosti {a,} a {b,} maji tutéz limitu. K tomu podle Véty 2.3.2 staéi dokdzat, ze
plati a,,/b, — 1. Pro vSechna n > k vSak podle Bernoulliho nerovnosti plati

an (I+a/n)" 2 2 2/, 2 2
Odtud z jednoznacénosti limity plyne jingm zpiisobem i jednozna¢nost f(z) i fun-
kce f. Proto je definice exp vcelku velmi pfirozena.

Priklad 6.3.11. Ukazme, Ze funkce e” je transcendentni. Pokud by existoval po-
lynom p = p(y, z) s vlastnostmi, popsanymi v Poznamce 6.1.10, 1ze pfedpokladat,
7e té7 plati ag(x) # 0 (jinak bychom délili vhodnou mocninou €*). Limitnim
pfechodem x — —oo v rovnosti

—ap(x) = ay(x)e” + az(x)e®™ 4 - + a, (z)e™
bychom obdrzeli lim,_, o ag(x) = 0, coz je spor.
Pi¥iklad 6.3.12. Podle Véty 4.4.1 je lim, .gexp(—1/2%) = 0; pouzili jsme jeji

¢ast (2). Existuje proto spojité rozsiteni f funkce exp(—1/22) na R. Vysetfeme
jesté derivaci funkce f: je

fl@) = (2/2°)f(z), = eR\{0}.
K funkci f se jesté vratime v Pfikladu 7.4.29.

6.4 Inverzni funkce

Nyni dokazeme nékolik jednoduchych obecnych tvrzeni o inverznich funkcich. Tato
tvrzeni pak v této kapitole vicekrat pouzijeme.

Lemma 6.4.1. Necht funkce f je rostouci (resp. klesajici) na intervalu I a necht
f: T2 J, kde J je také interval. Potom je funkce g := f~' rostouct (resp. klesa-
jict) na J.

Diikaz. Jsou-li s,t € J, s < t, je x := g(s) < g(t) =: y. Kdyby totiz platilo
g(s) =x >y = g(t), pak bychom dostali f(z) =s >t = f(y), coz vede ke sporu.
Podobné se dokaze tvrzeni o klesajici funkci. O

Lemma 6.4.2. Funkce f z predchdzejiciho Lemmatu 6.4.1 je spojitda na intervalu
I. Funkce g := f~! je spojitd na intervalu J.

Diikaz. Predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze f je rostouci (druhy pfipad se
dokaze opét obdobné). Funkce f zobrazuje kazdy interval (a,b) C I na interval
(f(a), f(b)) a ma Darbouxovu vlastnost; srovnejte s Dusledkem 4.3.41. Analogicky
lze postupovat i u funkce g. Srovnejte s nasledujici Poznamkou 6.4.3. O
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Poznamka 6.4.3. Druhou ¢éast piedchazejiciho tvrzeni (o spojitosti g) lze dokdzat bez
uziti obecnéjsich a hlubsich poznatkt takto: Volme x € I a pfedpokladejme, Ze x neni
koncovym bodem I, takze f(z) neni koncovym bodem J. Zvolme déale ¢ > 0 tak, aby
platilo z+e € I. Proye [,z <y <z+eg, je f(y) € J, f(z) < fly) < f(x+¢) alze
polozit f(xz +¢) — f(x) = §. Ziejmé plati

9([f (@), f(z) +0)) C [z,2 +¢),

a tedy g je spojitd zprava v f(z). Obdobné vySetfime spojitost zleva v bodé, ktery neni
pocatecni.

Lemma 6.4.4. Necht funkce [ spliiuje opét predpoklady Lemmatu 6.4.1 a necht
f md ve vnitinim bodé¢ x € I vlastni nenulovou derivaci. Potom g := f~! md
vlastni nenulovou derivaci v bodé s := f(x) a plati

(6.6)

Diikaz. Dle Carathéodoryho definice derivace existuje funkce ¢ spojitd v bodé z
tak, Ze pro y z néjakého okoli U (x) bodu x plati

f) = f@) =9W)(y—=), a @) =/f().

Nyni opét oznadime, tak jako v dikazu Lemmatu 6.4.1, f(x) = s, resp. g(s) = x
a f(y) =t, resp. g(t) =y, a prvni rovnost pfepiSeme do tvaru

t—s=e(g(t)(g(t) —g(s)),
coz dava po apravé

9(0) = 9(5) = —rs(t =),

Funkee (p(g(t))) ! je podle Véty 4.2.18 o spojitosti slozené funkce rovnéZ spojita
v bodé s. Dosazeni dava zbytek tvrzeni. O

Poznamka 6.4.5. Na tomto misté by si mél ¢tendf uvédomit, Ze jakmile dokaZeme
existenci derivace g'(s), plyne vzorec (6.6) ze vzorce pro derivovani sloZzené funkce

1= (z) = (g0 f)(x) =g (f(x) f'(x) =g'(s) ['(2).
Existence je tedy tou podstatnou ¢asti dikazu, zbytek je trivialni.

Poznamka 6.4.6. Je-li f rostoucia f'(x) =0, je ¢'(f(z)) = +o00; je-li f klesajici
a f'(x) =0, je ¢'(f(x)) = —oc0. Podobné tvrzeni 1ze obdrzet i pro jednostranné
derivace (dtikaz pfenechdme ¢tenéfi jako cvifeni; je zaloZzen na definici derivace
a definici inverzni funkce).
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6.5 Prirozeny logaritmus

Podobnym zptisobem jako jsme zavedli exponencialu lze zavést prirozeny loga-
ritmus. Nas postup bude trochu odlisny: pfirozeny logaritmus zavedeme jako in-
verzni funkci k funkci exp. Pfesto budeme také pracovat s funkciondlni rovnici
pro logaritmus, abychom si ukazali, jak z ni plynou zakladni vlastnosti logaritma.

Definice 6.5.1 (zavedeni logaritmu; Euler 1748*). Inverzni funkci k expo-
nenciale nazyvame prirozeny logaritmus a oznacujeme ji log.

7 dokazanych Lemmat 6.4.1, 6.4.2 a 6.4.4 dostavame toto tvrzeni:

Véta 6.5.2. Funkce log zobrazuje interval (0,00) na R, je na intervalu (0,00)
rostouct, spojitd a pro jeji derivaci plati log'(x) = 1/x, x € (0,00) °).

Diikaz. Spocteme pouze derivaci log, ostatni je zfejmé. Pro vSechna = € R plati
1= (z) = (logoexp)'(z) = log'(expz)expx,
a tedy, po zaméné expx = y, log’(y) = 1/y, y € (0, ). O

Poznamka 6.5.3. Z pedagogického hlediska je vhodné, kdyZ se se vznikem logaritmu
a jejich zakladnimi vlastnostmi setkaji zaci jiz na stfedni skole. Pfitom je vhodné upo-
zornit zaky pfi zavadéni mocnin na jednu dtlezitou okolnost. Lze k tomu pouzit i trochu
historie. Jiz ve spisu Arithmetica integra z r. 1544 si MICHAEL STIFEL (1486 — 1567)
povsiml, ze pii praci s aritmetickou a geometrickou posloupnosti

0o 1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 8 16 32 64 128 256
nasobeni ¢lenti ve druhé faddce (napt. 8 x 32 = 256) odpovida s¢itani exponent v prvni
fadce (34 5 = 8). Pro praktické vyuziti je uvedend mnozina éisel, které bychom mohli
takto lehce mezi sebou nasobit, ponékud ,mald“, ale toto povSimnuti sehralo duilezitou

historickou roli pfi objevu logaritmt. Pokud se zaci seznami brzo s touto vlastnosti
mocnin, snaze budou zavadéni logaritmu pomoci funkcionédlni rovnice chapat.

Lemma 6.5.4. Inverzni funkce k exp, g = exp ', g : (0,00) — R, je fesenim funkcio-
ndlni rovnice
9(zy) =g(@)+9(),  z,y€(0,00).

Dikaz. Oznaéme exponencidlu kratéeji f. Pro inverzni funkci g = f~* plati
(gof)x) ==z, zeR,  (fog)(u)=u, ue(0,00);

pro w = f(s), v = f(t): resp. ekvivalentné 9(“) =S, g(v) = t, dostavame rovnost
uv = f(s)f(t) = f(s+t) a plati tedy

g(uv) = (go f)(s+1) =s+t=g(u)+g(v).

Tim jsme dospéli k zadané rovnici. O

5) Casto se setkéte i se zapisem (logz)’ = 1/x.
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Jak déle uvidime, z této funkcionalni rovnice plynou pomérné velmi jednoduse za-
kladni vlastnosti logaritmii.

Lemma 6.5.5. Pro kaZdé resent g funkciondlni rovnice
9(zy) = g(x) +9(y),  ,y€(0,00), (6.7)

plati: (a) g(1) = 0, (b) g(z~") = —g(x) pro vechna z € (0,00), (c) g(z/y) = g(z) —g(y)
pro vsechna xz,y € (0,00), (d) g(z") = ng(z) pro vSechna x € (0,00) a vSechna n € N.
);

Dikaz. 7 (6.7) vyplyva dosazenim 1 za y rovnost g(z) = g(z) + g(1
g(1) = 0. Déle pro = € (0, 00) lehce dostaneme

Ozg(l):g(l’é) :g(rc)+g(é> ;

proto pro viechna z € (0, 00) je

takze ziejmé plati

g(@) = —g(=™).

Zaroven dostdvame pro z,y € (0, 00) rovnost g(z/y) = g(z) — g(y). Koneéné ze vztaht

g(z*) = 29(x),
g(a"h) = g(@" - z) = g(a") + g(z) = (n + 1)g(x)

dostédvame indukci
g9(z") =ng(z)
pro vSechna z € (0,+00) an € N. a

Poznamka 6.5.6. Neni obtizné dokazat, Ze je-li g inverzni funkce k exponenciéle, plati
pro ni

).

y—1y — 1
Oznacime-li exponencialu f, pak f(0) =1, a tedy g(1) = 0. Déle po dosazeni xz = g(y)
plati pro z € R\ {0} a y € (0,00) \ {1}

f@) -1 _ flew) = fe(1) _y—1
x 9(y) 9(y)

Odtud vyplyva

tim —% i IW 9w
L= e 1~y 1 B Fem) — fe)

podle Véty 4.4.1 o limité slozené funkce, nebot g je spojitd a (f(x) — 1)/ lze spojité
rozsitit do bodu 0.
Nyni jiz vime, Ze inverzni funkce k exponencidle vyhovuje funkcionalni rovnici

g(zy) = g(z) +g(y), z,y € (0,00),
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a podmince

Lo9@)
iﬂm—lil. (6.8)
Podminka (6.8) je pfitom ekvivalentni s podminkou g(z) < 2 —1 pro v8echna z € (0, ).
Da se dokazat analogické tvrzeni jako to, kterym jsme zavedli exponencialu:

Véta 6.5.7. Existuje prdvé jedna funkce g : (0,00) — R, kterd vyhovuje funkciondini
rovnici (6.7) a podmince (6.8).

Bylo by zbytec¢né se snazit dokazovat krok za krokem analogickd tvrzeni jako v pri-
padé exponencidly, spokojime se s konstatovanim, ze to jde. Je mozné si predstavit, ze
by z néjakych duvodid bylo vhodné zacit vyklad od logaritmid a na nich si ,odpracovat
vse“. Pak se exponenciala zavede jako inverzni funkce k pfirozenému logaritmu. Také
tento postup lze nalézt v literatufe, viz napt. [1].

Je uzite¢né zduraznit, ze log je takova funkce, kterd po zderivovani dava funkei 1/,
z € (0, 00); jak uvidime, toto indikuje dalsi postup, jak lze pomoci funkce 1/x definovat
prirozeny logaritmus. K nému vSak nemame jesté vybudovano potiebné teoretické zazemi
a nebudeme se mu vénovat ani pozdéji.

Jak si ¢tenar jiz jisté povsiml, symbol log znaci v tomto textu vzdy prirozeny loga-
ritmus, ktery se Casto znaci téz lg nebo In. V nasem vykladu vystupuje prakticky stale
jen prirozeny logaritmus, neni tedy potfeba ,mezi logaritmy“ rozlisovat. Je vSak tfeba
vztah k ostatnim logaritmickym funkcim vymezit.

Ukazme si pouziti logaritmu k porovnani kritérii pro konvergenci fad, ktera
jsme zavedli v Kapitole 3.

Piiklad 6.5.8. Necht posloupnost {z,} kladngch ¢isel konverguje k 2 € (0, 00).
Potom pro n — oo plati

un:nxl.x2 ..... Ty — .

7 predpokladu a spojitosti logaritmu ziejmé plyne logx, — logx. Podle Lem-
matu 2.4.22 plati

1 <+ logm,
Yn = g1 + - +og® =log \/x122 ... 2, = logu, — logz, (6.9)

a odtud plyne s ohledem na vlastnosti exponencialy i u,, — x.

Predchézejici priklad se mtze zdat samoucelny, ma vsak jeden zajimavy di-
sledek, ktery je obsahem nasledujiciho tvrzeni:

Lemma 6.5.9. Necht a,, > 0 pro vSechna n € N, lim,,_,oo an41/an = a > 0.
Potom je

lim {/a, = lim 2FL (6.10)

n— o0 n—oo (Qp
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Dikaz. Pouzitim rovnosti limit z P¥ikladu 6.5.8 na posloupnost

az ag Gnp, Ap+41
. , y e

ay, ) ) vt
ayp a2 Qp—1 Gnp

dostaneme tvrzeni pro pfipad, ze a > 0. Pfi a = 0 ¢éi a = oo v8ak rovnost (6.10)
rovné plati, pouze je tfeba v Piikladu 6.5.8 v (6.9) nahradit log 2 hodnotami —oo
a +o0. O

Dalsi zkoumani souvislosti podilového a odmocninového kritéria odlozime na
dobu, kdy je jesté trochu zobecnime. Viz Lemma 8.4.14.

Priklad 6.5.10. Polozme a,, = n!/n". Potom z pfedchazejiciho Lemmatu 6.5.9 vyplyva

Gnt1 _ (n+1)! n_”: 1+l —n_}(;17
an (n+1)ntt nl n
a tedy
7/nl
lim o et ;

n—o0 n

specialné odtud vyplyva, ze {/n! — 400 pro n — co.

Z Lemmatu 6.5.9 rovnéz vyplyva, Ze lze-li o konvergenci fady s kladnymi ¢leny roz-
hodnout pomoci limitniho podilového kritéria, lze vysledek obdrzet i pomoci limitniho
odmocninového kritéria. To nas opraviiuje k domnénce, ze ,limitni odmocninové kri-
térium neni slabsi nez limitni podilové kritérium“. Pokuste se tuto myslenku vyjadrit
pfesnéji a eventualné uvést vhodné priklady.

Historicka poznamka 6.5.11. Vyznam logaritmu jako jediného prostiedku pro zrych-
leni a zjednoduseni vypocti je v dnesni ,,pocitacové dobé“ zanedbatelny, presto vsak jsou
pfirozeny logaritmus ¢i obecnéji vSechny logaritmické funkce velmi dilezité pro popis
déju ve fyzikalnich, ekonomickych i technickych aplikacich, a téZ pro matematiku samu.
Jak jsme jiz vidéli, logaritmus hraje dulezitou roli pfi zkoumani rychlosti divergence
harmonické fady. Jako jiny dilezity vysledek zminme zdkon o rozlozeni prvocisel, ktery
objevil PAFNUTL) L’vovi¢ CEBYSEV (1821 — 1894). V r. 1848 publikoval praci Sur les
nombres premiers, jejiz hlavni vysledek si priblizime.

Ozna¢ime-li 7(x) funkci, kterd udava pocet prvoéisel nejvyse rovnych x, bylo jednim
ze zakladnich problému analyzy 19. stol. nalézt co nejpfesnéjsi informace o jejim chovani.
ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752 — 1833) ukézal, Ze ji nelze popsat zddnou racionalni
funkci a empiricky dospél r. 1798 k pfibliznému vyjadieni

m(z) = z(logz — 1,08366) ",
zatimco CebySev dokazal odhad

)
z/logx

A < A2
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$0,992 < A1 <1lal< Az <1,105. Odhady byly pozdéji zlepsSeny, ale nutno pozname-
nat, ze CebySev nedokdzal
()

z=c0 x/log T ’

tento tzv. zdkon o rozloZent prvocisel obdrzeli r. 1896 nezavisle na sobé JACQUES HA-
DAMARD (1865 — 1963) a CHARLES-JEAN DE LA VALLEE POUSSIN (1866 — 1962). Pouziti
zékona dava tyto praktické vysledky: napf. mezi prvnim milionem pfirozenych cisel je
78 499 prvodisel, funkce x/logx vSak dava o 129 vice, takZe chyba je mensi nez 0,2 %;
pro prvnich 10 miliond pfirozenych cisel dava presny vypocet 664 580 prvocisel, chyba
v tomto p¥ipadé ¢ini méné nez 0,06 %.

Exponencidla a prirozeny logaritmus jsou i dnes, kdy se upousti od uzivani
logaritmickych tabulek, nesporné velmi dtlezité, a to i na stfedoskolské trovni.
Jsou vsak také klicem k definici dalSich funkci. P¥ipomernime nejprve vyznacné
hodnoty pro funkce exp a log. Je exp0 = 1 a expl = e. Proto logl = 0 a
loge = 1.

Definice 6.5.12. Pro kazdé a € (0,00) a kazdé b € R definujeme
a’ := exp(bloga). (6.11)

Déle definujeme pomoci (6.11) pro kazdé a € (0, 00) obecnou exponencidlni funkci
vztahem

a®:x v exp(zloga), z€eR. (6.12)

Cislo a nazyvame zpravidla zdklad exponencialni funkce. Podobné definujeme opét
pomoci (6.11) pro kazdé a € R obecnou mocninu vztahem

%z exp(alogz), x€(0,00). (6.13)

Poznamka 6.5.13. Snadno dokazete, Ze funkce a” vyhovuje funkcionalni rovnici
(6.3), obecné v8ak nikoli jiz podmince (6.4). Pfesto lze v8ak pouzit Lemma 6.3.1
a tak dostat zakladni vlastnosti obecné exponencialy. Pro Eulerovu konstantu e
pak plati

e’ =expx, z€R,

coz ukazuje vztah k tradi¢nimu znaceni exponencialy. V naSem piipadé jde o di-
sledek definice obecné exponencidlni funkce.

Poznamka 6.5.14. V Definici 6.5.12 se definuje vyraz a® pro kazdé a € (0,00)
a kazdé b € R. My jsme vsSak jiz definovali napf. a™ pro n € N apod. Jsme proto
povinni ukazat, ze tato nova definice jiz uzitou definici rozsifuje, avsak nekoliduje
s ni. Ozna¢me na okamzik nové definovanou mocninu o n. Pak pro a € (0,00)
plati

n

a"n = exp(nloga) = (exp(loga))" = a
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Zapis pusobi ponékud nezvykle, zacali jsme vSak od ,nové definice“ a skonéili u té,
kterou jsme dosud uzivali. Jde tedy opravdu (na intervalu (0,00)!) o rozsifeni a
tak 1ze uzivat oznaceni, na néz jsme zvykli.

Priklad 6.5.15. V pribéhu vykladu jsme odvodili vzorce pro derivovani. Plati
(€®) =exp/(z) =e”, z€R, ataké log'(x)=1/z, z€ (0,00).
Pro vSechna z € R dale plati
(a®) = (ewlog“)l =e®1%8%0gq = a” loga.

Odtud vyplyva, ze pro vSechna a # 1 je exponenciala o zakladu a spojité funkce,
kterd zobrazuje R na interval (0,00). Pro a > 1 je tato funkce rostouci a pro
0 < a <1 je klesajici, avSak ve vSech téchto piipadech je prosta. Proto vzdy pro
a >0, a # 1 existuje inverzni funkce k a”.

Definice 6.5.16. Je-li exponencidlni funkce a* o zékladu a prostd (tedy a # 1),
nazyvame funkci k ni inverzni obecngym logaritmem, resp. logaritmem o zdkladu
a; znacime ji log,, .

Priklad 6.5.17. Je zfejmé, Ze pro funkce log, plati
log, : (0,00) — R.

Pro a > 1 jsou tyto funkce rostouci, pro 0 < a < 1 jsou klesajici. Snadno lze
pomoci Lemmatu 6.4.4 pro kazdé = € (0, 00) dokdzat vzorecek

1
]‘Og:l(‘r) = {Eloga :

Piiklad 6.5.18. Odvodime jesté prevodni vztahy mezi logaritmickymi funkcemi. Je-li
a,b € (0,00) \ {1}, ozna¢me ¢ := log, xz, = € (0,00); potom plati

log, = = log, (a¥) = plog, a = log, xlog, a,

a tedy plati
__logyx

log, @ = :
log, a

z € (0,00).

Priklad 6.5.19. Snadno se da opét dokazat, ze funkce log, vyhovuje funkcionalni rov-
nici (6.7), obecné vSak nikoli jiz podmince (6.8). Lemma 6.5.5 popisuje zdkladni vlast-
nosti obecného logaritmu. Pro Eulerovu konstantu e a pro logaritmy plati vztahy

log x
loga’

log,x =logx, log,x = z € (0,00).
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Piiklad 6.5.20. Ovéite derivovanim platnost vzorct (jde o dva vzorce)

(log |z + \/mol = (\/m)_l !

Poznamenejme, ze ve vzorci se znaménkem ‘+’ je absolutni hodnota zbytec¢na a
Ze vzorec se znaménkem ‘—’ plati pro pfipad, kdy je |z| > 1.

Jelikoz jiz vime, co je log, ukazeme si souvislost této funkce s harmonickou fadou.
Vagné lze problém vyjadrit otazkou, jak rychle diverguje harmonicka rada.

Priklad 6.5.21 (Euler 1740). Jednoduchou aplikaci Lagrangeovy véty dostaneme

n;—l—l < log(n+ 1) —log(n) < % (6.14)
Jestlize nyni oznacime
an:1+l+~~~+;—logn, bn:1+l+~--—|—L+l—logn,
2 n—1 2 n—1 n
dostaneme pomoci (6.14)
an+1—an:l—logn+1>0, bn+1—bn:L—logn+1<O.
n n n+1

Protoze dale plati b, —an, = 1/n, mizeme uplatnit princip vlozenych intervala a definovat

oo

, 1 1 B
’Y—llm(l+§++m—10gn) - m[anybn]

n=1

Cislo v se nazyva Eulerova nebo Euler-Mascheroniova konstanta. Pozdé&ji, v souvislosti
s integralnim kritériem, které nam umozni tuto situaci krasné zviditelnit, snadno na-
hlédneme, ze plati v € [1/2,1]. Plati v = 0,5772156649 . . ..

Priklad 6.5.22 (Ohm 1839%). Vratme se jesté jednou ktadé > 72 (—1)* "'k~ 'a zkou-
mejme konvergenci fady, kterd z ni vznikne nésledujicim pferovnanim: jsou-li p,q € N,
seCteme nejprve prvnich p kladngch ¢lenti, potom prvnich q zdporngch ¢lent, pak nasledu-
jicich p kladnych a nésledujicich ¢ zépornych, atd. Takto vzniklou Fadu oznaéme > ;2 | ak
a urceme jeji soucet; pouzijeme-li oznaceni z ditkkazu Véty 3.4.7jep=mi =ma=--- a
g=ml =mh=---.

S ohledem na Ptiklad 6.5.21 plati

1 1 1
Th=1+-++-+—-=logn+v+an,
2 3 n

kde ay, — 0. Je tedy

—_

l-l-—-l-l-i-"'-l-i*&*llo n-i—l +la
2 6 on 2 2 BT TN

N
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Snadno nahlédneme, Ze plati

1 1 1
14+ = Z =T5, — =T, =
+3+5+ +2q—1 2¢q 5ta

1 11 1 1
=log2¢ +v+az —glogg— 5y — 5ag =log2+ g logg+ 57+ Gy,

kde opét B4 — 0. Sectenim celkem m kladnych a m zapornych skupin dostaneme:

(b i)~ (e ) -
7

1 04
=1 — L 46
5~ 508mg 2+ ;

=log2+ %logmp—k

kde také §,, — 0. Odtud dostaneme upravou a limitnim pfechodem

> 4
Z ar = log P .
k=1 q

Pozor, uvédomte si, ze zatim jsme dokézali pouze konvergenci vybrané posloupnosti
{tm} = {Sn.m }oe—1 z posloupnosti vSech ¢astecnych soucti {s,} prerovnané fady. Plati
tm = Sm(p+q)» M € N. Lze vSak odhadnout zbytek: Oznacime-li soucet prerovnané rfady
s, je pro vSechna n > m(p + q)

p + q
mp+1  2mqg+2

[sn — 8| < |Smpt+q) — 8| < 3 — 0 pro m — oo,

z ¢ehoz dostéavame vysledek, tj. je s, — s.

6.6 Goniometrické funkce

Dale zavedeme goniometrické funkce. Bezprostfedné vsak dokdzeme podstatné
méné; budeme se zabyvat pouze jejich vlastnostmi, ale zatim nedokdzZeme jejich
existenci a jednoznacnost. V této ¢asti budeme pouzivat i vyssich derivaci funkce.
Definujeme je rekurentnim predpisem.

Definice 6.6.1. Vyssi derivace definujeme (jako funkce) rekurentné. Protoze vét-
81 pocet ¢arek neni vzdy prehledny, uzivame alternativni zapis: pisSeme f’, f”, ale
¢asto ) misto f” atp. Definujeme (jde opét o typ induktivni definice)

f(n-l-l) _ (f(n))l, neN.

Klademe tedy f(© = f, f) = f/, f@ = (f') = f” atd. Je-li I C R interval,
pak f € C¥)(I) znamena, 7e k-ta derivace je definovana na I (v krajnich bodech
eventualné jednostranné derivace) a je to spojitd funkce na I. Misto f € C(O(I)
piseme pouze f € C(I). Z ptedchoziho vime, ze C(I) je linedrni prostor; snadno
nahlédneme, ze i C*)(I) je linearni prostor. Je-li koneéné f € C*)(I) pro viechna
k € N, piseme f € C(°)(I). Také C(*)(I) je ziejmé linearni prostor.
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Priklad 6.6.2. Jelikoz pro derivovani exponencidly plati

exp=exp =exp’ =exp” =...,
znamend to, ze exp € C(>)(R). Také polynomy jsou funkce z C(>*)(R). Snadno téz
nalezneme piiklady funkei z C*%)(R) \ C*+1)(R).

Obratme nyni nasi pozornost ke goniometrickym funkcim. Vybér vhodnych
funkcionalnich rovnic neni jediny mozny. Tak napiiklad bychom mohli pouzit
tzv. d’Alembertovy rovnice

f(x+y)+f(:c—y):2f(:r)f(y), z,y €R, (615)

a snazit se pomoci ni zavést funkci cos. Ziejmym FesSenim (6.15) je funkce f = 0.
Pokud hleddme netrividlni feSeni, pak ze standardniho triku (dosazeni y = 0)
dostédvame 2f(x) = 2f(x)f(0), tedy pro kazdé netrividlni feseni plati f(0) = 1.
Dosadime-li do funkciondlni rovnice (6.15) = 0, vidime, Ze pro kazdé Feseni
(6.15) plati

fly)=f(-y), yeR.

Odtud plyne, ze kazdé feseni této rovnice je sudd funkce. Jestlize dale vyloucime
feSeni f = 1, pak jedind spojitd feSeni rovnice (6.15) na R jsou tvaru (a € R)

f(z) = cosax, f(z) = coshax,

coz dokazal jiz Cauchy v r. 1821. Jestlize budeme predpokladat, Zze feSeni jsou
hladka (napf. existuje druha (vlastni) derivace f”(z) vSude v R), dostaneme dvo-
jim zderivovanim rovnice (6.15) podle proménné y rovnici

ffa+y)+ (@ —y)=2f(x)f"(y), =zyeR,

ktera po dosazeni y = 0 a zkraceni nabude tvaru

f(x) = f7(0)-f(x), resp. y'—ky=0, (6.16)

kde k = f"(0). Tento vysledek si pouze zapamatujeme pro pozdéjsi dobu.

Pti zavadéni goniometrickych funkci si uvédomime, zZe jiz na stfedni skole
jsme poznali fadu vzorci, ve kterych tyto funkce vystupovaly. Pfitom se vSechny
tyto vzorce daji snadno odvodit z malého poc¢tu zakladnich formuli. S ohledem na
dalsi cile budeme postupovat tak, Zze za determinujici funkcionalni rovnice zvolime
dvojici rovnic

oz —y) = c(x)ely) + s(x)s(y), @,y €eR,
sz —y) = s(@)e(y) —c(2)s(y),  wyeR,
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s omezujici podminkou pro funkci s, ktera je analogickd podminkam, s nimiz jsme
jiz pracovali:

lim =2 =1, (6.17)

Ukazme si, jak odtud vyplynou zékladni vlastnosti funkci sin a cos. Ty tvori
jedinou dvojici spojitych funkci, které jsou fesenim uvedenych rovnic a vyhovuji
predchézejici podmince. Poznamenejme jesté, ze rizny pristup ke goniometrickym
funkcim pomoci funkcionélnich rovnic popisuje napf. [7].

Odvozeni vSech zakladnich vlastnosti obou funkci je delsi a sestava se z fady
vzajemné provazanych krokd. Postupné odvodime fadu elementarnich poznatki
o funkcich sin a cos (zatim je zna¢ime s a c); tyto poznatky budeme pfi vypoctech
pouzivat, teprve pozdéji vsak ukazeme, jak se dokédze existence a jednoznacnost
goniometrickych funkci. Nasledujici vétu tedy zatim nedokazujeme.

Véta 6.6.3 (zavedeni goniometrickych funkci). Existuje prdavé jedna dvoji-
ce funkci na R, které vyhovuji rovnicim

c(x —y) = c(x)ely) + s(z)s(y),  zy€eR, (6.18)
s(x —y) = s(@)cy) —c(x)s(y),  z,y R, (6.19)

a podmince
iiir%) % =1. (6.20)

Tyto funkce nazyvdme sinus a kosinus (oznacent: sin a cos).

Poznamky 6.6.4 (Vlastnosti funkci sin a cos). Funkce s a ¢ maji nasledu-
jici vlastnosti (budeme je odvozovat a popisovat zarover):

1. Ze rovnice (6.18) dostaneme rovnost

c(y —x) = c(y)e(z) + s(y)s(z) = c(z —y), (6.21)

z niz po dosazeni y = 0 dostaneme c(z) = ¢(—x), € R, a proto je ¢ sudd funkce.

2. Podobné snadno dostaneme rovnost

s(y — ) = s(y)e(x) — e(y)s(x) = —s(z —y), (6.22)
z niz po dosazeni y = 0 vyplyva s(—z) = —s(z), x € R, a ze funkce s je lichd.

3. Z s(0) = —s(0) dostavame s(0) = 0. Odtud a z jiz odvozenych rovnosti (6.22),
(6.21) dostaneme ,souctové“ vzorce c(z +y) = -+, s(x +y) = ---, a specidlné
vzorce

c(2z) = A(x) — s*(x), s(2x) =2s(z)c(z), =z €R.
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4. 7 (6.20) vyplyva, ze funkce s neni konstantni. Existuje tedy x; € R tak, Ze
s(z1) # 0. Déle plati s(z) = s(z + 0) = s(x)c(0) + ¢(x)s(0), odkud vyplyvé
dosazenim z; za z a uzitim s(0) = 0 rovnost ¢(0) = 1.

5. Déle snadno obdrzime

1=¢(0) = c(x — ) = (z) + s*(x), zeR; (6.23)
odtud vyplyvaji pro vSechna = € R odhady |c(z)| < 1, |s(z)| < 1, takZe funkce
5 a ¢ jsou omezené na R.

6. Ukazeme, Ze funkce s a ¢ maji vSude v R vlastni derivaci: pro libovolné zvolené
z € R plati (v priibshu vypoctu pouzijeme rovnost c(h) = c2(h/2) — s*(h/2),
a také rovnost (6.23))

s(x 4+ h) — s(z) s(x)e(h) + c(x)s(h) — s(z)

W) = fimy = = h -
iy S@)(eh) = 1) + cla)s(h) _
h—0 h
= o) fm, G o) 23 =
s(h/2)

2
:—s(;p)}llii%( e ) (h/2)+c(x) - 1=—s(x)-1-0+c(z) = c(x),

a proto je s'(x) = ¢(z), x € R. Podobné se dokédze rovnost ¢'(x) = —s(z), x € R.
7 odvozenych vzorci vyplyva, ze funkce ¢ a s maji vlastni derivace vSech radi,
takze s, ¢ € C(>)(R).

7. S ohledem na ¢(0) = s’(0) = 1 a spojitost vidime, ze funkce s je kladnd
na né&jakém intervalu (0,p) ®), a protoze plati ¢/(z) = —s(z), je ¢ klesajici na
(0,p). Vypoctéme jesté hodnoty derivaci funkce c: ¢(0) = 1, ¢/(0) = —s(0) = 0,
d’(0) = —¢(0) = -1, ¢"(0) = s(0) = 0 a ¢"(0) = ¢(0) = 1. Pro funkei ¢ plati pro
vSechna x > 0

2 562 £C4

T
Tento odhad lze dokazat elementarnimi prostiedky slouzicimi k vySetfovani pri-
béhu funkci. Nyni si sta¢i povS§imnout, Ze polynom vpravo nabyva v bodé 2 za-
porné hodnoty, a tedy plati i ¢(2) < 0. K dikazu existence nejmensiho kladného
nulového bodu funkce ¢ vyuZijeme vétu o spojitém obrazu intervalu.

8. Nejmensi kladné ¢islo, v némz funkce ¢ nabyva hodnoty 0, oznacime «; z uve-
denych nerovnosti je mtzeme snadno i odhadnout; snadno zjistime, ze plati ne-
rovnosti 1/2 < a < (2(3 — 1/3))"/2. Je s(a) = 1, pfi¢emz s roste na (0, a).

6) Maximalni interval této vlastnosti souvisi s dale uvedenou definici 7.
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9. Dale plati
c(x — a) = c(z)e(a) + s(z)s(a) = s(z),

a tak postupné dostaneme

clx + a) = —s(x), s+ a) =c(x),
clx +2a) = —s(z + a) = —c(x), c(x +4a) = —c(z + 2a) = ¢(x),
s(r 4 2a) = c(x + ) = —s(x), s(r 4+ 4a) = —s(x + 2a) = s(x).

Vidime, ze funkce ¢ a s jsou periodické s nejmensi kladnou periodou 4¢; polozime
7 := 2a. Toto je pro nés definice w. Plati c(a) = 0 = ¢(3«), a proto se ¢ anuluje
pravé ve vsech bodech mnoziny {(2k + 1)a; k € Z}. Podobné dostaneme popis
mnoziny v8ech nulovych bodf funkce s; je to mnozina {2ka; k € Z}.

Poznamka 6.6.5. I kdyz jsme dokézali mnoho vlastnosti goniometrickych funkci
sin a cos, dosud ndm chybi diikaz jejich existence a jednoznacnosti. Ten prove-
deme pozdéji mnohem snéze jinymi prostiedky. V kazdém piipadé teprve potom
mizeme nazvat feseni rovnic (6.18) a (6.19) spliujici podminku (6.20) sinus a ko-
sinus. Existenci a jednoznacnost funkci sin a cos 1ze dokazat pomoci jejich rozvoja
v mocninnou Fadu, pomoci elementarni teorie diferencialnich rovnic apod.

Definice 6.6.6. Pomoci funkeci sin a cos definujeme dalsi funkce

sinx
tgx = ——, cotgx = — .
CoST sinx
Funkce tg je definovdna na mnoziné R\ {(2k + 1)7/2; k € N}, funkce cotg je
definovdna na mnoziné R \ {km; k € N}. V obou p¥ipadech se ode¢itaji mnoziny
vsech nulovych bodt funkci, vystupujicich ve jmenovateli. Oznaceni funkce tg
Cteme ,tangens“ a funkce cotg ,kotangens“.

Poznamka 6.6.7. Nékdy se zavadéji funkce sec (= 1/ cos), jejiz oznaceni ¢teme
,sekans“ a cosec (= 1/sin), coz ¢teme ,kosekans®). Pro nds nemaji vétsi vyznam
a nebudeme se jimi podrobnéji zabyvat. Ukazeme si vSak, jak se daji odvodit dalsi
souctové vzorce. Pracujme napf. s funkci tg. Plati

sin(r £y) sinwcosy+coszsiny  tgxr ttgy

t +y) = = =
gz +y) cos(x +y) coszcosyFsinxsiny 1Ftgutgy’

(6.24)

pokud ovSem jsou definovany vSechny v rovnici vystupujici vyrazy.

Priklad 6.6.8. Limity, které se vyskytovaly ve vétach o zavedeni funkci exp a
sin, se vyskytuji ¢asto v piikladech. Tak napf. snadno spoc¢teme

. exp(sinz)—1 . exp(sinz)—1lsinz . exp(sinz)—1 . sinzx
lim —————— = lim - = lim - im
z—0 x z—0 sinx x z—0 sin x T—0

Kromé tvrzeni o limité soucinu jsme pouzili i Vétu 4.4.1.
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Poznamky 6.6.9. 1. Budeme ¢asto pouzivat Bolzanovu vétu o ,,spojitém obrazu
intervalu“ (Véta 4.3.37), na které spoé¢iva urceni defini¢niho oboru vySetfovanych
inverznich funkeci.

2. Funkce sin, cos a tg nejsou prosté. Existuji vsak intervaly, na nichz prosté
jsou a tyto intervaly jsou ,maximalni“. Na nich budeme hledat k témto funkcim
funkce inverzni. AvSak i takovych intervall je vice a my si z nich vybirdme tak,
aby pfislusné inverzni funkce byly co nejjednodussi.

3. Tak napt. funkce sin je prostd na [—m/2,7/2], je na tomto intervalu rostouci
a spojitd, a ma tam vlastni derivaci. K tomu nyni opét pouzijeme jiz dokézand
lemmata o inverznich funkcich.

Piiklad 6.6.10. Protoze sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] a nabyva na tomto inter-
valu obou extrémnich hodnot, je

sin: [—7w/2,7/2] B [-1,1],

nebot sin je spojitéd funkce. Vime téZ, Ze sin je na tomto intervalu rostouci a mé
na ném vlastni derivaci. Ta je nenulové, v krajnich bodech ma sin pouze jedno-
stranné derivace, které jsou rovny 0. Proto je inverzni funkce, ktera se znaci arcsin
(¢teme ,arkus sinus®), definovdna na intervalu [—1,1], je tam rostouci a spojit4,

arcsin: [—1,1] 2 [—7/2,7/2]
av (—1,1) plati
-1
arcsin’(y) = ( 1-— yQ) :

Casto se vzorec piSe ve tvaru (arcsiny)’ = ---; vyznam tohoto zjednoduseného
zapisu je ziejmy. Odvodime posledni vzorec; ozna¢me y = sinx a spoctéme

1 = (x)" = (arcsinosin)’(z) = arcsin’(y) - cosx =
= arcsin’(y) - V1 — sin® z = arcsin’(y) - /1 — 2.

Poznamka 6.6.11. Funkci arcsin mZeme vyuZzit k popisu feSeni rovnice sinz = v,
uréita opatrnost je v8ak nutna. Je-li y € R\[—1,1], rovnice nema feseni. Proy € [—1,1]
vSak takovych feSeni existuje nekonecné mnoho a rovnice x = arcsiny popisuje pouze
jedno z nich. Situace je proto slozitéjsi: x je feSenim rovnice, pravé kdyz je

x € {arcsiny + 2km; k € ZY U {—arcsiny + (2k + 1)7; k € Z}.

Inverzni funkce k sin na jiném (maximalnim) intervalu, na kterém je funkce sin prosta,
neni arcsin, ale funkce podobnd: napf. pro restrikci sin na interval [7/2,37/2] je to
funkce m — arcsinz a pro restrikci na interval [37/2,57/2] je inverzni funkci funkce
arcsin x + 2.
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Piiklad 6.6.12. Necht arccos (¢teme ,arkus kosinus®) je inverzni funkce k funkci
cos na intervalu [0, 7w ]. Potom je na intervalu [ —1, 1] funkce arccos zfejmé spojité,
klesajici a plati

arccos’ (y) = — (M) , ye(-11).

Tento vzorec se odvodi analogicky jako vzorec pro derivovani funkce arcsin. Déale
plati

arcsinz + arccost = w/2, =z € [-1,1]. (6.25)

K tomu staéi zjisténi, ze vyraz na levé strané rovnice ma na intervalu (—1,1)
nulovou derivaci, takZe je to konstantni funkce. Jeji hodnota je 7/2, coz vyplyva
napf. ze vztahu arcsin0 + arccos0 =0+ 7/2 = 7/2.

Poznamky 6.6.13. 1. Pfipomenime, Ze derivace funkce sin, tj. cos, je nenulova
na intervalu (—7/2,7/2), takze vypocet derivace funkce arcsin pomoci derivo-
vani sloZzené funkce byl korektni. Podobné i pro funkci arccos existenci derivace
zarucuje opét Lemma 6.4.4 o derivovani inverzni funkce.

2. Mame-li tedy zavedenu funkci arcsin, neni jiz zavedeni funkce arccos s ohledem
na vztah (6.25) tak naléhavé dulezité. Uzitecnost této funkce souvisi totiz pfevazné
s hledanim takové funkce, kterd po zderivovani da 1/4/1 4 22.

3. Jednostranné derivace funkci arcsin a arccos krajnich bodech intervali, na nichz
jsou definovany, jsou nevlastni a lze je spocitat podle Poznamky 6.4.6. Pozdéji si
v Kapitole 7 ukdzeme pohodlnéjsi zpisob vypoctu; viz Véta 7.1.2.

Poznamka 6.6.14. Vzorci typu arcsin(z + y) = ..., podobnymi soué¢tovym vzorcim
pro goniometrické funkce, se nebudeme zabyvat; zajimavéjsi je situace s trochu odlisSnymi

vzorci typu arcsinx + arcsiny = .... Jeden na ukazku odvodime. Z rovnosti, platnych
pro z1,z2 € (—1,1)

Y1 =arcsin x1 (resp. sinyr = x1, cosyr =4/1— :cl) a
Yo = arcsin ra (resp. sinys = x2, cosyz =4/1— :c%)
dostaneme pomoci vztahu
sin(y1 + y2) = sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2

mechanickym vypoctem hodnot arcsin vyrazii na obou stranach rovnosti po dosazeni
rovnost

arcsin z1 + arcsin xo = arcsin (:cl \/1 —z? + x2 \/1 —z32 ) =

=:arcsin (Z(z1,x2)) -
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Ta vSak plati pouze s jistymi omezenimi. Hodnoty arcsin tvori interval [—m/2,7/2]
a soudet dvou takovych hodnot vyplni interval [ —m, 7 ]. Proto je téz nékdy odlisny od
Z(x1,x2). Spokojime se pouze s vysledkem, detailni odvozeni nebudeme provadét:

arcsin Z(x1,x2), pro (zize <0) V (2 +23<1),
arcsin 1 + arcsin xo = 7 — arcsin Z(21,x2), pro (z1,o2 > 0) A (2 +23 > 1),
—7 — arcsin Z(x1,x2), pro (zi,z2 <0)A (x4 3 >1).

Piiklad 6.6.15. Funkce arctg (¢teme ,arkus tangens“) je definovdna jako in-
verzni funkce k funkci tg na intervalu (—m /2, 7/2). Zformulujeme dtsledky doké-
zanych tvrzeni pro tuto funkci: plati

arctg : R 2 (—71/2,7/2) .
Funkce arctg je rostouci a je
arctg’(y) =1/(1+v%), yeR. (6.26)

Ukazme si pouze odvozeni posledniho vzorecku: lze pouzit vzorce pro derivovani
slozené funkce (obé skladané funkce maji vlastni nenulové derivace) a je

1= (2) = (arctgotg)’(x) = arctg(y) - (cos?z) ™! =

sin?x  cos?z

= arctg’(y) - ( ) = arctg/(y)(y* + 1).

cos2r  cos?x
Poznamenejme, Ze opét je bézny zépis (6.26) ve tvaru (arctgy) = - - -

Priklad 6.6.16. UkédZeme si odvozeni sou¢tového vzorce pro funkei arctg. Po-
stupujme formalné: je zfejmé

te(z +y) sin(x +y) sinxzcosy + cosxsiny tgx +tgy
x = = = ;
& Y cos(r+y) coszcosy—sinzsiny 1—tgxtgy

vzorec plati v p¥ipads, ze cosx # 0, cosy # 0, cos(z + y) # 0. Pro 2,y € R
ozname arctgx = u, arctgy = v. Pak je x =tgu, y =tgv a

tgu +tgv
t =
g(u+v) 1—-tgutgv
Pak formdlné dostaneme
t t
arctg x+arctgy=u + v=arctg(tg(u + v)) =arctg teuttgy =arctg Tty .
1 —tgutgv 1 -2y

To je vsak jen Casteény vysledek. Musime se ptat, pro jakd x,y vzorec plati; zde
je odpovidajici vysledek:

+vy ta,
Y

arctg x + arctgy = arctg 1x
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pfiéemz « = 0 pro arctgx + arctgy € (—7/2,7/2). Dale plati a = 7, jestlize je
arctg z+arctgy € (7/2,7) aa = —w pro arctg z+arctgy € (—m, 7/2). Po¢itame-li
vsak podle tohoto vzorce, pak je nepohodlné mit vysledky zavislé na u 4+ v. Chtéli
bychom tedy mit zavislost na z,y. Ta je néasledujici: « = 0 pfi zy < 1, o = 7 pii
zy > 1, x> 0,aa=—7piizy > 1, x < 0. Vysledek je vSak nutno podrobné
zdiivodnit. Srovnejte se cvicenimi ke kapitole VII v [6].

Priklad 6.6.17. Anifunkce arctg neni na pfedchéazejicich funkcich nezévisla. Pro vsech-
na z € (—1,1) plati

arcsin x = arctg S
y/1— a2
To 1ze dokéazat jiz standardnim postupem: zderivujeme-li rozdil funkci na obou stranach
rovnice, vidime, Ze je konstantni (derivace je rovna 0). AvSak obé& funkce nabyvaji v bodé
0 hodnoty 0, je tedy tato konstantni funkce rovna také 0. Pro tvar svoji derivace je funkce
arctg uzitecnd pri hledani tzv. primitivnich funkci, s nimiz se setkate v Kapitole 8.

Poznamka 6.6.18. Inverzni funkce k funkci cotg na intervalu (0,7) se znadi
arccotg (Cteme ,arkus kotangens“) a neni prili§ zajimava. Snadno si samostatné
dokéazete, ze arccotg : R — (0, ) je spojitd, klesajici funkce, pro kterou plati na R

arccotg’(z) = —1/(1 + z?).
Stejné snadno dokazete vztah
arctg x + arccotgx = /2.

Poznamka 6.6.19. Snadno ovéfime, ze funkce sinh je rostouci spojita funkce
na R, kterd zobrazuje R na R. Existuje tedy opét inverzni funkce, kterd se znaci
argsinh. Jeji vyznam tkvi ve vztahu k jinym funkcim; vypoctem jeji derivace a
srovnanim s Piikladem 6.5.20 dostaneme totiz

(argsinhx)’ = (log(z + /22 — 1) = 1/(\/22 — 1),

pro dalsi vyklad vSak staci si zapamatovat pouze ekvivalentni vyjadfeni funkce
pomoci logaritmu, resp. pfimo vzorec z Prikladu 6.5.20

(loglz + 22 £1]) = (M)fl.

Poznamenejme na zavér, Ze zavadéni elementarnich transcendentnich funkci
na urovni stfedni i vysoké skoly je vzdy slozitym pedagogickym problémem, ne-
bot je nutné je z rtaznych duvodt zavadét zpravidla diive, nez je k dispozici
potiebné teoretické zazemi; podrobnéji viz [12]. Postup, ktery jsme zvolili, neni
nejkratsi, pouziva vSak aparat, s nimz se vyspélejsi stfedoskolak miize seznamit.
Jeho dalsi prednosti je, Ze se lze odvolat na vSechny vlastnosti goniometrickych
funkci, znamé ze st¥edni skoly, kde se odvozuji vzorce pravé z téch vztahu, které
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jsme uzili v definici. Doporucujeme ¢tenari, aby si samostatné sestavil napt. ta-
bulku derivaci zavedenych funkci. Velmi diilezité je i vytvoreni vlastniho systému a
mnemotechnickych pomiicek k zapamatovani vzorcil, nebot fadu vzorci je nutno
umét zpaméti. Tak napf. pro hodnoty funkce sin plati

sin(0) = 1/0/4, sin(n/6) = /1/4, sin(w/4) = \/2/4, sin(n/3) = /3/4 ...

coz zacCateCnikim usnadni zapamatovani.

Historické poznamky 6.6.20. Klasifikace a terminologie, kterou jsme uvedli (moc-
niny, polynomy, raciondlni funkce), pochézi od LEONHARDA EULERA (1707 — 1783).
Transcendentni funkce, které jsme zavedli, se objevily velmi dédvno ve formé tabulek.
U CLAUDIA PTOLEMAIA (asi 100 — asi 178), ktery navazal na babylénské astronomicka
pozorovani, nachizime tabulky délek tétiv kruznice. Pokusme se stru¢né naznacit, co
znamena zapis
tet 36° = 377 4' 55" .

V kruZznici o poloméru r (nacrtnéte si obrazek) uvazujme tétivu AB pfislusnou stte-

dovému thlu £LASB = 2aq; jeji délka tet 2a vyjadiend ,,v Sedesatinidch poloméru r* je
tedy

4 55 r
(W+%+mﬁg'@‘
Oznaéme C stied tétivy AB. Pak, jak snadno nahlédneme, plati rovnosti

sinaw = BC/BS = AB/2r = (tet 2c)/120,

takZe tabulky délek tétiv byly v podstaté tabulkami goniometrickych funkci. Ptolemaios,
jehoz hlavni dilo Syntazis mathematica je znaméjsi pod nézvem arabského prekladu Al-
magest, mél takové tabulky s krokem ptl stupné pro rozmezi 0° — 180°. Je pravdépo-
dobné, ze vzorem jeho tabulek byly tabulky HiPARCHOVY (asi 180 — 125 pfed n. 1),
které se vSak nezachovaly. Poznamenejme, Ze obecny vyznam periodicity funkci si uveé-
domil patrné v celé $iii teprve HENRI POINCARE (1854 — 1912), ktery ji téZ podrobnéji
studoval.

Jiz v Gvodni kapitole jsme reprodukovali Archimedovy vypocty vedouci k odhadim
Cisla 7. Zde jen poznamenejme, ze napi. Euler udava na zékladé vypocti, které provedli
dfive jini, 7 na vice nez 100 desetinnych mist (s chybou na 113. misté). Vzorce, které
jsme pouzili k definici goniometrickych funkci, tj. v podstaté souctové vzorce pro sin
a cos, uvadéji jiz Ptolemaios cca v r. 150 a pozdéji také JOHANN MULLER (REGIOMON-
TANUS) (1436 — 1476). FRANGOIS VIETE (1540 — 1603) znal jiz vzorce pro sin nz. Termin
trigonometrie pochazi od BARTOLOMEA PITISCA (1561 — 1613).

O vznik prvnich logaritmickych tabulek se zaslouzili vestranné nadany skotsky slech-
tic JOHN NAPIER (1550 — 1617), Svycarsky jemny mechanik, hodinaf a vypoctar JOST
BURaI (1552 — 1632) a anglicky matematik HENRY BRIGGS (1561 — 1630), mezi zminé-
nymi jediny ,,profesional“. Jejich idea usnadnéni vypoctl se vSak objevovala jiz dfive.
Tak napf. po¢taif PAUL WITTICH (7 — 7), ktery pracoval v r. 1582 na Hvaru, si préci
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na vypoctech pro danského astronoma TYCHO DE BRAHE (1546 — 1601) usnadnioval pfi
nasobeni uzivanim vzorecku

sinzsiny = % [cos(z — y) — cos(z + y)] .

Pipometime si, ze Tycho de Brahe je pohiben v Praze v Tynském chramu 7). Biirgi
provadél slozité astronomické vypoéty pro JOHANNA KEPLERA (1572 — 1630). Biirgiho
tabulky byly publikovany r. 1620. To vSe se odehravalo v dobé kratce pfed objevem
prvniho (mechanického) poc¢itaciho stroje, ktery navrhl a skuteéné i zkonstruoval r. 1642
BLAISE PASCAL (1623 — 1662).

Musime se jesté podrobnéji zminit o Keplerovi, ktery pfisel r. 1600 do Prahy a stal
se po smrti Tycho de Brahe dvornim hvézdafem Rudolfa II. Kepler pouzival Napierovy
tabulky od r. 1614; velmi mu usnadnily numerické vypocty. Kepler pozdé&ji sdm vydal
jiné logaritmické tabulky r. 1624, zpo¢atku patrné silné zavislé na Napierovych (srv. [5]).
I kdyz Kepler ucinil v Praze mnoho objevi, po smrti Rudolfové r. 1612 odesel, patrné
z nabozenskych duvodi, z Prahy do Lince. Mnoho dalsich informaci o historii logaritmu
lze nalézt napi. v [5] a také v [11].

Nasemu pristupu predchézely jiné zpusoby zavedeni elementarnich funkci, které se
objevily napf. jiz v pracich ISAACA NEWTONA (1642 — 1727). Exponencidlu jsme zavedli
kombinaci zptisobt, které maji kofen v postupech Eulera a LOUISE AUGUSTINA CAU-
CHYHO (1789 — 1857). FLORIMON DEBEAUNE (1601 — 1652) zformuloval geometricky jiz
v r. 1638 tulohu o kfivce, jejiz tecna v libovolném bodé méa smérnici rovnou hodnoté
funkce v tomto bodé. Prestoze uloha vzbudila zajem prednich soudobych matematikii,
teprve GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716) navrhl jeji feSeni.

Euler se zabyval tulohami typu Jestlize velikost populace v jisté oblasti vzriustda rocnée
o jednu tricetinu a ¢int v urcitém roce 100000 obyvatel, jakd bude jeji velikost po 100
letech (tato je z prace z r. 1778), které ho dovedly az ke zkoumani vyrazi tvaru

(1+w)"

)

kde w je malé a N velmi veliké (kladné) ¢islo. Srovnejte s ukdzkou z Pozndmky 3.2.9.

Jak Newton (1669), tak i Leibniz (1676) znali rozvoj exponencidly v mocninnou fadu
(viz déle); zd4 se, ze i termin exponencidlni zavedl Leibniz. Uziti funkciondlnich rovnic
pochézi z Cauchyho jiz mnohokrat citované prace [2] z r. 1821. Za zminku stoji fakt, ze
aditivni funkce jsou pii splnéni mnohem slabsich podminek, nez jsme vyse uvedli, line-
arni a tedy ,velice pe€kné“. Pokud tento pfipad nenastava, jsou naopak ,velmi osklivé“.
Historicky prvni funkciondalni rovnici tvaru

flx+y)— flz—y) =g(z)h(y)

se zabyval kolem roku 1750 JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717 — 1783) v souvislosti
s vySetfovanim chvéni strun. Napsal o funkciondlnich rovnicich t¥i prace, z nichZ posledni
byla vénovéana sklddani sil. Z jednoduchych, fyzikalné velmi pfirozenych pozadavki,
odvodil ,rovnobéznikové pravidlo“ pro skladani sil. Pokud se chcete seznamit s avahami
tohoto typu, naleznete je nap¥. v [4], str. 33. Pro velikosti sil a thly mezi jejich sméry
dospél k rovnici tvaru

flx+y)=f=)+ fly), =zyeR,

7) Jak Brahe tak i Biirgi zili v Praze, Brahe od roku 1599 do smrti r. 1601 a Biirgi v letech
1603 — 1622.
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coz je, jak jiz bylo Feceno, jedna Cauchyho funkcionalni rovnice (nékdy se timto ndzvem
oznacuje pravé tato rovnice), a k rovnici

gla+pB) +gla—p) =29(a)g(B), afeR.

Této rovnici se dnes zpravidla fika d’Alembertova funkcionélni rovnice. Obé tyto rovnice
a také dalsi, kterymi jsme se v této kapitole zabyvali, studoval pozdé&ji systematicky Cau-
chy. JEAN GASTON DARBOUX (1842 — 1917), ktery byl od r. 1900 sekretédfem francouzské
akademie, dokéazal jiz r. 1880 nasledujici tvrzeni: KaZdd aditivni funkce, kterd je nezd-
pornd (resp. nekladnd) pro vsechna (dostatecné mald) x > 0, je jiZ linedrni, tj. f(z) = ax
pro jisté a.

Po delsi dobu vsak nebylo jasné, zda néjaké nespojité aditivni funkce viibec existuji.
Ze tento piipad opravdu nastévé, dokdzal GEORG CARL WILHELM HAMEL (1877 — 1954)
az v r. 1905. Rovnici pro aditivni funkce elegantnim zptisobem zobecnil JAN VILEM
PEXIDER (1874 — 1914). Resil rovnici s vice nezndmymi funkcemi tvaru

flx+y)=g(x)+hy), z,y €R;

podobné se daji modifikovat i ostatni Cauchyho rovnice. Funkcionalni rovnice jsou jed-
nou z moznych partii, které lze probirat v zdjmovych rozsifenich standardni vyuky ma-
tematiky. Jak jsme ukazali, jsou funkcionalni rovnice i na této drovni velmi uZiteéné. Viz
téz [4].

Vztah funkci a jim ,,podobnych“ fad byl patrné ve své nazorné podobé znam po-
mérné dlouho; ukézali jsme si to pro pfipad hyperboly popsané funkci f(z) = 1/z a
harmonické rady. Pozdéji se k tomuto vztahu vratime. Poznamenejme, Ze jiz r. 1647 do-
kézal exhaustivni metodou jezuita GREGORIUS A SANTO VINCENTIO (1584 — 1667), ze
plocha pod grafem vétve rovnoosé hyperboly mé charakteristickou vlastnost logaritmi;
souvislosti s logaritmem si vSak povsiml teprve o dva roky pozdéji jeho zdk ALFONS
ANTON DE SARASA (1618 — 1667)). Oznacime-li symbolem J,; pro 0 < a < b obsah
obrazce omezeného primkami a kfivkou o rovnicich y = 0, z = a, * = b a zy = 1,
z € (0,00), plati pro vSechna ¢t > 0

Ja,b = Jm,tb;
odtud dostavame pro z,y € (0, 00)
J1zy = J1,2 + J1,y -
Pro f(z) = Ji,» tak dostaneme funkciondlni rovnici

f(xy):f(x)+f(y)v x,ye(o,oo).

Neni to tak obtizné, ¢tenaf se o tom miize presvédcit nahlédnutim do [8]. Vzorec, ktery
objevil NicoLAUS KAUFMANN (MERCATOR) (1620 — 1687) v r. 1668 a ktery my odvodime
pozdéji, dava souvislost logaritmu a fady:

2 3 4 5

2 oz ozt oz
log(l—!—x)f:c—?—i—?—z-%?

Poznamenejme, Ze existenci integralu k funkei (1 + ac)fl, resp. funkce k této funkci
primitivni, neni obtizné dokézat (integruje se monotonni spojita funkce, nepotiebujeme
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tedy hlubsi vétu o stejnomérné spojitosti); viz jesté dale. Tudy vede cesta k zavedeni
logaritmu pomoci primitivni funkce. Tento pfistup, ktery velice propagoval FELIX KLEIN
(1849 — 1925), byl popularni v Sedesatych letech tohoto stoleti i u nas, oviem na vyso-
koskolské trovni; viz [9]. V nejschtidnéjsi formé pres ,plochu pod grafem* je pracny, ale
zvladnutelny dokonce i na tGrovni stfedni skoly; srovnej s [8].

Cesta k elementarnim goniometrickym funkcim by byla nejschtidnéjsi prostiednic-
tvim exponencialni funkce, avsak v komplexnim oboru pres Eulerovy vzorce. Tento pfi-
stup prakticky nelze studentim na trovni st¥edni skoly pfiblizit, proto jsme zvolili jinou
cestu. Jejim nedostatkem je fakt, Ze se k existenci a jednoznacnosti dostaneme pozdéji,
prednosti je soulad s latkou stfedni Skoly. Tak odpada zdlouhavé odvozovani vzorci,
jejichz znalost si studenti pfinesou na vysokou skolu. K zavedeni goniometrickych funkci
pomoci exponencialy se dostaneme v Kapitole 8.

Hyperbolické funkce zavedl r. 1757 VINCENCIO RICATTI (1707 — 1775), jejich stan-
dardni znaceni pochédzi od JOHANNA HEINRICHA LAMBERTA (1728 — 1777). Jejich prvni
tabulky se objevily r. 1890. Grafem funkce cosh je kfivka, ktera se nazyva retézovka.

VysSetfeni souvislosti logaritmu s harmonickou fadou provedl Euler, ktery r. 1734
ukazal, ze konverguje posloupnost o ¢lenech

l—|—1—|—1—|—---—4—l—logn.

1 2 3 n
Jeji limitu nazyvame na jeho pocest Eulerovou konstantou. Jeji hodnotu urcil Euler na
15 desetinnych mist: v = 0.577215664901532. Protoze ji pozdéji LORENZO MASCHERONI
(1750 — 1800) spocetl na 32 desetinnych mist (pouze 19 vSak bylo spravné spocteno),
uziva se Casto nazev Fuler-Mascheroniova konstanta. Dodnes se nevi, zda je v racionalni
nebo iraciondlni ¢islo. Za zminku stoji i velmi efektivni vypocty hodnoty -, které provedl
autor programu TEX DONALD KNUTH (1938 — ). Poznamenejme, ze TEX je nejdokonalejsi
program pro sazbu slozitych, zejména matematickych texti.

Pozdéji se setkame s dalsi ,elementarni“ funkci. Mame sice jiz prostfedky k jejimu

zavedeni, ale ne k jejimu podrobnéjsimu vysSetfeni. Je to funkce, spliiujici funkcionalni
rovnici

f(a:+1):a:f(x), .'EE(O,+OO),

podminku f(1) = 1 a pro kterou log(f) mé na intervalu (0, +00) kladnou derivaci. Tato
funkce se znaci symbolem I, sejdeme se vsak s ni az ve druhém dile tohoto textu.

Literatura:

[1] Barner, M., Flohr, F.: Analysis I, Walter de Gruyter, Berlin, 1987.

[2] Cauchy, L. A.: Course d’analyse de I’Ecole Royal Polytechnique, Paris, 1821.

[3] Cerny, I.: Matematickd analjza, 1. ¢dst, Technickd univerzita Liberec, Liberec,
1995, (existuji tii ¢asti).

[4] Davidov, L.: Funkciondlni rovnice, Mladé fronta, Praha, 1984, (vydal UV Mate-
matické olympiddy).

[6] Goldstine, H. H.: A history of numerical analysis from the 16th through the 19th
century, Springer, New York, 1977.



184

(6]
[7]

8]
[9]

[10]
[11]

[12]

KAPITOLA 6. Elementarni funkce

Jarnik, V.: Diferencidlni pocet I, Academia, Nakladatelstvi CSAV, Praha, 199x.
(kniha vysla ve vice vydanich).

Kannapan, P.: Trigonometric identities and functional equations, The Mathema-
tical Gazete 88 (2004), str. 249 — 257.

Klambauer, G.: Aspects of Calculus, Springer, Berlin, 1986.

Klein, F.: Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus, Springer, Berlin,
1908.

Studnicka, F. J.: Zdkladové vyssi mathematiky, D 1: O pocétu differencidlnim, Na-
kladem spisovatelovym, Praha, 1868.

Tropfke, J.: Geschichte der Elementar-Mathematik I. - IV., Walter de Gruyter,
Berlin, 1930, (3. vydani).

Vesely, J.: Existuje krdlovskd cesta k exponencidle a logaritmu ?, Ucitel matematiky
4/2 (18) str. 65 — 80, 4/3 (19) str. 129 — 145, JCMF, Praha, 1996.



Kapitola 7
Uzitl derivaci

7.1 Nékteré doplinky

Zacneme jednim uzite¢nym lemmatem pro vypocet jednostranngch derivaci. Uka-
zeme si na prikladé, ze situace mize byt dosti slozita a pak se pokusime vypozo-
rovat urcité zakonitosti.

Poznamka 7.1.1. Odvodili jsme vzoredek

arcsin’(y) = ——, wye€(-1,1),
1—192

a konstatovali, ze v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou obé jednostranné de-
rivace rovny +o00, tj.

arcsin’, (—1) = arcsin’ (1) = +0.
Plati tedy

lim arcsin’(y) = arcsin’ (1).

y—1_

Jde o ndhodu nebo o hlubsi zakonitost? Zacatecéniktim se casto nedafi predstavit
si funkei, kterd ma vSude vlastni derivaci, ale x — f’(z) neni spojitd. Definujme

22 sin(1/z2 T
fay={ 5

Pak plati

f/(z) = 2xsin(1/2%) — (2/2) cos(1/2?), = € R\ {0}.
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Derivaci f/(0) uré¢ime podle definice. Je

h2?sin(1/h%) -0
lim ————2 — — lim hsin(1/h?) =0
BTk pp o/ =0,
kde jsme v poslednim ptipadé pouzili vysledku z Poznamky 4.4.5 o limité sou-
¢inu omezené funkce a funkce s nulovou limitou. Funkce f’ definovana na R neni
v bodé 0 spojita; plati dokonce vice: na zadném okoli bodu 0 neni omezena a pro

kazdy interval (a,b) obsahujici bod 0 plati f'((a,b)) = R.

Pfesto (pro nékoho mozné piekvapivé) neni jesté vSe ztraceno; plati totiz na-
sledujici tvrzeni:

Véta 7.1.2. Necht funkce [ je zprava spojitd v bodé a a necht pro néjaké € > 0
existuje vlastni f'(x) pro viechna x € (a,a + ¢). Necht ddle existuje

lim f'(z) =A€R".

T—a4
Potom téz existuje f! (a) a je rovna A.

Diikaz. Pro kazdé x € (a,a+ ¢€) 1ze na interval [a, x| aplikovat Lagrangeovu vétu
o stfedni hodnoté, nebot f je na tomto intervalu spojitd a derivace funkce f
existuje v8ude v (a,x). Pro kazdé takové x ziskdme &, € (a,z), pro néz plati

f(x) — f(a)

r—a

= f/(gz) :

Polozme &(z) := &, x € (a,a + €). Z¥ejmé plati lim&(z) = a pro x — a. Proto
téz plati

fz) = f(a)

fia) = lim = lim f'(§(z)) = lim f'(y),
T—aq €T —a T—aq y—ay
nebot existence posledni limity se pfedpoklada. O

Poznamky 7.1.3. 1. Analogickd véta plati i pro derivaci zleva; jako cviceni si ji dokaZte.
Vyznam véty spociva v tom, ze velmi Casto je pohodlnéjsi spocitat limitu derivaci nez
napf. podle definice pfislusnou jednostrannou derivaci. V jistém smyslu jsme odstranili
kaz ve vySetfovani derivaci funkci arcsin a arccos v krajnich bodech jejich defini¢nich
obort (uzili jsme Pozndmku 6.4.6, jejiz dikaz jsme prenechali ¢tenafi).

2. Jednostranné derivace funkce f(x) = |z — 4z + 3| v bodech 1 a 3 jsou ,vidét“; plati
f'(z) = sgn(z? — 4z + 3)(2z — 4), * € R\ {1, 3}, takze podle Véty 7.1.2 dostaneme
fo(1) =limy—1-1- (22 —4) = —2, a dale podobné

=2, f)=-2, 53 =2.

3. Funkce f(z) = x?sin(1/2?) rozsifena spojité hodnotou g(0) = 0 na R, kterou jsme
uvedli vyse, md v bodé 0 derivaci, ale jednostranné limity derivace v bodé 0 neexistuji.
Jednostranné limity derivace funkce sgn v bodé 0 jsou obé& rovny nule, avSak sgn’(0) = co.
V obou ptipadech vSak nejsou splnény predpoklady Véty 7.1.2.
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na pouziti ’'Hospitalova pravidla; dfive, nez tak ucinime, vyslovime modifikaci

I’Hospitalova pravidla pro vicenasobné pouziti.

Dusledek 7.1.4 (dusledek Véty 5.2.28). Necht f, g maji vlastni derivace aZ
do Tddu n-tého viude v (a,b), —0o < a < b < +oo, g¥) (z) # 0 vsude v (a,b) pro
vSechna k=0,1,...,n a

[ () .
lim ~————=% =A e R*. 7.1
T—a4 g(")(;[;) ( )

Je-li dale splnén jeden z predpokladi
(1) f®(z) -0, g (z) — 0 pro x — ay a viechna k =0,1,...,n — 1, nebo
(2) g% (z)] — 400 pro & — ay a vsechna k =0,1,...,n—1,

pak plati pro vsechna k =0,1,...,n—1
f®) ()

lim S0 = A, 7.2
ey g (z) (7.2)

TotéZ plati (po pFislusné modifikaci tvrzeni) pro x — b_, resp. xg € (a,b).

Priklady 7.1.5. 1. UzZitim I’'Hospitalova pravidla snadno dostaneme

. expx . expw
lim = lim = +00.
T—00 x€X Tr—00 1

Prvni znameni rovnosti je zdivodnéno I’Hospitalovym pravidlem, avsak teprve az
vime, Ze plati druhd rovnost, tj. lim, . ((expx)/1) = oo; prvni rovnost piSeme
,podminéné*, nebot o jeji platnosti se rozhodne az po provedeni vypocétu. Za-
pis se presto provadi shora uvedenym zptisobem. Pomoci ’'Hospitalova pravidla
analogicky snadno porovname v bodé +oo rust funkci a”, ¢, logz, ™ atp.

2. Pro kazdé n € N plati podle Disledku 7.1.4 1)
exp x exp x exp x

lim = lim =..-= lim =00
r—oo z—o0 nrn—1 rz—oo Nl

Vsechny rovnosti jsou vSak zdivodnény teprve po ovéfeni platnosti posledni z nich,
tj. po dokonceni vypoctu. Nesmime zapomenout postupné stale ovérovat, ze jde
o vypocet limit, na néz lze pravidlo aplikovat; v tomto pripadé to znamena si
uvédomit, ze jde stile o typ ,,00/00“.

3. Podobné dostaneme

log z x
lim xlogx = lim gl = lim 5 =0;
rz—04 z—04 T~ z—04 —2

pro vypodcet jsme upravili souéin typu ,,0 - (—o0)“ na podil typu ,,(—o00)/oco%.

1) Zpravidla fikdme jen ,,Podle I'Hospitalova pravidla ... ¢, i kdyZ pouzivame tento diisledek.
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4. Uzitim Dtsledku 7.1.4 dostaneme

. x—sinx 1

lim —— = —.

z—0 3 6
Pokud bychom se snazili spocitat tuto limitu napi. jen pomoci zakladni limity
(sinz)/x — 1 pro  — 0, narazili bychom na velké obtize.

5. Plati zfejmé

lim sinz —z . (sinz)/z -1

-1
z—oo Sinx + x el (sinz)/z +1

zlomek je typu ,00/00“, avSak limita podilu derivaci

cosr —1
im ——
z—oo cosx + 1

neexistuje, nebot jmenovatel zlomku se anuluje v kazdém okoli bodu +oo. Proto
nelze 'Hospitalovo pravidlo k vypocétu limity pouzit.

6. Podobné se lehce ukaze, ze

2 i1
lim & 51.n(:v ) o,
r—0 s x
avsak
21 si -1\ _ -1
lim xsin(z™!) — cos(z™)
=0 cosw

neexistuje, i kdyz tentokrat je funkce za znamenim lim definovana v néjakém
prstencovém okoli bodu 0. Poznamenejme, ze I’'Hospitalovo pravidlo je uzite¢né

si ukdzeme jen jednodussi priklady tohoto typu.

7.Plati A 1= lim, oo (14+1/2)" = lim,_,o exp(zlog(1+1/x)); touto tpravou jsme
prevedli vypocet limity typu ,, 1°° “ na vypocet limity ,,0- oo “. Dalsimi ipravami
dostaneme

lim zlog(l+1/z) = lim w — lim (14 1/z)"1(=1/z?)

T—00 T—00 l/x T—00 —]./1172

=1.

Proto plati A = exp(1) = e. Zde v8ak nemusime uzit I’'Hospitalova pravidla, nebot
je (kroky podrobné zdtivodnéte)

log(1+t

lim
T—00 t—0+ t
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8. V souvislosti s predchazejicim prikladem nds muze zajimat i limita funkce
(14 :v)l/”” pro  — o0o. Jde o limitu typu ,, 00° ¢, jejiz v¥podet snadno pfevedeme
na vypocéet limity typu ,, 00/00“

log(1
lim (1+:v)1/””=exp(lim M) :exp(lim ) =1

Pii dtikazu predposledni rovnosti jsme opét uzili I’Hospitalovo pravidlo. Ctenai
by si mél tuto latku procvicit na dalsich prikladech.

Déle se v této kapitole budeme vénovat vySetfovani vlastnosti funkci pomoci
derivovani; budeme jiz pracovat s derivacemi vyssich fadu.

7.2 Konvexni funkce

Jednim z velmi dilezitych pojmt v matematice je pojem konvezity. Tim se nyni
budeme v souvislosti se studiem funkci zabyvat.

Definice 7.2.1. Necht X je libovolny linedrn{ prostor. Je-li z = ax + (1 — a)y,
kde 0 < a <1 ax,y € X, pak fikdme, ze z je konvexni kombinaci bodu zx, y.
Jsou-li x, y dva rizné body linedrniho prostoru X, definujeme usecku o koncovych
bodech x, y jako mnozinu

{zeX;z=az+(1—-a)y, 0<a<1}.

Mnozina M v linedrnim prostoru X je konvezni mnoZina, jestlize s kazdymi dvéma
body x,y € M obsahuje i celou tsecku o koncovych bodech z,y.

Definice 7.2.2. Funkce f definovana na intervalu I C R je konvexrnina I, jestlize
pro kazdé dva body z1,22 € I a kazdé « € (0,1) plati

flazs + (1 —a)zs) < af(xr) + (1 —a) f(z2). (7.3)

V pfipadé, Ze v nerovnosti (7.3) pracujeme s ,, > “ misto s ,, <*“, dostdvame definici
funkce konkavni na I ?). Nahradime-li relaci , <“ v (7.3) relacemi ,, < “ nebo ,, > “,
dostaneme definice funkce ryze konvexni nebo ryze konkdvni na I.

Poznamka 7.2.3. Polozime-li z := az1 + (1 — a)z2, pak je podminka (7.3)
ekvivalentni s podminkou

X9 — T xr — T

f(z1) + f(x2) :f(;pl)+w

T2 — T1 T2 — I1 T2 — T1

fz) < (z —21).

Jednoduché geometrickd interpretace této podminky ¥ika, Ze secna grafu funkce
f prochézejici body [z1, f(z1)] a [x2, f(x2)], 1 # 2, lezi ,mezi body* =1 a x2

2) Ziejmé je funkce f konkavni na I, pravé kdyz je funkce —f konvexni na I.
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nad grafem nebo na grafu funkce f. Nésledujici véta obsahuje v (7.4) nerovnosti
mezi smérnicemi t¥i takovych secen.

Véta 7.2.4. Funkce f je konverni na intervalu I C R, prdvé kdyZ pro body
x1,72,73 € I, 11 < T2 < 3, plati kterdkoli ze t7 nerovnosti 3)

flaz) = fl@1) _ flzs) = flz1) _ flas) = fl2)

To — X1 o T3 — 21 o T3 — T2

(7.4)

Dikaz. Necht f je konvexni. Zvolime-li body x1,z2, 23 € I, 11 < z2 < 3, pak
plati

T3 — T2 T2 — 1
Tg = ——T1 + ——— T3,
Tr3 — T1 Ir3 — I
a tedy
Z3 — T2 T2 — X1
flz2) € ——— f(@1) + —— f(as), (7.5)

T3 — I1 T3 — I1

coz po jednoduchych tpravich ddvé nerovnosti (7.4); viz nasledujici P¥iklad 7.2.5.
Necht jsou nyni zvoleny libovolné body z,y € I, < y, a € [0,1] a necht plati
pro kazdou volbu z1 < 2o < x5 jedna ze ¢/ nerovnosti z (7.4), napf. nerovnost

fx2) = flan) _ flzs) = fla2) _

ro — I - Tr3 — T2

(7.6)

Nésobenim nerovnosti (7.6) faktorem (23 — x2)(z2 — x1) a Gpravou dostaneme

f(x2)(ws — 21) < (w3 — 22) f(1) + (22 — 1) f(23).-

Zvolime-li nyni o = (z3 — x2)/(x3 — 1), dostaneme snadno pfimym vypocétem
(x2 —21)/(x3 — 1) = 1 — o, a po dosazeni x za x1 a y za x3 dostaneme (7.3),
protoze x5 = ax + (1 — a)y. V ptipadech dalsich dvou ,vychozich nerovnosti“
ze (7.4) je vypocet analogicky. O

Piiklad 7.2.5. Z nerovnosti (7.5) dostaneme nasobenim obou jejich stran faktorem
(3 — 1) a pfevedenim vsech ¢lenti na pravou stranu nerovnost

0 < (z3 — x2) f(z1) — (w3 — 1) f(@2) + (w2 — 71) f(w3) -

(Vsimnéte si souvislosti vyrazu na pravé strané nerovnosti s obsahem trojihelniku ome-
zeného uvazovanymi se¢nami.) Rozepsdnim 3 — 2 = (z3—x1) — (22— 1) a jednoduchou
upravou dostaneme

0 < (w3 — z1)(f(21) — f=2)) + (w2 — 1) (f(23) — f(z1)),

a posléze i prvni z nerovnosti v (7.4). Druha se dokdze obdobnou tpravou a t¥eti z obou

3) Tfeti nerovnost je nerovnost mezi obéma krajnimi éleny v (7.4).
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Poznamky 7.2.6. 1. Kazd4 z nerovnosti v (7.4), pokud je splnéna pro kazdou trojici
bodt x1,x2,x3 € I, x1 < x2 < x3, charakterizuje konvexitu funkce f na intervalu I. Do-
porucujeme Ctenari, aby si nacrtl obrazek a uvédomil si geometricky vyznam nerovnosti
(7.4), které porovnavaji smérnice secen grafu konvexni funkce.

2. Pokud intuitivné zavedeme ,nadgraf* funkce f definované a konvexni na (a,b), pak
f je konvexni funkce, pravé kdyz je ,nadgraf f konvexni mnozina; opét je uziteéné si
nacrtnout obrazek.

Priklad 7.2.7. Je zfejmé, ze naptiklad funkce f : [0,1] — R definovana pfedpisem

[0, =ze(0,1),
f(“’)*{L z€{0,1},

je konvexni, ale neni spojitd v bodech 0 a 1, coz jsou krajni body jejiho defini¢niho oboru.
Vsude v intervalu (0, 1) v8ak spojitd je. Dokdzeme, ze posledni vlastnost je diisledkem
konvexity f.

Lemma 7.2.8. Necht funkce f je konvexni na otevieném intervalu I C R. Potom
plati:

(1) jednostranné derivace f! (x) a f'(x) existuji pro kaZzdé x € I a jsou to
neklesajict funkce na I;

2) plati f. < f' nal;
p + ;
(3) funkce f je spojitd a md v I vlastni derivaci vsude aZ na spocetnou mnoZinu.

Diikaz. Volme bod z € I. Zfejmé funkce, definovana na néjakém prstencovém
okoli bodu 0 vztahem
fle+h) - fz)

p(h) = o ,

je podle (7.4) neklesajici na pravém i levém okoli bodu 0. Existuji proto limity

Jim o) = FL@),  lim () = £ (@).

Pro h > 0 plyne porovnanim prvniho a t¥etiho vyrazu ve vztahu (7.4) a dosazenim
1 =x — h, x3 =z, x3 = = + h, nerovnost

fla—h) ~ f@) _ fath) ~ f@)
—h - h ’

z niz plyne nerovnost limitnim pfechodem pro h — 0+ nerovnost f_ < f na I.
Pokud prechazime k limité jen na jedné strané nerovnosti, dostdvame téz konec-
nost f’ (x), f (x) pro véechna x € I. Pro z,y € I, x < y, snadno dostaneme

fly) = f=)

y—{L‘ _tﬂy+ t—y

fi(z) <
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takze f) je neklesajici na I; obdobné se dokaze, ze i f’ je neklesajici na I. Tim
jsme dokézali (1) a (2). Z konecnosti jednostrannych derivaci f’ (z) a f/ (x) do-
staneme jako ve Cviceni 5.2.2 spojitost f v bodé x pro kazdé = € I. Koneéné (3)
plyne uzitim Tvrzeni 4.3.43 na f/. O

Poznamka 7.2.9. Pokud neni I C R otevieny, pak ukazuje Ptiklad 7.2.7, Ze funkce
f konvexni na I muze byt nespojitd v krajnich bodech intervalu I. Vzhledem k této
mozné nespojitosti funkce f konvexni na uzavieném intervalu I C R se velmi Casto
pracuje s konvexnimi funkcemi pouze na otevienych intervalech.

Nevyhodou predchazejiciho diikazu spojitosti funkce f konvexni na intervalu (a, b) je,
ze ho nelze ,prenést“ na ptipad funkci vice proménnych. V dalsi ¢asti budeme pracovat
s tzv. Lipschitzovou podminkou, ktera je v této souvislosti velmi uzitecna.

Definice 7.2.10. Budeme ftikat, ze funkce f spliiuje na intervalu I C R Lipschitzovu
podminku, jestlize existuje takové K € (0,00), ze pro vSechna x,y € I plati

If(z) = f(y)| < K|z —y].

Zkracené pak fikadme, Ze f je lipschitzovska na I. Pokud f je lipschitzovska v okoli
kazdého bodu x € I, pak fikame, ze f je lokdiné lipschitzovskd na I.

Lemma 7.2.11. Funkce f konvexni na intervalu I je lokalné lipschitzovskd na I (a tedy
spojitd v kazdém vnitinim bodé intervalu T ).

Dikaz. Zvolme v I libovolné body a < x < y < b. Podle (7.4) plati

L A= I@) S =@ fO =16

T—a Yy—x - b—y

takze absolutni hodnota |f(y) — f(x)| /|y — x| je omezend na (a,b) a f je tudiz spojita
v kazdém vnitfnim bodé 1. O

Lemma 7.2.12. Necht funkce f md vsude v (a,b) vlastni derivaci. Potom f je
konvezni, prdvé kdyZ je funkce f' neklesajici.

Diikaz. Pokud existuje f'(z) pro viechna x € (a,b), je f'(x) = fi.(x) a f’ je tedy
neklesajici podle Lemmatu 7.2.8, bod (1). Druhou (¢astéji uzivanou) implikaci
dokdzeme takto: necht je f’ neklesajici na (a,b). Zvolme libovolng 1 < x9 < 3
v intervalu (a, ). Pak plati podle Lagrangeovy véty

flae) = fla1) £(6), f(x3) — f(x2)

ro — 1 Tr3 — T2

= f'(n) (7.7)

ax <& <z <n<xs. Protoze je f' neklesajici, plati f/(£) < f'(n). Zbytek
vyplyva z Véty 7.2.4, ¢imz je dikaz dokoncen. O

Lemma 7.2.13. Necht funkce f md vsude v (a,b) vlastni druhou derivaci. Potom
f je konvexni, pravé kdyZ na (a,b) plati f" > 0.
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Dikaz. Je-li f” >0, pak je f’ podle Véty 5.2.22 neklesajici a f je konvexni podle

predchézejiciho lemmatu. Jestlize existuje bod = € (a,b) takovy, ze f”(z) < 0,

pak je [z — 0,2+ d] C (a,b) a f'(x —h) > f'(x) > f'(z + h) pro n&jaké § > 0

a vechna h € (0,9). Zvolime-li nyni 1 = & — §, x2 = x, 3 = x + §, dostaneme

z Véty 5.2.18 o stiedni hodnoté pro néjaka ¢; € (x—0d,z) a (2 € (x,x+0) nerovnost
f@a) = F@) gy s pey) = L8l = Floe)

T2 —T1 xr3 — T2

takze f meni konvexni na [a,b] a ekvivalence obou podminek je dokdzéna. O

Poznamka 7.2.14. I kdyZ se to muze zdat zbytecné, vyslovné ¢tendfe upozoriiuji na
nékteré detaily: konvexni funkce f nemusi byt spojita (Pozndmka 7.2.9), nemusi mit
v nékterych bodech derivaci (takové body mohou existovat v kazdém otevieném inter-
valu [ lezicim v defini¢nim oboru Dy) a jeji druhd derivace f" nemusi byt definovdna.
Proto pokusy o definici konvexni funkce f pomoci druhé ¢i prvni derivace funkce f
nemohou v obecném ptipadé ,fungovat”.

Definice 7.2.15. Necht funkce f mé v bodé x¢ € (a,b) derivaci (vlastni & ne-
vlastni, ale oboustrannou) a je v tomto bodé spojita. Necht dale existuje 6 > 0
tak, Ze plati

(1) funkce f je v levém okoli (zg — d, ) bodu xo ryze konkdvni a v pravém
okoli (zg, zg + ) bodu x¢ ryze konvexni (viz Definice 7.2.2), nebo

(2) funkce f je v levém okoli (zg — &, x0) bodu zy ryze konvexni a v pravém
okoli (zg, o + 0) bodu zg ryze konkavni.

Potom fikame, ze bod x¢ je inflexnim bodem funkce f.

Poznamka 7.2.16. Z predchéazejici definice vyplyva, Ze ,,podezielymi“ body pii
hled4ni inflexnich bodt f jsou nulové body f”. Inflexe ovSem nastane v piipadé,
7e v takovém nulovém bodé ,méni f” znaménko“. Srovnejte pt¥ipad mocnin 3 a

z* v poéatku: prva ma v tomto bodé inflexni bod, druh4 nikoli.

Je-li funkce f definovana v okoli U (400), resp. U(—o0), pak se miZe na nich
chovat podobné jako linearni funkce I(z) = ax + b (vagné feceno, graf f ,se blizi“
grafu 1). To je nékdy uziteéné védét, musime vSak nasi Gvahu zpfesnit.

Definice 7.2.17. Rikdme, 7e pfimka o rovnici y = ax + b je asymptotou grafu
funkce f v bodé 400, plati-li soucasné

i (f(r) —(er+8) =0, a lm ['(@)=a.

Plati-li soucasné

lim (f(z) — (az+0)=0, a lim f'(x)=a,

r——00 r——00

je pfimka o rovnici y = ax + b asymptotou grafu funkce f v bodé —oo.
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Piiklad 7.2.18. Piimka o rovnici y = 0 je asymptotou grafu funkce f(z) = 1/x
v bodech —o0 i 4+00, coz je ziejmé. Jestlize je

222 + 3
@) ==35T

)

pak lim, o f/'(2) = limg 4 oo (222 + 42 — 3)/(z + 1)?) = 2. Déle je

222 +3

—(2c4+b)=b—2
Lm —— (22 + ) ,

takze tato limita je rovna 0 pro b = 2. Proto je asymptotou grafu f v +oo
pfimka o rovnici y = 2z 4+ 2. Velmi podobné se chova f v okoli bodu —1, kde se
ygraf f blizi k pfimce o rovnici x = —1%; avSak tato pfimka neni grafem funkce
,V proménné x“.

7.3 Prubéh funkce

Jednou z rozsifenych licenci je tloha urcit pribéeh funkce, ¢asto formulovana i ve
znéni urcit graf funkce. Tato Gloha zZad4a nalézt odpovédi na zvykové uréené otazky,
které souviseji se zndzornénim grafu funkce (to je, jak jiz vime, mnozina, kterd plné
funkei urcuje a kterd se ¢asto jako definice funkce uzivd). Schématicky nacrtek je
pak podstatnou ¢asti vysledku, nebot se velmi lehce kontroluje. Co vSe k vySetfeni
prubéhu funkce patii, nelze chapat dogmaticky, v zadkladnich otazkach vsak panuje
obecné shoda. Uvedme popis jednotlivych krokti formou poznamek.

Poznamky 7.3.1. 1. Funkce je vétSinou uréena vzorcem a tak prvnim tkolem byva
urcit definiéni obor vySetfované funkce (oznacme ji f). Nékdy je tato mnoZina pfimo
soucasti zadani, jindy Dy urcujeme v souladu s imluvou jako maximélni podmnozinu
R, na niz mé vzorec smysl. Funkce mutze byt i popsana slovné, nebo i nékolika vzorci,
které popisuji funkci v ¢astech defini¢niho oboru, pfipadné jako limita nebo soucet fady
apod.

2. Dulezité byvé i povsimnuti, kde funkce nabyva ,vyznamnych® hodnot (pruseciky se
soufadnymi osami apod.), zda je jeji graf symetricky (sudé a liché funkce) nebo rozlozi-
telny na shodné ¢asti (periodicita).

3. Dalsi pfirozenou otazkou je vySetfeni spojitosti zkoumané funkce v Dy a jejich pii-
padnych limit ve vybranych (,krajnich“) bodech, tj. téch bodech mimo defini¢ni obor,
v jejichz néjakém (levém, pravém ¢i symetrickém) prstencovém okoli je funkce defino-
vana.

4. Pak zpravidla zkoumame derivaci f’ funkce f vSude, kde je to mozné, tj. uréime
ty body z, kde je f'(x) vlastni, ale i ty, kde je nevlastni nebo v nichZ existuji pouze
obé, nebo jedna z jednostrannych derivaci. Casto nevystacime jen se vzorci pro derivo-
vani a pocitdme napf. na zakladé definice derivace, nebo pomoci véty o limité derivace
a jednostranné derivaci.
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5. Potom obvykle hleddme dle moznosti mazimdlni intervaly, na kterych je funkce mo-
noténni. To jsou ty intervaly, které nejsou vlastni podmnozinou néjakého ,vétsiho“ in-
tervalu, na kterém by byla f jeSté monoténni. Pouzivime k tomu jak definice monotonie,
tak 1 v&t o souvislosti derivace a monotonie spojité funkce.

6. V souvislosti s uréenim oboru hodnot Hy uréujeme téz extrémy funkce f (sup f a inf f)
a zkouméame, zda jich funkce nabyva. Je uzitetné znat body, kde se nabyva maxima ¢i
minima (nékdy nas mohou zajimat i body, kde se nabyvé extrémii vzhledem k néjakému
okoli, tedy tzv. lokdlni extrémy. Rozhodujeme o nich jak z monotonie, tak vysSetfovanim
nulovych bodu derivace, ptfipadné z informaci plynoucich z chovani vyssich derivaci.

7. VySetfujeme téz, zda je funkce konvexni, ¢i konkavni na urcitych intervalech. K tomu
pouzivame vét o monotonii derivace, pripadné o souvislosti s druhou derivaci. Pozornost
vénujeme i bodiim, v nichz nastava inflexe.

8. Nékdy je vhodné urcit i specidlni pfimky, napf. asymptoty grafu. Je uzitecné si vs§im-
nout i chovani v prstencovém okoli bodu, ve kterém funkce neni definovana, avsak existuji
v ném jednostranné limity funkce. Byva Gasto typu ,asymptoty“ o rovnici z = a (my
jsme tyto pfimky jako asymptoty grafu f nedefinovali).

9. Na zavér ziskané informace pouzijeme pro znazornéni grafu jednoduchym obrazkem.
Kreslime ho zpravidla od ruky, ale peclivé a s vyznacenim ,dilezitych“ bod.

Poznamka 7.3.2. Pouziti vhodnych vét je spiSe véci citu a rozhodné obecné neni otdz-
kou algoritmu. PrilisSna algoritmizace naznaceného postupu je skodliva. Je-1li napi.

f(z) = arcsin (2z/(1 + xz)) ,

ziskdme mnoho informaci z vySetfeni ,,vnitini funkce*, které lze provadét prakticky jen se
znalosti definic a stiedoskolskych védomosti o kvadratické rovnici. Resenim (zkouménim
fesitelnosti) rovnice 2z/(1 + %) = a v zavislosti na parametru o dostaneme snadno
obor hodnot ,vnitini“ funkce [—1,1], a tedy informaci o extrémech f. Funkce je lich4,
coz vidime snadno z toho, Ze ,vnitini funkce“ je zfejmé lichd a tu skldddme s lichou
funkci arcsin. Protoze je ,,vnéjsi funkce“ monoténni, je vhodné uzit elementarniho asudku
o skladani monoténnich funkei (i kdyz jsme takovou vétu explicitné nedokazovali). Je
zadouci si povS§imnout co nejdiive, ze v bodé x = 1 budeme muset pocitat derivaci
jinak, nez podle vzoreckd, a ze mame na vybér prakticky tfi mozné varianty postupu:
jednostranné derivace muzeme uréit pfimo z definice, nebo podle Véty 7.1.2, nebo podle
varianty véty o derivaci slozené funkce pro jednostranné derivace. Doporucuji ¢tenaii,
aby si tento priklad samostatné prepocital.

v

Poznamka 7.3.3. Vyssi derivace jsou uzite¢nym néstrojem pro zkouméni funkci, jejich
vyznam vSak nesmi byt pfrecefiovan; kazdopadné neni vhodné zacit naptiklad bezhlavé
derivovat napf. funkci f(z) = |z| nebo g(z) = sin(arctg 2?), x € R, ku zjisténi, ze maji
v bodé 0 absolutni minimum.

Nevénovali jsme se odvozeni specidlnich vét pro vySetfovani pribéhu funkci, nebot
nékdy praveé ony vedou ke skodlivé algoritmizaci postupt. Jde o véty typu: je-li f'(z) =0
a f’(z) > 0, nabyva f v = svého lokdlnfho minima. Je zde jesté dalsi dfivod: s ndstupem
pocditacu 1ze ziskat (nékdy trochu hrubsi) obrazek o prubéhu funkce pouzitim programii
pro ,pocitacovou algebru“. Jsou to programy, které jiz umi mnoho véci: ovladaji nejen
kresleni grafti funkci jedné a dvou proménnych, ale umi i nalézt derivaci dané funkce,
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jsou vysoce specializované (nap¥. na Ciselné-teoretické vypocty, na kalkulus nebo na lo-
giku), jiné maji velmi $iroké pouziti. K tém obecné nejznaméjsim pat¥i Derive, Maple,
Mathematica & MuPad*) V tomto textu pouzivime ukazek, zpracovanych programem
Mathematica. Jeho autorem je tym, vedeny teoretickym fyzikem STEPHENEM WOLFRA-
MEM (1959 — ) ®).

Zad4me-li v programu Mathematica nakresleni grafu funkce f(z) = |z|exp(—|z —1]|)
instrukei (pouzivdme znamy velmi populdrni p¥iklad)

f[x_]:=Abs[x]*Exp[-Abs[x-1]]
Plot [f[x],{x,-3,3}, PlotRange->{0,2},]

dostaneme tento obrazek:

5 e -+ t : 3

Obr. 7.1.
I kdyz si mizeme s obrazkem pohrat a ménit rizné méritko, stézi z néj zjistime, ze
inflexni body f jsou body —2 a 2; to vsak lze velmi lehce spocitat.

Priklad 7.3.4. Nalezeni extrémt polynomu druhého stupné je jednou z tuloh,
k jejimuz feseni nebudeme pouzivat infinitezimalniho poctu. Zfejmé plati

9 b\2 b —dac
ar —I—b:c—|—c:a(:1:—|——> -
2a 4a

a je-li a > 0, je hodnota (4ac —b?)/4a minimalni, kdeZto pii a < 0 je tato hodnota
maximem. Jinych extrému funkce zfejmé nenabyva.

Historicka poznamka 7.3.5. VSimnéme si stru¢né historie uréovani extrému. Jednou
z nejstarsich ,extremalnich aloh“ je nalezeni obdélniku s danym obvodem takového, aby
byl jeho obsah maximéalni 6). Je-li velikost obvodu p, pak jde o nalezeni maxima funkce
pz 2
O@) = (p/a+x)(p/a-2) =L o

4) Program MuPad patii k finanéné nejdostupnéjsim a jeho tvorba a zdokonalovani probiha
na zdkladé grantu na Univerzité v Paderbornu (SRN). Vyzaduje v8ak zatim pro provoz hodné
vykonny pocitac.

5) Pro ,soukromnika“ je tento program finanéné mélo dostupny.

6) Jednou z nejstarsich extrémalnich tloh je isoperimetricky problém: jde o nalezeni rovin-
ného obrazce, ktery ma pfi daném obvodu mazimdlni obsah. ZENODORUS (asi 200 — asi 100 pfed
n. l.) patrné napsal praci, kterou jini zminuji, kde je uréen kruh jako FeSeni tohoto problému.
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na intervalu [—p/4,p/4]. Toho se zfejmé nabyva pro z = 0, takZe FeSenim je Gtverec
o strané p/4.

Jiné feSeni je zalozeno na AG-nerovnosti dokdzané v Lemmatu 1.3.28. Oznac¢ime-li
délky stran uvazovaného obdélniku x a y, plati

2 2
xy<<x—|—y> =P
2 16

V nerovnosti podle zminéného Lemmatu nastava rovnost v jediném pripadé, kdy x = y.

t
b 1 b
T t
a 3 a 2 a
T t
s l
Obr. 7.2.
Staii Rekové fesili tuto tlohu geometricky. Na pfipojeném Obr. 2 vlevo je &tverec
o strané ¢ = a + b a obdélnik o stejném obvodu a stranach a, t + x. Protoze plati

2(t + a+b) = 2(t + a + z), dostdvame odtud b = z. Oba tyto rovnobézniky maji
spolecnou ¢ast 2 o obsahu at. Porovname tedy obsah ¢asti 1, ktery ¢ini bt, s obsahem
¢asti 3 o velikosti ax. Protoze vSak plati t = a + b > a, dostavdme odtud vynasobenim
nerovnosti ¢isly b a = (jsou si rovnal) nerovnost

bt > ax,
z ¢ehoz plyne, ze soucCet obsahti ¢asti 1 a 2 je vétsi nez soucet obsaht casti 1 a 3.
PIERRE DE FERMAT (1601 — 1665) uzival jiného postupu, ktery si ukdZeme na stejné

aloze.
Je-li p opét dany obvod, mé se ,maximalizovat® funkce

V(z) = (g — :c)x

V libovolné blizkosti bodu, v némz se nabyva maximalni hodnoty, 1ze nalézt body z1,
Z2, T1 # x2, pro néz plati (kreslete si obréazek!)

(5 -1)m= (5w

(:cl—mg)::cf—:cg.

neboli

[\Rhs}
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Po zkraceni dostavame p/2 = z1 + x2. P¥i pfiblizovani bodi z1, z2 se dostdvame stale
blize k situaci x1 = z2 = p/4. Fermat uzival stejnou techniku ,pseudorovnosti® i pfi
hledani (smérnic) teéen ve slozitéjsich situacich. Sledujte postup na Obr. 2 vpravo.

Plati (s+1)/s = k/f(x) a pokud nahradime k =~ f(x+!) a vyfesime rovnici vzhledem
k s, obdrzime

L@ @
f@+l)—f(=) (fl@+)—f@)/l

V modernéjsi apravé pfechodem k limité dostavdme odtud s = f(x)/f'(x) a protoze
smérnice teény ke grafu m4a hodnotu f(x)/s, je rovna f'(z). V konkrétnim ptipadé podle
tohoto postupu dostavame napt. pro f(z) =

3 3 3

s~ lz . lz . T
T3 —a® 1324 3xl+12) 32+ 3xl4+12°

Zanedbanim ¢lentt s | dostaneme s = 2°/3z? = 2/3 a f(x)/s = 2*/(x/3) = 32° pak
dava hodnotu derivace f'(x) = 3z2.

7.4 Aproximace polynomy

Velmi jednoduchymi funkcemi jsou polynomy. Maji spojité derivace vsech radd,
které jsou vSechny az na konecny pocet identicky nulové, a diky svému alge-
braickému charakteru jsou snadnym objektem studia vlastnosti funkci. Proto je
smyslu ,blizké“, neboli které je v jistém smyslu dobfe aprozimugi. Ulohami tohoto
typu se nyni budeme zabyvat.

Priklad 7.4.1. Zvolme libovolné zy € R. Potom pro kazdé k € Ny zfejmé existuje
polynom py, jeho? k-ta derivace p(*) (x0) je rovna 1 a ostatni jsou vSechny rovny 0.
Za polynom p;, lze volit

po(z) == (x —20)° =1, p1(z) == (x —z0)' =2 — ¢

a obecné, pro kazdé k € Ny,

1
pr(x) == H(:v —z0)*, z€ER.

Definice 7.4.2 (Tayloruv polynom). Necht n € N, 29 € R a f je funkee,
definované v okoli bodu xy. Piedpokladejme, Ze pro funkci f plati f(")(z) € R
Polozme

S (o)
T T 0 +T(

neR) (g
B S GOV (7.8)

Tf@oﬂl(‘r) = T(.’L‘) L= f(«TO) + x — xo)" =
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Tento polynom, ktery je konstruovan tak, Ze ma v bodé xy s funkci f shodné
derivace az do Ffadu n, se nazyva Tayloriv polynom (stupné nejvyse n-tého) funkce
f v bodé xg. Pro xy = 0 se tento polynom nazyva téz Maclauriniv polynom.

Poznamka 7.4.3. ZjednoduSujeme ponékud oznaceni, nebot bychom méli stéale
psét T zo.n(x) nebo To(f, zo;x) apod., abychom vyznaéili zavislost na f, zo a
n. Pokud pracujeme s pevné zvolenou funkci f a fixovanym bodem =z, nehrozi
nebezpedi z nedorozuméni; budeme proto pro polynom definovany v (7.8) uzivat
jen zjednodusené oznaceni pomoci T ¢i T,,.

Ctenaf by si mél poviimnout, Ze pro polynom T plati

n

T(2) =3 P (@o)pi(a).

k=0

Polynom T mé lokalni chovéani ,blizké“ chovéani funkce f; proto fikdme zpravidla, zZe
je lokdlni aprozimaci nebo lokdlnim priblizenim funkce f. Pfesnéjsi popis lze nalézt
v Lemmatu 7.4.20. Nezli budeme vlastnosti polynomu 7" studovat podrobnéji, v§imneme
si dalsich moznosti.

Necht je v intervalu [a,b] ddna koneénd mnozina M := {zo,z1,...,Zn}. Zkusme
najit polynom, ktery v bodech mnoziny M nabyva stejnych hodnot jako dand funkce f
definovand na [a,b] 7). Zkusime postupovat obdobnym zptisobem.

Priklad 7.4.4. Snadno ovéfime, Ze pro kazdy prvek x, € M, k = 0,1,...,n, existuje
polynom gy, pro ktery plati gx(zx) = 1 a déale gx(y) = 0, pravé kdyz y € (M \ {zx}).
Staci polozit

n n

gr(z) = H (x—xm)~< H (xk—xm)>71.

m=0,m#k m=0,m#k

Definice 7.4.5 (Lagrangeuv interpolaéni polynom). Necht f je funkce, definova-
né na intervalu [a,b]. Polozme

Lian(@) = L) = Y qi(@)f (). (7.9)

m=0

Tento polynom L = L, nejvyse n-tého stupné, ktery nabyva v bodech mnoziny M
stejnych hodnot jako funkce f, se obvykle nazyva Lagrangetv interpolacni polynom.
O oznaceni uzavieme analogickou imluvu jako je ta z Poznamky 7.4.3 a budeme psat
pouze L ¢i Ly,.

V obou piipadech, tj. pro Tayloriv polynom 7' i Lagrangetv polynom L, je
dilezité ziskat informace o rozdilu polynomu a ptvodni funkce, s pomoci které
byl konstruovan.

7) Ctenaf si muze predstavit, ze chceme na zakladé stavii urcitého fyzikalniho déje, kvan-
titativné popsanych v nerovnomérné rozlozenych c¢asech méfeni, tento déj co nejjednoduseji
popsat.
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Definice 7.4.6. Je-li zp € R, existuje f(™(29) € R a T}, je polynom uréeny
vzorcem (7.8), pak polozime

R (v) = f(z) — Tu(z), (7.10)

pro x ,blizkd bodu x(*; funkce f je zfejmé v néjakém okoli xy definovana. Funkci
R, (x) nazyvame obvykle zbytek v Taylorové vzorci

f(x) =Ty(z) + Ry (x). (7.11)

Poznamka 7.4.7. Poznamenejme, ze bézné uzivany nézev Taylortiv vzorec (7.11) neni
adekvatni, nebot Taylor zbytek R, vibec nezkoumal. Jiz r. 1697 JOHANN BERNOULLI
(1667 — 1748) dospél k podobnému vyjadieni fadou, je tedy otdzka puvodu jednotlivych
myslenek velice slozita.

Véta 7.4.8 (Lagrange 1797). Necht g,z € R, © # x9, a n € N. Predpokla-
dejme, Ze funkce f md v uzavieném intervalu I o krajnich bodech x¢, x derivace
a? do vddu (n + 1) 8). Necht T, je urcen vzorcem (7.8) a R, vzorcem (7.10).
Potom existuje vnitini bod ( intervalu I tak, Ze
f(n+1)(<) )n+1 .

R, (z) = =—=~(z — 2o

(n+1)! (7.12)

Dikaz. Budeme predpokladat napt. x > xg a pracovat na intervalu [z, 2 |; druhy
pripad se vySetf{ obdobné. Definujme R,, pomoci rovnosti (7.10) a poloZzme

F(t)=(x— :vo)"HRn(t) —(t— xo)"HRn(x), te€[xo,z].

Ziejmé je F(xz¢) = F(z) = 0 a na F mizeme aplikovat Rolleovu vétu. Existuje
bod (1, (1 € (x0,x), s vlastnosti F'(¢1) = 0, . Postup opakujeme: protoZe plati
F'(z0) = F'(¢1) = 0 a existuje tedy 2 € (o, (1) tak, ze F”(¢2) = 0. Po provedeni
kone¢né mnoha obdobnych kroki spocivajicich v opakovaném uziti Rolleovy véty
dospéjeme tak k bodu ¢, 11 s vlastnosti F("*1D(¢,,1) = 0, kde

FOD () = (z — 20)" T f D () — Ry () - (n+ 1))

Plati ¢ = (ny1 € (20,8n) C -+ C (%o, ) a snadnym vypoctem obdrzime zddany
tvar zbytku (7.12). O

Poznamka 7.4.9. Toto je nejjednodussi tvar zbytku v Taylorové vzorci, ktery se téz
nejsnaze pamatuje. Staci provést srovnani se ¢leny 7T, a vidime, ze R,(x) je ,skoro
(n 4+ 1)-vy ¢len“. Nazyva se zbytek v Lagrangeové tvaru a jeho nazev napovida do jisté
miry i metodu dukazu. Jde totiz o ,zobecnéni Lagrangeovy véty“, nebot vatah pron = 0

£(&) = fao) + Lz — x0)

je jen jinym zapisem Lagrangeovy véty. Ve Vété 7.4.24 dokazeme obecnéjsi tvrzeni.

8) Odtud plyne, Ze na tomto intervalu je funkce z C(") | uvazované derivace jsou do ¥adu n
vlastni.
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Analogicky si budeme pocinat pro odhad zbytku u Lagrangeova interpola¢niho po-
lynomu. Pro zdiraznéni analogie zvolime stejné ¢i velmi podobné oznaceni.

Véta 7.4.10 (Lagrange 1795). Necht M = {zo,z1,...,Zn} a necht funkce f md

v uzavieném intervalu I = [a,b] obsahujicim body x,x0,x1,...,Tn derivace az do Tddu
(n+1). Necht L, je uréen vzorcem (7.9) a R, na [a,b] vzorcem
Rn(z) := f(z) — Ln(x). (7.13)

Potom ezxistuje vnitini bod ¢ intervalu I tak, Ze

£

Bn(@) = 03

(x —zo)(x —x1) - (T — 20n) . (7.14)

Dikaz. Definujme R,, pomoci rovnosti (7.13) a polozme
Ft)=(x—x0) - (x —xn)Rn(t) — (t —x0) -+ (t —zn)Rn(x), tel.

Ziejmé je F(z) = F(zo) = F(z1) = -+ = F(z,) = 0 a na F muZeme aplikovat na
vhodné zvolenych intervalech Rolleovu vétu. Pro z = zy, k € {0,1,--- ,n} je Rn(z) =0,
staci tedy provést ivahu pro z € I \ M. Sefadme body z M U {z} vzestupné a ozna¢me
je v tomto pofadi t) < 9 < --- < t0,,. Nalezneme tak n + 1 bodt t; € (3, th,1),
kE=0,...,nsvlastnosti F’(t;) = 0. Postup déle opakujeme: je F’(t3) = F'(t{) = --- =0
a existuji tedy body t; € (th,th41), k = 0,...,n — 1 s vlastnosti F"(t}) = 0. Po
kone¢ném poctu aplikaci Rolleovy véty dospé&jeme k bodtm tg,t7, v nichz se anuluje
F™_ Poslednim krokem najdeme ¢ := t0+* € (t,t7) tak, ze F("*1(¢) = 0, kde

FOD (1) = (@ — 0) -+ (2 — 20) [ ) — Ru() - (n+ 1)1
Bod ¢ zfejmé lezi v intervalu (a,b). Odtud snadno dostdvame zbytek ve formé (7.14). O

Priklad 7.4.11. Je-li f polynom stupné k, snadno nahlédneme, Ze pro n > k je
zbytek R, v obou pripadech identicky roven 0, nebot f("+1)(z) = 0. Proto plati
T,.(z) = f(x) véude v R. Je poucné si to vyzkouSet nap¥. s Taylorovymi rozvoji
v alespon dvou riznych bodech a pfipadné srovnat s algebraickymi postupy pro
transformace polynomu. Plati napft.

7—5x+322 =54 (x—1)+3(x—1)%,
kde vpravo stoji rozvoj polynomu na levé strané rovnice v bodé xg = 1.

Priklad 7.4.12. Jestlize vSak zvolime napi. f(x) = expx, pak pro Zddné n nemuze
nastat rovnost T,, = f na R, nebot, jak snadno nahlédneme, je zbytek R, vZdy nenulovy.

Poznamka 7.4.13. Jak Taylorovy, tak Lagrangeovy polynomy jsou volbou f,zo a n,
resp. f a M urceny jednoznacné. Rozdil Taylorovych polynomu stupné nejvyse n-tého
je opét polynom stupné nejvyse n-tého a ma v bodé xo vSechny derivace rovny 0, Roz-
dil Lagrangeovych polynomt mé (n + 1) raznych nulovych bodu. Jednozna¢né jsou ve
ziejmém smyslu urceny tedy i polynomy pi a gx z Prikladt 7.4.1 a 7.4.4.
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Piiklady 7.4.14 (duleZité). 1. Protoze plati exp’ = exp a exp(0) = 1, je pro
exp, ro = 0 a fixované x

2 n xn—i—l

Tn(x):1+x+%+--~+%, Ry (z) = ——;

kde ¢ lezi mezi body 0 a x. Déle plati

|x|n+l )
CES exp(|z]) a lim

|x|n+l
ﬁexp(lwl) =0.

n—oo (n+1

0 < |Rn(2)| <

Staéi si uvédomit, Ze fada o ¢lenech a,, = exp(|z|)|z|**!/(n+1)! podle podilového
kritéria konverguje pro kazdé x € R, takze lima,, = 0. Odtud vyplyva, Ze pro
vSechna z € R plati

ok
exp(z) = Z % , zeR. (7.15)
k!

2. Jestlize provedeme stejnou tvahu pro funkce sin a cos, dostaneme podobné pro
vSechna z € R

oo . a2kt oo . 22
1 = —1 _— == —1 . .1
sin x ;( ) Ok CosS T ;( ) oh)! (7.16)

Piiklad 7.4.15. Stejnou Gvahou pro funkce sinh a cosh dostaneme podobné pro vSech-

nazx € R
oo oo
:C2k+1 2k

sinh:c:;m, cosh:c:Z oIk (7.17)

Poznamka 7.4.16. V Lemmatu 3.2.11 jsme dokézali, Ze ¢islo e je iracionalni. Z toho
samoziejmé neplyne, 7e &islo €2 je iracionalni, aviak i to lze dokazat podobnym zptiso-
bem: z rovnosti e? = p/q, kde p,q € N, ¢ > 1, dostavame pe~! = ge. Pak vyjadiime e a
e~ ! fadami, upravime a limitnim pfechodem odvodime spor.

Dalsi dtlezitou aproximaci polynomy budeme studovat ve druhém dile tohoto
textu, kde pro funkci f € C([a,b]) a danou ,pfesnost* & > 0 budeme hledat
polynom p tak, aby platilo |f(z) — p(x)| < € pro vsechna = € [a,b]. Protoze
zddadme stejnou presnost aproximace ve vSech bodech, hovoii se v tom pfipadé o
stejnomérné aprorimaci polynomem.

Historicka poznamka 7.4.17. Dopliime vyklad nékolika historickymi pozndmkami.
Opravdovym mistrem ve studiu interpolac¢nich problémua byl nesporné ISAAC NEWTON
(1643 — 1727); svédéi o tom i Fada vSeobecné uzivanych nazva (napt. Newton-Gaussova
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formule, Newton-Besselova formule apod.). Jiz dfive bylo nutno interpolovat v souvislosti
se vznikem tabulek. Dfive zminénou ¢asto feSenou tlohou, souvisejici s astronomickymi
pozorovanimi, bylo urceni hodnoty funkce f v bodé z,+1 na zakladé jejich hodnot v bo-
dech zop < 1 < --- < xy, s intervaly o riznych délkach xy — rx—1, k=1,2,...,n+ 1.
Oznacime-li postupné fo := f(x0), f1 := f(zo,z1) := (f(z1)— f(x0))/(x1—20) a obecnéji

frr1 = f(mo, z1, ..., Tpy1) =
_ f(fl’o,.’lfl,...,.'lfk)—f($1,$2,...,$k+1)7 k:1727 ,
To — Tk+1

pak lze vypocltem ovérit rovnost

f(xo) = f(x1) + (zo — x1) f(wo, x1) =
= f(x1) +( )|
= f(z1) + (w0 — z1) (w0, 1) + (z0 — x1) (w0 — 2) (w0, 1, 2) + - +
) ).

(o — zn) f(zo,z1,...,%0) + Ry .

f $17$2 (mo_fC2)fT(ﬁC07$17$2)] =

Xo — X1

(10 — 1 (170 — T2
Zde pro R,, plati
Rn = (:C() — 131)(:00 — 1’2) . (:C() — £Cn+1)fT($07 Llyeoy $n+1) .

Nahradime-li o proménnou x, dostaneme tak formuli, kterou Newton pouzival a ktera
se po ném jmenuje. Je-li pfitom f polynom stupné n, je R, = 0. Neprovedli jsme
nic jiného, nez jsme jiz délali, avSak v odliSném znaceni. Newton dfive odvodil jiné
interpolacni vzorce, avsak v praci Regula Differentiarum, jejiz vznik se klade do r. 1676,
pise: Lze popsat jiné vzorce tohoto druhu, ale ja ddavam prednost zahrnout vse do jediného
obecného vztahu . . .. Vysledek mize byt ¢tenafi stale silné nepovédomy, pokusme se tedy
jesté o dalsi zjednoduseni. Definujme pro h > 0

Agnf=[(x),  Auuf=fle+h) - flz),
AL nf = f(a+2h) = 2f(z + h) + f(2),
AV F=ALL(AL L), k=12,
Podobné je vhodné zavést jesté toto zkracené oznaceni
@)or=1, ()1n=2, @gr=z(z—h)---(z—(k—1h), k=1,2,....

Snadno ovérime, ze pro

(i) = :”(x_l)"é!(x_k+1)7 z€R, keN, (7(’;) =1, je(x)k ::(x)k,lzk!(i)7

a také

Aza(@)e = (@ + Dk — @)k = @ [(@+1) = (= (k= 1))] = k ()1

Pracujeme-li tedy s rovhomérné rozlozenymi body, dostaneme formulku jesté mnohem
povédoméjsi: pro polynom f stupné n plati (srovnejte s Taylorovym, resp. Maclaurino-
vym polynomem)

I

k=0
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Posledni rovnost se nékdy nazyva Harriot-Briggsova formule, byla vSak nezavisle ob-
jevena Newtonem a JAMESEM GREGORYM (1638 — 1675), ktery o ni psal JoHNU COL-
LINSOVI (1625 — 1683) °) v dopise z r. 1670. Gregory odvodil mnoho vysledki a zd4 se,
Ze jiz dobfe znal a uzival ,taylorovské“ postupy. Zda se opravnénd domnénka (srovnej
s [3], str. 75, podle niz dospél Gregory k Taylorové vzorci resp. k Taylorové fadé (viz
nasledujici definice) dfive, a to pravé v souvislosti s interpola¢nimi formulemi. Pozna-
menejme jiz nyni, Zze Gregory napf. odvodil binomicky rozvoj, kterym se zabyvame dale
v Prikladu 7.4.28 a také r. 1671 rozvoj funkce arctg z Pfikladu 8.3.14.

Definice 7.4.18 (Taylor 1715). Necht f ma v bodé xg derivace vSech fadd, tj.
existuji f(™ (20) pro vSechna n € N. Potom se fada

0 (k) (4
k=0 ’

nazyva Taylorova Tada funkce f v bodé xg.

Poznamky 7.4.19. 1. Zde je pojmenovani patrné vice na misté, nebot Taylor
k tfadé dospél, i kdyz nezkoumal jeji konvergenci. Jak jsme se jiz zminili, k této
fadé vsak dospél jiz r. 1697 Johann Bernoulli a dfive moznd i Gregory. Je znamo,
ze Gregory odvodil 16 rozvoji tohoto typu, méné je vSak zndmo jak a také doba,
kdy je urcil. Viz jesté nize.

2. Zdaleka neni pravda napf. to, ze ma-li funkce f derivace vSech fadi na R
(piseme f € C(®)(R)), je rovna souétu piislusné Taylorovy fady. Jak uvidime
pozdéji, napf. na zakladé Prikladu 7.4.29, jde o zalezitost dosti slozitou.

3. Je-li funkce f definovéna na okoli U(xo) bodu zg a existuje-li f'(zo) vlastni,
Ize Tayloruv polynom prvniho stupné interpretovat jako tecnu grafu funkce f. Je
to pfimka o rovnici

y = f(zo) + f'(z0)(z — o) .
Hledéni tecen ke kiivkam bylo jednim z hlavnich motivi pro vznik infinitezimél-
niho poctu. Poznamenejme, Ze situace nemusi odpovidat nasemu nézornému cha-
pani tecny jako piimky, kterd ma v ,,bodé dotyku“ z s grafem f jediny spolecny
bod. Uvazte funkci

f(z) = a®sin(1/z), ©#£0,  f(0)=0
a polohu jejiho grafu vuci pfimce y = 0. Ta je podle nasi definice te¢nou grafu f
v bodé 0.
4. Necht f méa napt. spojitou prvni derivaci v okoli bodu xg. VSimnéte si, Ze
pfimka y = f(zo) v obecném piipadé aproximuje f v okoli bodu zy, ale ne p¥ili§
dobte. Je

lim (f(zo +h) = f(z0)) =0, ale lim(f(wo +h)— f(xo))/h

9) Collins byl sekretafem anglické Royal Society (zal. 1662).
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nemusi jiz obecné existovat, a pokud existuje, nemusi byt rovna 0. Jsou-li a,b € R,
pak obé limity

lim (7 (20 + h) — (a(zo + ) +)) . lim (F(z0 + h) — (a(xo + h) + B))/K) (7.19)
jsou rovny 0 pouze pro jedinou linearni funkci. Geometricky: tuto vlastnost ma
mezi pfimkami o rovnici y = a(x — x¢) + b pouze ta, pro kterou je a = f'(z).
Ctenéi by si mél uvédomit, ze je-li druhd limita v (7.19) rovna 0, je rovna auto-
maticky 0 i prvni limita v (7.19). Viz nasledujici lemma.

Lemma 7.4.20. Necht existuje vlastni f(”)(mo) # 0. Potom existuje jediny polynom
n-tého stupné P takovy, Ze pro P(x — xo) plati

lim 1(&) = Pl@—z0) _ 0. (7.20)
z—zg (x — zo)™
Polynom P(x — xo) je prdavé Tayloriv polynom funkce f stupné n v bodé xo.

Diikaz. Je-li g(z) = f(z) — T(z), pak ¢g®)(z0) = 0 pro viechna k € N, 0 < k < n;
aplikaci I'Hospitalova pravidla (n — 1)-krat totiz dostaneme

/ (n—1)
n! lim ﬂ:(n—l)! lim ﬂ: = lim 2 (:c)i
T—xzg (m — mo)" T—xzg (m — mo)n*1 z—zy T — To
(n—1) _ f(n=1) _ f(n) _
i 270@ = ) - £ = w0) _
T—x T — To

neboli je splnéna podminka (7.20). Necht je g(z) = f(x) — P(z — zo) a necht plati
(7.20). Pak ale je g(z) = f(z) — T'(z) + (T'(x) — P(z — zo)), a proto i pro polynom
h(z) = T(z) — P(x — xo) plati limg—.o, (h(z)/(z — z0)™) = 0. Analogicky je

lim h(z) = lim ﬂ(w —z0)" " =0

T—xzg (:c — mo)k z—xg (m — :co)”

pro v8echna k£ € N, 0 < k < n. Protoze pracujeme s rozdilem polynomd, tj. poly-
nomem, ktery je nejvysSe stupné n, jsou vSechny jeho koeficienty nulové, a proto plati
T(z) = P(x — x0). |

Pi¥iklad 7.4.21. Pro funkei f(z) = v/z, 2 € R, je na R\ {0}
flla)y=@/3)a?2, f(a) = (=2/9)277,  f"(x) = (10/27)2~%/3.
Pouzijeme-li jiz odvozeny Lagrangetv tvar zbytku, dostaneme
V9= VBH1=F(8)+/(8) - 1+(1/2)f"(8) - 1*+ (1/6)f" (8 +6) =
=241/12-1/(9-32) + (5/81)(8+0)"%3, 0 (0,1).

Tak dostaneme pro i/@ = 2.0798611 misto 2,0800838; trivialni odhad chyby ¢ini
5/20736 = 0,0002411, zatimco skutecnd chyba je = 0,0002227. Pfesnost byla
volena tak, aby zahrnovala vSechna ,zajimava“ mista.
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Definice 7.4.22. Jestlize k funkci f definované na okoli U(zo) bodu zo existuje funkce
g definovand na okoli U(zo) a konstanta K, 0 < K < oo tak, ze na tomto okoli je

|f(@)] < K- |g(x)],

zapisujeme to pomoci vztahu f(z) = O(g(x)), * — 0. Cteme ,funkce f je velké O
funkce g pro z jdouci k zo“ apod. Existuje-li ke kazdému € > 0 takové okoli bodu U(zo),
na némz plati

lf(@)] <e-lg(=)l,

zapisujeme to pomoci vztahu f(z) = o(g(z)), * — xo (pfi Cteni fikdme podobné jako
vyse ,...malé o ...“ apod.

Priklad 7.4.23. Pomoci zavedenych pojmu se daji poéitat pomérné snadno né-
které limity. Vypolty jsou zaloZeny na tom, zZe staci umét s touto symbolikou
usporné zachdzet a mit néstroje (zde jsou jimi Taylorovy polynomy) k urcovani
funkci g. Bez podrobnéjsiho vykladu si ukazme jednoduchy ptiklad vypoctu:

lim & sinz i & (x —23/6 + o(z?)) — lim 2?/6 + o(z?))
z—0 3 z—0 3 z—0 3

::ig3‘1/6-+cmx4)/x3)::1/6.

Véta 7.4.24 (obecnéjsi tvar zbytku). Necht zg,2 € R, © # xzp, a n € N.
Predpokladejme, Ze funkce f md v uzavieném intervalu I o krajnich bodech xq, x
derwaci aZ do fddu (n+1). Necht T,, je urcen vzorcem (7.8) a R,, vzorcem (7.10).
Necht ¢ je funkce spojita na I, kterd md v kaZdém vnitinim bodé t intervalu I
derivaci @' (t) # 0. Potom existuje vnitini bod ¢ intervalu I tak, Ze

(x = Q" (@) = p(x0)

— (n+1)
Ra(a) = S B B (). (7.21)
Diikaz. Definujme funkci g rovnosti (g je R,(x), kde 29 zaménime za t)
! (n)
o) = 1@) 50~ L@ -y - - L0 gy

1!

Ziejmé plati g(x) = 0, g(x9) = Rp(z). V intervalu I (v&etné krajnich bodt) ma
funkce g derivaci
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Odtud po upravé dostaneme jednoduchy vztah

n T —1)"
g(t)=—f “)(t)—( I .
n!
Nyni pouzijeme na interval I Cauchyho vétu. Nalezneme tak bod ( s vlastnosti

9(x) —g(xo) _ g'(<)
p(x) —p(zo)  ¢'(C)°

a odtud dostavame

ey 20 = 9(0) iy oy (= Q"
R"() ‘P/(C) f * (C) n!

coz je jiz zadany tvar zbytku. O

)

Dusledek 7.4.25. Polozme v (7.21) ¢(t) = t. Pak dostaneme tzv. Cauchyho tvar
zbytku

R(a) = E= " @2 20) pnny (7.22)

n!
(Lagrangeiiv tvar 2bytku (7.12) dostaneme volbou p(t) = (z — t)"T1.)
Priklad 7.4.26. Pouziti Maclaurinova vzorce pro rozvoj funkce log neptipada

v Gvahu, nebot log neni v bodé 0 definovan. Budeme tedy rozvijet modifikovanou
funkci f(z) := log(1 + x). Plati

f/(I) = e f(n)(a;) — (_l)nfl;
z ¢ehoz plyne
f(O) =logl=0, f’(O) =1=0!, f”(O) _ _1!7'”7f(n)(0) _ (—1)"_1(n— 1)!'

Prol+z >0, tj. z > —1, je proto

z? 28 z"
+ (e

T
log(l—i-:v):T—? 3

+ Ry (x). (7.23)

n
Nyni muzeme dobie srovnat efektivitu uziti Lagrangeova a Cauchyho zbytku: pro
0 <2 <1 an € N dostaneme pfi pouziti prvniho vzorce (7.12)

n!

T
R,(z) = —  (-1)"—r+r—
(@) (n+1)! (=1) (1+Q)nt
a lze provést odhad
n+1 | n+1 1
[Ra(@)] = - .

D! T+rO™ “ndl “ntl
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Pro kazdé uvazované x je ¢ € (0,2) a odhad je nejhorsi pro ¢ blizka k 0, ale
i v piipadé, ze odhadneme zbytek tak, Ze v ném polozime ( = 0 a z = 1, dava
odhad konvergenci fady k f.

V ptipadé uziti Cauchyho vzorce (7.22) dostaneme pro tataz x

x(x — )" n!

R, (x) = (D)t
(@) T A rewa T
a opét mizeme odhadnout pro 0 < z <1, Ze
_ n n+1
Ra(a)] = 2 oS e,

A+ = T+

Vidime, ze odhad je pfi fixovaném z nejhorsi pro ¢ blizka k 0, ale i v pfipadé, ze
zbytek odhadneme hodnotou pro ¢ =0 a < 1, dava konvergenci k f.

Pro |z| > 1 Maclaurintv rozvoj funkce log(1 + z) diverguje podle podilového
kritéria; diverguje také v bodé x = —1, nebot je to aZ na znaménko harmonickd
fada. Zbyva vySetfit pfipad —1 < a < 0, kdy fada (7.23) konverguje, ale neni
ziejmé, zda jeji soucet je f.

Piedchazejici odhad podle Lagrangeova vzorce nelze pouzit, nebot je 1+¢ < 1.
P1i vypoctu totiz dostdvame

1 |z 1 o\
R (2)] = : — < :
n+1 |1+ n+1 \1-|z]

s ohledem na fakt, ze ¢ muze lezet v libovolné malém levém okoli bodu z. Tak
napf. pro x = —3/4 nejsme z provedeného odhadu konvergenci fady k f schopni
dokéazat, nebot 3"/(n + 1) — oo. Pouzijeme proto Disledek 7.4.25 s Cauchyho
tvarem zbytku (7.22). Plati

el (e C\" e
|Rn<x>|—1+<-(1+<) <

nebot zlomek (x| + ¢)/(1 + ¢) je pro —|z| < ¢ < 0 odhadnut svoji hodnotou pro
¢ = 0. Odtud plyne konvergence rozvoje k f pro vSechna uvazovand z. Zavér:
vzorec

> k 2 3 n
log(1 — _1’6*1%_:{_96_ ro_ . _1"*196_ 7.94
og(1 + ) ;() C=T gty (D) T e (129)
plati pro —1 < = < 1. Specialné plati
- 1 11
)Pl =142~ =log2. 7.25
S =1 g og (7.25)
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Priklad 7.4.27. Pfipominame vysledek, ktery jiz zndme a ktery je tfeba si uveé-
domit. Maclaurinova fada funkce f(z) = (1 — )~ je velmi jednoduché. Plati

1 oo
1_x:1+x+x2+x3+...:;xk, re(—1,1). (7.26)

Rada vpravo diverguje pro véechna z € R\ (—1,1). Jak se to d4 vyuzit pro
jednodussi pristup k odvozeni né€kterych rozvoju si ukdzeme v nasledujici kapitole.

Piiklad 7.4.28 (binomicky rozvoj). Obdobné jako vzorec pro Maclaurintv
rozvoj log(l + ) se dokazuje vzorec zobectiujici zndmou binomickou vétu. Re-
dukuje se na tuto vétu pro a = 0,1,2,.... V téchto specidlnich pripadech vzorec
plati pro v8echna € R. Pro z vyhovujici podmince |2| < 1 plati i pro ostatni

aeR
(1—|—I)O‘—§<Z>xk— (3>x0+<?>x+<§)x2+~~, (7.27)

kde pro k € N am € R je opét

<m> mim = 1)(m=2)...(m—k+1). <m)_1.

k k! 0
Lze snadno dokazat, ze fada vpravo absolutné konverguje pro vSechna x, pro néz
plati |z| < 1. To, ze se soucet fady shoduje s funkci na levé strané, plyne pro
0 < x < 1 napf. z Lagrangeova tvaru zbytku, pro —1 < x < 0 je nutno opét
pouzit Cauchyho tvar zbytku. Ten ndm d4 vysledek i pro |z| < 1, budeme-li
postupovat ponékud rafinovanéji takto (srovnejte s vySetfenim log(1l + z)):

Pro n € N je Taylortv polynom T, (z) v £y = 0 roven n-tému ¢dsteénému
sou¢tu fady (7.27) a pro Cauchyho tvar zbytku dostavdme pro |z| < 1, ¢ = 0z,
al<f<1

n =N
Ro(a) = SO pr g
o)nxn+1 n

_ =0yt (H(a - k:))(l + gyt =

n! 5
—or (ot () (G -0 oo

Zvolme nyni pevné x a [ tak, ze je |z| < 3 < 1. ProtoZze je 0 <1 —0 < 1+ 0z, je

0<(1-0)/(1+060x)<1 (7.29)

a lze nalézt m € N tak, ze
[(a/k —Dz| < B (7.30)
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pro viechna k > m. Nyn{ polozme M =2 proa >1a M = (1 - 8)*"! pro
a < 1. Cislo M je nezavislé na n a plati

0<(1+0x) <M (7.31)

pro vSechna n € N (éislo 6 na n zavisi). Z rovnosti (7.28) a odhadt (7.29) — (7.31)
dostavame

|Bn(2)| < [a|M(Jaf + 1)

pro vechna n > m, a tedy R,(z) — 0 pro n — oo. Tim je vzorec (7.27) pro
|z] <1aa€R dokdzén. V bodé x = —1 jsme dokdzali konvergenci této fady pro
a > 0 v Poznamce 3.2.33; k binomické fadé se jesté vratime a ukdzeme si trik,
kterym lze pfedchazejici dosti slozity vypocet obejit.

Pt¥iklad 7.4.29 (Cauchy 1822). Necht f(z) = exp(—1/2?), z # 0, f(0) = 0.
Tato funkce je vSude na R\ {0} kladnd. V Pfikladu 6.3.12 jsme dokazali, zZe je
spojitd na R a ze m4 na R\ 0 vSude derivaci; z jejtho tvaru je téz patrné, ze je
f € C)(R\{0}). Nyni ukdZeme, Ze plati f(™)(0) = 0 pro viechna n € N. Protoze
pro kazdy polynom P plati pro vSechna = € (R \ {0})

(P(1/)exp(~1/2%))" =
= P'(1/2)(=1/2%)(exp(~1/2?) + P(1/x)(2/2)(exp(~1/2?) =
= Q(1/z)(exp(~1/2%),

kde @ je opét polynom, stac¢i podle Véty 7.1.2 ukézat, Ze limita funkce stojici
v predchozim vztahu na pravé strané posledni rovnosti je v bodé 0 rovna 0. K
tomu viak staéi dokdzat, ze pro kazdé k € Ny je lim,_oexp(—1/22)/z% = 0.
Mimo bod 0 plati

=1 1
PARES
exp(1/27) = Z klz2k - mlg2m’
k=0

kde volime m tak, aby platilo 2m > k. Odtud plyne
0 < |exp(—1/x?)/z*| < K!|z|?™F,

a podle Véty 2.3.2 i zadany vysledek.

Plati tedy f € C(™)(R) a zaroven Taylorova fada v po&atku (tj. Maclaurinova
fada) funkce f méa vSechny koeficienty nulové. Konverguje tedy vSude k funkci
identicky rovné 0. Tento priklad drasticky ukazuje, Ze i ,,nekonecné hladka“ funkce
nemusi byt ,krasna“: jeji Maclaurinuv rozvoj konverguje v R k funkci, ktera se
shoduje s puvodni funkci v jediném bodé.
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Priklad 7.4.30. Pozddji ziskame Taylorovy rozvoje dalsich funkei, abychom vSak
lépe rozuméli celé problematice, budeme tyto otazky studovat v C. Plati

1
1+ 22

=1-a? 42t —ab 4.

pri¢emz vpravo stoji Taylorova fada, kterd nekonverguje pro zadné x € R, pro
néz plati |2| > 1, i kdyZ funkce na levé strané je z C(>)(R); na tomto mist& tro-
chu pfedbéhnéme a poznamenejme, zZe body komplexni roviny, v nichz se anuluje
jmenovatel, maji od po¢atku vzdalenost rovnou 1 1°). Znadmy éesky matematik
MATYAS LERCH (1860 — 1922) publikoval r. 1888 pomérné jednoduchy piiklad
funkce f € C(>)(R), jejiz Tayloriiv rozvoj v okoli zadného bodu xy € R nekonver-
guje k f. Radami typu Taylorovy fady (nazyvaji se mocninné fady) se budeme
zabyvat podrobnéji v nasledujici kapitole. Sezndmime se vsak pouze s jejich za-
kladnimi vlastnostmi. K tomu budeme potfebovat obor vsech komplexnich ¢isel
C, ktery je prirozenym zivotnim prostorem, na némz mocninné fady ,,ziji“.

Historické poznamky 7.4.31. Problém hledéni extrémi se objevuje jiz v antice. Zda
se, ze definice extrému pochézi opét az od LOUISE AUGUSTINA CAUCHYHO (1789 — 1857)
z r. 1821 (zde je diiraz na presnosti, intuitivné s nimi matematici starovéku pracovali). Za
zminku stoji fakt, ze metodu urcovani extrému pro polynomy, ekvivalentni hledani nulo-
vych bodt derivace, pouzival jiz Fermat r. 1636, kdy pojem derivace nebyl zndm. Derivaci
v této souvislosti uzil jako prvni teprve az GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1642 — 1727)
r. 1684.

Historii I’Hospitalova pravidla jsme se zabyvali jiz dfive. VySetfovani konvexity saha
az k Johannu Bernoullimu (1667 — 1748), ktery se zabyval geometrickym smyslem druhé
derivace.
popis jejiho vyvoje presahuje rdmec nasich moznosti. Zminme pouze nékolik jmen: HER-
MANN MINKOWSKI (1864 — 1909), EDUARD HELLY (1884 — 1943), JOHANN KARL AU-
GUSTIN RADON (1887 — 1956). Tito matematici rozeznali jeji mimotfddnou dilezitost. Sa-
motna vlastni definice konvexni mnozZiny se explicitné objevuje u Minkowského (1903).
Z téch, ktefi se vénovali studiu konvexnich funkci, zminime alespoit JOHANA LUDWIGA
WILLIAMA VALDEMARA JENSENA (1859 — 1925) '!), ktery se viak vénoval spise zobec-
néni tohoto pojmu. V r. 1905 dospél k podmince z Definice 7.2.1. V praci Om konvekse
funktioner ... mj. napsal: ,Zda se mi, ze pojem konvexni funkce je stejné zakladni, jako
funkce nezaporna nebo funkce rostouci. Nemylim-li se v tom, tento pojem by mél na-
1ézt své misto v elementarnich textech vénovanych teorii redlnych funkci.“ Dnes existuje
nékolik monografii, které jsou vénovany vylu¢né konvexité a konvexnim funkcim a v za-
kladnich textech z analyzy pojem konvexni funkce jiz ddvno zdomécnél; viz napt. [6].
Poznamenejme vsak, Ze k prikopniktim studia konvexity pattili téz Leibniz praciz r. 1677
(publikovéna 1684) a Newton praci z r. 1671 (publikovana 1736).

Na intuitivni trovni se konvexitou, dokonce v jisté axiomatické podobé, zabyval jiz
ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n. 1.) ), jeji moderni pojeti se viak datuje od doby, kdy

10)
11)
12)

V komplexni roviné C je f definovana v C\ {i, —i}.
Matematik s patrné nejdelsim jménem, alespon z téch, o kterych se zminujeme.
Zejména v traktatu o kouli a valci.
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se ji vénoval Minkowski. Vse, co je v casti této kapitole o konvexité udélano, lze najit
v mnoha knizkach o kalkulu a tvofi to jen maly zlomek latky z [6].

Jiz jsme se zminili o slozitosti vyvoje kolem objevu Taylorovy fady a Taylorova po-
lynomu. Maclaurin popsal konstrukci Taylorovy rady v praci z r. 1742. JOSEPH LoUIS
LAGRANGE (1736 — 1813) je spojovan s Lagrangeovou vétou pro préci, ktera byla obec-
néji vénovana zbytku v Taylorové vzorci. Diikaz byl zalozen na Vété 5.2.26, resp. jeji
varianté, kterou vSak Lagrange nedokézal. Podrobnosti lze nalézt v [2]. Konkrétni Taylo-
rovy rozvoje byly objeveny nezévisle nékolika matematiky, mezi nimiz byli napt. Gregory
(1670), Newton (1676), Leibniz (1697) a dalsi. Otazky konvergence se zkoumaly teprve
pozdéji. Jestlize vsak zjednodusené fekneme, ze Newton znal Taylorovy fady funkce exp
a sin, je to nepfipustné zjednoduseni. Popisme struc¢né, jak napt. dospél k rozvoji funkce
sin. Formalné jde o Taylorovu, resp. Maclaurinovu fadu, ale postup jejiho ziskani byl
znacné komplikovany.

Pri této prilezitosti zminme jeden zajimavy detail: $ifeni novych myslenek pred exis-
tenci védeckych casopisti bylo znacné zavislé na osobni korespondenci objeviteli samot-
nych. Jednim z téch, kdo vyznamné pomahali myslenky sifit, byl MARIN MERSENNE
(1588 — 1648), ktery si dopisoval téméf se vSemi evropskymi matematiky své doby.
Po jeho smrti pfevzal tuto ,informéatorskou funkci“ Collins, z jehoz korespondence se
dovidame zajimavé tdaje o vzniku dulezitych matematickych objevi. Napt. prvni New-
tonovy préce z kalkulu jsou z let 1669 a 1671 (publikovana 1736!), ale Newton o nich
informoval Collinse dopisem z 10. prosince 1672.

Pripomenme, ze Newton v r. 1665 odvodil binomickou fadu s raciondlnim exponen-
tem. PouZijeme-li dnes vzité oznaceni, dospél k formuli

(P + PQ)™™ = pm/™ [1 n i (m/”) Q’“] .

k
k=1

Proto mohl napft. lehce ziskat rozvoj pro funkci /1 — 2. Newton téZ vyvinul techniku
tzv. inverze Tady, ktera se dnes prakticky nepouziva. (Viz [1], str. 204.) Podrobnéji: jde
o prostredek, jak k funkci dané mocninnou fadou v pocatku ziskat rozvoj funkce k ni
inverzni. Newton pouzil k urceni rozvoje funkce sin jako vychozi fadu

2 32° 57

arcsm:c—:c—{—g—i—ﬁ—{—m—{—

a “invertoval” ji pomoci inverze fady. Dostal tak nam davérné zndmou fadu

3 5

x oo 22kl
smm—x———i———~ E
=0

3! 2k + 1)
Zbyva dodat, jak Newton odvodil shora uvedenou fadu pro arcsin. Postup zahrnoval roz-
vinuti funkce f(t) = v/1 —t2,t € [—1, 1], popisujici horni polovinu jednotkové kruznice,
0 nézor opfeny vypodet obsahu kiivo¢afe ohranieného obrazce (¢dsti kruhu) pomoci
integrace funkéni ¥ady ¢len po ¢lenu a nezbytné formalni tpravy; viz podrobné&ji [1],
str. 205.

Gregory patrné dospél k Taylorové fadé pomoci konecnych diferenci. Newton i Gre-
gory méli pritele, ktery byl spolehlivym informétorem o matematickych objevech. Byl
to JOHN COLLINS (1625 — 1683), ktery korespondoval s mnoha matematiky své doby
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a prispival tim k $ifeni objevenych poznatkd. BROOK TAYLOR (1685 — 1731) v r. 1712
ohlasil a r. 1715 publikoval tvar rozvoje, jemuz dnes davame obvykle jeho jméno. Neza-
byval se vSak konvergenci fady, a tak jeho teoreticky vklad do pokladnice matematickych
znalosti nebyl veliky. Nedocenén zistava v béznych knizkich o kalkulu Maclaurin, je-
muZ se pripisuje zpravidla jen specialni tvar Taylorovy fady (o stfedu 0). Maclaurin
byl zazracnym ditétem: jiz ve 12 letech zacal studovat na univerzité v Glasgow a v 19
letech byl (v dnesni terminologii) vedoucim katedry matematiky v Aberdeenu. Ziskal
prestizni pocty, mj. v roce 1740 spolu s LEONHARDEM EULEREM (1707 — 1783) a DANIE-
LEM BERNOULLIM (1700 — 1782) za préace o pfilivu a odlivu. Jeho jménem se oznacuje
napt. Fuler-Maclaurinova formule, kterd se vsak v zakladnim kurzu analyzy neobjevuje.

Ptiblizme si ¢ast Maclaurinovy uvahy z prace A treatise of fluctions z r. 1742, tykajici
se Taylorovych polynomt (podle knihy [4]): Pro funkciy = f(x) a dany bod zo hleddme
fadu (nebo polynom)

p(z) = po + (x — o) qo + (z — :Co)zro + (x — 330)380 4+ (%)

pro kterou
pM (z0) = fF (o), k=0,1,2,..., (%)

tj. obé funkce maji stejné derivace aZ do jistého Tddu v bodé xo. PoloZime-li x = x¢
v rovnosti (%), dostaneme ze vztahu (xx) rovnosti po = p(xo) = f(zo). Derivujeme-li
(*) a opét polozime v = x0, dostaneme qo = p'(wo) = f'(x0). Daldi derivovini ddvd
2lrg = " (x0), 3lso = f"'(x0), atd. Proto vada () je tvaru

(z — m0)®
3!

(z— :tco)2

5 f///(xo) 4.

f(z) = f(zo) + (z — zo) f'(x0) + f" (o) +
a jeji édstecné soucty se nazyvaji Taylorovy polynomy. Jak vidime, je jeho pFistup (ve
srovnani s pfistupy jeho soucasniki) docela moderni.

Geometricky pristup k problematice lokalni aproximace v podobé Lemmatu 7.4.20
ukazuje patrné nejlépe, ze Taylortiv polynom, styk kiivek apod. nejsou o nic slozitéjsi
nez tecna ke grafu nebo Lagrangeova véta. Ukazuje, Ze nazorny pfistup k teéndm, extré-
mim a konvexité sahajici az k postupnému vzniku diferencidlni geometrie, neni nicim
novym, ale je spiSe navratem ke kofenim problémi. Toto poznani ndm zprostiedko-

vava mj. i znalost historie matematiky. Matematickd analyza nam poskytuje takovych

N
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Kapitola 8

Mocninné rady

I kdyz je tento text vénovan analyze v R, musime udélat jakousi vyjimku: mocninné
fady je tfeba vylozit v komplexnim oboru. V jistém smyslu je teorie komplexnich funkci
komplexni proménné ztotoznitelna s teorii mocninnych fad, které tvorii jeji zaklad a jejich
vySetfovani pouze v R by ¢tenafi neumoznilo vhled do principt této teorie. Na konci
druhého dilu se k mocninnym fadam jesté vratime.

8.1 Komplexni ¢isla

V této casti zavedeme komplexni ¢isla a zobecnime poznatky o posloupnostech
a fadéach na pripad posloupnosti a fad s komplexnimi ¢leny. Zavedeni oboru vsech
komplexnich ¢isel C neni zdaleka tak slozité jako zavedeni oboru realnych ¢isel R,
pokud jiz obor R pokladdme za znamy.

Definice 8.1.1. Komplexni ¢isla jsou uspofadané dvojice redlnych cisel. Jestlize
z = [z,y] € C, pak ¢islo x nazyvame redind ddst ¢isla z a &islo y imagindrni édst
¢isla z. Piseme
z=Rez, y=Imz.

Pro komplexni ¢islo [0,1] zavadime specidlni oznaceni pismenem i. Definujeme
s¢itdni a ndsobeni komplexnich €isel (uzivime opét + a - k oznaceni operaci
vCetné konvence o vynechavéni znaku - pro ndsobeni) takto: jsou-li z3 = [z1, 1 ],
29 = [22,y2 | komplexni ¢isla, klademe

21+ 29 = [w1 + 22, Y1 +Y2],
2122 1= [T1T2 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1 ] .
Mnozinu vSech komplexnich ¢isel zna¢ime C. Komplexni ¢isla si ¢asto geometricky
znézoriiujeme pomoci boda v roving: é&slu [,y | odpovidd bod roviny o soufad-

nicich z,y. Proto se ¢asto pro C uziva téz nazvi komplexni rovina, nebo rovina
kompleznich cisel, nebo Gaussova rovina.
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Poznamka 8.1.2 (duleZitd). Snadno nahlédneme, Ze pro dvojice s nulovou ima-
gindrni ¢asti jsou tyto operace ve shodé s operacemi v R:

[1,0] 4+ [22,0] = [z1 + 22,0], [1,0] [22,0] = [z122,0];

muzeme tedy mnozinu vSech téchto komplexnich ¢isel ,ztotoznit“ s R. Zavedené
operace vyhovuji v C stejnym pozadavkim, jako byly ty, které jsme pouzili k za-
vadéni R pod éisly (1) — (9); proto je C pole. Je vhodné uvazit, ze prvek opacny
k ¢islu [z,y] € C je &islo [—z,—y] € C a prvek inverzni k ¢islu [z,y] € C,
[z,y] #[0,0], je ¢islo

ol -y
, eC.
2 4+ y?7 2% 4 y?

Ovéreni se provede pfimym vypoctem. Mnoho pojmi, které déle pouzivame, se
zavede analogicky jako v pfipadé R, tedy napf. induktivné zavedeme mocniny

polynomy definujeme jako jejich lineadrni kombinace (s koeficienty z C!) a racio-
nalni funkce jako podily polynomi. Analogicky pracujeme s konvenci o definiénim
oboru: maximéalni mnozinu, kde ma ,,predpis smysl“, hleddme vsak v C. Zavedeni

vvvvvv

nize). V§imnéte si, ze je 12 = (—1)2 = 1. Podobné je
i?=1-1=[0,1]-[0,1]=[-1,0] = -1, (—i)® = —1.

Pokud bychom tedy hledali mnozinu, na které je funkce z — 22 prostd, nemiize
tato mnoZina obsahovat ani R, ani mnozinu {iz; © € R}. Je-li [z,y] € C, pak

o +iy=[2,0]+i[y,0] = [2,0] +[0,1] - [y,0] = [2,0] + [0,y] = [2,y],

takze lze komplexni ¢isla zapisovat i ve tvaru, ktery znate ze stfedni skoly. Pozor,
z rovnosti z = x + iy obecné neplyne, ze z,y € R, tj. x = Re z, y = Im z. Kdykoli
vSak dale pouzijeme zépis ¢isla ve tvaru x + iy, pak predpoklddame, Ze jiz plati
2,y € R 1); je to dalsi konvence, kterou pouzivame.

Definice 8.1.3. Je-li z = x + iy, nazyvame ¢islo
zZi=x—1iy

Cislem komplexné sdruZenym k cislu z.
Snadno nahlédneme, Ze pro z = x + iy je 2z > 0, nebot plati

77 = (2 +iy) (o —iy) = 2® + ¢

1) Na vyjimku z této timluvy bychom vyslovné upozornili.



8.1. KOMPLEXNI CiSLA 217

proto lze definovat pro vSechna z € C

A= VE = VTP

Pokud znédzortiujeme komplexni ¢&isla jako body roviny, je |z| vzdélenost bodu
z = [x,y]| od pocatku. Analogicky jako v redlném oboru mizeme definovat
sgnz = z/|z| pro z # [0,0] = 0, pfiGemz klademe sgn0 = 0. Tato definice
je opét rozsifenim definice sgn z R na C. Pro z # 0 jsme vySe ukézali, ze plati
27l =%/z2z.

Velmi dulezity je fakt, ze pro absolutni hodnotu plati i v C trojihelnikovd
nerovnost. To 1ze dokazat razné, napf. pfimo z definice.

Lemma 8.1.4. Pro kaZdd dvé cisla z1, 22 € C plati
[[z1] = [22]| < |21 £ 22| < [a1] + [22] -

Dikaz. Necht z; = x1 + iy1, 22 = x2 + iy2. Dokazme nejprve, Ze plati nerovnost
|21 + 22| < |21] + | 22|, neboli

V@ ¥ @+ (1 + 2% < \Jad + 4/ + 13

Po umocnéni a tipravé dostaneme

1wy + g </ (@3 + )3+ 03).

Nyni staci dokadzat nerovnost

|T122 + y12| < \/(xf +yi)(@3 +y3) (8.1)

ze které snadno plyne nerovnost predchazejici. Z ni plyne nerovnost, kterou do-
staneme z (8.1) umocnénim vyrazt na obou jejich strandch, tj. nerovnost

(z122 + y192)* < (21 +97) (23 +43).
Odtud dostaneme jednoduchymi tpravami nerovnost
2x12211y2 < TTY5 + T3Y7

resp. nerovnost
(z1y2 — 2y1)* > 0.

Nyni lze cely postup provést s nezbytnou opatrnosti pfi zdivodiiovani jednotlivych
krokii (pfi odmociiovan{) v obraceném pofadi. Tim je prvni ¢dst dokazovaného
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vztahu odtivodnéna. Déale budeme postupovat stejné jako v redlném piipadeé: srov-
nejte s postupem pii diikazu (1.5) v Kapitole 1. Z dokdzané nerovnosti snadno
dostaneme

|21 — 22| = |21 + (=22)| < [21] + | = 22| = |21] + |22] -
Dale plati

21| = |21 4 22 — 22| < |21 + 22| + |22/, ti.

|z1| — 22| < |21 + 22].
Ze symetrie v 21 a 2o plyne
|z2| — |21] < |21 + 22|, takZe plati ||z1] — |22]] < |21 + 22| -
Protoze je |z2]| = | — 22|, dostavame téz
llz1] = [22]] < [21 = 22],
¢imz je dikaz dokoncen. O

Poznamka 8.1.5 (dulezitd). Je vhodné si uvédomit, ze na C nezavddime relaci
< ¢ < jako na R. Komplexni ¢isla lze usporadat napft. lexikograficky apod., ale
ne tak, aby takové uspoiradani meélo stejné vlastnosti jako usporadani relaci ,,<“
na R, tj. aby byly splnény vlastnosti (10) — (12) z popisu R. K tomu staéi zvazit,
7e i # 0 a ze z obou nerovnosti i>0 a i<0 by z téchto vlastnosti plynulo

i?=-1>0,

coz vede ke sporu. V C lze tedy porovnavat pomoci relaci <, <, > a > pouze
absolutni hodnoty komplexnich cisel.

Vsimnéme si blize jesté otazky, jaké vlastnosti C vyplyvaji z téch vlastnosti R,
které plynou z dulezitého axiomu (13) o supremu. Ten souvisi tzce s posloup-
nostmi. Nejprve dokazeme jednoduché tvrzeni o odhadech.

Lemma 8.1.6. Pro z = x + iy € C plati nerovnosti
0< e[ <[z], O<Z[fyl<I|z| ataké 0<|z[<]|z[+][y]. (8.2)

v vevs

Diikaz. Obtiznéjsi je snad pouze si uvédomit, Ze plati

Va2 +y? < z| + [yl (8.3)

Nerovnost vSak sta¢i umocnit a upravit na tvar

|z[ - [yl = 0.
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Odtud dostaneme nasobenim obou stran nerovnosti ¢islem 2 a pfi¢tenim nezapor-
ného éisla 22 + 2 k obéma jejim strandm dalsi nerovnost, jejiz snadnou tpravou
a odmocnénim dostaneme (8.3) 2). O

Definice 8.1.7. Necht {z,} je posloupnost komplexnich ¢isel, z, = x, + iy,
a necht z = x + iy € C. Rekneme, Ze

lim z, =z, resp. 2z, —2z pro n— +oo,
n—oo
pokud je
lim |z, —2|=0.
n—oo
Poznamka 8.1.8. Snadno nahlédnete, Ze tuto definici lze pfepsat i pomoci okoli
(srovnejte s (4.2.1)): je-i Ue(z) = {w € C; |z — w| < €}, pak im0 25, = 2
znamena

(Ve > 0)(Fk e N)(Vn > k) (2, € U(2)).

Tak jako v redlném oboru ¥ikédme, Ze posloupnost {z,} konverguje k z. Pojmy typu
nevlastnich limit v C zavaddét nebudeme. Z Lemmatu 8.1.6 dostaneme okamzité
nasledujici dilezity poznatek.

Véta 8.1.9. Necht pro vsechna n € N je z, = xp, + iy, € C, a necht z = x + iy.
Potom z, — z, pravé kdyz x, — x a soucasné y, — y.

Diikaz. Staci zvazit, ze podle Lemmatu 8.1.6 plati

Ty — T
o <ol < ol ol (5.4
[Yn — vl

Plati-li z,, — z dostaneme z prvni nerovnosti v (8.4) z, — x a zaroven y, — y.
7 druhé nerovnosti plyne zbytek tvrzeni. O

Z predchozi véty lehce vyplyva, ze v C plati napf. véty o posloupnostech
a aritmetickych operacich (srovnejte s Vétami 2.1.22 a 2.1.30). Nebudeme je vSak
uvadét a dokazovat znovu, nebot by to bylo nudné opakovani nééeho, co jsme jiz
délali. Posudte to sami na zékladé (dilezitého) piikladu, diive véak uvedme jednu
yzFejmou® definici.

Definice 8.1.10. Budeme fikat, Ze posloupnost {z,} kompleznich éisel spliiuje
Bolzano-Cauchyho podminku (kratéeji: je cauchyovska), plati-li

(Ve > 0)(3k € N)(Vm, 1 > k)(|2m —2n| < €).

2) Tento krok se velmi ¢asto vynechava s odvolanim na ,ekvivalentni upravy®, nic takového
” k)
jsme vsak nezavedli a tak ndm nezbyva, nez se alespon presvédcit, ze nic nebrani ,cesté zpét“
k zddanému vysledku.
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Velmi jednoduse dokazeme, Ze C ma s R spole¢nou dilezitou vlastnost, popsanou
v néasledujici véte.

Véta 8.1.11. Posloupnost komplexnich éisel {z,} je konvergentni v C, prdvé kdyz
je cauchyovskad.

Diikaz. Jedna cast ekvivalence byla trivialni i v R. Je-li z, — z, pak odhad
|2m = 2n| < |2n — 2]+ |2m — 2|

naznacuje, jak se jeji diikaz provadi. Druhd ¢ast vSak také neni obtizné, nebot to
obtizné jsme jiz ,odpracovali“ v R. Je-li {2, } cauchyovskd posloupnost, pak pro
realné a imagindrni ¢asti plati

|$m_$n|§|zm_zn|u |ym_yn| S |Zm_2n|

a tedy {z,} a {yn} jsou cauchyovské posloupnosti v R. To znamend, Ze jsou
konvergentni; ozna¢me

r:= lim z,, y:= lim y,;
n—oo n—oo
pak je ztejmé, ze plati z,, — 2z = x + iy. O

Definice 8.1.12. Soudet s fady Y - ; 2, komplexnich ¢isel z, definujeme analo-
gicky jako v R. Pro n € Ny klademe s,, := ZZ:O 2k a pokud existuje v C limita
posloupnosti {s,}, definujeme

oo
s= lim s, = E 2k -
n—oo
k=0

Piiklad 8.1.13 (duleZity). Snadno vidime, Ze plati napt.
oo o0
Z |z ] < o0 = sz konverguje .
k=0 k=0
To vyplyva z Véty 8.1.11 a z odhadu, ktery je obdobny jako v ,redlném“ pripadé:
|Zn+1+zn+2+"'+zm|§ |Zn+1|+|zn+2|+"'+|zm|§
7 absolutni konvergence fady vyplyva, ze vyraz vpravo lze volbou n,m € N,

n < m, udélat libovolné maly.

V mnoha pfipadech uzivame zapis, ktery je strucny, ale vyzaduje urcitou po-
zornost. NapiSeme-li nerovnost mezi komplexnimi ¢isly, automaticky tim rozu-
mime, ze tato ¢isla jsou redlna. V C jsme nezavedli zadné nevlastni body, takze
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S k™! = 00 je zapis v R, ktery v C postrada smysl. V téchto ptipadech se musime
orientovat podle kontextu. Ani pro fady v C nebudeme formulovat a dokazovat
vSechna tvrzeni analogickd tvrzenim pro fady v R.

Jiz ted ale prozradime, ze dtikaz tzv. Dirichlet-Abelova kritéria (Véta 8.5.3)
pro neabsolutni konvergenci, které jsme zatim nevylozili, bude pomeérné slozity.
Proto ho provedeme podrobné.

8.2 Funkce komplexni proménné

Poznamka 8.2.1. Budeme potfebovat nékolik zdkladnich definic a také nékteré
jednoduché vlastnosti komplexnich funkci. Pfipomeiime, Ze zobrazeni f s Dy C R
a Ry C C nazyvame komplezni funkce redlné promeénné, pricemz realné funkce
realné proménné

fi(z) :x—Ref(z), x€ Dy, a falz):xz—Imf(z), x €Dy,

se nazyvaji velmi pfirozené redlnd cast a imagindrni cdst f. Mnoho vlastnosti f
vyplyva z vlastnosti f1 a fa; ty budeme povazovat za znamé. Analogicky zavidime
fi a faipro Dy C C, pak vsak jsou f, f1 a fa funkcemi komplezni proménné,
kterymi se v tomto textu budeme zabyvat podstatné méné nezli funkcemi realné
proménné. Duvod je zfejmy: S komplexnimi funkcemi redlné proménné se zachézi

totiz pomérné jednoduse, vzdy je mtzeme rozlozit ,bodové“ na realnou a imagi-

narni ¢ast, coz jiz jsou realné funkce realné promeénné, na jejichz vysSetfovani jsme
si jiz zvykli.

zdanlivé ,zcela stejnych® definic. Pfesnéji: jsou sice analogické, ale ve svych di-
sledcich se prece jen nékdy lisi. Shrneme je do jediné definice, kterd néasleduje.

Definice 8.2.2. Oznac¢me pro € > 0 opét

U (z) ={w € C; |z —w| < &},

P(z) ={w e C; 0< |z —w| <e} =U(2) \ {z}.
Je-li nyni f komplexni funkce komplexni proménné, pak definujeme

lim f(w)=A,

jestlize A € C a je splnéna podminka
(Ve > 0)(30 > 0)(Vw,0 < |w —z| < O)(| f(w) — f(2)| <e),
neboli po prepsani pomoci U a P

(Ve > 0)(30 > 0)(Vw € Ps(2))(f(w) € U(A)).
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Opét tikame, ze funkce f md v bodé z limitu A, piSeme f(w) — A prow — z, atp.
Vsimnéte si, Ze pracujeme pouze s nerovnostmi mezi redlnymi ¢isly, které popisuji
vzdélenost bodii. Vse je tedy stejné jako v redlném oboru, avsak s jedinou zménou,
7e (pouze ze zvykovych divodl) ozna¢ujeme proménné zpravidla z, w apod.
Rikame, ze funkce f je spojitd v bodé z € C, jestlize plati lim,, ., f(w) = f(2).
Konecné definujeme derivaci f'(z) funkce f v bodé z jako limitu (pokud existuje)

| _ Cfe+h) - ()
N {5 B 1 SR

1) = tm L ZIE e ey = g JEEDZTE)

kde w i h jsou z C. Ekvivalence obou vyjadfeni plati stejné jako v R; ztotoznéni
komplexniho ¢isla [0,0] s ¢islem 0, na némz jsme se domluvili, nesmi nikoho maést;

smysl je vzdy jasny ze souvislosti.

vvvvv

nych moznych prepist definice limity apod. Poznamenejme pouze, Ze Carathé-
odoryho ekvivalentni podminka existence derivace je opét analogickd jako ve
Vété 5.2.6; dikaz probiha obdobné, pficemz v podmince

f(w) = f(2) = p(w)(w - 2)

stoji vpravo soucéin kompleznich ¢initelii. Ctenaf si jisté dok4Ze samostatné roz-
myslet, kterd tvrzeni o limité, spojitosti, derivaci a aritmetickych operacich zu-
stavaji v platnosti i pro pravé popsanou situaci v C. Poznamenejme jesté, ze
Carathéodoryho podminka je klicem k vété o derivovani slozené funkce a Ze du-
kaz probiha stejné jako v redlném piipadé, i kdyz skladame komplezni funkce
komplexni proménné.

Jako jednoduchou ukézku tvrzeni o derivovani dokazme, ze napf. z existence
derivace f'(z) (z definice vyplyvd, ze je automaticky f’(z) € C, tedy derivace je
yvlastni“) plyne spojitost:

Lemma 8.2.4. Necht komplexni funkce komplexni proménné f md v bodé zg
derwaci f'(z9). Potom je funkce f spojitd v bodé zg.

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze plati

lim f(z) — f(z0) = lim () = f(z0) (z—20) =
zZ—Zz0 zZ—20 zZ— 20
= lim Fe) = fzo) lim (z — z0) = f'(20) -0 =0,
zZ—2z0 zZ — ZO zZ—2z0
coz jiz dava dokazované tvrzeni. O

Pokud vsak ¢tenafr nabyl dojmu, Ze je stejné vsechno, je to ukvapeny a mylny zavér.
Tak napf. tvrzeni analogické Lagrangeové vété o prirastku neplati; jeho charakter pfitom
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pripousti ,pfirozené“ zobecnéni pro komplexni funkce redlné proménné. Presto vSak
nebudeme opakovat ani dikazy zakladnich vét o derivovani z realného oboru, které plati
analogicky i v komplexnim oboru; budeme je povazovat za dokdzané. Prozradime vsak
jeden velmi podstatny rozdil: existuje-li derivace funkce f pro kazdé z € C, mé f derivace
vech Fadd, tj. existuji f™ (z) pro vSechna z € C a vSechna n € N (vyssi derivace se
definuji opét rekurentné jako v R).

Budeme potfebovat jedno zdanlivé trividlni tvrzeni o konstantnich funkcich:

Lemma 8.2.5. Necht [ je komplezni funkce definovand na C a necht f'(z) =0
pro vSechna z € C. Potom je funkce f konstantni na C.

Diikaz. Rozlozme funkci f na redlnou a imaginarni ¢ast f = f; +if2 a uvazujme
ji na tsecce o krajnich bodech 0 = [0,0] a 1 = [1,0]. Je f'(2) = 0 ve vSech
bodech z a zfejmé
N R (G N (CR B O I
h—0, heC h h—0, heR h

Pro restrikci g funkce f na tuto tsecku tedy plati ¢’'(z, 0) = g} (z,0)+igh(z, 0) = 0;
slozky g1 a g2 jsou v8ak jiz spojité rediné funkce na intervalu [0,1] a jsou podle
Lagrangeovy véty konstantni. Funkce g je tedy konstantni na intervalu [0,1]
a proto i funkce f je na uvazované usecce konstantni a f(0) = f(1).

Zvolme nyni z € C libovolné a uvazujme f na tseéce o krajnich bodech 0, z.
Pak ale body w = tz, t € [0,1] jsou v8echny body uvazované tisecky a pro funkci
g(t) :== f(tz), t € [0,1] podle véty o derivovani slozené funkce plati rovnost
g'(t) = f'(tz)z =0, t € [0,1]. Na funkci g aplikujeme Gvahu provedenou v prvni
¢asti dtikazu, ¢imz dostaneme f(0) = ¢(0) = g(1) = f(z) pro v8echna z € C,
takze funkce f je konstantni v C. O

8.3 Mocninné rady

Nyni jiz obratime pozornost k mocninnym fadam a funkcim, které dostaneme jako jejich
soucty. Poznamenejme, Ze naptiklad LEONHARD EULER (1707 — 1783) a jeho vrstevnici
je povazovali za ,polynomy nekonecného stupné“ a jako s polynomy s nimi i zachazeli.

Jiz dfive jsme v Kapitole 7 dokézali rovnost (7.4.14)

k
x
expxzzﬁ, zeR.

To nas motivuje k tomu, abychom analogicky definovali exponencidlu i v kom-
plexnim oboru: dosadime nyni z € C za x a uréime ta z € C, pro ktera rada
konverguje. K vysetfeni absolutni konvergence uzijeme podilové kritérium:

n |n+1

z

Ry

z n! |z]

_ Iz

T+ 2P ont1

n+1 ’

It
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Odtud plyne s ohledem na
||

li =0
nl—>néon—|—1 ’

ze fada vsude v C absolutné konverguje.

Definice 8.3.1. Pro vSechna z € C definujeme

ok
z

expz = g E (8.5)
k=0

Takto definovana funkce je rozsifenim ,redlné exponencidly“, pficemz, jak se
ukaze, toto rozsifeni je jednoduchymi vlastnostmi urceno jednoznacné.

Definice 8.3.2. Necht z, zp a aj jsou pro vsechna k € Ny vesmés z C. Rada

tvaru
Z ar(z — 20)", (8.6)

se nazyva mocninnd vada. Cisla ax, k € Ny, jsou koeficienty fady (8.6) a é&islo 2
je jeji stred.

Umluva 8.3.3. Nyni bude vyhodné zménit imluvu a vynechavat (dokud nebude
vyslovné Feceno néco jiného) u fad séitaci meze v ptipadé, ze s¢itdme od indezu 0.

To znamend, ze piSeme
o0
E ag = E ag ,
k=0

v/ owe

pokud napftiklad z dtvodu lepsi ¢itelnosti textu pfi ndhledu na definice ¢i tvrzeni
neni vhodné tuto konvenci nepouzit.

Smysl zavedené , geometrické” terminologie bude patrny z dal§itho lemmatu.
Vsimneme si nejprve, jak vypada obor konvergence fady (8.6), tj. mnozina vSech
takovych z € C, pro néz (8.6) konverguje.

Lemma 8.3.4. Necht mocninnd fada (8.6) konverguje v bodé ¢ € C. Potom (8.6)
konverguje absolutné pro kazdé z € C, pro néz plati

|z—20] <|({—20]- (8.7)

Diikaz. Pro ¢ = z se fada redukuje na kone¢ny soucet, tedy absolutné konverguje;
tento samoziejmy fakt neni obsahem tvrzeni. Necht je tedy ¢ # 20 a z € C
vyhovuje odhadu (8.7). Pak existuje 0 < M < oo tak, Ze pro vSechna k € Ny plati

k k
zZ— 20

¢— 20

lai(z — 20)*] < lax(C — 20)"]- \

zZ— 20
¢—20



8.3. MOCNINNE RADY 225

Existence M plyne z konvergence (8.6) v bodé ¢, odhadujeme jim velikost ¢lenti
konvergentni fady. Pro vySetfovanou fadu jsme tak nasli konvergentni majorantu,
kterou je geometricka fada s kvocientem mensim nez 1. O

Poznamky 8.3.5. 1. Kazda mocninna fada (absolutné) konverguje v bodé zp.
V tomto bodé se fada redukuje na konecény soucet, ktery ma jediny clen.

2. Absolutni konvergence mocninné fady v bodé z zavisi pouze na vzdalenosti
bodu z od jejiho stfedu zg. Pti zkouméani mocninnych fad proto staci zabyvat se
pouze fadami tvaru 3 ay2".

3. Z Lemmatu 8.3.4 plyne, zZe existuje jediné takové 0 < R < 400, pro néz plati
R := sup{|z — z0l; Z ar(z — 20)* konverguje} . (8.8)

Definice 8.3.6. Cislo R, definované vztahem (8.8), se nazyva polomér konver-
gence fady (8.6). Mnozina

K(z0,R) :={z € C; |z — 20| < R}
se nazyva kruh konvergence fady (8.6).

Tato terminologie je pfirozend (az snad na ,degenerované ptipady“ R = 0
a R = +o0; pro R = 0 je kruh konvergence prdzdnd mnozina, fada (8.6) vidy
konverguje v bodé z).

Ziejmé totiz fada (8.6) konverguje (a to dokonce absolutné) pro vSechna
z € K(zo, R) a diverguje pro vSechna z, |z — zg| > R. Touto vlastnosti se ¢asto
polomeér konvergence definuje.

Poznamka 8.3.7. Z Lemmatu 8.3.4 vyplyva, Ze pro polomér konvergence moc-
ninné fady (8.6) plati téz

R = sup{|z — 20}; Z ar(z — 29)¥ konverguje absolutné} .

Poznamenejme, ze pro R € (0, 00) se nékdy nazgva mnozina {z € C; |z —z| = R}
konvergenéni kruznice fady (8.6); Toto oznaceni budeme pouzivat jen ojedinéle.
Velmi brzy zjistime, Ze o konvergenci fady (8.6) na této kruznici nelze obecné nic
dokazat.

Priklad 8.3.8. Pro fadu (8.5) plati R = +oo. Pfipad R = 0 nastava pro fadu
S (kY zE. Je-li koneéné 0 < a < oo, pak fada Y (z/a)* ma polomér konvergence
R = a. Ve vsech pfipadech to plyne snadno z podilového kritéria.

Jestlize derivujeme konecny soucet funkci, které maji derivaci, nevznikaji pro-
blémy. Naproti tomu, jak ukdzeme ve druhém dilu, obecné neplati rovnost

(i fk)/ = ifé,
k=0 k=0
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coz souvisi se zaménou limit: jednou v definici sou¢tu fady a druhou v definici
derivace. Je proto zajimavé, Zze mocninnou fadu lze v kruhu konvergence derivovat
,Clen po ¢lenu“ a derivace souctu fady je sou¢tem derivaci jednotlivych ¢lent fady.

K tadé (8.6), tj. fadé 3" ax(z — 20)* o poloméru konvergence R pfifadme ¢len
po ¢lenu derivovanou fadu

Z kag(z — 20)F 71, (8.9)
jejiz polomér konvergence oznacime R'.

Lemma 8.3.9. Plati R = R/, tj. obé fady (8.6) a (8.9) maji stejny polomér
konvergence.

Dikaz. Ziejmé R’ je i polomérem konvergence fady

Zkak(z — 20)". (8.10)

Budeme dokazovat nejprve nerovnost R’ < R, kterd ziejmé plati pfi R = 0.
Piedpokladejme tedy, ze R’ > 0 a zvolme r, 0 < r < R’. Potom (8.10) konverguje
absolutné na kruznici {z € C;|z — 20| =7} a s ohledem na zfejmou nerovnost

| ar(z = 20)"| < [ kar(z — 20)"],

ktera plati pro vSechna k € N, je r < R, atedy i R’ < R.

Pii R = 0 nerovnost R < R’ zfejmé plati, dokazme ji tedy pro R > 0. Zvolme
r, 0 < r < R. Pak existuje bod z tak, ze r < | z — z0| < R, ve kterém fada (8.6)
konverguje absolutné, takze existuje M, pro néz pro vSechna k € N plati

lar(z — 20)%| < M < +00.

Proto pro vSechna k € N plati

k
|kaxr®| = [ax(z — 20)| - & < Mg

zZ— 20

Vpravo stoji ¢leny konvergentni majorantni fady, coz plyne napt. z D’ Alembertova
podilového kritéria. Odtud vyplyva r < R’, a tedy i R < R/, &imz je dikaz
dokoncen. O

Véta 8.3.10. Predpoklddejme, Ze tada (8.6) md polomér konvergence R > 0 a 0z-

flz)= Zak(z —20)*, g(z)= Z kar(z — z)F 1. (8.11)

Potom pro vSechna w z kruhu konvergence K(zg, R) plati
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Dikaz. Dtikaz zfejmé staci provést pro pripad zp = 0. Zavedeme pomocné ozna-
¢eni pro castecné soucty a zbytky

sn(z) = Zakzk, R, (2) = Z apz”.
k=0

k=n+1

Zvolme w € K(0,R) a pak r > 0 tak, aby platilo 0 < |w| < r < R; potom
f(2) = sn(2) + Ru(2) v K(0, R) a pro z # w, z,w € K(0,r), plati
z) — f(w sn(z) = sp(w
ORS00 B FACETNC R
z—w z—w

R, (2) — Ry (w) } .

zZ—w

= [s(w) = g(w)] + |

Nyni ukazeme, ze vyraz vpravo lze odhadnout ¢islem € > 0 volbou dostatecné
malé hodnoty |z — w|. Absolutni hodnotu kazdého z vyrazi vpravo odhadneme
¢islem e/3 takto: je

Ry (2) — Ru(w) _ 1 i ap(2F —wh) = i ak(ﬂ)’

Z—w zZ—w

a protoze plati

2 —wh k k k k
‘7’=Iz T+ w4 <
Z—w

muzeme odhadnout

’ Rn(z) — Rn(w) < i k=1

zZ—w

Vyraz vpravo je zbytkem konvergentni fady, takze existuje my tak, ze pron > my
je odhadnut shora ¢islem ¢/3.

Protoze dale plati | s],(w) — g(w)| < €/3 pro vSechna n > mz s dostatetné
velkym mg, zvolime m > max{mq,ma2} a pak 0 < § < r — |w]| tak, aby pro
v8echna z € B(w, §) platilo

’ $n(2) — sn(w) ’
z—w
Z nalezenych odhadii vyplyvd, Ze na B(w, d) pro dostateéné malé § > 0 je

’f(Z)—f(w)

— < s
L gw) | <<

¢imz je dikaz dokoncen. O
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7 dokézané véty vyplyva spojitost funkce, kterd je sou¢tem mocninné fady,
v jejim kruhu konvergence. Protoze vSak postupnym derivovanim ¢len po ¢lenu
dostavame opét mocninné fady se stale stejnym polomérem konvergence, vyplyva
odtud jednoduchy disledek.

Dusledek 8.3.11. Je-li f(z) = an(z —20)™ a Fada v rovnosti vpravo md polo-
mér konvergence R > 0, pak md [ v K(zo, R) derivace véech Tddi, lze je vSechny
vyjadrit mocninnymi Tadami a plati

fBE) =Y nn-1)(n—k+an(z—2)""", z€K(z,R).
n=~k

Dusledek 8.3.12. Za stejngch predpokladi jako v Disledku 8.3.11 plati
Klagy=f%(z), k=01,2,...

a koeficienty a,, jsou tedy ve vyjddreni f(z) = > ar(z — 20)* jednoznacné urceny.

Poznamka 8.3.13 (dulezita). Nejen derivovanim, aleiintegraci ,¢len po élenu®

se polomeér konvergence mocninné fady nemeéni. Jedinou ¢asti roviny, kde dochéazi
pfi téchto operacich eventudlné ke zménam v konvergenci, je konvergencéni kruz-

nice. Je-li proto
1) = Yt

a fada v této rovnosti ma polomér konvergence R > 0, ma tentyz polomér kon-

vergence i fada v rovnosti
SR+1

()= anp 1
k=0

a plati G'(z) = f(z), z € K(0, R).

Ukézeme si, jak lze poznatky o mocninnych fadadch pomérné Siroce vyuzit
nejen pro hledani rozvoji nékterych funkci, ale i pro s¢itani ¢iselnych rad.

Piiklad 8.3.14 (Gregory 1671*). Ukazme si jednoduchy, avsak dtlezity pti-
klad: uréime rozvoj funkce arctg v mocninou fadu o stiedu 0. Je
(arctgzw)’ = L _ i(—l)kx%
1+ 22 P ’

a tedy (,integra¢ni konstanta c¢* je rovna 0)

oo
{E2k+1

arctgx = Z(—l)ka 1
k=0
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Poznamenejme, Ze exp i arctg jsou z C(>°) (R), ale jejich rozvoje o stfedu 0 maji
rizné€ poloméry konvergence. P¥i vySetfovani na R bychom dtvod stézi nalezli,
avSak v C si snadno povsimneme, Ze kofeny rovnice 22 +1 = 0 leZi na konvergenéni
kruznici C(0,1) Maclaurinovych rozvojt funkce 1/(z? + 1) a funkce arctg.

Piiklad 8.3.15. Tento piiklad je pfevzat z knihy [6], str. 485. Pro n € N defi-
nujme n-ty éasteény soucet s(n) = >_;_, k*. Potom plati

Sy _e
= nl 6

Na prvni pohled se zda tento vysledek témét magicky. Uvédomime-li si vSak, ze
plati

n

Zkz _ n(n+1)(2n+1)

6 )
k=0
staci dokazat, ze je
= 1(2n+1
Z"(n+ )(' ntl) g (8.12)
n:
n=0

Rada v rovnosti (8.12) vlevo ziejmé konverguje pro viechna z € C podle podilo-
vého kritéria. Hledejme nyni vhodné vyjadieni funkce f, které ndm umozni fadu

seCist. Plati
n+1

x
xexzz > reR,
n!

a tedy po dvojim zderivovani

n(n a1
(24 x)e” = Z¢

n!

2

Dosadime nyni z* za z, ¢imz dostaneme

1 2n—2
(24 2?)er” :ZM'

n!

Nyni ndsobime obé strany rovnosti 23 a pak jesté jednou derivujeme. Obdrzime

Z nn+1)2n+1) 5,

(22° 4 92 + 6:102)&2 = | =", xeR.

n!
ProtozZe je vlevo v rovnosti spojitd funkce proménné x, staci pfi vypoctu limity
pouze dosadit « = 1, z ¢ehoz jiz plyne zadany vysledek.

Poznamenejme jiz na tomto misté, ze pomoci mocninnych fad budeme ,s¢itat
i nékteré divergentni fady pomoci tzv. Abelovy metody. Dalsi fesené piiklady
nalezne ¢tenai ve skriptech [4].
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8.4 ZlepsSeni kritérii konvergence

Vime, ze kazda mocninna fada mé polomér konvergence R, 0 < R < +00. Jeho
vypocet pro jednoduché mocninné fady neni slozity, existuje vSak néjaky vzorec,
kterym uréime toto R pro jakoukoli mocninnou fadu? Abychom ho ho odvodili,
vratime se jesté jednou k posloupnostem redlnych cisel. Dokazali jsme jiz fadu
dtilezitych vét: pripomernime vétu o existenci konvergentni vybrané posloupnosti
z libovolné omezené posloupnosti (Véta 2.4.4) a Bolzano-Cauchyho podminku pro
konvergenci posloupnosti (Véta 2.4.8).

K témto tvrzenim se izce vaze pojem z nasledujici definice. Pomoci néj dopl-
nime nase dosavadni poznatky o limité posloupnosti v R.

Definice 8.4.1. Necht {a,} je posloupnost a necht {a,, }?° ; je vybrana posloup-
nost z posloupnosti {ay }, pro kterou v R* existuje limy_, oo @y, . Potom tuto limitu
nazyvame hromadny bod posloupnosti {a,, }. MnoZinu vSech hromadnych bodi po-
sloupnosti {a,} budeme znacit H({a,}).

Véta 8.4.2 (Weierstrass 1874). Kazdd posloupnost{an}md alespori jeden hro-
madny bod.

Diikaz. Skutecné, je-li {a,} navic omezena, existuje podle Véty 2.4.4 jeji kon-
vergentni podposloupnost. Neni-li omezena, pak neni omezena shora nebo zdola
a snadno sestrojime jeji podposloupnost, kterda mé limitu 4+oco nebo —oo: tak
napi. v prvém piipadé vybirdme a,, > k a soucasné ny > ng_. O

Poznamka 8.4.3. Predchazejici vété se obvykle také fika Bolzano- Weierstrass-
ova veéta, 1 kdyz je nyni vyjadirena ponékud jinak a jde o hromadny bod v R*;
Weierstrass analogickou vétu uvadél v r. 1874 na prednaskach, ale pouze pro
omezenou posloupnost. Pro omezené posloupnosti plati tato véta i v C.

Tvrzeni 8.4.4. Necht H := H({a,}) je mnoZina vsech hromadngch bodi po-
sloupnosti {a,}. Potom sup H a inf H jsou prvky H.

Diikaz. Podle Véty 8.4.2 je H # (). Necht « := inf H, 3 := sup H, takze o < (3.
Je-li 400 € H, pak supH = +oo € H. Analogicky pro —co € H je zfejmé
inf H = —oo € H. Nechf je § € R. PopiSeme konstrukci a,,,, pro kterou je
limy,— o0 @p,, = B. Volme € > 0. Pro vSechna b € H je b < 8+ ¢ a z definice
suprema vyplyva, ze existuje b € H, pro néz plati b >  — ¢/2. Protoze existuje
vybrand posloupnost {ay, }, pro kterou limy_.o an, = b, plati a,, > b—¢e/2 > f—¢
pro nekone¢né mnoho n € N. Pro tato a, plati a,, € U.(3). Nyni volme postupné
e =1/m, m € N, a sestrojme popsanym postupem vybranou posloupnost {a,,, }
tak, Ze {nm,} je rostouci a

|8 —an,,| <1/m.
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Tato vybrand posloupnost konverguje k 3, takze je 8 € H({an}). Pro « € R
postupujeme analogicky. O

Jako jednoduchy disledek predchéazejicich tivah dostaneme toto tvrzeni:

Lemma 8.4.5. Posloupnost {a,} redlngch éisel md limitu, prdvé kdyZ ma jeding
hromadny bod.

Diikaz. Je-lilim a,, = a, mé kazda vybrand posloupnost z posloupnosti {a,, } podle
Tvrzeni 2.4.13 rovnéz limitu @ a H({a,}) = {a}. Jestlize H({a,}) = {a} a pfitom
neexistuje lima,, pak z negace definice limity posloupnosti vyplyva existence
takového € > 0, Ze nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {ay, } nelezi v okoli U, (a).
Lze tedy vybrat z {a,} posloupnost s hromadnym bodem rtznym od a. Pak
ale H({a,}) obsahuje alesponi dva body a nalezeny spor dokazuje druhou ¢ast
dokazované ekvivalence. O

Definice 8.4.6. Cisla maxH a min H v R* z Tvrzeni 8.4.4 se nazjvaji limes
superior a limes inferior posloupnosti {ay, }. K jejich oznaéeni pouzivame symbol

liminf a,, := min H , limsup a,, := max H .
n—00 n— o0

Poznamka 8.4.7. Ziejmé tedy pri oznaceni z predchozi definice je lima, = a, pravé
kdyz lim inf a,, = limsup a.,, = a.

Lemma 8.4.8. Pokud jsou ¢isla 0 := limsup a,, a o := liminf a,, z Definice 8.4.6
konecnd, jsou charakterizovana ndsledujicimi vlastnostmi: pro kazdé € > 0 plati

an < B+¢€ pro skoro vsechna n € N|
an > B —¢ pro nekoneéné mnoho n € N|
an > a —¢€ pro skoro vsechnan € N,

an < a+¢e pro nekonecné mnoho n € N.

Diikaz. Pokud by mnozina {n; a, > 8 + £} nebyla kone¢nd, mohli bychom z po-
sloupnosti {a,} vybrat podposloupnost s limitou +oco nebo konvergentni podpos-
loupnost s limitou a > § + €. To vsak vede ke sporu s definici lim sup a,, jako
maxima mnoziny hromadnych hodnot posloupnosti a,. Kdyby naopak byla ko-
ne¢nd mnozina {n;a, > 0 — ¢}, neexistoval by zaddny hromadny bod {a,}, ktery
by byl vétsi nez 8 — e, coz je opét spor. Zcela obdobné se dokaze dalsi ¢ast tvrzeni
o a. O

Poznamka 8.4.9. Hromadné body limsupa, a liminfa, ezistuji pro kazdou
posloupnost {a,}. Nam umozni dat ,limitnim kritériim“ pro konvergenci fad,
kterd jsme poznali jiz v Kapitole 3, efektivnéjsi podobu. Limitni formy kritérii,
které jsme odvodili, trpi totiz jednou nevyhodou: limita, ktera v nich vystupuje,
nemusi v nékterych pripadech existovat. Staci vsak mala modifikace a tato vada
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na krase zmizi: kritéria pfestanou byt na existenci limit zavisld. Ukazme si to na
ptikladu odmocninového kritéria.

Véta 8.4.10 (odmocninové kritérium). Necht pro tadu Y a, s nezdporngmi
cleny ay, plati

limsup \/a, < 1. (8.13)

n—-+4oo
Potom Tada Y a,, konverguje. Plati-li limsup \/a, > 1, pak fada Y a,, diverguje.

Diikaz. Plati-li (8.13), zvolime ¢ tak, aby platilo limsup y/a, < ¢ < 1. Podle
Lemmatu 8.4.8 plati T\L/a < q < 1 pro skoro vSechna n € N. Nyni jiz sta¢i pouzit
Lemma 3.2.13, podle néhoz fada Y a, konverguje. Podobné v p¥ipadé platnosti
obréacené nerovnosti zvolime ¢ tak, aby platilo 1 < ¢ < limsup %. Pak plati,
opét podle Lemmatu 8.4.8, pro nekonecné mnoho n € N nerovnost % > 1,
z niz plyne pro tato n nerovnost a, > 1. Proto neni splnéna nutna podminka pro
konvergenci fady Y ay. O

Poznamka 8.4.11. Po provedené modifikaci odmocninové kritérium ve znéni z Lem-
matu 8.4.10 neddvd fesent otdzky konvergence fady > a. pouze v jediném piipadé, totiz
pro lim sup(an)l/ "™ = 1. Podobné jako odmocninové kritérium lze modifikovat i kritérium
podilové, resp. kritérium Raabeho. U podilového kritéria je tfeba jista opatrnost, proto
nasledujici Vétu 8.4.12 dokazeme.

Véta 8.4.12 (podilové kritérium). Necht pro fadu Y an s nezdporngmi cleny an
plati
limsup 242 < 1. (8.14)
a

n

Potom fada > an konverguje. Plati-li liminf(an+1/an) > 1, pak Tada 3 an diverguje.

Dikaz. Je-li limsup(an+1/an) < 1, pak existuje g tak, Ze plati lim sup(an+1/an) <g<1.
Podle Lemmatu 8.4.8 plati (an+1/an) < ¢ < 1 pro skoro vSechna n € N. Nyni jiz stac¢i
pouzit Lemma 3.2.16, podle néhoz fada > a, konverguje.

Plati-li lim inf(an+1/an) > 1, pak zvolime q tak, aby lim inf(an+1/an) > g > 1. Podle
Lemmatu 8.4.8 plati (ant1/an) > g > 1 pro skoro vSechna n € N. Nyni jiz staci opét
pouzit Lemma 3.2.18. Vidime, Ze dostavame ,,méné“ nez u odmocninového kritéria. [

.......

jednoduse lze dokazat nerovnosti, které plati mezi lim inf a lim sup vyraz, vyskytujicich
se v odmocninovém a v podilovém kritériu.

Lemma 8.4.14. Pro posloupnost kladnyjch c¢isel {ax} plati nerovnost

+1

a Ak
ak

k+l < lim inf Y/ ar < lim sup \k/ ar < lim sup
ak k—o0 k—oo k—oco

lim inf
k—oo
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Dikaz. Prostfedni nerovnost je ziejméa. Staci tedy dokézat prvni z nerovnosti, tfeti se
dokaze podobné jako prvni; tu nyni dokazeme. V piipadé, ze ma vyraz vlevo hodnotu 0
nerovnost zfejmé plati. VysSetfeme pripad

liminf 241 — ¢ > 0.

k— o0 Qg

Pro kazdé 0 < o < a existuje m € N tak, ze pro vSechna k > m plati

Ak+1
ag

>«

Jestlize téchto (kK — m) nerovnosti ve zfejmém smyslu ,,vynisobime*, dostaneme

ak Qg QAp—1 Am+1 k—
_r . . >t
Qm ag—1 Qk—2 am

Odtud obdrzime jednoduchou tpravou
ar > ama’ ™ = o (amofm) , mneboli ]\c/a_k > a(amafm) 1k ,
z ¢ehoz jiz plyne pfechodem k lim inf pro k — oo
likni'tréf m > likni'tréfoe(amofm)l/k =a.
Vzhledem k tomu, Ze nerovnost plati pro vSechna kladnéd o < a, dostavame

o k e Qk41
liminf \/ax > a = liminf + ,
k—o00 k—oo

ag

¢imz je diitkaz nerovnosti dokoncen. O

Odtud vyplyva i vysledek, ktery jsme dokazali v Lemmatu 6.5.9. Nyni si jiz snadno
a za obecnéjsi situace muzeme ukazat, Ze odmocninové kritérium je opravdu ,,silnéjsi“:
odmocninovym kritériem lze rozhodnout o konvergenci fady, pro kterou ndm odmocni-
nové kritérium rozhodnuti neposkytne. Vysetiime rady

SRR I | 1 1 1 1
(a) }Z:z 4’5j7'+'§§ +-§T +-§Z +—§§<+~~~,
k=0
e k
(b) Y 2 =gty ot 4ot 40t 400400
k=0

V piipadé (a) je

. 1
limsupM:27 liminfuz—7
an (029 8
v piipadé (b) je
. 1
limsupwzéi7 liminf 221 — =
Qn an 2

I kdyZ je evidentné fada (a) konvergentni a fada (b) divergentni, nelze to zjistit podle
Véty 8.4.12. Protoze vsak plati

lim Va, = lim 2" =™/ —9=1 — % <1 v piipadé (a),
lim Va, = lim 2"~ CY"/m =9l —2 51 v pripadé (b),

odpovéd dava v obou pfipadech dokonce ,obycejné limitni odmocninové kritérium®
z Véty 3.2.26.
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Diisledkem zlepSeného odmocninového kritéria z Véty 8.4.10 je vzorec pro
vypocet poloméru konvergence mocninné fady v nésledujicim tvrzeni:

Véta 8.4.15 (Cauchy 1821, Hadamard 1888*). Pro vypocet poloméru kon-
vergence R mocninné fady (8.6) plati vzorec

R = (limsup v/|a,|)™* (8.15)

n—oo

s konvenci 1/0 = +00 a 1/(4+00) = 0.

Diikaz. Véta je dusledkem odmocninového kritéria z Véty 8.4.10, resp. definice
limes superior a zakladnich poznatkt o konvergenci fad. Je-li

limsup v/|a,| - |2|™ = |z| - limsup v/|a,| < 1,

n—oo n—oo

fada konverguje v bodé z. Plati-li obracena nerovnost, fada diverguje. Jestlize je
napf. hodnota lim sup ve vzorci (8.15) rovna 0, konverguje fada pro kazdé z € C,
a tedy R = 400. Podobnou tvahu provedeme i pro pfipad R = 0. o

8.5 Neabsolutni konvergence

Kritéria konvergence, kterd jsme dosud poznali, byla s vyjimkou Leibnizova kritéria pro
alternujici fady aplikovatelna jen na fady absolutné konvergentni (my jsme je formulovali
jako kritéria pro fady s nezdpornymi ¢i kladnymi ¢leny). Nyni jiz pracujeme i s fadami
s komplexnimi ¢leny a potieba kritérii pro jejich neabsolutni konvergenci vzrostla. Vime,
ze mocninnd fada konverguje v kruhu konvergence absolutné, ale naprosto nic nevime
o jejim chovani na konvergenéni kruznici. Ze jsme nemohli dokézat pro tento piipad
zadnou obecnou vétu ukazuje treti z nasledujicich prikladi.

P¥iklady 8.5.1. 1. Rady Y (n!)z" a 3" 2"/n! ukazuji, Ze pro polomér konver-

gence nastavaji i extrémni pripady R = 0 a R = +oo. V obou ptipadech je
konvergencni kruznice ,degenerovand”.

2. Rada Y 2"/a™ pro a € (0,00) mé4 polomér konvergence R = a. Z Cauchyho
odmocninového kritéria plyne s ohledem na

ViIzn/ar| = |z|/a

konvergence pro viechna z € (0, a) a divergence pro vSechna z, pro néz je |z| > a.
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3. Uvazte, ze fady

n+1 n+2

D D S A ) O 3 TR

se chovaji na konvergenéni kruznici C(0,1) rozdilng; prva na ni viude diverguje,
druhé konverguje v bodé —1 a diverguje v bodé 1, tfeti konverguje absolutné ve
v8ech bodech €(0,1).

K vySetfovani konvergence mocninnych fad na konvergenc¢ni kruznici potiebu-
jeme proto jemné&jsi kritéria (neabsolutni) konvergence. Konverguje-li totiz moc-
ninna fada v jednom bodé konvergencni kruznice absolutné, konverguje absolutné
ve vdech bodech této kruznice. V ostatnich pfipadech (viz pfedchézejici jednodu-
chy ptiklad) je jiz situace slozit4.

Lemma 8.5.2 (Abel 1826). Necht jsou ddny posloupnosti komplexnich d&isel
{ar}io, {bk}i2y a cisla p,q € N, =1 < p < q. Oznacme

n
Sn:E ar, neN, s9=0.
k=1

Potom plati

q

q
Z akbk = Z Sk(bk — bk+1) + quq+1 — Spbp_H . (8.16)
k=p+1 k=p+1

Diikaz. Identitu dokazeme vypoctem:

q q q q—1
Z arby = Z (sk — Sk—1)bi = Z spbr — Z Spbry1 =
k=p+1 k=p+1 k=p+1 k=p
qg—1
= Z 8k (b = br41) + Sgbg+1 — Spbp+1;
k=p+1
tim je dtikaz rovnosti (8.16) dokondéen. O

Pokud se na Lemma 8.5.2 budeme odvolavat, budeme uzivat vzitého oznaceni
Abelova parcidlni sumace.

Véta 8.5.3 (Abel, Dirichlet 1863). Necht > ai je fada s kompleznimi cleny,
{bi.}3° nerostouct posloupnost s nezdporngmi cleny. Potom tada

Z apbr  konverguje,

je-li splnéna nékterd z ndsledujicich podminek:
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(1) (Abel) Tada > ai konverguje, nebo

(2) (Dirichlet) fada > ar, md omezené édstecné soucty a by, — 0 pro k — oo.

Diikaz. Zakladem dtkazu je ovéreni Bolzano-Cauchyho podminky pro limitu ¢as-
te¢nych souctds >, _; axby zkoumané fady. DokéZzeme tvrzeni pro predpoklad (2).
Protoze by, — 0 pfi k — oo a {by} je nerostouci posloupnost, existuje pro libovolné
e > 0 ¢islo m € N tak, ze pro vSechna p > m je b, < e. Je-li |si| < M < oo pro
vSechna k € Ny, mtzeme odhadnout pro p,q > m, p < ¢,

q p q
‘ Zakbk - Zakbk ’ = ‘ ( Z sk (by — bk+1)) + 8gbg1 — spbpt1 ’ <
1 1 k=p+1

q

< M( 3" (b — brsr) + bgs1 + b,,+1) —=2Mb,, 1 <2Me .
k=p+1

Tim je ovéfena Bolzano-Cauchyho podminka z Véty 8.1.11 pro zkoumanou fadu.
Nyni dokéZeme konvergenci pro podminku (1): snadno lze ovéfit, Ze je-li s sou-
et fady > ay, plati opét pro p,q > m, p < g,

q

0= > s(bx — brr1) + sbgr1 — sbyi1. (8.17)
k=p+1

Odectenim (8.17) od (8.16) dostaneme vztah

q q

> arb= > (sk— 8)(bk — bet1) + (5q — 8)bgr1 — (5p — 8)bps1 -

k=p+1 k=p+1

Odhadnéme nyni zbytek zkoumané fady. K € > 0 existuje m € Ny tak, ze pro
vSechna p > m je |s, — s| < €. Posloupnost {by} je omezend, existuje tedy M, pro
néz plati 0 < by, < M < oo pro vSechna k. Proto pro vSechna p,q > m, ¢ > p,
plati

q q
‘ > akbs ‘ < ) Ik = sl(bk = bryr) + [sg — slbgrr + |sp — slbpr1 <
k=p+1 k=p+1

q

< 5( Z (bk - bk+1) + bp+1 + bq+1) < 2eM.
k=p+1

Tim je dokoncen i dtikaz pro podminku (1) tvrzeni. O

Priklad 8.5.4. Z véty snadno dostavame tento uzitecny dusledek: jestlize

E ar konverguje a {by} je omezend a monoténni,
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pak fada Y aiby rovnéz konverguje. Napi. pro neklesajici posloupnost {b;}, pro
kterou je by, — B < oo, plati

Zakbk = BZak — Zak(B —bk)
Odtud jiz plyne tvrzeni.

Priklad 8.5.5. Leibnizovo kritérium pro alternujici fady plyne velmi snadno
z Dirichlet-Abelova kritéria: plati totiz | >_,_;(—1)*~!| < 1. Podobné& dostaneme

konvergenci fad typu
Z(_l)[k/3] n »

kde hranaté zavorky znaci opét funkci ,cela ¢ast“. V nékterych pripadech musime
postupovat opatrnéji: dokazme, ze kdyz
o0

flx) = (=1 sin(z/k),

k=1

pak pro defini¢ni obor Dy funkce f plati rovnost Dy = R. Je-li x € R, nesplituje
obecné fada predpoklady Véty 8.5.3, avSak existuje n € N tak, Ze je |z/k| < 7/2
pro viechna k > n a Vétu 8.5.3 lze aplikovat na fadu > po, (—1)k"!sin(z/k).
Poznamenejme, ze volba n zavisi na x € R.

V posledni ¢asti se vratime k elementarnim funkcim a dokéazeme, ze zakladni
yzavadéci tvrzeni zustanou v platnostiiv C. Specidlné dostaneme pro tyto funkce
tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti.

8.6 Elementarni funkce v C

Pfipomerime, ze jsme zavedli exponencidlu pomoci funkciondlnich rovnic (Definice 6.3.3).
Ukazali jsme si také, jak lze dokazat ,eulerovsky“ existenci a jednoznacnost exponen-
cidly definované na R (Definice 6.3.8). Prozradime (ale nedokdzeme!), Ze bychom mohli
definovat exponencidlu v komplexnim oboru i modifikaci vzorce (6.3.8): stacilo by na-
hradit redlnou proménnou x komplexni proménnou z. Z definice jsme postupné odvodili
exponencialy na C. Nyni se k této problematice s nasim minimem znalosti o komplexnich
funkcich komplexni proménné vratime.

Vnucuje se piirozend otézka: plati také pro vSechna z,w € C kli¢ovy adi¢ni
vzorec ? Odpovéd na tuto otdzku je kladnd a i s nasimi omezenymi prostfedky to
mizeme jiz dokazat.

Véta 8.6.1. Ezponencidla vyhovuje v C funkciondlni rovnici

exp(z + w) = (exp2) - (expw), z,weC. (8.18)

1

Specidlné: Pro kazdé z € C jeexpz # 0 a (expz)~ ' = exp(—=2).
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Diikaz. Zvolme libovolné w € C a definujme funkei g(z) := exp(z) exp(w — z) pro
vechna z € C. Pak ¢’(z) = 0 pro vSechna z € C a g je tedy podle Lemmatu 8.2.5
konstantni v C. Protoze exp(0) =1 a g(0) = exp(w), plati rovnost

exp(z) exp(w — z) = exp(w) ; (8.19)

dosazenim w = 0 dostaneme exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1; z toho ihned plyne,
Ze exp z # 0. Zvolme déle libovolné z € C a dosadme do (8.19) z + w za w, ¢imz
dostaneme dokazovanou rovnost (8.18), kterd tak plati pro véechna z,w € C. O

Poznamka 8.6.2. Pfedchézejici dikaz tvrzeni (8.18) bez pouzitého ,triku“ mize byt
pomérné pracny, avSak pomoci pomérné malé Casti teorie funkci komplexni proménné
Ize podat i jiné velmi jednoduché dikazy jiz znamych poznatki, pripadné dospét po-
mérné snadno k dalsim poznatktm. Casto se cituje vyrok, jehoz autorem je JACQUES
HADAMARD (1865 — 1963) a ktery fika, ze Nejkratsi cesta mezi dvéma tvrzenimi z rediné
analyzy vede pres C.

Nékteré definice se na pfipad funkci komplexni proménné téméf doslova jed-
noduse prenesou:

Definice 8.6.3. Je-li Dy C C defini¢ni obor funkce f, fikdme, ze ¢islo c € C je
periodou funkce f, plati-li z + nc € Dy a f(z) = f(z + nc) pro vSechna z € Dy a
vSechna n € Z. Funkce f je periodickd, existuje-li nenulova perioda f.

Funkce f je sudd, jestlize pro kazdé z € Dy C C je —z € Dy a zaroven
f(z) = f(—==2). Podobné je funkce f lichd, jestlize pro kazdé z € Dy C C je
—z€ Dy a f(z) = —f(—2).

Nyni vyjadiime exponencidlu jako soucet sudé a liché funkce:

exp(2) + exp(—2) | exp(z) — exp(—2)
+ 5
2 2
S témito funkcemi jsme se jiz informativné v redlném pripadé setkali; nyni k nim
dospivame podobnym zptisobem.

expz = zeC. (8.20)

Definice 8.6.4. Zakladni hyperbolické funkce definujeme rovnostmi

exp(2) +exp(~2) o exp(e) — expl-2)
2 2

Funkeci cosh nazyvame (komplexni) hyperbolicky kosinus a funkei sinh (komplexni)

hyperbolicky sinus.

coshz := zeC. (8.21)

Z rovnosti (8.20) vyplyva vzorec
expz = coshz +sinhz, ze€C; (8.22)
ziejmé je funkce cosh suda a funkce sinh licha. Plati tedy

cosh(—z) = cosh(z), sinh(—z) = —sinh(z), z€C. (8.23)
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Snadno téZ nahlédneme, Ze jejich Maclaurinovy rozvoje maji zndmy tvar (pouze
b
prechdzime od redlné proménné z ke komplexni proménné z)

00 0o
2k Z2k+1

z
hz = — inh z = —_— C. 8.24
cosh z ,;:0 oIk sinh z ,;:0 TR z € (8.24)

Rady konverguji absolutné v C a obé funkce lezi v C(>)(C). Snadno se ovéii i
rovnosti
sinh’ z = coshz, cosh’z=sinhz, z€C.

Lemma 8.6.5 (souétové vzorce). Pro funkce cosh, sinh plati souctové vzorce

cosh(z + w) = cosh zcoshw + sinh zsinhw, z,w e C, (8.25)
sinh(z + w) = sinh z coshw + cosh zsinhw, z,w € C, (8.26)

a analogické rozdilové vzorce

7)

cosh(z — w) = cosh z coshw — sinh zsinhw , (8.
8.28)

2
sinh(z — w) = sinh z cosh w — cosh zsinh w . (8.2

Diikaz. Dokazme vzorec (8.25). Dosadime do obou séitanci na pravé strané (8.25)
podle (8.21) a upravime; dostaneme tak dvé rovnice (jednu s ,hornimi“ a druhou
s ,dolnimi“ znaménky)

(exp z + exp(—z))(expw + exp(—w)) =
= exp zexpw * exp zexp(—w) + exp(—z) expw + exp(—z) exp(—w) ,

které secteme, ndsobime (1/4) a upravime pomoci (8.18). Tak dostaneme (8.25).
Analogicky odvodime (8.26). Zbyvajici vzorce (8.27) a (8.28) dostaneme z téchto

vzorci dosazenim —w za w a uzitim (8.18). O
Z rovnice (8.25) dosazenim w = —z a Gpravou dostaneme rovnost
2 s 12
cosh® z —sinh“ z =1 ; (8.29)

Tim jsme odvodili zdkladni vzorce pro hyperbolické funkce v C. Hyperbolické
funkce jsou nepatrné jednodusi nez funkce goniometrické. Pfi zavadéni goniome-
trickych funkei vyjdeme z rovnice (8.20), do které dosadime iz za z. Dostaneme
tak po rozsifeni druhého zlomku 3) na pravé strané rovnice ¢islem i

exp(iz) + exp(—iz) L exp(iz) — exp(—iz) '

5 5 (8.30)

exp(iz) =

To nés vede k nésledujici definici, analogické k vzorctim (8.21):

3) Bez tohoto rozsifeni by zavddény sinus nebyl na R realnou funkci.
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Definice 8.6.6 (Eulerovy vzorce). Zakladni goniometrické funkce definujeme
v C vzorci

exp(iz) — exp(—iz)
2i ’

cosz = exp(iz) + exp(~iz) , sinz:=

2

zeC. (831)

Funkei cos nazyvdme (komplexni) kosinus a funkci sin (komplexni) sinus.
Z rovnosti (8.22) nebo z Eulerovych vzorci (8.31) dostaneme snadno rovnost
exp(iz) = cosz +isinz, ze€C. (8.32)

Poznamka 8.6.7. Porovnénim definic goniometrickych a hyperbolickych funkci,
které jsme zatim zavedli, dostdvame rovnosti

cosz = cosh(iz), sinz = —isinh(iz), ze€C. (8.33)
Z nich vidime, zZe funkce cos je suda a funkce sin licha, tj.
cos(—z) =cosz, sin(—z)=—sinz, ze€C; (8.34)

snadno z nich odvodime s pfihlédnutim k chovéani celociselnych mocnin ¢isla i
Maclaurinovy rozvoje sinu a kosinu:

> 2k 0 Z2k+1

cosz = Z(—l)k (;k)' , sinz= Z(—l)km zeC. (8.35)

k=0 k=0

Rady konverguji absolutné v C a tak jsou obé funkce cos a sin z C(>°)(C), pfi¢emz
plati rovnosti
sin’z =cosz, cos’z=—sinz, ze€C. (8.36)

Porovnanim z Maclaurinovymi rozvoji ,redlnych“ goniometrickych funkci vidime,
ze jsme opravdu dostali rozsireni téchto funkci na C. Dosadime-li do rozdilovych
vzorcl (8.27) a (8.28) pro hyperbolické funkce iz za z a iw za w, dostaneme
napf. z (8.27)

cosh(i(z — w)) = cosh(iz) cosh(iw) — sinh(iz) sinh(iw) ,
coz s pomoci vztahi (8.33) déva rozdilovy vzorec
cos(z —w) = coszcosw + sinzsinw, z,weC. (8.37)
Podobnym zpiisobem dostaneme i druhy rozdilovy vzorec

sin(z — w) =sinzcosw — cos zsinw, z,w € C. (8.38)
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Z rovnice (8.29) dostaneme dosazenim iz za z a jednoduchym vypoctem opét
zndmou rovnost

cos’z+sin’z=1, 2€C; (8.39)

Ctenal zna analogicky vzorec pro z € R ze stfedni Skoly. Zde je na misté varovani:
ze vzorce (8.39) neplyne |sinz| <1, |cosz| < 1 pro vSechna z € C, nebot ¢tverec
komplexniho éisla nemusi byt nezdporné redlné ¢islo. Ze vzorce (8.18) specidlné
dostaneme

exp z = exp(z + iy) = expz (cosy + isiny). (8.40)

Tim jsme mj. vyjadfili komplexni exponencidlu pomoci redlnych funkci realné
proménné exp, cos a sin. Poznamenejme, ze tak bychom mohli komplexni expo-
nencidlu eventualné i definovat.

Ze vzorce (8.18) plyne indukei rovnost expnz = (exp z)™ pro vSechna z € C a
v8echna n € Nj; protoZe pro n = 0 je tato rovnost trividlni a protoze z" =1/27",
exp(—z) = 1/expz, je patrné, Ze rovnost expnz = (expz)™ plati pro vSechna
n € Z a vSechna z € C. Odtud plyne pro vSechna z = x + iy € C identita

(exp(z + iy))" = (expz)™(cos ny + isinny) .

Tento vztah byva na stfedni $kole uvadén ve zjednodusené formé (pro x = 0) pod
jménem Moivrova véta ¢i Moivrova formule:

(cosy +isiny)"™ = cosny +isinny, neZ. (8.41)

Vsimnéme si jesté dalsi vlastnosti goniometrickych funkci. Tak napf. z rovnosti
cosit = cosht, t € R, ihned plyne, Ze

. . . expt+ exp (—¢
lim cosit = lim p—p() =00;

t—=oo t—=o0 2
funkce cos neni tedy na C omezend. To je jedna z vlastnosti, které se podstatné
lis7 pro realny a komplexni piipad. Ctenaf by si rovnéz mél pov§imnout, %e pro
zadné x € R neni coshz = 0.

Véta 8.6.8. Ezponencidla a goniometrické funkce jsou urceny funkciondlnimi
rovnicemi z Véty 6.8.8 a Véty 6.6.3 jednoznacné v R i v C.

Dikaz. 1. Existenci exponencidly jsme jiz jednou dokézali postupem, ktery uzival
Euler (funkce exp byla definovana na R jako limita specidlnich polynomi). Od-
vodili jsme vSak nezavisle vyjadieni exp jednoznacné uréenou mocninnou fadou
a dokazali jsme, ze jeji soucet spliiuje adic¢ni vzorec dokonce i v C.
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2. Funkce popsané Vétou 6.6.3 maji jednoznacné uréené rozvoje v mocninnou
fadu. Pomoci jejich souvislosti v C s exponencialou jsme ukazali, Ze soucty téchto
mocninnych fad spliiuji v C rovnice (8.37) a (8.38), tedy analogické funkcionalni
rovnice jako na R.

Poznamenejme, ze odtud mj. vyplyva moznost zavést pomoci ,stejnych funk-
cionélnich rovnic* tyto funkce i v C (rovnosti jsou stejné, ale uvazované obory
jsou riizné, takze funkcionalni rovnice jsou jen analogické). O

Poznamky 8.6.9. 1. Ctenai by mohl nabyt dojmu, Ze funkce arctg lze rozsifit
z R v C jen na kruh se stfedem v pocatku nebo ze funkci log rozsifit na C
neumime. Doporucuji si rozmyslet napt. to, ze log umime rozvinout v mocninnou
fadu v kruhu K(1, 1) nebo obecnéji v kruhu K(a, a) s kazdym a > 0. K tomu stadi
uvazit, ze

1 1 B (z —a)*
z (1+a)+(z—a) _Z(1+a)k+1'

2. Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze exponenciala také v C vyhovuje rovnici
f'(z) = f(2) = 0 a ze goniometrické funkce v C fesi rovnice f”(z) + f(z) = 0.
Analogicky poznatek ziskdme snadno i pro hyperbolické funkce.

Druhé ¢éast predchazejici poznamky nas vede k tomu, abychom se podobnymi
rovnicemi zabyvali podrobnéji alesponn v R. Priipravou k tomu pro nas bude na-
sledujici (posledni) kapitola tohoto dilu.

Historické poznamky 8.6.10. Pojem komplexniho ¢isla proSel velmi dlouhym vyvo-
jem, ktery zapocal zhruba v poloviné 16. stoleti. R. 1545 vydal GIERONIMO CARDANO
(1501 — 1576) knihu Ars Magna de Regulis Algebraicis. Ta byla jednim ze série pfispévki
italské skoly k FeSeni rovnice tietiho stupné*). P¥ipometime, Ze po Cardanovi jsou pojme-
novany vzorce, pomoci nichz se vyjadruji kofeny rovnice tfetiho stupné; jejich skute¢nym
objevitelem byl patrné NiccoLO FONTANA (1499 — 1557).

Cardano v Ars Magna te$il tlohu rozlozit ¢islo 10 na soucet dvou séitanct, jejichz
soudin je roven 40. Pro rovnici (10 — x) = 40 nalezl kofeny ve tvaru z; = 5 + +/—15,
x2 = b — +/—15 a pro jejich soucin obdrzel

(5+v/=15)(5 — /—15) = 25 — (—15) = 40.

Vysledek oznacil jako ,elegantni, avSak bez uzitku“. Cardano spolu s dalsimi italskymi
matematiky rozsiril tehdejsi znalosti o feSeni algebraickych rovnic a pfispél téz k objevu
komplexnich ¢isel. Jinym vyznamnym matematikem, svdzanym s touto problematikou
byl SCIPIONE DAL FERRO (1465 — 1526).

Vyvoj vsak postupoval velmi pomalu. RENE DESCARTES (1596 — 1650) odmital exis-
tenci komplexnich kofentt polynomu; od né&j pochézi trochu nestastny termin ,imagi-
narni“. Také objevitelé infinitezimélniho poc¢tu neptikladali komplexnim ¢islim vétsi
vyznam: zatimco ISAAC NEWTON (1642 — 1727) je nepokladal za dilezitd, GOTTFRIED

4) Obsahly vyklad nalezne &tenai u Cantora ve druhém dilu [3] v kapitole 64.
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WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716) s nimi sice pracoval, ale nechédpal jejich podstatu. Za
zminku stoji, Ze jak Leibniz, tak zejména Newton pracovali s mocninnymi fadami, avsak
jejich konvergenci nevysetrovali.

Zasadni zlom ve vztahu matematiki ke komplexnim ¢islim piisel az na pielomu
stoleti, kdy CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855) uvefejnil r. 1799 sviij prvni du-
kaz tzv. zdkladni véty algebry. Jim byla pozice komplexnich ¢isel v matematice znacné
posilena.

Eulerovy znalosti o komplexnich ¢islech pozoruhodné postupné rostly a vyvrcho-
lily v odhaleni vztahu mezi exponencialou, a goniometrickymi funkcemi v komplexnim
oboru. U Eulera tedy $lo o zavrseni dlouhodobého vyvoje. V dopise z r. 1740 sdélil Euler
Johannovi Bernoullimu, ze funkce

y=2coszT a y=eV 1"y VI
jsou fesenimi téze (diferencidlni) rovnice a pro obé plati y(0) = 2, y'(0) = 0, tedy si musi
byt rovny. Toto pozorovani zverejnil r. 1743 ve formé vzorct

cost = (e‘/f_l'S + ef‘/f_lt)/2, sint = (e‘/jt — ef‘/f_lt)/(Q\/—l) .

Od Eulera mj. také pochazi oznaceni imaginarni jednotky symbolem i, to vSak je az
zr. 1777.

U Gausse nachazime geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel nejprve v kores-
pondenci (1811); zahy vSak Gauss disponoval ucelenym obrazem o souvislostech. Expli-
citné je popsal v praci z r. 1831. Pri této prilezitosti napsal, Zze geometrickd interpretace
komplexnich c¢isel vrhd na jejich metafyzické chdpdni nové svétlo. Poznamenejme, Ze ob-
jevend ,nazornost* byla jednim ze stimuld dalsiho vyvoje vedouciho k vytvoreni teorie
komplexnich funkci komplexni promeénné.

Zaklady teorie funkci komplexni proménné byly polozeny v devatenactém stoleti.
Za nejvétsi prinos vdécime tfem velmi vyznamnym matematiktim; jsou jimi Louls Au-
GUSTIN CAUCHY (1789 — 1857), BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866) a CARL THEODOR
WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897).

Kruh konvergence byl znam v podstaté jiz Cauchymu vcetné metody vypoctu jeho
poloméru, avsSak dukaz vzorecku nebyl zcela korektni a prodélal dalsi vyvoj. Vzorec
Cauchy popsal slovy, nebot formalni definici lim sup podal teprve PAUL DAVID GUSTAV
DU BoIsS-REYMOND (1831 — 1889) r. 1882.

R. 1888 objevil vzorec (8.15) znovu, patrné zcela nezavisle na Cauchym, Hadamard;
v té dobé byl studentem znamé FEcole Normale. Piesnou formulaci pak podal v &lanku
z r. 1888, vlivem kterého se v fadé uéebnic uvadi (8.15) jako Hadamardiv vzorec. Patrné
je nejvhodnéjsi uzivat oznaceni Cauchy-Hadamardiv vzorec, nebot Hadamard dalsim
vyuzitim vzorec ,zpopularizoval“; srv. [10].

Vzorec se Casto pouziva v diikazu véty o derivovani a integraci mocninné rady ¢len
po ¢lenu pro rovnost poloméra prislusnych fad, jak jsme ale vidéli, neni to nutné. Tato
aplikace predstavuje jeho elegantni vyuziti.

U rozvoje funkce arctg v mocninnou fadu jsme uvedli jediné jméno JAMES GREGORY
(1638 — 1675) a r. 1671. Rozvoj souvisi s tzv. Leibnizovou fadou pro vypocet m, ke
které se ve druhém dile jesté vratime (viz také Historické pozndmky 3.4.9). Gregory
prokazatelné ziskal fadu rozvoju funkci v mocninné fady a byva nékdy fazen k tvirctim
infinitezimalniho poctu.
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Teorii funkci komplexni proménné je vénovano mnoho knih a zpravidla se vyklada
oddélené od redlné analyzy, i kdyZ je toto oddélovani zbytecné; jediny davod spocivé
v tom, ze se obecné soudi, Ze tato partie matematiky je pro zacatecniky pfili§ naroc¢na.
Jednotny piistup prezentuje na vyssi Grovni kniha [9], historizujici vyklad je obsazen
napt. v krasné monografii [8].

1]
2]

3]
[4]

[5]
(6]
(7]

8]
[9]
[10]

[11]
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Kapitola 9

Primitivni funkce

9.1 Motivaéni tvaha

Tato kapitola je vénovana metoddm wurcovdni primitivnich funkci. Zacneme od
zékladni definice.

Definice 9.1.1. Necht f je funkce definovand na (a,b) C R. Pak funkci F, pro
kterou plati F'(x) = f(z) pro vSechna x € (a,b), nazgvame primitivni funkei k f
(na intervalu (a,b)).

Nalezeni primitivni funkce je v jistém smyslu inverzni operaci k derivovani:
je-li f' derivace funkce f na intervalu (a,b), pak f je primitivn{ funkei k f' na
(a,b). Primitivnich funkei k f vSak mize byt vice. Je napf. ziejmé, Ze primitivni
funkei k funkci cos (na R) je nejen funkce sin, avSak také i funkce sin +3 a obecnéji
kazd4 funkce sin +c, kde c je libovolna konstantni funkce na R. Primitivni funkce
k téze funkci se vSak ,vice* lisit nemohou, coz vyplyva z nasledujiciho tvrzeni.

Lemma 9.1.2. Necht Iy, Fy jsou primitivnimi funkcems k funkci f na intervalu
(a,b). Potom jejich rozdil je konstantni funkce.

Dikaz. Plati (Fy — F»)' = f — f =0, a tedy rozdil F; — F» je konstantni funkce
na (a,b) podle Véty 5.2.22, resp. podle jejiho Disledku 5.2.23. O

Poznamka 9.1.3. Je velmi podstatné, Ze jsme definovali primitivni funkci na
intervalu. Rozdil 2sgn—sgn ma na G := R\ {0} derivaci vSude rovnou 0, ale
neni na G konstantni. Lemma 9.1.2 ukazuje, ze k f existuje nekone¢né mnoho
primitivnich funkeci, které se navzajem lisi o konstantu®, tj. je-li F' primitivni
funkce k f, pak mnozina v8ech primitivnich funkei k f je mnozina {F+c¢; ¢ € R}.

Nyni budeme zkoumat dtvody, které nas k ur¢ovani primitivnich funkei vedou.
V Uvodu jsme se zminili o tom, Ze nékteré poznatky byly pokladany za spravné,
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nebot vyplyvaly z nazoru. Jiz pfed zac¢atkem naseho letopocétu byl obsah rovinnych
obrazcti chapan pii kvadraturach jako aditivni a monoténni; v piipadé obdélniku
byl ddn zndmym vzoreckem.

Tyto vlastnosti byly pouzivany intuitivné, o jejich spravnosti se prilis nepochy-
bovalo a explicitné se o nich nepsalo. K jejich ,zpfestiovani“ dochazelo pozvolna.
Budeme se v tomto duchu zabyvat intuitivné chdpanym obsahem rovinného ob-
razce, vyhovujicim vyse popsanym pozadavkim; presnéji:

Necht pro kazdou spojitou funkei f definovanou na intervalu [0,00), f > 0, je
pro vSechna a,b, 0 < a < b < oo definovdna mnozina M(f;a,b)

M(f;a,b) = {[z,y) eER%a <z <b0<y< f(zx)}.

Dale piedpokldddme, 7ze kazdé takové mnoziné lze piitadit ,obsah podgrafu“ 1)
P(f;a,b). O tomto pomérné slozitém zobrazeni (je definovano na systému speci-
alnich podmnozin mnoziny vSech dvojic redlnych ¢isel pomoci nezdpornych spo-
jitych funkei a uzavfenych intervali)

M(f;a,b) — P(f;a,b)
predpoklddame, Ze ma velmi jednoduché vlastnosti (O1)—(03), popsané nasledu-
jicimi vztahy:
(O1) pro a < ¢ < b, f € C([0,00]), plati P(f;a,c)+ P(f;c,b) = P(f;a,b),
tj. obsah je ,aditivni“;

(02) jelia < a < B < b, f,g € C([0,00]) a M(g;c, 3) € M(f;a,b), pak
P(g;a, B) < P(f;a,b), tj. obsah je ,monoténni“;

(03) je-li f konstantni, tj. f(z) = k > 0 pro vSechna z € [0,00), pak plati
P(f;a,b) = k(b— a), tj. obsah obdélniku se pocita tak, jak jsme zvykli.

Ponechme prozatim stranou otazku, zda zobrazeni s uvedenymi vlastnostmi
existuje. Vyfesime ji pozdéji, v kapitole vénované Riemannové integralu. Nyni
se soustfedime na jednu vlastnost popsaného zobrazeni a ukdzeme si, jak pojem
primitivni funkce s obsahem souvisi.

Lemma 9.1.4. Necht je dina funkce f € C([0,00)), f > 0. Pfedpoklidejme, Ze
existuje zobrazeni M(f;a,b) — P(f;a,b) s vlastnostmi (O1) — (03). Potom pro
funkei F(z) = P(J;0.2), 2 € (0,00), plati

Fl(z) = f(z), x€(0,00).
Diikaz. Zvolme zo € (0,00) a spoc¢téme F' (zg). Z (O1) plyne pro kazdé h > 0

F(xo+h) — F(xo) = P(f;z0,m0 + h) .

1) Nékdy se v této souvislosti mluvi o plose.
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Ze spojitosti f v bodé x¢ plyne, Ze k libovolné zvolenému ¢ > 0 existuje § > 0
tak, ze pro viechna z € [zg, zo + J] plati

f(wo) =& < f(z) < f(xo) +¢.
Vynéasobime nyni nerovnost éislem h, 0 < h < ¢ a pomoci (02) a (03) dostaneme
(f(xo) —e)h < P(fy 20,20 + h) < (f(z0) + €)h;
pak po prepsani do zavedeného oznaceni dostavame

F(zo+h) — F(x0)
h

—f(.fCo) S g.

Odtud plyne F’ (x9) = f(xo). Analogicky provedeme tvahu i pro F’ (x9) a do-
staneme F’ (x¢) = f(xo). Tim je tvrzeni dokdzéano. O

Mame-li k dispozici libovolnou primitivni funkci F' k f, 1ze pocitat plochu
P(f;a,b) pomoci vzorce

P(f;a,b) = F(b) = F(a) .

To plyne z Lemmat 9.1.2 a 9.1.4. Zaroven to ukazuje, ze hledani primitivnich
funkci je z popsaného hlediska pfirozené a uziteéné. Uvedme nékolik ilustrativnich
prikladd.

Ptiklady 9.1.5. 1. Zfejmé je funkce F(x) = 22, kde x € R, primitivni funkei
k funkci f(z) = 2z na R.

2. Obecnéji plati pro vSechna n € N

$n+1 ’
=z2", xzeR. 9.1

(n + 1) (9-1)
Odtud vidime, Ze k mocninam s pfirozenym exponentem se lehce urcuji primitivni
funkce: slouzi k tomu vzorce pro derivovani, nékdy v nepatrné modifikovaném
tvaru. Vzorec (9.1) plati dokonce pro vSechna n € Z s vyjimkou n = —1, pro
zaporna n vSak pouze na intervalech (—o0,0) a (0, 00).

3. Piiklad 7.1.1 (srovnej téz s Piikladem 7.1.5) ukazuje, ze funkce definovand
vztahy F(z) = 2%sin(z72), z € R\ {0}, a F(0) = 0, je primitivni funkef k funkci
f = F', avsak f nenispojitd a dokonce neni na Zddném okoli bodu 0 omezend. To
ukazuje, ze mohou existovat primitivni funkce i k funkcim dosti komplikovanym.

Nasledujici uziteénou vétu uvedeme v tomto okamziku bez dukazu, dokazeme ji
aZ v Kapitole 10 (Véta ??). Ukazuje spolu s pfedchazejicim piikladem, Ze spojitost
je postacujici (nikoli vSak nutnou) podminkou pro existenci primitivn{ funkce.
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Véta 9.1.6. Je-li f spojita na intervalu (a,b), pak na tomto intervalu existuje
alespon jedna primitivni funkce k funkci f.

Poznamka 9.1.7. Dfive se nékdy uzivalo pro primitivni funkci oznaceni ,antiderivace®
nebo ,neur¢ity integral“. Souvisi to s tradi¢nim oznacenim (znameni f vzniklo modifikaci
velkého ,, S )

/f(m) dx, resp. ./f7 (9.2)

pro primitivni funkci k funkci f, pochézejicim od GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE
(1646 — 1716). AvSak v tom pfipadé vznika pfi vypoctech problém, kterou z primitivnich
funkci takto oznacéime, pokud jich existuje vice. A to, jak jsme vidéli, nastava. Avsak
ani Gmluva, ze (9.2) zna¢i mnoZinu vsech primitivnich funkci, neni vhodnd, a tak se
s tradi¢nim oznacenim vzdy nékde dostaneme do obtizi. Dani za zachovavani tradi¢niho
oznaceni je pak pouzivani ,ponékud nesmyslnych vzoreckd“. Budeme je chapat spise
jako pomtcky k zapamatovani. V kazdém pfipadé je nutné umét dat vypocétum smysl,
tj. presné zapsat a odivodnit nalezeny vysledek. Pro nas zapis

/f(x)d:c = F(z), =z € (a,b),

znamena pouze jinou formu zdpisu rovnosti F'(z) = f(x), = € (a,b).

Jedno upozornéni je na misté. Hlavni problém spociva v tom, Ze vzorec sim o sobé
neznamena nic, je nutno ho ,o0zivit“ tim, ze uvedeme predpoklady a také tvrzeni. K to-
muto problému se jesté vratime v Poznamce 9.3.10.

Z historickych davodu také preziva ponékud vagni terminologie. Termin integrace se
uziva ve vyjadrenich typu ,integrovat diferencidlni rovnici“, ,urcit integral®, ,integrace
substituci apod., ktera jsou zejména v technickych uc¢ebnicich stale dosti frekventovana.
Aby si na né ¢tenar zvykl, budeme je v omezené mite také pouzivat.

Umluva 9.1.8. Casto budeme iikat, ze F' je primitivni funkce na (a,b), pokud
existuje f tak, ze plati F' = f (na (a,b)). Zatimco zobrazeni f — f’/ m& dobfe
vymezeny smysl napf. na linedrnim prostoru vSech funkci, pro které existuje f’
na (a,b), nebo napt. na C!(a,b) := C*((a,b)), neni mozné vybrat z tiidy vsech
primitivnich funkei k f néjakého ,preferovaného reprezentanta®. V tom je slabina
oznaleni jiz zminéného oznaceni [ f(z)dz ¢ [f a nelze ji uspokojivé odstranit,
neupustime-li od vzitého ,,pouzivani fajfek“. Symbol dx zde vyznacuje, vzhledem
ke které proménné se primitivni funkce hledé, coz je napt. ve vzorci, platném pro

vSechna a € R\ 0,
dr 1 T
7{14 g = garctgﬁ,

nutné.

3

Poznamka 9.1.9. Je-li tfeba najit primitivni funkei k funkci  — cos® z,z € R, mu
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Zeme postupovat téz takto (zapis vypoétu):

3 2 .2 .2
COS I — COS :c-cos:c:(l—sm ZC)COSZC:COSZC—SHI I COST —

=(sinz)’ — ((1/3)sin® )’ = (sinz — (1/3) sin® z)’.

Nevyhodou tohoto zapisu vsak je, Ze je netradicni, a tak bychom se hiife s ostatnimi
domlouvali (nejen s lidmi, pracujicimi v jinych oborech, kde se tradi¢éni zapis pouziva,
ale i s ostatnimi matematiky). S obvyklym zdpisem se seznamime dale.

Lemma 9.1.10. Kazdd primitivni funkce je spojitd.

Dikaz. Predpoklddejme, Ze F je primitivni funkei k f na intervalu (a, b). Pak pro
vSechna z € (a,b) plati F'(z) = f(x), takZe F' ma vlastni derivaci v§ude v (a, b),
a je proto spojita podle Véty 5.1.10. O

Priklad 9.1.11. Funkce sgn nemd na R primitivni funkci. Z Lemmatu 9.1.2 vy-
plyva, Ze pokud by takovéa primitivni funkce F' k funkci sgn existovala, byla by
jeji restrikce na interval (—oo,0) prvkem mnoziny funkci {—z + ¢1; ¢1 € R}.

Podobné jeji restrikce na interval (0,+o0) by byla prvkem mnoziny funkci
{z + ¢ca2; co € R}. Funkce F musi byt spojita a z jeji spojitosti v bodé 0 vyplyva,
Ze by pro néjaké ¢ € R muselo platit

F(z) = |2| +c,

coz davéa spor, nebot tato funkce nemd derivaci v bodé 0. Jak pozdéji uvidime
(viz Véta 5.2.14), dokdzané tvrzeni je na prvni pohled ziejmé, nebot funkce sgn
nemd Darbouxovu vlastnost, kterou by podle Véty 5.2.14 musela mit.

9.2 Vypocdet primitivni funkce

Lemma 9.2.1. Je-li F primitivni funkci k f na (a,b) a G primitivni funkci ke g
na (a,b), je F+G primitiond funkce k f + g na (a,b). Je-li c € R, je cF primitivni
funkci k funkci cf na (a,b).

Diikaz. Stadi si uvédomit, ze je (F+ G) = f+g a (¢F) =cf. O

Tvrzeni typu pfedchoziho lemmatu, kterd plati pro libovolny pocet sc¢itanct,
se Casto neuvadéji, nebot matematikovi ,, jsou zfejméa“. Stejné samoziejmé se miize
Ctenaii zdat tvrzeni, ze primitivni funkce k polynomu je opét polynom. Nékdy je
vsak nutné vysvétlovat i samoziejmosti. Pfi vyucovani musi ucitel zadat, aby si
7aci tyto samoziejmosti nejen uvédomovali, ale aby je pfi komunikaci s ucitelem
vyslovné uvadéli. Teprve az si je ucitel zcela jist, ze zaci presné védi o cem mluvi,
lze se dohodnout, Ze si oba (ucitel i zadk) samozifejmosti domysli.

Poznamka 9.2.2. Musime umét rozlisovat: funkce f(x) = exp(—2?) je ziejmé spojita
na R, a proto mé podle Véty 9.1.6, resp. 77 na tomto intervalu primitivni funkci. D4 se ale
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dokazat, ze tuto primitivni funkci nelze pomoci funkci, které jsme v tomto textu popsali,
zadnym zptisobem vyjadiit ?). Situace se do jisté miry podoba piipadu funkce 1/2 nebo
funkce 1/(1 + #?). Pokud bychom nezavedli v Kapitole 6 funkce log a arctg nebo jiné
transcendentni funkce, neuméli bychom nalézt primitivni funkce ani k témto funkcim.
Pro ptipad funkce 1/z neni tézké dokézat, Ze jeji primitivni funkce neni funkce racionélni.
Predpokladejme, ze existuje interval (a,b) C (0,00) takovy, ze je logx = P(x)/Q(x),
z € (a,b), pfi¢emz P, @ jsou nesoudélné polynomy. Pak plati
! !
1_P@ew-P@e@
z Q*(z)
Q*(z) = 2(P'(2)Q(z) — P(z)Q'(z)).

Odtud plyne, ze Q(z) = Q1 (z), k > 1, pficemz Q1(0) # 0. Je tedy
2 Qi(x) = z(P'(2)"Qu(z) — 2" P(2)Q (z) — ka" "' P(2)Qu(x)),
neboli po tpravé (délime x*)

2" Qi(x) = 2P (2)Q1(z) — kP(2)Qu1(z) — 2 P(2)Qi(x) .

Tak jsme dostali prakticky stejnym postupem jako pfi obvykle pouzivaném diikazu ira-
cionality \/ 2 spor: polynom P musi byt délitelny z, a tedy P a Q nejsou nesoudélné. Jak
jsme se jiz zminili, o tom, ze primitivni funkci k funkci k 1/z nelze vyjadfit pomoci jiz
zavedenych elementarnich funkci, lze jednoduchymi prostiedky dokizat mnohem vice;
viz [1].

K praktickému hledéni primitivnich funkci potfebujeme trochu vice nez jen vyse uve-
dené samozriejmé tvrzeni o linearité a ,,obracené vzorecky pro derivovani“. Nejprve vSak
uvedeme opét historickou ukéazku; ¢tenare upozornujeme na formalni stranku techniky
vypocti, ta se uziva v podobné formé dodnes.

Véta 9.2.3 (metoda per-partes). Necht f, g jsou funkce definované na (a,b)
a necht F' = f, G' = g. Necht existuje funkce H, kterd je primitivni k funkci fG
na (a,b). Potom existuje i primitivni funkce k Fg na (a,b) a plati

(FG — H) = Fy.
Dikaz. Zt¥ejmé plati (FG — H) = fG+ Fg— fG = Fg. O

Poznamka 9.2.4. Ve starSich ucebnicich nebo na technickych univerzitach se
zapisuje celé tvrzeni do ,vzorce“

/fG:FG—/Fg, resp./F'G:FG—/FG/.

Abychom zduraznili jeho obsah, formulovali jsme ,vétu o metodé per—partes®
a dokazali jsme ji. Obrazek o uzivanych zapisech poskytla i pfedchozi ukazka.

2) Toto je jen vagni vyjadieni, které je nutno zpfesnit.
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Priklad 9.2.5. Pro dalsi vypoéty primitivnich funkci k raciondlnim funkcim je
diilezité najit primitivni funkci k funkci (1 + 22)~", n € N. Polozme pro n € N

I, :/dif
(14 22)»

kde za I,, volime tu primitivni funkci, ktera v bodé 0 nabyva hodnoty 0. Pocitejme:
jemapi. f=1, F=x, G=(1+2?)"", 9= —2nz/(1 +2%)"*"!, coz dosadime do
vzorce. Dostaneme tak postupné

I / dz _ T +2n/ 2% dz _
" 1422 (14 22)n (14 z2)ntt
x (1+2?) -1
oy o e
x
= m +2TL(In —In+1).

Odtud plyne
z 2n—1

2n(1 + z2)» + 2n

dx
Il = m :arctgx,

umime z rekurentni formule spocitat I,, pro libovolné n € N.

In_;,_l = In . (93)

Jelikoz

Podobné jako vzorecek pro derivovani soucinu nés privedl k metodé per-partes,
vede véta o derivovani sloZzené funkce k metodé substitucni.

Véta 9.2.6 (substituéni metoda). Necht ¢ : (o, 3) — (a,b) md viude v («, 3)
vlastni derivaci a necht f je definovdna na (a,b). Potom

(a) Je-li F primitivni funkce k f na (a,b), je F o primitivni funkce k (fop)-¢’
na intervalu (a, ).

(b) Je-li navic ¢ prostd, zobrazuje interval (o, ) 22 (a,b) a ¢ md viude v (a,b)
nenulovou derivaci, pak pro ¥ = @1 plati: je-li G primitivnd funkci k funkci
(foy) ¢ na(a,B), je Gotp primitivni funkcei k funkci f na (a,b).

Diikaz. Uvédomime-li si, Zze predpoklady véty o derivovani slozené funkce jsou
splnény, lehce podle ni dostaneme

[(Fo@)®) =[FleM)] = F'(p(t) - ¢'(t) = fle®)e' (1), t € (),

a s prihlédnutim k vlastnostem inverznich funkci také

[(Goy)(@)] = [G(x)] = flp(¥(2))) - ¢ (Y(x) - ¥ (z) = f(z), x€(ab).

Tim je dikaz dokoncen. O
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P¥iklady 9.2.7. 1. ProtoZe primitivn{ funkci k f(z) = 22 je funkce F(z) = 23/3
a sin ma vlastni derivaci vSude v R, je

3

sin® z\/ .9
=sin“x - cosx
3 )

tj. ,dosazenim funkce sin do funkce z +— 3/3“ jsme ziskali primitivni funkci
k funkei 2 — sin® z - cosz . Uzili jsme prvni ¢ast véty o substituci.

2. Typickym pfedstavitelem pouziti druhé ¢asti véty o substituci je priklad, ktery
nyni pouze popiseme; detailné se mu vénujeme dale v Prikladech 9.3.19 a ?77.
Existence primitivni funkce k f(z) = (2 + sinz)™! je na prvni pohled patrna ze
spojitosti f na R (tuto vétu vSak teprve dokazeme). Jeji nalezeni je vSak slozit&jsi
a vede na nalezeni primitivni funkce ke vhodné funkci raciondlni. Jak se to obecné
déla, vylozime v dalsi ¢asti této kapitoly.

3. Ukazme si na jednoduchém prikladu techniku, kterou pii aplikaci véty o sub-
stituci pouzivame: mame nalézt primitivni funkci k funkci (z(log>z + 1))71,
x € (0,00), kterd ma tvar (f o ) - ¢'. Zde je f(u) = 1/(u? + 1), F(u) = arctgu,
a p =log, ¢'(x) = 1/x. Proto je F o ¢ hledanou primitivn{ funkei; skuteéng, je

1 1

arctgolog)' () = ———— - —.
(rctgolog) (0) = 1

Jak cely postup formalné provadime? Jisté se mulze Ctenafi zdat, ze mnoho véci
bylo tfeba néjak ,,uhodnout“, ale ve skutecnosti to tak neni. Obvykle se feSena
uloha zapisuje ve formé ,integralu“

dx
/ z(log?z +1)° (0.4)

Pozdéji bude i ctendfi jasné, pro¢ se jevi vhodné pouzit substituéni metodu
s funkei log = ¢, ¢ : (0,00) — R. Piseme tady napt.

1
u = logz, du = —dz . (9.5)
x

Prvni rovnost popisuje substituci, druhou obdrzime tak, Ze na levé strané deri-
vujeme podle u, tj. (u)’ =1 a ,doplnime“ du, a na pravé strané rovnosti postu-
pujeme obdobné, derivujeme v8ak podle proménné z, tj. (logz) = 1/z a pak za
derivovanou funkci ,doplnime“ dx . Symboly ,, du “ a ,, dz “ nemaji samostatny
smysl. Vzniklou rovnost pouzijeme tak, ze do (9.4) dosadime du za dz /z a pak
primitivni funkci spoc¢teme. Dostaneme tak

d
/u?—il = arctgu . (96)
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Konecné dosadime podle prvni rovnosti v (9.5) a vysledek miizeme zapsat takto

dx
———— = arctg(logz) . 9.7
/ :C(log2 x+1) gllog ) (0.7)

Je tieba si uvédomit, Ze pracujeme na intervalu, a tedy kazda dalsi hledana primi-
tivni funkce vznikne pfi¢tenim konstantni funkce k funkci na pravé strané (9.7).
Poznamenejme, Ze zdsadné nepiSeme rovnitko mezi integral v (9.4) a integral
v (9.6) vlevo.

Popsali jsme techniku, kterou uzivame, abychom k funkci f nalezli jeji primi-
tivni funkei, v zddném pifipadé dikaz néjakého tvrzeni; mame vSak kdykoli moz-
nost se presvédcit, zda je nalezené funkce F' opravdu hledanou primitivni funkeci.
Sta¢i porovnat F’ a f a pokud plati F' = f, dokdzali jsme, ze F je hledanou
primitivni funkci.

9.3 Integrace racionalnich funkci

Priklad 9.3.1. Je-li R racionélni funkce, tj. podil dvou polynomi s redlnymi
koeficienty

(9.8)

pak v piipads, Ze Q = 0, neni R funkce, nebot Dg = (). V piipadé, ze Q = k # 0
je R polynom. V netrividlnich pfipadech je stupeii st(Q) polynomu ) nejméné
1. Bez Gjmy na obecnosti mizeme dale predpokladat, ze st(P) < st(Q), jinak
mizeme zndmym algoritmem pro déleni polynomi upravit R na soucet polynomu
a racionalni funkce, ktera tuto podminku spliuje.

Poznamka 9.3.2. Ve Vété 9.3.5 je popsano vyjadieni raciondlni funkce ve tvaru
souctu jednodussich racionalnich funkeci, kterym se Casto rikd parcidlni zlomky.
Pfipomeneme nékteré vysledky znamé z algebry. Je-li R dana vzorcem 9.8, pak lze
polynom @) ve jmenovateli rozlozit na sou¢in polynomi prvniho a druhého stupné
(opét s koeficienty z R ). Pfitom tyto polynomy prvniho stupné maji kazdy nulovy
bod (kofen) v R a polynomy druhého stupné naopak nulové body v R nemalji.
Parcidalni zlomky jsou dvojiho typu

Af(x — a)k, resp. (Bz + C)/(2* + px + q)]C ,

kde A,B,C,a,p,q € R, p*> —4¢g < 0 a k € N. K parcidlnim zlomkém prvniho
typu existuji primitivni funkce na intervalech (—oo,a) a (o, 0), k parcidlnim
zlomkiam druhého typu existuji primitivni funkce na R. Vyplyva to v obou pfipa-
dech z Véty 9.1.6; my vSak ukazeme, jak l1ze urcit tyto primitivni funkce p¥imo,
nezavisle na zminéné véte.
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Piiklad 9.3.3. Pro parciélni zlomek prvniho typu plati: pro vSechna z € R\ {a},
keNak=1,resp. k> 1, je

/ 1 -1 ! 1
(oe(le = a) = 2o+ v (o) ~ oo

(r—« T — Q)
coz je ihned vidét z Véty 5.2.8 a ze vzorctl pro derivovani.

Poznamka 9.3.4. Na stejné teoretické irovni je uréeni primitivni funkce k par-

vvvvvv

dujicich faktech.
(1) Pro vSechna z € R a k = 1, resp. k > 1, plati

2x +p

log(z? + pz +q)) = ———,
(og(a + p +)) = =L

esp.

( -1 )'_ 2z +p
(k=1)@2 +pz+qFt) (22 +pr+q)*’

odkud vidime tvar primitivni funkce pro specidlni pfipad, kdy je citatel
parcialniho zlomku derivaci kvadratického trojclenu, vystupujiciho v jeho
jmenovateli.

(2) Pro v8echna x € R a k € N plati

Bz+C B (2z+p) +(C—]§> 1
(22 +pr+q)F 2 (22 +pz+oF (22 + pz + q)F

2

Odtud plyne, Ze mzeme vyuzit specidlniho pfipadu z bodu (1) a vyTesit
formélné trochu jednodussi pfipad vypoctu primitivni funkce k parcidlnimu
zlomku 1/(x2 + pz + q)*.

(3) Posledni krok popiSeme v obecné roviné a ozfejmime na piikladech, které
jsou uvedeny nize; viz Piiklady 9.3.12 a 9.3.15. Jednoduchou linearni sub-
stituci typu t = ax + 3 prevedeme tlohu na nalezeni primitivni funkce k
funkci 1/(z% +1)*, coz je pro k = 1 podle vzorce pro derivovani funkce arctg
trividlni, pro k£ > 1 je vSak nutno pouzit napf. vzorce z P¥ikladu 9.2.5, nebo
postupného zmensovani k£ podle bodu (1).

V dnesni dobé lze svéfit podstatnou ¢ast prace, spojené s vypoctem primitivni
funkce k racionalni funkci, pocitaci. Dilezité je vsak védét, ze lze tyto primitivni
funkce vyjadrit pomoci funkci, které jsme jiz definovali, a znét teorii, na zakladé
niz lze tuto préci algoritmizovat.

Véta 9.3.5. Necht R(x) = P(z)/Q(x) je raciondini funkce, 0 < st(P) < st(Q),
a oba polynomy maji vesmés redlné koeficienty. Necht ddle existuji k,1 € N a
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A, 01y oo s Oy D1y 5 P GL, -5 1 € R; pro néé.jep% _4Q7‘ <0,1<r< l7 ta'k7 Ze
polynom Q lze rozloZit v soucin
Q(x)=ap(x —a1)™ ... (. —ax)™ (172 +pz+q1)t ... (:c2 +px+ @)%

pritom predpokldiddme, Ze cinitelé jsou vzdjemné nesoudélni. Potom existuji takovd
redlna cisla A117 . 7A1r17 e ,Akl, . 7Akrk a Bll7Cllu e ,Blsl,Clsl, RN
Bi,Ch, ..., Bis,, Cis,, Ze pro viechna x € R, Q(x) # 0, plati

R(x): An +...+L+...+ Ap +...+M
T — (x —ap)m T — g (x — ag)m*
Bux + Ci Big, x4+ Chs, ot
22+ prr+q (22 + pre 4+ q1)%
Bnz+ Cp B,z + Cyg,
2 +pr+q (@@ tprtq)

Poznamka 9.3.6. Predchozi véta se nazyva véta o rozkladu na parcidlni zlomky.
Hledéani primitivni funkce k R se tak redukuje na hledéani primitivnich funkci
k parcidlnim zlomktim. Tuto vétu nebudeme dokazovat; viz napt. [2] apod. Jeji
ditkaz je existenéni a ujistuje nas o tom, Ze v kazdém konkrétnim piipadé takovy
rozklad existuje. AvSak praktické nalezeni ve vé€té zminénych konstant znamena
vzdy ovéfeni, Ze nalezeny rozklad je opravdu rozkladem pro danou funkci R.
V nasledujicich prikladech nékolik takovych rozkladd pfi vypocétech primitivnich
funkci nalezneme.

Poznamka 9.3.7. Nic by ndm nebrénilo se dohodnout a definovat primitivn{
funkci obecnéji na kazdé mnoziné

G := U{IW;WEI’},

kde {I,; v € I'} je mnozina disjunktnich otevienych intervalt I, (mnozina I" je
vzdy spoletnd mnozina, nebot v kazdém intervalu I, miZeme zvolit racionalni
¢islo r, a tak definovat prosté zobrazeni I' do Q). Pfi takové zméné definice
primitivni funkce by vSak prestala platit véta, Ze rozdil dvou primitivnich funkci
k funkci f je funkce konstantni, nebot ta plati pouze pro interval. Pokud plati za
popsané situace F'(x) = f(x) a H'(z) = f(z) pro vSechna z € G, je rozdil F — H
funkce konstantni na kazZdem intervalu I C G. K této situaci ¢asto dochéazi pri
vypoctu primitivnich funkci, proto uzavieme nasledujici tmluvu.

Umluva 9.3.8. Dohodneme se na konvenci, ze zapis

/f(x)d:z: =F(z), ze€G

vyjadiuje, ze funkce F je na kazdém intervalu (a,b) C G primitivni funkcei k f.
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Pi¥iklad 9.3.9. Pro R(x) := z/(2% — 52 + 6) s mnozinou nulovych bodt jmeno-
vatele {2, 3} mame najit konstanty A, B tak, aby platilo

T B A n B
22—-5x4+6 x—-3 -2

pro viechna x € R\ {2,3}. Nasobenim rovnosti vyrazem x> — 5z + 6 dostaneme
pro tato x rovnost

x=A(xr—2)+ B(x —3), resp. x = (A+ B)z — (24 + 3B).

Polynomy, které porovnavame, lze vSak spojité rozsitit na R a rovnost plati pro
vechna x € R. Porovndnim koeficientii (vyuzivdme znalosti o rovnosti dvou po-
lynomt) dostévdme A+ B =1 a 2A+ 3B =0, z ¢ehoz plyne A =3 a B = —2.
Snaze vSak dostaneme tyto hodnoty dosazenim x = 3 a © = 2 do rovnosti vlevo.

Na kazdém otevieném intervalu (a,b) C R\ {2,3} na zdkladé provedeného
vypoctu plati

xdx |z — 33
— =31 — 3| —21 — 2| =log ————.
/x2_5x+6 ozl — 3] ~ 2log |z — 2| = log T

Pokud bychom méli najit vsechny primitivn{ funkce k R, je odpovéd s pomoci
Véty 9.1.6 zfejma. Lze ji zformulovat napf. takto: je-li G = R\ {2,3}, pak pro
kazdou primitivng funkci H k R na otevieném intervalu (a,b) C G existuje C € R
tak, 2e H =F + C.

Poznamka 9.3.10. Nékdy se ¢tendf miZe setkat se zapisem
dz

My tento zapis pouzivat nebudeme. Pripomenme si nékteré véci. To, ze derivace kon-
stantni funkce je funkce 0, je trividlni. Ze je rozdil kazdych dvou primitivnich funkci
k téze funkci ma intervalu konstantni jiz neni trividlni, nebot dikaz Lemmatu 9.1.2
je zalozen na dalSich poznatcich a v pozadi je skryta Véta 4.3.31. A nyni k moznym
vykladim vzorce (9.9):

1. Pokud interpretujeme symbol v (9.9) vpravo tak, jak jsme se dohodli, neni divod
pricitat na pravé strané C.

2. Pokud bychom se dohodli, ze symbol v (9.9) vpravo znamend mnozinu primitivnich
funkci, neni jasné ktergch.

3. Pokud by tento symbol oznacoval mnozinu vsech primitivnich funkci k 1/z na R\0, pak
vzorec (9.9) nepopisuje napf. funkci, ktera je rovna log(|z|) + 3 pro vSechna = € (—o0, 0)

a log(Jz|) — 1 pro vSechna z € (0,+00). Nékdy se proto pise C' v (9.9) nad znameni

. C . VI e N
=, tj. ,=“ a chape se ve smyslu rceni ,az na aditivni konstantu na kazdém intervalu

I C Dy“. Podstatné dilezité€jsi nez hledani lepsiho zadznamu je tomuto problému dobre
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rozumet 3). Toto vystihuje povahu problémt (ne vSechny!), které pfinasi zachovavani
tradi¢niho oznaceni ,s fajfkami“. Tim je snad i obsah dfive uvedené Poznamky 9.1.7
jasnéjsi.

Poznamka 9.3.11. Pfi rozsahlejsi iloze mtze byt nalezeni pfislusnych koefici-
entl i pfi znalosti vSech realnych kofend (), dokonce i v pripadé, ze @ ma pouze
realné koteny, dosti pracné. Staci napft., kdyz jsou z téchto korfenti nékteré vi-
cenasobné, a trik s dosazenim nam umozni jen cdasteéné zjednodusSeni. Metoda
porovnéani koeficientt sice nikdy neselze, vede vSak na eventualné pracné feSeni
soustavy lineérnich rovnic Prévé to véak dnes zvlé,dneme rychleji s pomoci poci-

vvvvv

Pi¥iklad 9.3.12. Rozklad racionalni funkce R(x) = 2*/(2* + 1) zapo¢ne délenim
polynomu polynomem. Je

x4 1

Ro) ==t a

Vidime, Ze jmenovatel nemd realné koreny; musime proto nalézt rozklad jmeno-
vatele na soucin dvou kvadratickych trojclenti. Uzijeme jednoduché tpravy: plati

ot 1= (2 4+ 1) - = (@2 4+ 22+ 1)(2® — 22 +1).

Oba kvadratické trojéleny nemaji redlné kofeny, proto

r Ar+ B n Cx+ D
I4+1_a:2+\/§:c—|—1 xQ—\/ix—l—l.

Odtud bez obtizi spo¢teme

1_1(904-\/5_:6—\/5)'

5174+1_2\/§ x2—|—\/§:17—|—1 x2—\/§:c—|—1

Jest pak (znameni + si odpovidaji)

/ r+4/2 1/ 2442 ﬁ/ da
— ¥ _dx = de £+ Y- [ —.
inﬁx+l 2 a:2:|:\/_x—|—1 2 inﬁx+l

Zde je

2r 4+ /2
/x2:|:\/_ +1dx_log|:1: +/2x+1].

Déle plati 22 + /22 + 1 = (z + 1/2)2+ 1 = 1(#? + 1). Pouzijeme substituce
a polozime z £ 3,/2 = (1/1/2)t, takze je do = (1/1/2)dt, t = /22 £ 1. Tak

3) Profesor JAN MARIK (1920 — 1994), ktery dlouh4 léta piisobil na MFF UK, ¢asto kladl
studenttim otazku, tykajici se (9.9): ,Mulzete mi vysvétlit tento obrazek?“
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prevedeme vypocet

/ dz odet 1 2/ dt
———————— navypotet —- —,
2 £ \/ix +1 P \/5 241
a je proto

/L — V2arctg(y/2z £ 1).

a:2:|:\/§:17—|—1

Zbytek je jiz zfejmy, nesmime vSak zapomenout na déleni, se kterym jsme vypocet
zapocali. Je tedy

/:c4d:c 1 x? — 2z +1

—— =+ lo - (arct (V2z + 1)+
ri+1 44/2 g;v2+\/§:v+1 2./2 &
+ arctg(/2z — 1)), z€R.

P1i vypoctu jsme opét pouzili postupu, ktery jsme podrobné popsali v Prikladu
9.2.7. Poznamenejme, Ze v tomto pripadé primitivni funkce zfejmé existuje na
kazdém intervalu (a,b) C R.

Priklad 9.3.13. Existuje fada programi, které usnadiuji rutinni vypocty. Jestlize chce-
me pomoci programu Mathematica uréit primitivni funkci k funkci f(z) = 1/(z* + 1),
napiseme

Integrate[1/(x"4+1),x]

Vysledek na obrazovce obdrzime jednak v ,¢itelné podobé® (s tradi¢nim zptisobem psani
mocnin a zlomki) a pak také v ,linearizovaném tvaru®, v némz piSeme exponenty do
téze trovné )

ArcTan[(-27(1/2) + 2*x)/27(1/2)1/(2%27(1/2)) +
ArcTan[(27(1/2) + 2%x)/27(1/2)1/(2%x27(1/2)) -
Logll - 27(1/2)*x + x"2]/(4%27(1/2)) +

Logll + 27(1/2)*x + x~2]/(4*27(1/2))

Program umoziuje i snazsi prechod k tisténé podobé, nebof ma také vystup do saze-
citho programu TEX. Pokud vSak pouzijeme pfislusné instrukce TeXForm, musime stejné
TEXovy vystup jesté graficky upravit; vysledek srovnejte s ¢asti vypoctu v Pfikladu
9.3.12.

Priiklad 9.3.14. Pres nedostatky, které program Mathematica mé, je vyznamnym po-
mocnikem. Néasledujici ukazka ilustruje, ze pocita¢ nam opravdu usetii mnoho zdlouhavé
a nudné prace. Prohlédne-li si ¢tenai zadani tillohy, mtze se mu zdat, Ze vypocet by nemél
byt slozity. AvSak po zadéani

4) Zkratka ArcTan je uzita pro arkustangens.
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Integrate[(2x+3)/ (x* (x-1) *(x-2) "2* (x~2+2*x+3) ~3) ,x]

dostaneme za cca 50 sekund na stfedné vykonném PC (80486, 60 MHz) vysledek (opét
jsme ho prepsali do ¢itelnéjsi podoby)

/ 2z + 3 de — -7 _ 20z + 3 B
z(x—1)(x —2)2(x2 +2*xx + 3)3 T 2662(z —2)  2904(x2 + 2z + 3)2
1054z +1587  1909y/2arctg((1+2)/\/2) N 5logle — 1]
95832(z2 + 27 + 3) 395307 216
_ 2
_439log |z —2[ loglz| 38347log(z” + 2z + 3) 2 eR\{0,1,2).
58564 36 6324912

Doplnili jsme jen popis mnoziny, oznacené v Poznamce 9.3.7 symbolem G, a absolutni
hodnoty ve s¢itancich s logaritmy.

Priklad 9.3.15. Uvedeme jesté jednodussi ptiklad s parcidlnim zlomkem, ktery
ma ve jmenovateli kvadraticky trojélen ve vyssi mocniné. Program Mathematica
nam da

3 5 -2 2 1
/ __srEd do = o 4 —\/— arctg vl .

(22 + 22 + 3)2 2(z? + 2z + 3) 4 V2
Jednoduchou ,,ru¢ni“ tpravou dostaneme

Be+5 3 242 2
(22 +22+3)2 2 (@2+2x+3)2  ((z+1)2+2)2°

Primitivni funkce k prvnimu sé¢itanci na pravé strané je racionalni funkce:

§/ 27 + 2 L3 1
2) (@2 +2x+3)2 " 2 (@24+22+3)°

Integral druhého séitance prevedeme substituci ¢ = (z +1)//2 na

V2 a2 t 1 r+1
T/ @+12 2 <2(t2+1) +§amg(ﬁ)> '

Pro vypocet jsme pouzili vzorec (9.3) z Piikladu 9.2.5. Po dosazeni dostavame

/ 2 d x+1 N 1 ; (a: + 1>
———dx = arc — .

(z +1)2+2)2 2@ +20+3) 22 B\ V2

Slou¢enim a tpravou dostavame zadany vysledek.

Poznamka 9.3.16. V predchazejicich piikladech jsme se sezndmili s integrova-
nim racionalnich lomenych funkci, tj. s hledanim jejich primitivnich funkci. Pti-

klady obsahovaly ukazky integrace parcialnich zlomkt a pochopi-li ¢tenafr princip
vypoctu, mél by bez obtizi zvladnout dalsi priklady tohoto typu.
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Existuje fada typu funkci, jejichz integraci lze na integraci racionédlni funkce
prevést vhodnou substituci. Je-li napft. f racionalni v e, sta¢i substituovat t = e*.
Podobné se prevede na integraci racionalni funkce

/ R(log x)d% ;

kde R je libovolna racionalni funkce. Sta¢i pouzit substituci ¢t = log z.

Definice 9.3.17. Soucet kone¢né mnoha vyrazu tvaru az™y", kde m,n € Ny,
a € R, je polynom ve dvou proménnych. Podil takovych polynomu (ve jmenovateli
nesmi byt polynom identicky rovny 0) je racionalni funkce ve dvou proménnych;
dale ji znacime obecné opét R.

Priklad 9.3.18. Hleddme-li nap¥. primitivni funkci k funkci

R(:C, (Zjiz)l/n), (ad—bc) #£0, n €N,

pouZijeme substituci ¢ = ((ax + b)/(cz + d))*/", kterd prevede tlohu na integraci
raciondlni funkce (pozor na interval(-y), na nichz dostaneme vysledny vzorec).
Tak napf. pouzitim programu Mathematica dostaneme

% +3
/de — —x—4\2z+3+

V2r+3—
V2 +3 9 log(3 — log(1
+9arctgh(i) + arctgh(+/2z + 3) — 0g(3 — x) + og(l+ ) '

3 2 2
Je ovSem nutné si doplnit podminku = € (—3/2,4+00). Pokud program pouZijete
ke kontrole vlastniho vypocétu, mtize se vam stat, ze vynalozite zna¢nou namahu
na diikaz, ze oba vysledky, vas i ten, ktery poskytl pocitac¢, jsou ekvivalentni.
Pouzijeme-li substituci ¢t = /2z + 3 a spoc¢teme z = (t? — 3)/2, dx = tdt,
prevedeme tlohu na urcéeni

2 +2t+3 dt dt
— = " 4dt =—t?/2—-4t—-9 | — —
/—t2+2t+3 / t—3+/t+1’

coz nasledné da po dosazeni vysledek ve tvaru

/ V2 + 3 R} :3 T 4\/2r+3 —9log|\/22 4+ 3 — 3|+

2:c+
+10g|\/2x—|—3+1|, x € (—3/2,).

Ctenaf si mtize pro zajimavost zkusit dokazat, ze oba vysledky jsou ekvivalentni.

Priklady 9.3.19. Obdobné postupujeme, jestlize integrujeme racionalni funkce
,v sinu a kosinu“ R(sinz, cosx). Nejprve nékolik obecnych zdsad:
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1. Plati-li R(—sinx,cosx) = —R(sinz, cosz), vede k pfevodu na integraci racio-
nalni funkce substituce ¢t = cosz (integrand je funkce ,lichd v sinu®).

2. Analogicky, plati-li R(sinx, — cosz) = —R(sinz, cos z), vede k pfevodu na inte-
graci raciondlni funkce substituce ¢t = sinz (integrand je funkce ,lich4 v kosinu*).

3. Plati-li R(—sinx, — cosx) = R(sinz, cos x), vede k pfevodu na integraci racio-
nalni funkce substituce ¢ = tgz.

4. V ostatnich ptipadech vede k cili substituce ¢t = tg(z/2).

Snadno nahlédnete, Ze takovym pfipadem je napf. nalezeni primitivni funkce
k funkci f(z) = 1/(sinz + 2). Pokud svéfite tkol programu Mathematica, do-
stanete (funkce sec (sekans) a cosec (kosekans), o kterych jsme se v partii o go-
niometrickych funkcich nezmitiovali, nebot se bez nich snadno obejdeme, jsou
definovany vztahy sec = 1/ cos a cosec = 1/ sin)

/ dz 2 sec(z/2) (cos(z/2) + 2 sin(x/2))
_— = arctg( ) .
sinz+2 /3 V3

Na jakém intervalu by mél vzorec platit se uzivatel programu Mathematica nedo-
zvi ®). Protoze chceme poodhalit, jak véci bézi, budeme postupovat jesté ,ruéné“:
k FeSeni pouzijeme standardni substituci tg(x/2) = t, € (—=, 7); na tomto inter-
valu je funkce tg(x/2) rostouci, spojitd a ma tam vsude vlastni (spojitou) derivaci.
Dosazenim do

/ dz
sinx + 2
dostaneme pomoci transformacnich vztaha
tg T =t <= 2arctgt, d 2dt
- = x = 2arc r=-—-7
g 2 g ) 1 + t2 )
a vyjadfeni pro sinz a cosz
. 2sin(z/2) cos(z/2) 2tg(x/2) 2t
sinx = = = ,
cos?(x/2) +sin*(xz/2) 1+tg(z/2) 1+1¢2
2z/2) —sin®(z/2)  1—tg¥(z/2) 1—#2
o) —sin(a/2) 1 tg(e/2)

cos?(x/2) +sin®(z/2)  1+tgi(x/2) 14+t

vySetfovany integral v transformovaném tvaru

/( 2t +2)—12dt 7/ 2 B
1+ ¢2 1+¢2 ] 224+2t+2

7/ dt 7§/ dt
) 122 +3/4) 3 @+1/y3)2+1°

5) Nékteré programy, napt. Derive, jsou pti feseni této tlohy ,chytiejsi“.
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Nyni provedeme dalsi (linedrni) substituci

2t+1 3—-1 3
—+7u<:>tfu7 dt:%du,

Ve 7

pomoci které prejde vysSetfovany integral do tvaru
2 / du
\/5 uz4+1"°

Dosazenim za u do p¥islu$né primitivni funkce (2/ \/§) arctgu dostavame primi-
tivni funkei k vySetfované funkei (77)

2t 2)+1
N arctg M

V3 V3

pro z € (—m, ). Dospéli jsme ke stejnému vysledku jako pocitac s tim rozdilem,
Ze vime, ze F je definovdna nalezenym vztahem pouze na intervalu (—, 7) nebo,
prihlédneme-li ke zfejmé periodicité f i F, rovnéz jesté na kazdém z intervald
((2k — )7, (2k + 1)w), k € Z. To vSak neni konec. Snadno nahlédneme, ze f je
spojita a kladna na R, tedy hledana primitivni funkce bude definovana a bude
rostouci na R. V tomto stadiu tlohu opustime a vratime se k ni v Kapitole 10.

=: F(z) (9.10)

Priklad 9.3.20. Problém nalezeni primitivni funkce k raciondlni funkci obsahu-
jici na misté jedné proménné odmocninu z kvadratického trojclenu, tj.

R(x,m), a0,

lze také prevést pomoci substituce na integraci racionédlni funkce. Metoda je opét
velmi stard a moznosti je nékolik; zpravidla se pro né uziva oznaceni Fulerovy sub-
stituce. Nékdy se vzajemné rozlisuji oznacenim druhu, my vsSak tuto terminologii
uzivat nebudeme. Pfi feSeni postupujeme takto:

1. Ma-li kvadraticky troj¢len realné koteny «, 3, o < 3, tj. plati ax?® + bx + ¢ =
a(x —a)(z — B), je

Var? +bx+c=|zr— qf M,
rT—a

takze prevadime tlohu na pfipad, feseny v Prikladu 9.3.20. Je-li a < 0, mtzeme

absolutni hodnotu vynechat, nebot pouze na intervalu (¢, 3) je odmocnina defino-

véna. Je-li @ > 0, pak na intervalu (—oo, o) absolutni hodnotu vynechat nesmime.
Pro pripad a > 0 se téz uziva substituce

t = /az? + bz + ¢ — /ax,

ktera muze byt nékdy méné pracna.
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2. V pripadé, ze plati ¢ > 0, klademe

te 4+ /e = \/ax? + bz +c.

Poznamenejme, Ze pokud kvadraticky trojclen nema realné kofeny, je stale kladny
(v pfipadg, ze je zaporny, neni y/ax? + bx + ¢ definovana pro zadné x € R), tedy
i pro pfipad x = 0. Odtud plyne ¢ > 0.

Priklad 9.3.21. Piiklady tohoto typu mohou byt i dosti pracné, jeden jedno-
dussi si vak ukdzeme. Uréime napf. primitivni funkci k funkei (z/22 + 2z + 1)L
S ohledem na ¢ =1 > 0 pouzijeme substituci
—2t+1
tr+1=+/224+2x+1, resp. x= —etrl
2 -1
a pfevedeme tak vysetieni

oot 2dt
na vypoce T

dz
/ a2 +x+1
Nyni do primitivn{ funkce log |2t — 1| dosadime za t vyraz

e

X

3

¢imz obdrzime jednu z hledanych primitivnich funkei

2/l +r+1—x—-2
g
x

na intervalu (—oo, 0), nebo na (0, +00).

Poznamka 9.3.22. Po rozkladu racionédlni funkce na parcidlni zlomky vidime, Ze inte-
grace nékterych vyzaduje transcendentni funkce (log, arctg), a Ze nékteré maji za primi-
tivni funkci opét funkci racionalni. Existuje metoda, kterou objevili MICHAL VASIL'EVIC
OSTROGRADSKIJ (1801 — 1862) a CHARLES HERMITE (1822 — 1901) a ktera ¢asto zjedno-
dusi dlouhy vypocet, spocivajici na integraci parcidlnich zlomk. Zhruba feceno, rozdéli
se racionalni funkce na dvé ¢asti, z nichz jedna ma racionalni a druhd transcendentni
primitivni funkci. Praktické zvladnuti téchto metod vSak ztraci spolu se zdokonalovanim
programu pro symbolickou manipulaci s vyrazy na vyznamu. Téchto programu je vice
a Casto jsou levnéjsi a pfitom stejné ucinné jako Mathematica.
Zkuste ovérit nasledujici vysledek:

dz —x Tx 2larctgz  2llog(z —1) 2llog(z +1)
( N ) " ) B

2 —1)7  8(z? —1)2 ' 32(z — 1) 64 128 128
_ -l 21 fw—df 2L
T30t —1)2 128 S|z+1| 64

Snadno lze nahlédnout, Ze i kdyz je postup vcelku zfejmy, je zna¢né pracny. Pouziti
popsané metody by vypocet ponékud zjednodusilo. Metoda je hezky vylozena napf. v [3].
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Historické poznamky 9.3.23. V této kapitole jsme se pokusili poodhalit kofeny zaj-
mu matematikl o primitivni funkce. P¥iblizili jsme si jejich souvislost s ,,obsahem pod-
grafu® spojité funkce, coz nas vede pfi zkouméni ,kofent integrace“ az do starovéku.
Jiz ARCHIMEDES (287 — 212 pfed n. 1.) obdrzel pomoci vztahu

Stk S HEEY $ e DGt 011

n n
=1 k=1

vysledky o kvadraturach rovinnych obrazct ekvivalentni vztahtim
/ rdz =a®/2, / *dz =a®/3.
0 Jo

Z dnesniho hlediska sta¢i znalost vzorecku (9.11) a zachézeni s limitami (znalost limit-
niho pfechodu) k tomu, abychom pfedchézejici vzorce veelku jednoduse odvodili. Uvahy,
které proviadél BONAVENTURA CAVALIERI (1598 — 1647) ho dovedly (ne zcela korektnimi
postupy) k vysledku, ktery lze interpretovat jako vzorec

/ 2"dz =a"Mn+1.
0

vvvvvv

studovany JOHNEM WALLISEM (1616 — 1703). Jeho vysledky mély rozhodujici vliv na
prace ISAACA NEWTONA (1643 — 1727) z oblasti infinitezimalniho po¢tu. K podobnym
vysledktim dospéli téz PIERRE DE FERMAT (1601 — 1665) a EVANGELISTA TORRICELLI
(1608 — 1647). Vysledky vSak mély geometricky charakter, pojem integralu nebyl kon-
stituovan.

Poznamenejme jiz na tomto mist€, ze infinitezimalni technikou dospél WiLLIAM NEIL
(1637 — 1670) r. 1657 k vypoctu délky kiivky (problém rektifikace kfivky). Dalsi jeho
matematické vysledky nejsou znamy. Teprve pozdéji dostavaji u Newtona tivahy tohoto
typu obecny charakter: bez narokt na presnost poznamenejme jeho vyjadfeni zakladni
véty kalkulu ve tvaru

dA

E =Y,
kde A je plocha pod grafem kfivky o rovnici y = f(z). Posledni Newtonovou praci
o kalkulu byla prace De Quadratura Currarum. Napsal ji patrné v letech 1691-1693,
byla v8ak prvni, kterd vysla tiskem (Newtonovy prace vSak kolovaly zejména v Anglii
v opisech). Byla otiSténa jako Appendix k jeho praci z oblasti fyziky Optics v r. 1704.
Vyhneme se technickému popisu jejiho obsahu a odvolame se na nazor jiného vyznam-
ného matematika. JACQUES HADAMARD (1865 — 1963) pfi pfilezitosti newtonovskych
oslav (pisemné vysla jeho prace v Cambridgi v r. 1947) vyjadfil pfesvédéeni, ze v oblasti
integrace racionélnich funkci dospél Newton prakticky k vysledkim, které znamenaly
soudobé znalosti o tomto pfedmétu jesté o tii sta let pozdéji.

Ptiblizme si jesté rizny thel pohledu na tuto problematiku u Newtona a Leibnize.
Newton operoval s ¢asti plochy pod grafem a pfi pfirastku o Az dospél ke vztahu
AA = f(xz)Ax, coz po pfechodu Az — 0 dava

dA = f(z)dx , resp. % = f(z).
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Leibniz si plochu pod grafem predstavoval jako sou¢et malych obdélnicku
zZn = f(xz1)Azy + - 4 f(@n)Azy,

resp. zn — 2n—1 = f(zn)Azy. Pak dospivd pro Az; — 0 k vyjadfeni (oznadeni ,integtit-
kem“ tj. symbolem j pochézi od Leibnize)

/f(m) dzx .

Nyni, ve shodé s Fourierovym oznacenim z r. 1822, vyjadfujeme plochu ,mezi a a b“

symbolem
b
[ t@a

a pro ,neurcity integral“ uzivdme oznaceni primitivni funkce.

Metoda per-partes ma své kofeny uz v geometrickych tivahach Torriceliho z r. 1644
a Fermata z r. 1657; substituéni metoda sahd rovnéz k Fermatovym tGvaham (1657)
geometrické povahy. Pozdéji u Newtona nachazime pouziti substituéni metody v ryze
analytické podobé, v primitivni formé ji vSak znal jiz GILLES PERSONNE DE ROBERVAL
(1602 — 1675) (1645).

Letmo jsme se zminili o tom, Ze nékteré primitivni funkce neumime pomoci zavede-
nych funkci vyjadfit. Tento pfipad neni ojedinély, takovych funkci je hodné. PAFNUTILJ
L’vovi¢ CEBYSEV (1821 — 1894) dokéazal napiiklad toto tvrzeni (ponechme stranou fakt,
ze nedefinujeme pfesné, co to jsou elementarni funkce, a ze se spokojime s intuitivnim
chapanim tohoto pojmu): Primitivni funkci k funkci 2P (1 — z)? lze vyjddrit elementdr-
nimi funkcemi, prdvé kdyz alespon jedno z trojce ¢isel p,q,p+ q je celé. Dalsi informace
tohoto typu lze nalézt napf. v [6].

K pojmu integralu se jesté podrobné vratime. Zatim jsme popsali techniku hledani
primitivnich funkci a alespon ¢astecné priblizili cestu poznani toho, Ze cesta k urcovani
na perfektni zvladnuti pocetni techniky pro hledani primitivnich funkci ponékud smysl.
Moznosti programi, jakym je naptf. Mathematica a ji podobné ,baliky* algoritmd pro
naroc¢né vypocty, realizovanych na pocitacich, neustéle rostou. Zdaleka vsak neposkytuji
informace, jakymi metodami byl vysledek nalezen a v jaké mire je ,aplny“ nebo, pfes-
néji feceno, spravny. Ve starsich ucebnicich byla otazkdm pocetni techniky primitivnich
funkci, resp. integrall, vénovana hlubsi pozornost; viz napft. [2].

Hlubsi pohled na historicky vyvoj integralu presahuje rozsah tohoto textu, ¢tenare
odkazujeme na velmi p&knou publikaci [5]. Pomérné snadno je téz u nas dostupna starsi
publikace [4].
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