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viz slidy Zaklady moderni matematiky



Teorie mnozZin

naivni teorie mnoZin vs. axiomaticka teorie mnoZin

Godel-Bernaysova (GB), Zermelo-Fraenkelova (ZF),
Kelley-Morseova (KM), Russelova teorie typd, . ..

ZFC = ZF + axiom vybéru

Ve je mnoZina.
V&echny vztahy jsou mnoZinové (€).

svét matematiky
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Axiomatika ZF

Jazyk L = (€).

existence:
extenzionalita:
schéma vydéleni:

dvojice:
sjednocent:
potence:

schéma nahrazeni:

nekonecno:
fundovanost:

(Vy)((VU)(u EXCUEY) > Xx=y)
(F2)(Vu)(u € z & (v € x&p(u)))

( )3z)Vu)(uezu=xVu=y)
(Vx)(3z)(Vu)(u € z <> (y)(y € x&u € y)
(Vx)(3z)(Vu)(u € z < (Vv)(vEUu— v E x))
»definovatelny obraz mnoZiny je mnoZina*“
»existuje nekone¢nd mnoZzina*“

,neexistuje nekone¢ny klesajici €-fetézec"
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T¥idy, notace

Trida: X = {x; ¢(x)}
prvky tFid jsou jen mnoZiny

kaZzdd mnoZina je tfida
vlastni tfida
V= {x;x=x}
univerzalni t¥ida
je vlastni (Russeliv paradox)

pouZivani t¥id jako zkratek
(x € X < p(x))
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Zavedeni elementarnich pojmi

xCy (Vu)(uex—ucy)
0={uexuu}

UX = {u; @x)(x € X&u € x)}
NX = {u; (¥x)(x € X = u € x)}
oy b {xa, o oxa {u e xip(u)}
xUy, xOy, x—y

P(x)
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Usporadana dvojice a n-tice

uspofadana dvojice

(xy) = {{x} {xx1}

usporadand n-tices n > 2
(Xla ... 7Xn+1) — ((X].) .. )Xn)a XI‘H—].)

usporadand 1-tice

(x)=x

usporadand O-tice

()=0
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Kartézsky soudin a mocnina

kartézsky soudin
XxY={(u,v)jue X&veyY}
pro mnoZiny x, y lze vydélit z P(P(x U y))

kartézska mocnina
X"={(u1,...,up);u1 € X& ... &u, € X}
(n > 0 je zde ,,metapfirozené &islo")

Priklad: X! = X X0 = {0}
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Relace

relace (na tfidé X)
R C X2, tj. t¥ida dvojic
domain a range
dom(R) = {u; (3v)((u,v) € R)}
mg(R) = {v: Bu)((u, v) € R)}
pro mnoZinovou R lze vydélit z | J|JR
inverz
R~ ={(u,v)i (v,u) € R}
obraz a vzor

RIY]={v;Bue Y)({(u,v)€R)}

R~[Y], tj. obraz v inverzni relaci
restrikce

RIY={(u,v)eRueY}
skladani
RoS ={(u,w);(3v)((u,v) € R&(v,w) € S)}
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/Zobrazeni

zobrazeni (funkce)
relace F spliiujici (u,v), (u,w) € F > v=w

Je-li (u,v) € F, znatime F(u) = v.

Pokud X = dom(F), Y D rng(F), piseme F : X — Y

F prosta: Flu)=F()—u=1d
FnaY: Y = rng(F)
F bijekce X aY: F:X — Y prostdanaY
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MnoZinova mocnina

mnoZinovd mocnina
YX=A{f;f:y— X}
Pro x mnozinu lze ¥x vydé&lit z P(y X x).

Priklad: "X = {0}, y#0D =) =10

P¥iklad: >X ~ X?
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Indexovy soubor

indexovy soubor
x funkce, dom(x) =/
misto x piSeme téZ (x;;i € I) & (xi)ier,
kde x; je x(i).

sjednoceni a priinik souboru
Uies xi = Urng(x)
Nierxi = N mg(x)

kartézsky soucin (produkt) souboru
[Ticixi = {f;.f je funkce" & dom(f) =1& (Vi € )f(i) € x;}
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Relace ekvivalence

ekvivalence
(bindrni) relace E, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni
reflexivni:  (x,x) € E
symetrickd:  (x,y) € E — (y,x) € E
tranzitivni:  (x,y) € E&(y,z) € E — (x,z) € E
tfida ekvivalence
[Xle = E[{x}] = {yi(x,y) € E}
faktorizace
E ekvivalence na A (tj. E C A?)
AJE ={[x]g;x € A}
rozklad na A
CCPAsUC=Aacnd=0forc#£c zC
E ekvivalence na A = {[x]g; x € A} je rozklad na A

C rozklad na A = E = {(x,y)(3c € C)x,y € c;} je ekvivalence
na A
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Relace usporadan

(bindrni) relace R na A

antireflexivni: (x,x) ¢ R

antisymetricka: (x,y)eR—=(y,x)¢R

slab& antisymetrickd: (x,y) € R&(y,x) e R—=x=y
trichotomicka: (x,y)eRV(y,x) e RVx=y

(neostré ¢aste€né) usporadani
(bindrni) relace R, ktera je reflexivni, slab& antisymetrickd a
tranzitivni
ostré (¢astetné) usporadani
(bindrni) relace R, ktera je (antireflexivni), antisymetrickd a
tranzitivni
linedrni usporadani na A
je-li navic trichotomicka na A

(x,y) € R znatime xRy
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Uspo n

< neostré usporadani na A

dolni a horni t¥ida
dolni: X C Atakovd, Ze y < xe X - ye X
horni: X C Atakovd, Zey >xe X >y e X
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< neostré uspofadani na A
XCA acA

a je pro X vzhledem k < na A
minoranta: (¥x € X)a < x

nejmensi:  a € X & minoranta
minimalni:  a€ X&(Vx € X)(x #a— x £ a)
infimum: nejvétsSi minoranta

majoranta: (Vx € X)a > x

nejv&tsi: a € X & majoranta

maximalni: ae€ X&(Vx € X)(x #a— x # a)
supremum: nejmensi majoranta
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(A, <) dobré usporadani
neprazdnd podmnoZina ma nejmensi prvek

Priklad: (N, <)

dobré = linedrni
kone&né a linedrni = dobré

(A, <) uplny svaz
neprazdnd podmnoZina ma infimum i supremum

Priklad: ([0,1], <), (P(x), <)
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Véta o pevném bodé

neklesajici a nerostouci funkce
f : A— A neklesajici, pokud x <y — f(x)
f : A— A nerostouci, pokud x <y — f(x)

(v)

<f
> f(y)

pevny bod funkce
f:A— A uc A jepevy bod f, pokud f(u) = u

Véta (o pevném bodg&)

Neklesajici funkce na dplném svazu ma pevny bod.
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P¥irozena &isla v teorii mnoZzin

V8echno je mnoZina.
Kazdé ptirozené &islo je mnozina.
0=10
1= {0} = {0}
2= {07 1} = {07 {@}}
3= {Oa L 2} = {@, {(Z)}’ {@, {(Z)}}}

n+1=1{0,1,...,n} = nU{n}

n je ,n-prvkovd mnozina“
n=1{0,1,...,n—1}
KaZdé n je definovano zvlast.
Neni jasné, jak definovat {0,1,2,...
(ani jako t¥idu).

Petr Glivicky Teorie mnoZzin



Mnozina prirozenych Cisel

induktivni mnoZina
0cz&(Vu)(uez—uU{u}€z)

Dle axiomu nekonecna existuje né&jaka induktivni mnoZina.

mnozina prirozenych Cisel
nejmensi induktivni mnoZina = priinik v8ech induktivnich
znalime w ¢&i N

Je0ew, 1lew,2cw, ...
Ale obecné: w # {0,1,2,...}
MiZe existovat x € w rzné od v8ech ¢&isel 0,1,2,. ...
(x je pFirozené &islo v teorii mnoZin, které neodpovida zédnému
meta-pFirozenému &islu; nestandardni pFirozené &islo)
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Princip matematické indukce

Tvrzeni (princip matematické indukce)

Necht ¢ je formule jazyka teorie mnoZin.
©(0) a (Vu)(p(u) = p(uU {u})) = (Yu € w)p(v)

(Alternativné&: 0 € z a (Vu)(u € z > uU{u} €z) = wC z)

Z minimality w jako induktivni mnoZiny.
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Konstrukce rekurzi

Casta metoda konstrukce funkci f : N — V (V univerzalni t¥ida) je
konstrukce rekurzi.

(nt=n-(n-1)H

Tvrzeni (konstrukce rekurzi)

Bud' G tFidové zobrazeni s dom(G) = V (konstruujici zobrazeni).
Pak existuje jedind funkce f : w — V spliiujici f(n) = G(f | n) pro
kaZdé n € w.

f se sestroji jako (J,c,, fn, kde ) = fo C f; C ... je posloupnost
funkci s dom(f,) = n a f,(n) = G(f,—1). Existence f, pro kazdé

n € w plyne matematickou indukci.

Jednoznaénost plyne matematickou indukci dle n. [

P¥iklad: Pro konstrukci funkce f(n) = n! je t¥eba zvolit G tak, aby:
G(@)=1a G(h)=n-h(n—1), pro funkci h s dom(h) = n.
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Dalsi ¢iselné obory

cela &isla
Z = ({0} x N)u ({1} x (N - {0}))
racionalni ¢isla
Q={(m,n);meZ 0#neN}/~,
kde (m,n) ~ (m',n") < mn' = nm’.
redlnd Cisla
R ={r;0 # r CQ je doIni mnoZina}
(Dedekindovy fezy)

komplexni &isla
C=RxR

Neni tedy napt. N C Z, ale mdme prosté f : N — Z, f(n) = (0, n).
Podobné pro ostatni inkluze.
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Srovnavani velikosti mnozin

konetné velikosti
umime srovnavat i poditat

kdyZ neumime poditat — p¥ipad pasacka ovci
o

O00O00O00000O0
O0O0O0O0O0000O0

(e}
o
o
o
o
(e}
(e}
(e}
(e}
(e}
(e}

0000000
0000000
00000000
00000000
0000000
O0O0OO0O0O0O0O0O0OO0OO0OO
O0O0O0O00O0OO0O0
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Subvalence a ekvipotence

Xy
df : x — y prosté
je reflexivni, tranzitivni (ale ne slab& antisymetricka)

Xy
df : x — y bijekce
je to relace ekvivalence

X<y
XSyaxgy
P¥iklad: {u,v} ~ {a,b} < {a,c,d}
P¥iklad: 7Z ~ {z € 7Z; z sudé}
Ptiklad: Hilbertlv hotel

N=Z~Q<R~=C
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Cantor-Bernsteinova véta

Véta (Cantor-Bernsteinova)

XXyaysx=x=y

Netrivialnil!!
Pomoci véty o pevném bodé. O
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Cantorova véta o neomezenych velikostech mnoZin

Neexistuje maximalni velikost mnoZiny.

Vé&ta (Cantorova)

x < P(x)

Sporem: diagonalni metoda. Obdobné Russelovu paradoxu. O

Petr Glivicky Teorie mnoZzin



Kone¢né mnoziny

x je kone¢nd mnoZzina
kazdd y C P(x) ma maximalni prvek vzhledem k C
znatime Fin(x) a tfidu v8ech kone&nych mnoZin Fin

Ptiklad: w neni konetnd, w C P(w) nemd maximalni prvek

Tvrzeni (princip indukce pro kone&né mnoZiny)

Bud' Z t¥ida.
0eZa(Vu,v)(ueZ—-uU{vieZ)= FinCZ

x je koneénd < x = n pro néjaké n € w
O

Indukci.

Petr Glivicky Teorie mnozin



MnoZinova aritmetika

Aritmetické operace na velikostech kone¢nych i nekoneénych
mnoZin zavedeme pomoci mnoZinovych operaci.

mnoZinovy soulet

xwy = ({0} x x) U ({1} xy)
(disjunktni sjednocent)

mnozinovy soudin
XXy
(kartézsky soutin)

mnoZinova mocnina
Y x

Jsou-li x,y kone¢né, pak xWy, x X y a¥x jsou konecné.
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Zavedeni operaci a usporadani na N

aritmetické operace na N

m+n=k<< kxmin

m-n=k&s kxmxn
m'"=k < kx"m

usporadani na N
m<n< men
m<n&emCn(& menVm=n)

1) Operace +, -, m" na N spliiuji obvyklé zdkony (asociativita,

komutativita, distributivita, m" Tk = m" . mk, m"k = (m”)k, )
2) < je dobré uspofddani na N s nejmensim prvkem 0 a bez
nejvétsiho prvku, < je jeho ostra verze.
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Spocetné a nespotetné mnoziny

w ma nejmensi nekoneénou velikost,
tj. x nekone¢nd = x > w.

X je spoletnd mnoZina
X~ w

X je nespoletnd mnozina
x je nekonetnd a x % w
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Velikosti ¢iselnych obort

N, Z a Q jsou spoletné mnoZiny.

R a C jsou nespoletné mnoZiny. Je C =~ R = P(w) ~ “2.

mohutnost kontinua
Pokud x ~ R, ma x mohutnost kontinua.

Existuje mnoZina x s N < x < R?

Z3pornd odpovéd se nazyvd hypotéza kontinua (CH).
Nelze ji v ZFC ani dokazat ani vyvratit.
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P¥iklad: Existence transcendentnich &isel

algebraické &islo
x € R, které je kofenem néjakého nenulového polynomu
apx"+ ...+ aix+aysa €Z
transcendentni &islo

neni algebraické
Priklad: Cisla 1/2, V2, \5/3\3/m+ 7 jsou algebraicka.
Ale ne kazdé algebraické &islo je mozné zapsat pomoci odmocnin
(Niels Henrik Abel, nefesitelnost polynomidlnich rovnic patého ¥adu
v radikélech).
P¥iklad: Cisla e, 7 jsou transcendentni.

MnoZina algebraickych &isel je spocetna.

Dusledek

Existuje transcendentni &islo; mnoZina transcendentnich ¢&isel je
nespocetnd, mohutnosti kontinua.
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P¥iklad: Podivné funkce

MnoZina vsech spojitych funkci f : R — R ma mohutnost kontinua.

Spojita funkce je jednoznasn& uréena svymi hodnotami na Q. [J

Dusledek

Existuje funkce f : R — R, jejiZ graf protina graf kaZdé spojité
realné funkce.
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Ordinalni &isla

Pfipomenuti: dobré usporadani < kazda neprdzdna mnoZina ma
nejmensi prvek

tranzitivni mnoZina
x takovd, Ze u e x - u C x

Mnoziny 0,1,...,w jsou tranzitivni a dobfe uspofadané relaci €.
ordinalni &islo, ordinal
« tranzitivni a dob¥e ostfe usporadana relaci €
t¥ida ordinalnich &isel: On
a ordindl = a U {a} ordindl
P¥iklad: Nésledujici mnoZiny jsou ordindly: w41 = wU{w}, w+2 =
(w+)U{w+1} w+3,.. s wtw=w-2=JH{w+nmn e w},w-2+
L...,w-3...,ww=w?={w mnew}... . .. =
w w(®@)
U{w"™; n e w},...,w("’( )),...,w(“’( )),....
KaZdd z uvedenych mnozin je spoletnd.
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T¥ida On

On je tranzitivni a dob¥Fe ostFe uspofddand relaci €.
Cviceni. Ol

On je vlastni tFida
(jinak On € On — spor)

usporadani na On
Pro a, 3 € On piteme a < 8 & «a € 5.
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Typy dobrych uspotradani

izomorfizmus usporadani (A, <) a (B, <)
f:A— B bijekce a x < y <> f(x) < f(y)
piseme pak (A, <) = (B, <)

Ordinalni &isla jsou pravé ,izomorfni typy" dobrych uspo¥adani.

Pro kaZdé dobré ostré usporaddni (A, <) existuje ordindl «, takovy
Ze (A, <) = (a, €).

Bud P tfida v&ech ,po&atkovych zobrazeni“ z A do On. Pak
f =|JP je zobrazeni s dom(f) = A arng(f) =a € On; f je
hledany izomorfizmus. 0

a z tvrzeni zna&ime otp((A, <)) a nazyvame ordinalni (izomorfni)
typ (A, <).
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Ordinalni aritmetika — souéet a soudin

lexikografické uspofadani na On x On
(o, B) <jex (&, ) & a<ad V(e=ad & B < )

<Jex j& dobré uspotadani

ordindlni soulet a soudin
O‘+B:7<:> <’77€> = <O£L‘!'J,8,</ex>,
a-B=v(7,8€) = (X, <)
tj.
Ck—i-,@ :Otp(<OJL‘HB,</eX>),

a-f= Otp(<6 X @, <lex>)v
kde otp({A, <)) je ordindIni typ dobrého uspofadani (A, <).

Priklad: 1 + w =w #w +1
Priklad: 2 - w =w # w -2
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Princip dobrého usporadani (WO)

Princip dobrého uspotadani (WO)
Kazdou mnozinu lze dobf¥e uspofadat.

Ptesnéji: Pro kaZzdou mnoZinu x existuje relace R na x, takova Ze
(x, R) je dobré uspofadani.

(WO) je nezavislé tvrzeni v teorii mnozin ZF
(tj. neni dokazatelné ani vyvratitelné)
Ize ho pFijmout jako novy axiom
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Transfinitni indukce

V&ta (transfinitni indukce)

Necht X je t¥ida splfiujici o € X — o € X pro kaZdé o € On. Pak
On C X.

Poznamka: a C X je ekvivalentni s 8 € X pro kazdy ordinal
B < a.

V opaéném pfipadé je On — X neprazdna podtfida On, ma tedy
nejmensi prvek a. Pro n&j plati o C X, ale a ¢ X. O
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Izolované a limitni ordindly

izolované ordindlni &islo
a tvaru B U {3} pro n&jaké 8 € On

[imitni ordindlni &islo
«, které neni izolované

Priklad: 5, w4+ 1, w¥ + w + 3 jsou izolované ordinaly.

Pr¥iklad: 0, w, w’, w¥ +w jsou limitni ordindly.

Tvrzeni (transfinitni indukce — alternativni formulace)

Necht X C On je tfida spliiujici pro kaZdy ordindl o:

(nulty krok) 0eX,

(izolovany krok) o€ X — aU{a} € X,

(limitni krok) (VB<a)pe X - aeX, pro0 < a limitni.
Pak X = On.
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Transfinitni rekurze

Véta (transfinitni rekurze)

Bud' G tFidové zobrazeni s dom(G) = V (konstruujici zobrazeni).
Pak existuje pravé jedno tFidové zobrazeni F s dom(F) = On
takové, Ze plati F(a)) = G(F | «) pro kaZdy ordinal c.

Poznamka: Zobrazeni G ur€uje hodnotu F(«) na zaklad& dfive
sestrojenych hodnot.

Analogicky jako tvrzeni o konstrukci (oby&ejnou) rekurzi.
F se sestroji jako |J,con Fa. kde ) = Fo C F1 C ... je (transfinitni)
posloupnost funkei's dom(Fo) = a a Fo(a) = G(Ug<,, Fa)-
Existence F, pro kaZzdé a € On plyne transfinitni indukci.
Jednoznaénost plyne transfinitni indukci dle a. O
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Ordindlni limita

P¥ipomenuti: Kazda neprazdna t¥ida X C On ma nejmensi prvek
a=NX.

supremum
pro mnozinu X C On je a = |J X supremum X
znatime sup(X)

Je-li X = {x,; @ < [} indexovana jako rostouci posloupnost,
fikdme supremu X téZ limita (Xo)a<g.
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Ordinalni aritmetika — mocnina

ordinalni mocnina a(?)
definovana transfinitni rekurzi dle 5:
a® =1
aBHBY = (B) . o

al®) = Us<s o®) pro 0 < § limitni

Pozor: 2(%) = Unew 2(M) = o, tj. 2) £ 29 Dokonce i w®) je
spoletny ordinal.

Je zvykem znatit ordinaIni mocninu a(?) stejn& jako mocninu
kardindlni, tj. o®. Pro spravnou interpretaci je pak dile¥itd znalost
kontextu.
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Normalni funkce

normalni funkce f : On — On
f je rostouci a spojitd (tj. f(sup(X)) = sup(f[X]))

Tvrzeni (o pevnych bodech normdlini funkce)

Normdlni funkce f ma pro kaZdé B € On pevny bod « (tj. takovy,
Zef(a) =a)sa> p.

| A

Diikaz.

Pevny bod « se ziskd jako limita posloupnosti () p<y,, kde

apg = a ape1 = fap). DJ
ordinal gg

nejmensi pevny bod « funkce w(e)

eo = w(w(w(- )))
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Rada spotetnych ordinald

T¥ida viech pevnych bodii funkce w(® je dob¥e uspotidana, tedy
olislovana ordindly.

ordindl e pro 3 € On
-ty pevny bod funkce w(®)

Rada ordin4li
012,... ww+1,. .. w-2w-24+1,. .. .w-3,...,w-w=

w(2),w(3),. .. ,w(w),w(“(w)),. 1 E0ELr - Ewi- - - g€y - -

v8echny uvedené ordindly jsou stale spoetné
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Axiom vyb&ru (AC)

selektor na x
zobrazeni f s dom(f) =x a f(y) ey pro #y € x

axiom vybéru (AC)
Na kazdé mnoziné existuje selektor.

(AC) je nezavislé tvrzeni v teorii mnozin ZF
(tj. neni dokazatelné ani vyvratitelné)
Ize ho pFijmout jako novy axiom
vysledna teorie se nazyva ZFC
(Zermelo-Fraenkelova teorie mnoZin s axiomem vyb&ru)
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Zornovo lemma

Retéz v uspotadani (A, <)
C C A takova, ze (C, <) je linedrni

Zornovo lemma (téZ princip maximality) (PM)
Je-li (A, <) uspotadani, kde kazdy Fetéz ma majorantu, pak
(A, <) ma pro kazdé a € A maximalni prvek m > a.

(PM) je nezévislé tvrzeni v teorii mnozin ZF
(tj. neni dokazatelné ani vyvratitelné)
Ize ho p¥ijmout jako novy axiom

Petr Glivicky Teorie mnozin



Ekvivalence (AC), (WO) a (PM)

Tvrzeni (AC), (WO) a (PM) jsou v teorii ZF vzdjemné& ekvivalentni.
UZite¢né cviceni. O \
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Vyznam axiomu vybéru

Axiom vybéru je dnes obecné p¥ijiman.
V minulosti (i dnes nap¥. v konstruktivni matematice) byl odmitan
pro sviij nekonstruktivni charakter.

V né&jaké podobé je nutny pro dikaz ¥ady klasickych vét, napt.:

@ Heineho v&ta: f : R — R je spojitd < kdykoli (a;)jen — a,
pak (f(a;))ien — f(a).
Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
Existuje lebesgueovsky nemé¥itelnd podmnoZzina R.
Lebesgueova mira na R je o-aditivni.

Kazdé téleso ma algebraické zdplnéni.

e ¢ ¢ ¢ ¢

Sjednoceni spocetn& mnoha spocetnych mnoZin je spoetnd
mnozina.

@ Relace subvalence < je trichotomickd na V (je ekvivalentni s
(AQ)).
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Podivuhodné disledky (AC)

Axiom vybéru ma ¥adu na prvni pohled podivnych disledki:
@ Existuje funkce f : R — R takova, Ze pro kaZdy interval | C R
je f[I] =R, tj. f nabyvé na / viech redlnych hodnot.
@ Existuje mnozina X C R2 bodi v roving takovd, Ze kazdou
ptimku v roviné protind prdvé ve dvou bodech.
o Banach-Tarského paradox: Plnou kouli v R3 o poloméru 1
Ize rozdélit na 5 &asti tak, Ze z téchto &asti lze jen
posouvanim a otdéenim sloZit dvé plné koule o poloméru 1.
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Podivuhodné disledky (AC) - p¥iklad

Tvrzeni

Existuje funkce f : R — R takova, Ze pro kaZdy interval | C R je
f[/] =R, tj. f nabyva na | viech redlnych hodnot.

Diikaz.

MnoZina P vdech dvojic (/,y), kde | C R je neprazdny otevieny
interval s racionalnimi konci a y € R, ma mohutnost kontinua a je
(tedy) dobte usporfadatelnd dle ordindlu A = 2¢.

Necht pro a < A je (ly, Ya) -ty Elen P. Zvolme transfinitni
rekurzi xo € I, (zde uZivdme (AC)) riizné od viech x3 s 8 < a (to
Ize nebot viech takovych xg je vZdy mén& nez kontinuum). Funkci
Xo > Yo lze rozsi¥it do f : R — R, ta je zfejmé hledana. Ol
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7 v/

Kardinalni &isla

déle predpokladame (AC)

isla ..., typy dobrych usporadani*
(¥

ordindIni ¢
ni ¢isla ..., typy velikosti mnoZin“

kardinal

kardinalni &islo (téz kardindl)
k € On takové, Ze pro Zadny ordindl o < k neni a = &,
tj. nejmensi ordindl ve své faktortfidé dle mohutnosti
t¥idu vSech kardinall znac¢ime Cn.

Cn C On
Ptiklad: Kazdé pfirozené &islo je kardindlini.

Pt¥iklad: w je nejmensi nekonecné kardindlni &islo.

s v

P¥iklad: Ordindly w + 1, w - 2, w“) nejsou kardinalni &fsla.
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Mohutnost mnoziny

Kardindlni &isla jsou typy velikosti vSech mnoZzin
(predpoklddame (ACQ))

Dle (WO) je kazdd x ~ « pro n&jaky a € On; nejmensi takové «
je kardinal.

mohutnost mnoZiny x
|x|=k & x~ Kk €Cn
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T¥ida Cn

usporadani kardindld
pfevzatoz On, tj. k < A & K € A
(Cn, <) je dobré uspofadani
Pro X C Cn je kK =[] X € Cn nejmensi prvek X.

Pro X C Cn je sup(X) = |J X € Cn supremum X.

Cvi&eni. O

Neexistuje nejvétsi kardinal.
(dle Cantorovy véty x < |P(k)|)

Cn je vlastni tfida a neomezena v On
(jinak | JCn = K € Cn je nejv&tsi kardindl)
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Funkce X (alef)

Nekone¢nd kardindlni &isla Ize popofadé olislovat ordinalnimi,
tj. existuje izomorfismus (Cn — w, <) a (On, <).

Funkce N (alef; hebrejska abeceda)
N:On—=Cn—-w
a— N,
definovdna transfinitni rekurzf
N, = min{x € Cn; k > Ng pro kazdé 3 < a}

N, je a-té nejmensi nekone¢né kardindlni &islo.
Priklad: Ny = w
Ptiklad: N; je nejmensi nespocetny ordindl.

Ptiklad: N, 1 je nejmensi kardindl v&tsi nez N,,.

UZivame-li R, jako ordindl a nikoli kardindl, piseme téz w,.
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Normalita a pevné body funkce N

P¥ipomefime: Normalni funkce je f : On — On rostouci a spojita.
f normalni = f ma pevny bod

Funkce R je normalni.

Vynechavame, je v8ak snadny. (Cvicenf)

Kk pevny bod R = pod k je K nekonetnych kardindli
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Izolované a limitni kardindly

kardinalni naslednik
kT = nejmendsi A € Cns k < ),
tj. No T = Roy1.

izolovany kardinal
A tvaru kT pro n&jaké k € Cn
limitni kardindl
A, ktery neni izolovany
Pozor: Pojmy izolovany kardindl a izolovany ordindl nesplyvaji.
Dokonce: Kazdy nekonecny kardindl je limitni ordinal
(nebot o ~ o + 1).
w < A jeizolovany kardindl < X = R, kde « je izolovany ordindl,
w < A je limitni kardindl < A = X, kde « je limitni ordinal.
Ptiklad: w = Ng, N, ¢i N, jsou limitni kardinaly.
Ptiklad: ; & N,3 jsou izolované kardindly (ale limitni ordindly).
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Kardinalni aritmetika

Kardinalnf aritmetika zobeciiuje aritmetiku p¥irozenych &isel:

kardinalni soucet
K+ A= kWA

kardindlni soudin
KA = |k x Al

kardinalni mocnina
KN = |k

Pozor: Kardinalni operace se lisi od ordindlnich.
Kardinalni soudet a soudin jsou komutativni.

Je-li @ = k + X ordindlng, je |a| = k + A kardinaIn&.
Je-li o = k- X ordindlng, je |a| = Kk - A\ kardindIng.
Avdak obecné || # k.
Ptiklad: 2(“) = w < 2~
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Kardinalni aritmetika

Pro kardindl k > w je k X k & K.

Transfinitni indukci dle o dokaZzeme R, x N, =~ X,. Klicem pro
indukeni krok je dokdzat R, = otp(R, X Ry, <max), kde <max je
maximo-lexikografické usporadani. [

Dusledek

@ K+ A=r-\=max(r,\), je-li alespori jedno z nich > w,
o k"=kK, prok>wal<n<uw,

o kN =2, pro2 <k <\ > w,

@ 2% > \ (Cantorova véta).
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Kardinalni aritmetika

soulet souboru kardindlnich &isel

Yoicr i = [Wigy sil = Ui ({1} x £i)]

Je ) ic) ki = max(|l],sup{xj; i € 1}).

soucin souboru kardinalnich &isel
[lic/wi = Tlies kil = {fi o 1 = Uiy ri a £(i) € s proi € 1}
Ndsledujici tvrzeni je zobecnénim Cantorovy véty:

Tvrzeni (Konigova nerovnost)
Je-lil #0 a ki <\ pro kazdé i € I, pak Y ;i ki < l;c; M-

Y icr ki < ljes Ai je evidentni.
NemoZnost rovnosti se dokdze diagonalni metodou. [
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Pribéh kardinalni mocniny

P¥ipomenuti: Mohutnost kontinua je |R| = |P(w)| = 2“.
Kardindl 2% znadime téZ ¢ a nazyvame kontinuum.
Hypotéza kontinua (CH) - formulace pomoci funkce N
(¢ =)2% =y
Zobecn&nd hypotéza kontinua (GCH)

2%e = R, pro véechna a € On

(GCH) je stejné jako (CH) nezévislé tvrzeni v ZFC,
tj. nelze ho dokdzat ani vyvratit.

Priib&h funkce 2% neni axiomy ZFC tém&F viibec specifikovan.
Priklad: 20 = N, 2% = Nyog, 2% = N, 3, 2% = N, .1 jsou
vdechno nezdvisld tvrzeni v ZFC (Eastonova véta).

Pro dikazy nezavislosti obdobnych tvrzeni v ZFC slouZi metoda
zvand forcing (Paul Cohen (1963) + Petr Vopénka, Dana Scott a

Robert M. Solovay).
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Velké kardinaly

K je reguldrni kardinal
Kk neni supremem méné neZ k mensich ordinall

K je singuldrni kardinal
neni reguldrni

P¥iklad: N, = sup{N,; n € w} je singularni.
Ptiklad: Kazdy izolovany kardindl je reguldrni.

slab& nedosazitelny kardinal
nespoletny, reguldrni a limitni

Existenci slab& nedosaZitelného kardindlu nelze v ZFC dokazat.
(,,siln&j8i verze axiomu nekonetna"” — w je reguldrni a limitni)
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Velké kardinaly

silné limitni kardinal
K takovy, e pro A < k je 2* < &
nedosazitelny kardinal
nespoletny, reguldrni a siln& limitni
Neékteré dalsi velké kardinaly (dle velikosti):
slab& nedosazitelny
nedosaZitelny
Mahldv
kompaktni
Ramseyiv
mé¥itelny
superkompaktni
obF{
Neni znamo, zda je existence slab& nedosazitelného (&i v&tsiho)
kardindlu relativné bezespornd v ZFC.
Lze dokazat, Ze tuto relativni bezespornost nelze v ZFC dokazat.
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