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Predmluva

Toto je mlj doprovodny text k piredndsSce Logika a teorie mnoZin pro studenty ucitelstvi na
MFF UK. Nelze ho vnimat jako ucebnici a sim o sobé aktudlné nestaci k priprave na zkousku:
na textu pracuji ve volnych chvilich a vznika pozvolna. Lze ovSem fici, Ze v zdsadé sleduje pro-
gram prednasky, takZe dokud véci z pfednasky budete nachazet v tomto textu, miZete se na n¢j
spolehnout. K tplné ptipravé ke zkouSce vSak budete muset pracovat i s vlastnimi pozndmkami.

Mym cilem je, aby se tyto poznamky postupné promeénily v ucelend skripta, ktera budou
vhodnym zplisobem dopliiovat prednasku. Je to potfeba mimo jiné kvili tomu, Ze délka kurzu
je v piislusném roc¢niku ucitelského studia omezena kazdoro¢nimi ucitelskymi praxemi, které
zaberou zhruba prvni Ctyfi tydny semestru. Kazdému, kdo o obsahu tohoto pfedmétu néco vi,
je pfitom jasné, Ze i plny kurz s hodinovou dotaci 2/0, sotva staci k distojnému predstaveni
téchto zdkladnich matematickych disciplin. Skripta, jejichZ zdrodek pravé Ctete, by ve findle
méla v§em zdjemciim poskytnout doplnéni latky do pfiméfené uplného celku. Zarover by méla
nabidnout aspon néjakd, vesmeés lehkd, cviceni, kterd by studenty podnitila k procviceni prace
s probiranymi pojmy: ta totiZ pro zac¢atecniky obvykle neni snadnd a spravnému zptsobu pre-
mysleni o teorii mnoZin se vétSina z nich musi teprve naucit.

V tomto semestru budu pokracovat v psani a doufejme, Ze na jeho konci, tedy v Case, kdy
se mnozi zaCnete intenzivnéji pfipravovat na zkousku, uz bude tento text k nécemu.

Aby se rozsah materidlu udrZel v rozumnych mezich a zaroven podstatné myslenky neza-
nikly ve viavé technickych detaili, dovolim si u ¢tenditi predpokladat praktické sezndmeni s
mnoha zdkladnimi pojmy, byt’ je soucasné budu upresnovat a ucit jejich sprdvnému pouzivani
(které je nékdy v rozporu se zazitymi zlozvyky). Pfiklady takovych pojmi jsou rizné matema-
tické znacky, ¢iselné obory nebo funkce; tfeba se symboly pro kvantifikitory jste uz vSichni
seznameni, a tak je budu pouzivat bez obav z mozného nedorozuméni. Od jistého momentu
(ktery bez obtiZi rozpoznate) vSak s nimi budeme pracovat v jistém smyslu presnéji.

Struktura tohoto kurzu se 1is{ od jinych podobnych kurzi, totéZ lze fici o tomto ucebnim
textu. V prvni fazi vdm predstavim nékolik motivacnich tvah (to je zfejmé bézné). Pak ale ne-
nasko¢ime rovnou do formdlni teorie, nybrz budeme se néjakou dobu pohybovat v tzv. naivai
teorii mnoZin, byt budeme od zacatku védet, Ze tato teorie nenapliiuje moderni standardy ma-
tematické presnosti. Formdlni teorii se nicméné budeme vénovat aZ o néco pozdéji: popiSeme si
pak zpuisob, jak konstruovat formule (tj. smysluplna vyjadieni) v jazyce teorie mnozin pomoci
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PREDMLUVA iv

formalnich symbolu (které uz vlastné znéte) a nékteré takové formule prohldsime za axiomy
teorie mnoZin. Z nich pak odvodime vSe potfebné k tomu, aby vSe dfive budované v naivni
teorii bylo postaveno na pevné zdklady teorie axiomatické. Hlavni smysl tohoto postupu je vy-
hnout se prilisnému pocateénimu ndporu formélnich pojmd, které mohou leckterého studenta
predCasné odradit; misto toho budeme ze zacatku pracovat s pojmy v zasadé dobfe zndmymi,
jen trochu jinak, a pozdéji si ukdZeme, jak tyto (zndmé) véci zapadaji do axiomatické teorie
mnoZin. Chovdm nadéji, Ze se tak ldtka tohoto kurzu teorie stane stravitelnéjsi a srozumitel-
néjsi.

Autor



Kapitola 1

Motivace

1.1 Paradoxy nekonec¢na

Teorie mnoZin, jak ji zndme dnes, vznikla na pfelomu 19. a 20. stoleti zdsluhou némeckého
matematika Georga Cantora (1845 — 1918). Velkd ¢ast moderni matematiky se neobejde bez
price s pojmem nekonecna a pravé Cantor byl tim, kdo s timto konceptem zacal pracovat
bez predsudkil vyplyvajicich z nasi intuice ovlivnéné svétem plnym konecnych veli¢in. To,
¢emu se pred Cantorem fikalo ,,paradoxy nekonecna®, se po Cantorovi stalo béZné pfijimanymi
vlastnostmi, které jen maloktery matematik néjak zpochybnuje. Pojd’me si na ivod predstavit

konkrétni takovy ,,paradox ‘.

1.1 Priklad (HilbertGv hotel). V jednom hotelu v turistickém centru jistého krasného mésta
pracoval recepCni s kvalifikaci, kterd by se na prvni pohled mohla zdat ponékud nepfimétrenou
— byl to némecky matematik David Hilbert (1862 — 1943).

Navstévnik znaly moderni matematiky by v ném rychle rozpoznal viid¢i osobnost mate-
matiky pfelomu stoleti: Hilbert napiiklad jako prvni uspokojivé vybudoval axiomatickou teorii
eukleidovské geometrie a patii mu celd fada dalSich vyznamnych vysledkd. MozZna nejvice se
vyresil, misto toho je souhrnné predstavil na Mezindrodnim matematickém kongresu v PafiZi
roku 1900: nasméroval tim dsili matematikd na dals{ stoleti.

Proc¢ tedy Hilbert pracoval jako recepcni v hotelu? Na takovou préci obvykle neni potieba
genidlniho mozku; tento hotel — Hilberttiv hotel — byl ale specidlni. Byl totiZ nekonecny! Pres-
néji, pro kazdé prirozené Cislo od 1 aZ do nekone¢na mél presné jeden (jednolizkovy a bez
pristylky!) pokoj a kazdy pokoj mél jediné prirozené Cislo. Zvladnout ubytovani hosti v tako-
vém hotelu uz miize byt netrividlni, zvlast', kdyz je hotel pln€ obsazeny.

Pfi plné obsazeném nekonecném hotelu by bézny recepcni patrné poslal nové ptichoziho
zajemce o ubytovani pry¢ s tim, Ze maji plno, a promeskal by tim hotelu pfilezitost vydélat
vice penéz. Ale ne Hilbert! Ten si snadno uvédomil, Ze nového hosta snadno ubytuje i v plné
obsazeném Hilbertove hotelu. Jak? Staci kazdého uzZ ubytovaného hosta prestéhovat do pokoje
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Obrazek 1.1: Pivodni plné obsazeni hotelu

s ¢islem o jedna vétsim, ¢imz se uvolni pokoj 1 pro nového hosta.

V béZném hotelu by to pochopitelné nefungovalo, nebot’ néktery z pokojlii ma nejvetsi Cislo
a tam ubytovaného hosta by tedy Slo prestéhovat leda tak na stiechu. V Hilbertové hotelu vSak
tato logisticka operace bude fungovat, nebot’ nejvétsi ¢islo nemd Zadny pokoj.

1 2 3 4 5

Obréazek 1.2: Obsazeni hotelu po stéhovaci akci

Po ubytovani nového hosta vsak prijede cely autobus pIny ¢inskych turistd. BéZny recepéni
by po zkuSenosti s predchozim trikem zajésal: staCilo by piece pro kazdého nového hosta zo-
pakovat predchozi postup. Jestlize by pfijelo k novych hostl, kazdy uz ubytovany host by se
k-krét prestéhoval do pokoje s ¢islem o jednicku vyssim a bylo by hotovo. Mirné nadprimérny
recepcni by pak moznd pochopil, Ze staci provést pouze jedno stéhovani — pro kazdé n hosta
ubytovaného v n-tém pokoji prestéhujeme do pokoje s ¢islem n + k.

Hilbert se vSak podival poradné. Z recepce vidél predek autobusu, ktery zrovna zastavil
pred hlavnim vchodem, nevidél v§ak jeho konec. Sel se tedy podivat ven ze dveif a zjistil néco
necekaného: autobus Zadny konec nemél, byl nekonecny! A v ném bylo nekoneéné mnoho
sedacek: pro kazdé prirozené Cislo presné jedna a na kazdé z nich sedél jeden ¢insky turista se
zajmem o ubytovani. Zde by béZny recepéni mohl zkouset rtizné postupy. Je jasné, Ze posunout
vSechny uZ ubytované hosty do pokoje s Cislem o k vétsim, je zbytecné pro k = 1. Mohl
by tedy zkusit k = 9°” Tim by ubytoval prvnich 9°” turistd z autobusu, coZ neni $patny
vysledek. Stdle by jich vSak drtivd vétSina Cekala. Postup by tedy mohl opakovat; i po 9999
opakovénich by vSak mél ubytovano jen (9999)2 novych zajemct a drtivd vétSina by jich stdle
Cekala v autobusu. Vynalézavy recepéni by mohl v kazdé dalsi iteraci ubytovat dvojndsobny
pocet hosti; tim by pocet novych hostli ubytovanych na jedno stéhovani rostl geometrickou
fadou, stdle by vSak bylo nutné provést nekonecné¢ mnoho takovych iteraci, pfiCemz po kazdé
z nich by stale bylo ubytovano piesné 0% zajemct z ¢inského autobusu.

Pravé pro takové pripady pracoval v hotelu Hilbert: vymyslel zptsob, jak vSechny nové
zéjemce ubytovat na jediné st€hovani. Jednoduse kazdého uz ubytovaného hosta nechal preste-
hovat do pokoje s dvojndsobnym ¢islem. Tim se uvolni vS§echny pokoje s lichymi ¢isly, kterych
je nekonecné mnoho; je jich ale dost na to, aby do nich Hilbert umistil vSechny hosty z auto-
busu, v némz je pro kazdé, tedy liché i1 sudé, prirozené Cislo jeden host? Odpovéd’ je kladna:
host ze sedacky s Cislem k bude ubytovan v pokoji ¢islo 2k — 1.
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Puvodni obsazeni hotelu:

1 2

.\ .

Po stéhob‘

1 2 3 4 5 6

Obrazek 1.3: Stéhovani do sudych pokojil

Zddélo by se, Ze tim vycet moznych problémi skoncil a recepéni uz vice napadl nepotiebuje.
Néhle vSak k plné obsazenému Hilbertovu hotelu prijelo nekone¢né mnoho plné obsazenych
nekone¢nych ¢inskych autobusu. Jejich fidi¢i se postupné dostavili za recepénim Hilbertem a
kdyZ Hilbert dokoncil tyto postupné rozmluvy s nekonecné mnoha fidici (patrné jeho super-
schopnost), mél jasno v tom, Ze vSichni hosté ze vSech autobust se v hotelu chtéji ubytovat.
Hilbert by mohl pro kazdy autobus provést stejny proces, jako nedavno pro jediny nekonecny
autobus; tak by ale bylo potfeba nekonecné mnoho iteraci: pro kazdy novy autobus jedna. Hil-
bert to vSak zvladl na jediné, byt komplikované, st€hovani. Zvladli byste to i vy? A zvladli
byste to tak, abyste obtéZovali 0% uz ubytovanych hostti? A

Myslim, Ze podstata pravé uvedeného piikladu je jasnd: nekonecno m4 jisté prekvapivé
vlastnosti. Ubytovani jednoho hosta tak trochu pfipomind fakt, ktery znate uz z prvniho se-
mestru, kdy jsme pracovali s roz§ifenou redlnou osou: 1 + co = oo. Pficteme-li jednoho hosta
k nekonecnu, dostaneme zase to stejné nekonecno. Pfijezd nekonecného autobusu by se dal in-
tuitivné popsat rovnosti 0o + 0o = 00, i ta podle nasi definice operaci na R* plati.! Jde oviem
jen o prirovndni, matematickou podstatu trikli recepcniho Hilberta budeme vysvétlovat poné-
kud jinak, a to pomoci teorie mnoZzin, v niZ pojem ,,nekonecna‘ dostane zcela konkrétni obsah
(na rozdil od prvniho semestru, kdy jsme symbol co pouzivali v podstaté jen jako pomicku k
vyjadfovani).

1.2 Porovnavani nekone¢nych mnozin podle poctu prvku
MiiZeme hovofit o mnoZzing hostii a mnozin€ pokoju, pfi¢emz chceme umét poznat, Ze mnoziny
maji stejny pocet prvki. U konecnych mnozZin, feknéme u néjakych dvou mnoZin A, B, jsme
zvykli to zjist ovat tak, Ze prosté spocitdme jejich prvky a oba pocty porovndme:

|A| =m, |B|=n;

'Pifjezd nekonecného po&tu nekonecnych autobusi by v této hrubé analogii odpovidal platné (podle definice
aritmetiky na R*) rovnosti 0o + 00 - 0o = o0.
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mnoziny A a B maji stejny pocet prvkd, pokud m = n. Jak ale mame postupovat, pokud A4 a
B jsou nekonecné, tieba A = Q a B = R? Je jasné, Ze prvky uz nelze ,,spocitat*; miZeme je
ovSem sparovat. Pokud se ndm podaii usporadat prvky do dvojic a ,,vyjde ndm to*, maji obé
mnoziny stejny pocet prvkid; pokud to neni mozné, pocty prvki jsou rtizné.

To, ze dvé nekonecna jsou ,,stejné velkd* definujeme v teorii mnoZin: dvé mnoZiny jsou
stejné velké, pokud mezi nimi existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni (tj. zobrazeni prosté
a na, neboli bijekce). V naSem piikladé s Hilbertovym hotelem vlastné hleddme bijekci mezi
mnoZzinami hostl a pokoju, pficemz konkrétni host je zobrazen na konkrétni pokoj prostied-
nictvim ubytovani. Kdyz tedy naptiklad pfijel jeden nekonecny autobus, Hilbertovo feSeni této
situace Ize interpretovat jako bijekci mezi mnozinou N x {0} U N x {1} a mnozinou N: dvojici
(k,0), ktera reprezentuje hosta uz ubytovaného v pokoji s Cislem k, jsme prifadili ¢islo 2k a
dvojici (k, 1) reprezentujici cestujictho na sedacce k jsme prifadili prirozené ¢islo 2k — 1. To
dohromady dava bijekci; formélné jde o funkci f: N x {0} U N x {l} — N definovanou
predpisem

2k, pokud/ =0

k,l)=
Sl ) 2k —1, pokud!/ = 1.

Zobrazeni f je zjevné prosté a na (snadno najdete inverzni zobrazeni), takZe jsme vlastné do-
kazali, zZe sjednoceni dvou ,,paralelnich kopii N “ je stejné velké (uené: ma stejnou mohutnost)
jako mnozina N sama.’

Situace, kdy k Hilbertovu hotelu pfijede nekonecné mnoho nekonecnych autobusti pIné ob-
sazenych zdjemci o ubytovani, se dé interpretovat jako hledani bijekce N x N na N, kde dvojice
(k,1) € N x N reprezentuje cestujiciho na k-té sedacce [-tého autobusu. I takové bijekce exis-
tuji (pochopitelné je jich moznych vice) a neni obtizné nékteré z nich popsat (podivime se na
to dale, ale mtiZzete se nad tim zamyslet uz zde). Konstatujeme tedy (prozatim bez diikazu), ze
mnoZina N x N mad stejnou mohutnost jako N.

N4

1.2 Priklad. Dalsi piiklady dvojic mnozin o stejné mohutnosti jsou tieba nasledujici. Pro snazsi
zapis si vypuj¢ime znacleni, které poradné zavedeme a probereme aZ pozdéji: piSeme

A~ B,

pokud mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost, tj. existuje bijekce A na B.

e N =~ {k € N: 2|k}, tj. mnoZina vSech sudych pfirozenych Cisel ma stejnou mohutnost
N ———— —
. a:: S . . .
jako mnoZina vsech pfirozenych cCisel (véetné lichych). O této skuteCnosti svédci napfi-

klad bijekce f1: N — S, fi(n) = 2n.?

e R~ (—Z%, Z). Pifsludnd bijekce je f := arctg.

2Pokud néjak4 mnoZina A m stejnou mohutnost jako N, neboli existuje bijekce A na N, fikdme, Ze mnoZina
A je spocetnd. Formalné tuto definici odloZime na pozdéji, je ale dobré mit ji na paméti.
3Je ziejmé, Ze jde o bijekci, jeji inverzni zobrazenije (f1)~': S — N, (1)~ (k) = k/2.
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(SIE

arctg x

|
SIE]

Obrazek 1.4: Graf funkce arctg

e R =~ (0, 1): jak asi tusite, jde o podobny ptiklad jako vyse, sta¢i modifikovat funkci arctg.
Funguje tieba funkce f3: R — (0,1), f3(x) = = (% + arctg x). (Nakreslete si graf!)

T

e Protoze R ~ (—Z,Z) a zarovenn R ~ (0, 1), o ¢emz svéd¢i bijekce f> a f3, miZeme
2° 2

snadno odvodit, Ze (—%, %) ~ (0, 1). Skute¢ng, slozend funkce g := f30(f2)"! je totiz
bijekce (—Z, Z) — (0, 1), coZ snadno ovéfite (napiste si vzorec: g(x) = ...).

e (=%.Z) ~ (0,1): pochopiteln& existuje mnohem jednodus3f diikaz tohoto faktu, neZ je
ten uvedeny v pfedchozim bodg. Treba funkce f4: (0,1) — (=%, %), fa(x) = —Z+mx,
je jednoduchym vzorcem dand bijekce mezi obéma intervaly: to jist¢ dovedete snadno
ovérit, jde totiZ o rostouci linearni funkci, jejiz limity v krajnich bodech definiéniho oboru
(0, 1) snadno spoctete.

Poznamenavam jesté, ze f4: (0,1) — (—%, %), je tedy v opacném sméru, ,,nez jsme
chtéli“. Je jasné, Ze na tom nezdleZi, protoze (f4)~': (=%, %) — (0, 1) je samoziejmé
také bijekce (ve ,,spravném* sméru). Toto pozorovani jde pochopitelné zobecnit: inverzni
zobrazeni k libovolné bijekci je opét bijekce, a to v opaéném sméru. Jinymi slovy, relace

~ je symetrickd,tj. A~ B & B ~ A. A

Konecnost a nekonecnost: Pojd'me se stru¢né€ zamyslet nad filosofickymi dusledky toho,
co jsme pravé na rtiznych piikladech (véetné Hilbertova hotelu) vidéli, zejména nad rozdily v
chovani kone¢nych a nekone¢nych mnoZzin. Pojem konecnosti zatim chdpeme spiSe intuitivné a
mdme jim na mysli kone¢ny pocet prvki.* Tfeba mnoZina {—oco, oo} kone¢na je (obsahuje dva
prvky, a to —oo a 00), zatimco interval (0, 1) je mnoZina nekonec¢nd (obsahuje vSechna redlna
Cisla ostfe mezi nulou a jednickou, kterych je ,,nekone¢né mnoho*).

Uvazujme libovolnou neprazdnou ,.kone¢nou‘ mnozinu A a néjakou jeji vlastni podmno-
Zinu B C A.° Jestlize A md n prvkd a B m4 k prvki, pak ndm nase intuice veli o&ekavat, Ze

4Mohli bychom to pon&kud upfesnit a Fici, Z¢ mnoZina je konecnd, jestlize pocet jejich prvkl odpovida né-
kterému prirozenému Cislu. Nebo tieba jeSte rigor6znéji: A je konecna, jestlize 3n € N: A ~ {0,1,...,n — 1}.
ProtoZe v§ak prirozena ¢isla (tim spiSe mnozinu N) také zatim chdpeme spiSe intuitivné, prili§ si tim nepomizZeme.
Na rozdil tfeba od matematické analyzy, v teorii mnoZin je zvykem rozli§ovat symboly C a C, z nichZ pouze

druhy pfipousti rovnost mezi obéma mnoZinami. Této konvence se zde budeme drZet.
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nezbytné k < n. U kone¢nych mnozin to skutecné funguje timto zpisobem: podmnozina, v niz
,nékteré prvky chybi* je skutecné ,,mensi*, ma (ostfe) mensi mohutnost; rozdil t€chto mohut-
nosti je pritom roven poctu ,,chybéjicich® prvkd. Specidlné mezi mnoZinami A a B neexistuje
74dn4 bijekce.

Naproti tomu v pfikladu vySe jsme vid€li nékolik dvojic nekoneénych mnoZin o stejné
mohutnosti (tj. bijekce existuje), pfiCemz ve vSech Ctyfech pripadech byla jedna z obou mnoZin
vlastni podmnoZzinou druhé: S C N, (0, 1) C R atd. Opakované jsme tedy byli svédky poruseni
Lprincipu®, zZe ddst je mensi neZ celek: u nekone¢nych mnozin tomu tak nemusi byt — a praveé
to je ve skutecnosti to podstatné, co je odliSuje od mnoZin kone¢nych.

MnoZina je totiZ nekonecnd, pravé kdy? existuje jeji vliastni podmnoZina o stejné mohutnosti
(tj. existuje bijekce na vlastni podmnoZinu).

Ve svété koneCnych mnoZin toto mozné neni, coZ je intuitivné ziejmé. Netrividlni infor-
mace, kterou vySe uvedeny vyrok pfinési, je, Ze u libovolné nekone¢né mnoziny toto naopak
mozné je. (Tj. pokud ne, mnoZina neni nekonecn4.)

Jsou vSechny nekone¢né mnoZiny stejné velké? Jesté jsme se zde piimo nesetkali s dvojici
mnoZin, jejichZ mohutnosti by byly rizné. Pokud by platilo, Ze ve skutecnosti mezi libovolnymi
dvéma nekonecnymi mnoZinami existuje bijekce, muselo by platit i N ~ R. Pojd’'me si nyni
pomoci klasického dikazu tzv. Cantorovou diagondlni metodou dokazat, Ze tomu tak neni, a
ze tedy existuji rizné velké nekone¢né mnoziny:

1.3 Véta (Cantor). R % N.

Diikaz. Pro potieby tohoto ditkazu musime predpokladat, Ze vime, co jsou redlna Cisla, a zname
nékteré jejich zdkladni vlastnosti, zejména to, Ze kazdé z nich se d4 nejméné jednim zpisobem
vyjadrit pomoci nekonecného desetinného rozvoje. Zaroven se zaméfime pouze na redlnd ¢isla
z intervalu (0, 1), striktn& vzato tedy dokaZeme, ze (0,1) % N.° Je-li x € (0, 1), existuje
vyjadfeni pomoci desetinného rozvoje, které neobsahuje periodu 9 (tj. ,,nekonéi samymi de-
vitkami“).” Budeme uvazovat vyhradné takové rozvoje: kdykoliv m4 né&jaké realné &islo dva
rizné desetinné rozvoje, jeden z nich obsahuje periodu 9 a druhy ne® — vezmeme ten druhy.

Diikaz povedeme sporem. Pro spor tedy predpokladejme, Ze existuje bijekce f: N —
(0, 1).° Miizeme si nyni predstavit nekone&ny ,,seznam* &isel f(1), f(2), f(3),...; tento se-
znam podle naseho predpokladu, Ze f je na (a také prosté, coz nés ale nezajima),

ProtoZe z Piikladu 1.2 vime, Ze (0,1) ~ R, bude ndm to k dplnému diikazu stacit. Kdyby totiZ neplatilo
tvrzeni véty, tj. platilo by R ~ N, sloZzenim obou bijekci bychom dostali (0, 1) ~ N, coZ je ov§em opak toho, co
se chystame dokazat. Je to jasné i intuitivné: automaticky totizZ chapeme, Ze se snazime dokazat, Ze mnoZina R je
,,Vet§1“ neZ mnoZina N. A pokud to dokdZeme pro (0, 1), tim spiSe to bude platit pro celé R.

"Trochu vice koSer by mohla byt formulace, Ze pouZijeme takovy desetinny rozvoj, ktery obsahuje nekone¢né
mnoho cifer riznych od 9.

8To si Ize snadno rozmyslet pomoci znalosti o redlnych &islech, které ddvno mate.

9Formalné vzato je f posloupnost redlnych &isel, jak ji zndte z prvniho semestru analyzy. My o ni budeme
premyslet jako o Cislovaném ,,seznamu* vSech redlnych Cisel intervalu (0, 1).
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f()=0,4159 2 obsahuje vSechna Cisla intervalu (0, 1). Predstavme si ddle,

f(2)= 0, 2 2 3 3 7 Ze disla naSeho seznamu napiSeme ve formé nekonecnych de-

f(3)= 0, 9 0 0 6 4 setinnych rozvoji (bez periody 9) do fadkii pod sebe. Vysledna

f(4)= 0, 4 2 0 8 7 predstava by méla odpovidat Obréazku 1.5.

fG& =10 445117 Vidime, Ze cifry desetinnych rozvoji jednotlivych Cisel jsou

usporadany v nekone¢né matici; zanedbame-li prvni sloupec, ve

kterém na vSech fadcich mame ,,0,“, miZeme si predstavovat, Ze

Obrazek 1.5: ,,seznam* se jednd o nekonecnou Ctvercovou matici, kterd ma nekonecnou
diagonalu — tu vidime vyznacenou na Obrazku 1.6

Nyni se podivejme na posloupnost cifer na této diago-

f(H)= 0,415 9 2 ndle; v pfipadé zndzornéném na obrdzku tato posloupnost za-

f2)= 0,2 2 3 3 7 <(ind 4,2,0,8,7,.... Pokud pred tyto cifry predstavime ,,0,",

fB)= 0,9 0 0 6 4 dostaneme desetinny rozvoj n&jakého redlného &isla: x =

f@) = 0, 4 2 0987 0,42087.... Mizeme se nyni ptat, jestli toto Cislo je na naSem

JG)= 0,445 17 qermamu - coz by mélo, nebot’ seznam ma prece obsahovat

vSechna takova Cisla. Odpovéd’ je nejasnd. Pfi nest’ astném uspo-

radani naseho seznamu by se naptiklad mohlo stat, Ze mame co

Obrézek 1.6: diagondla do &inéni s &slem 0,999... = 0,9 = 1 ¢ (0, 1), které na se-

znamu neni. Obecné ale nic nebrani tomu, aby toto Cislo na se-

znamu bylo, a na naSem obrdzku je hned na 4. fddku (pfedpokldadejme, Ze ob& zvyraznéné
posloupnosti cifer pokracuji stejné aZz do nekonecna).

Vénujme pozornost ciffe, v niZ se obé posloupnosti protinaji; na obrazku je to cifra 8.
Kdybychom definovali ¢islo X stejnym rozvojem jako ¢islo x aZ na ctvrtou cifru, jiZ bychom
zménili z 8 tfeba na 0, tj. X = 0,42007.. ., je ndhle zfejmé, Ze toto Cislo neni na ctvrté pozici
naseho seznamu (nebot’ se od f(4) lisi ve 4. ciffe). Podobné, zménime-li k tomu jesté 5. cifru,
vysledné Cislo nebude na 4. ani na 5. pozici v naSem seznamu.

ProtoZze ndm nic nebrani vhodné zménit vSechny cifry naseho desetinného rozvoje, pro-
vedeme to; tim najdeme Cislo z (0, 1), které se nenachdzi na Zadné pozici naseho seznamu,
coz bude spor s jeho pfedpokladanou tplnosti. Pfesnéji: Oznacme, pro vSechna i pfirozend,
a; € {0,1,2,...,9} cifru na i-té pozici za desetinnou ¢arkou rozvoje Cisla f(i) € (0, 1). Tim
padem je {a; {2, pfesné ona posloupnost cifer ,,na diagondle*. Nyni poloZime

1, pokuda; # 1,
2, pokuda; =1,

bi =

takze b; # a; pro vSechna i. Definujme Cislo z desetinnym rozvojem uréenym posloupnosti

1bi}2 . 4.
= 0,b1b2b3 e
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Uvedeny rozvoj je v povoleném tvaru (nekon&i periodou 9), navic evidentn& z € (0, 1). Cislo z
s timto rozvojem by tedy mélo byt na nékterém fadku naSeho seznamu. To ale neni mozné, pro-
toZe rozvoj Cisla z se (minimdlné) v ciffe na diagondle 1isi od kazdého fadku naseho seznamu.
Presnéji: pro kazdé i, z se lisi od Cisla f (i) v i-té ciffe desetinného rozvoje, a tedy (diky tomu,
Ze jsme vyloucili dvojakost rozvojt) z # f(i). To je spor s nasim predpokladem, Ze f je na
interval (0, 1). O

Dusledek. Existuji nekonecné mnoZiny vice riznych mohutnosti.

Podivejme se jesté na jeden pozoruhodny tkaz podobného typu jako Hilbertiv hotel: tak
zvany Hyper-Webster. Oznaceni je odvozeno z nazvu jednoho z nejznaméjsich slovnikid ang-
lického jazyka zvaného Merriam-Webster.

1.4 Priklad (Hyper-Webster). Uvazujme libovolnou kone¢nou mnoZinu znaku «; pro veétsi
nazornost predpokladejme, ze {A, B,C, D, ..., Z} C A. MnozZinu 4 nazyvame abeceda. Li-
bovolnou kone¢nou posloupnost znakil z 4 nazyvame slovo. Ozna¢me N = |A|, tj. N je pocet
prvki abecedy. Existuje tedy pravé N slov délky 1, N2 slov délky 2 atd.; pro libovolné k € N
existuje pfesné N* slov délky k. Existuje také jediné slovo délky 0, a to @, neboli prazdna po-
sloupnost.'” MnoZinu viech slov délky k zna¢ime %, ¢imZ mdme na mysli kartézsky soucin
k kopii abecedy A, tj.

A = A X A XX A= {(a1,az,....ar): ai,az,...,ax € A}.

k-krat

Navic znaéime A° = {@}, coZ je v souladu s nasi dohodou o tom, Ze @ je jedind posloupnost
délky 0.
Ozna¢me HW mnozinu vSech slov, t].

HW := | JAF ={0juA' UAPUA U ...
k=0

Je ziejmé, Ze HW je nekonecnd, nebot’ obsahuje slova libovolné (konecné) délky.

ProtozZe prvky HW jsou slova, davd smysl o HW hovofit jako o slovniku — a to o slovniku
dosti obsdhlém. Mohlo by nds proto napadnout ho rozdélit do svazkii podle poc¢ate¢niho pis-
mene. Budeme tak mit N svazki, které si oznacime HW(x), kde x € +. Specidlné tedy mame
i svazky HW(A), HW(B), ..., HW(Z). Pojd’'me se podivat na jeden z nich, tfeba na svazek
HW (A), ktery obsahuje praveé vsechny konecné posloupnosti znaki z abecedy A, jejichZ prvni
Clen je znak A, tj. vSechna slova zacinajici na A.

KdyZ budeme ve svazku HW(A) listovat, uvidime slova jako A, AA, AB, AAA, ale také
ASFJKSDIFGN nebo ADELAJESTENEVECERELA a ASKETA. Mizeme si vS§im-
nout, Ze je zde urcitd redundance: prvni znak je vZdycky A4, coz je dano tim, Ze prohlizime slova

19TfmtéZ symbolem samoziejmé znaéime i prazdnou mnoZinu. Nejde o kolizi znaceni, nebot’ formdlng jde o
stejny objekt. Zde se ndim pouze vic hodi mu fikat ,,posloupnost® misto ,,mnoZina*“.
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z HW(A); informace o prvnim znaku je tedy ddna nasi volbou svazku a vlastné by tak prvni
znak mohl byt — pro Usporu mista — u jednotlivych hesel vynechdn. Misto vySe uvedenych pii-
kladt bychom pak vidéli pouze: @, A, B, AA, SFJKSDIFGN atd. ProtoZze HW(A) obsahuje
nekonecné mnoho hesel, odstranujeme tak nekone¢né¢ mnoho znaku A, a lesy tim tedy Setiime
pomérné znacné.

Nové vydani HW(A) tedy uZ zahrnuje nase dsporné opatfeni: vSechna hesla byla ochuzena
o pocatecni A. Aby se odlisilo od vydani starého, znacime ho I-TW(A).

Trikrdt béda, vsak! Nekonecno nds prevezlo!
Tisk nabral zpozdéni a netrpélivi zdkaznici tvori fronty na prvni vytisky. Ukézalo se, Ze
HW(A4) = HW.

Nase usporné opatieni zptisobilo, Ze tiskneme misto jednoho svazku zase cely slovnik — jak
smutné. Rozmyslete si to! A

1.3 Trocha historie — davody pro vznik a upresnovani TM

Za zakladatele teorie mnoZin je vSeobecné uzndvan némecky matematik Georg Cantor (1845-
1918), ktery jako prvni vymyslel a pfijal za svij specificky zptisob pfemysleni a prace s mno-
Zinami, ktery pfijima v pfedchozi kapitole zmifiované paradoxy (,,nekone¢nd mnoZina je stejné
velka jako néjaka jeji vlastni cast* apod.). Skok mezi (do té doby) klasickou a cantorovskou
matematikou je tak velky, Ze bych se nebdl ho pfirovnat ke zméné paradigmatu ve fyzice, kterd
nastala formulovanim teorie relativity; zaroven jsem presvédcen, Ze k tomu, aby Cantor mohl
takto velky skok uskuteCnit, musel mit srovnatelné otevienou a origindlni mysl, jako Albert
Einstein. Na rozdil od Einsteina vSak Cantor musel na uzndni svych myslenek Sirsi védeckou
komunitou Cekat dlouhd desetileti a béhem této doby musel odrazZet rtizné, Casto dost nevybi-
ravé, utoky od svych ,kolegli“. Tato skute¢nost dlouhodobé nahlodavala jeho dusevni zdravi
(u genidlnich lidi Casto 1 tak dost kiehké) a posledni 1éta svého Zivota stravil v 1éCebné pro
duSevné€ nemocné.

Plivodni motivaci pro Cantortiv origindlni smér pfemysleni bylo studium jistych sloZzitych
podmnozin R, rychle se vSak z jeho ndpadu stala samostatna nova teorie. Cantor teorii mnozin
vybudoval do podoby, v niZ bylo moZzné na ni zaloZit vSechny ostatni matematické teorie a
postavit je tak na jednotné a svou jednoduchosti elegantni matematické zdklady. Kromé tohoto
sjednocujiciho efektu navic do matematiky pfinesl fadu zcela novych metod, z nichZ nékteré
budily rozruch'' svoji zcela odlignou filosofickou podstatou.

Zakladnim prikladem takové metody jsou tak zvané nekonstruktivni ditkazy existence; az do
Cantora byl v matematice jediny uznavany princip dikazu existence néjakého objektu: pomoci

'10d prekvapeni aZ po naprosté odmitand.
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vhodné konstrukce (vychézejici z objektt, o jejichZ existenci nebylo pochyb) najit konkrétni
piiklad poZadovaného typu objektu — a samozfejmé také dokdzat, Ze onen objekt skute¢né ma
prislusnou vlastnost.

Tak napiiklad stafi Rekové dokézali existenci iraci-
onalnich ¢isel tak, Ze podali ptiklad (aspon) jednoho ta-
kového &isla, a to +/2. Cantor ale skrze studium mohut-
nosti mnozin mohl podat dikaz existence iraciondlnich
cisel, aniz by znal jediné konkrétni iraciondlni ¢islo: sta-
¢ilo mu dokazat, Ze R ma vetsi mohutnost nez Q, takze
R\ Q musi byt neprazdnd mnozina. (Ve skutecnosti tuto
metodu aplikoval na ¢isla transcendentni misto iraciondl-
nich; o tom se muzete doCist dale v tomto textu.)

Obréazek 1.7: Puntiky predstavuji
néjakd iraciondlni Cisla.

Presnéji feCeno mohl postupovat takto: Stacilo doka-
zat nize uvedenou Vétu 1.5, kterd v kombinaci s Vétou 1.3 znamend, 7Ze Q # R, takZe musi
existovat néjakd iraciondlni Cisla (tj. takova redlnd Cisla, kterd nejsou raciondlni) — viz Obra-
zek 1.7.

1.5 Véta. Q ~ N.

Ndznak ditkazu. Podrobnéji (a presnéji) se k dikazu této véty vratime pozdéji (aZ budeme mit
napiiklad pfesnou definici raciondlnich ¢isel), nyni pouze nazna¢ime zakladni myslenku:
Kazdému raciondlnimu Cislu odpovida né€jaky zlomek tvaru % kde k € Z an € N. Po-
nechdme nyni stranou drobny problém, Ze kazdé raciondlni ¢islo je reprezentovdno nekonecné
mnoha riznymi zlomky (tfeba zlomky %, %, %, ... reprezentuji vSechny totéZ Cislo). Nyni se
spokojime s tim, Ze zlomku je nejméné tolik co raciondlnich Cisel, takZe kdyZ se ndm podafi
ocislovat pfirozenymi ¢isly vSechny zlomky (tj. vlastné je sefadit do nekonecné posloupnosti
indexované prirozenymi Cisly), tim spiSe je tot€Z mozné i s raciondlnimi Cisly, a véta tedy plati.
Dukaz provedeme obrazkem, formalni popis bijekce mezi N a vSemi zlomky by byl pfili$
dlouhy (a hife srozumitelny): Je zfejmé, Ze pti pouziti algoritmu ¢islovani zlomkd, ktery na-

== N= W= A=

|
FHEN

—lw Nw

=N NI Wi

—=|o NIO wlo Kl Lo
== N W= A=
—IN NIN WIN

4
1

Obrazek 1.8: Usporadani zlomkt do posloupnosti

znacCuje obrazek, nakonec se dostaneme k libovolnému zlomku a s trochou usili by §lo i urcit,
jaky presné dostane dany zlomek (jako tfeba %) index. Tim pddem je zlomki stejny pocet

jako pfirozenych Cisel (existuje bijekce dand nasim ocislovanim). Z toho plyne, Ze racionélnich
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Cisel neni vic neZ prirozenych (takze je jich stejny pocet); tento posledni argument ale vyzaduje
podrobnéjsi zdivodnéni, na které se podivame pozdéji. ]

Cantor vytvoril to, cemu se dnes fikd Naivni teorie mnoZin. V ni se pokusil vymezit pojem
mnoziny pomoci jednoduché ,.definice®, kterou si miZete precist na zacatku dalsi kapitoly.
Dale uz pracoval formalné presné, ovSem s tim, Ze bez dikazu pouZzival nékteré vlastnosti
mnozin, které byly ,.evidentni®, respektive ,,plynuly* z definice. Ackoliv v tomto rdmci vy-
budoval teorii, kterd je 1 z hlediska moderniho standardu dobfe pouZzitelnd, intuitivni pristup
k préci se zdkladnim pojmem mnoZiny m4 nékterd nevyhnutelna dskali (napf. tzv. Russelliv
paradox), kvili nimZ nenapliiuje moderni standardy matematické presnosti. Ty se zacaly for-
movat na prelomu 19. a 20. stoleti v podstaté pravé kviili zminénym problémiim v Naivni teorii
mnozin.

Zde toho jesté hodné podstatného chybi; budu pokracovat v psani.



Kapitola 2

Zakladni pojmy TM

V této kapitole se budeme vénovat nékterym pojmiim teorie mnozin, aniZ bychom poradné vy-
svétlili, co to je teorie mnoZin a co viibec je ,,mnoZina“; t¢tmto otdzkam se budeme podrobnéji
vénovat pozdéji. Nyni se spoléhdm na to, Ze koncept mnoZiny je v§em ,,zndmy “ do takové miry,
Ze nehrozi omyly v zdkladnich vécech jako mnoZinové operace apod. Chci nicméné zdiraznit,
7e vSechny uvedené pojmy a vysledky o nich budou stit na nejpevnéjSich moznych zdkladech
v okamziku, kdy za¢neme pracovat v axiomatické teorii mnoZin.

2.1 Naivni teorie mnozin

Jak uz bylo zminéno, takzvanou Naivni teorii mnozin vytvofil Georg Cantor v sedmdesatych a
osmdesatych letech 19. stoleti.

2.1.1 Definice mnoziny

Prozatim se tedy spokojime s praci v tzv. naivni teorii mnozin (NTM), kterd pojem mnoZiny
»definuje* takto:

MnoZinou rozumime kazdé srhnuti M urcitych rozlisitelnych predmétii naseho
nazirdani nebo mysleni v jeden celek; tyto predméty se nazyvaji prvky mnoziny M.

Vidime, Ze se pfes veskerou snahu jednd o definici vagni, kterd navic vyuzivd nedefinovana
slova jako ,,shrnuti* nebo ,,celek, takZe vznika diivodné podezieni na definici kruhem (nebot’
tyto pojmy maji — aspon intuitivné — podobny vyznam jako samo slovo ,,mnoZina*). Tézko
by nés tedy tato definice uspokojila, i kdybychom méli jasnou pfedstavu o obsahu dalSich
zdCastnénych pojmi jako tieba ,,predmét nazirani®, ,rozliSitelny apod.!

V NTM tedy nemdme dplné jasno v tom, co je to mnoZina. Zd4 se napiiklad bez pro-
blému pripustné, abychom uvazovali mnozinu vsech lidi, pfipadné néjakou jeji podmnozinu

'Lze si ov§em pfedstavit, Ze tyto pojmy uspokojivym zptisobem vymezime; hlavni problém je tedy v ,,definici
kruhem*.

12
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(jako mnozinu vsech studentii MFF apod.), nebot’ jednotlivi lidé jsou bez pochyby moZnymi
predméty naSeho nazirdni i mysleni. ProtoZe mnoziny samy jsou piedméty naSeho mysleni,
je zaroven dovoleno, aby mnoZiny byly prvky jinych mnozin. Totéz plati napiiklad pro Cisla
(jakkoliv timto pojmem Ize myslet vice véci) atd. MnoZina v pojeti NTM je tedy velmi obecny
pojem: jakykoliv myslitelny ,,soubor* miiZe byt chdpan jako mnoZina. To ndm na jednu stranu
umoZziiuje vybudovat velmi zajimavou teorii; na stranu druhou se ukazuje, Ze pravé obrovska
obecnost pojmu mnoZina je kamenem drazu této teorie.

Jak vime, byl to Bertrand Russell, kdo si jako prvni uvédomil spornost NTM: stacilo uva-
Zovat mnozinu vSech mnoZin, které nejsou svym vlastnim prvkem, a zeptat se, je-li tato mno-
Zina svym vlastnim prvkem, nebo neni (obé moZnosti vedou ke sporu). Podrobnéji viz uvod.
ProtozZe vSak teorie mnoZin nabizela ldkavou cestu, jak sjednotit matematiku skrze jedinou za-
kladni teorii, hledaly se cesty, jak pojem mnozZiny vymezit o néco pfisnéji, zejména tak, aby
nebylo moZzné zkonstruovat Zadny znamy paradox. Tak se prosadil axiomaticky pristup k teorii
mnoZzin.

My se zatim s NTM spokojime, budeme vSak provadét (jak se pozdéji ukdze) pouze takové
kroky, které jsou piipustné i v axiomatické teorii mnoZin, kterou popiSeme pozdé€ji. Zacneme
tim, Ze v rdmci teorie mnozin zkonstruujeme zdkladni pojmy jako usporddani nebo funkce.
Samoziejmé si uvedeme také rizné operace s mnozinami atd.; v§e bude provedeno v souladu s
pozdégjsi vystavbou axiomatické teorie (takZe tyto véci nebudeme muset délat podruhé).

2.1.2 Rovnost mnozin v NTM

Zékladnim pojmem nasi teorie je v kazdém piipadé mnoZina. Je tedy vhodné se hned od zacatku
shodnout na tom, co nase definice mnoziny vypovida o rovnosti mnozin. Kdy se tedy dvé
mnoziny rovnaji (a jsou tedy jedna a ta samd)? Odpoveéd’ na tuto otdzku rozdélime do nékolika
pozorovéani.

Ruznost prvku dané mnoziny: VsSimnéme si, Ze definice poZzaduje rozlisitelnost prvki; spe-
cidlné tedy prvky kazdé mnoZiny musi byt navzdjem rizné; jeden objekt tedy miize byt v
kazdé mnoZiné zastoupen jakoZto prvek nejvySe jednou. Z toho plyne, Ze pfijmeme-li niZe
uvedené zaddni mnoZiny pomoci vycétu vSech prvkd, tj. napiiklad {a, b, c}, kde a, b, c jsou
rizné predméty, znadi tfiprvkovou mnoZinu obsahujici pravé tyto tfi objekty, pak plati rov-
nost {a,a} = {a}. Mnozina zadana jako {a,a} ma tedy jediny prvek, a to predmét a. Toto
pozorovani je pochopitelné tieba zobecnit, takze napiiklad {1, 2, 2,2, 3,3} = {1, 2, 3} apod.

Prvky mnoziny nemaji poradi: Z definice skutecné nevyplyvd, Ze by prvky mnoZiny mély
byt jakkoliv uspofadany v ramci samotné mnoziny. Je tedy napiiklad {0, 1} = {1,0} apod.
Pochopitelné ndm ovSem nic nebrdni podle potteby pfifadit k dané mnoziné M jeste dalsi
strukturu (slozitéj$i mnozinu), kterd by vypovidala o poradi prvki M (viz niZe pojem relace a
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usporadani). Shriime, Ze v mnoZiné neni dano zZadné poradi prvki, a tedy také nezdlezi na tom,
v jakém poradi jeji prvky uvedeme apod.

MnoZina je urcena pravé vSemi svymi prvky. Tim se mysli, Ze rovnost mnozin A = B
nastava pravé tehdy, kdyZ mnoziny A a B maji pfesné stejné prvky. Formalnéji bychom toto
pozorovéni mohli zapsat takto:”

A=B <« (Vx:xeA<—>xeB). 2.1

,,Ditkaz. “ Mame tedy presny popis toho, co mezi mnoZinami znamend rovnost; chceme ptfitom
tvrdit, Ze tento popis je disledkem definice, a na misté je tedy provést dukaz. Abychom si
uvédomili, Ze definice mnoZiny v NTM implikuje (2.1), bude potfeba se zamyslet nad tim, co
obecné rozumime pojmem rovnosti mezi dvéma predméty. Standardni zptisob nahliZeni relace
rovnosti je, Ze predméty A a B jsou si rovny (neboli jsou identické), pokud cokoliv, co lze (v
ramci dané teorie) pravdivé prohlasit o A, lze pravdivé prohldsit i o B.? Pak je oviem ziejmé,
Ze pokud jisty pfedmét ndlezi mnoZiné A, ale nendleZi mnoZiné B (nebo naopak), nemiiZe byt
A = B. Tim je dokdzano, zZe rovnost mnoZin implikuje stejnost prvku, neboli Ze stejnost prvki
je nutnd pro rovnost mnoZzin.

Pro diikaz opacné implikace, tj. Ze stejnost prvku je pro rovnost mnozin také postacujici vz
musime hodné ¢ist mezi fddky. V definici mnoZiny naptiklad neni uvedeno, Ze by se od sebe
mnoziny liSily tim, jakou maji vilini nebo tvar. Proto takovéto rozliSeni pfipoustét nebudeme a
budeme se soustiedit pouze na to, co v definici zminéno je, tedy prvky mnoZiny. MnoZiny se
tedy mohou od sebe navzijem liSit pouze v tomto jediném aspektu; nelisi-li se tedy v tomto
aspektu (tj., maji-li stejné prvky), jsou si rovny. [

Neni divu, pokud vas vyse uvedeny ,,dikaz‘ pfili§ neuspokojil. Pokud bychom o ném chtéli
diskutovat vice, nevyhnutelné bychom zabtedli do rozmlZeného prosttedi filosofie a vysledny
zaveér by nejspiSe mohl zaleZet na jazykové obratnosti jeho zastdnce. Nic ndm ovSem nebrani
se na platnosti (2.1) prosté dohodnout a NTM budovat s timto predpokladem (axiomem).

2.1.3 Zpusoby zadani mnozin v NTM

V této Casti rychle projdeme rizné zpisoby zdpisu mnoZin (jinym slovem: zadani). VSechny
jsou standardni a nemély by vés tedy prekvapit.

’Implikaci a ekvivalenci ve formdlnich vyrocich budeme znacit jednoduchymi ipkami, dvojité Sipky budeme
prilezitostné pouZivat pfi neformalnim vyjadfovani. Podrobnéji viz té7 ...

3Mohli bychom dodat: ..... a naopak“. Je uZite¢né si rozmyslet, Ze tento dodatek by byl zbytecny, nebot” pokud
libovolné prohlaseni ¢(A) neplati, pak tedy —¢(A) plati. Proto (v pfipadé A = B) plati i —¢(B). Za predpokladu
A = B tedy plati —¢(A) = —¢(B), neboli (obména implikace) ¢(B) = ¢(A), tj. ono ,,a naopak*.
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MnoZina zadana vyc¢tem prvkua: Uz jsme se dohodli, Ze mnozina je urCena pravé svymi
prvky; prvky se pfitom nemtizou opakovat a nezalezi na jejich poradi. S tim je v bezvadném
souladu zakladni zptisob zadani mnoZiny: vyctem prvki. Standardni zptisob zapisu je jednotlivé
prvky oddélit ¢arkami a vSe uzavtit do sloZzenych zavorek. Zapisem

{pondéli, ttery, stieda, Ctvrtek, patek}

tedy rozumime mnozinu obsahujici pravé onéch pét prvkl uvedenych mezi sloZzenymi zavor-
kami; podle vySe uvedeného je tim mnoZina jednoznacné urcena, a nic ndm tedy nebrani napfi-
klad oznacit

A = {pondé€li, utery, stieda, ¢tvrtek, patek}

a psat ,,stfeda € A* nebo ,,sobota € A* (pfi¢emz prvni z obou vyroki je pravdivy, druhy ne).
Obcas je mozné spatfit také zapisy podobné nésledujicimu:

| 11111
U35t
Takovyto zdpis sice dava jasnou predstavu o tom, jaké prvky ma uvazovana mnozina obsahovat
(a s vhodnou konvenci mezi autorem a Ctendfem by snad 1 mohl byt piipustny), nejde ale o
uplny vycet prvkil, nybrZz o popis jakéhosi algoritmu, ktery generuje vSechny prvky. Podobny
zpusob konstrukce (zadani) mnoZiny jisté potkdme, nebudeme ho vSak oznacovat za zadani
vyctem prvkda.

Za zminku moZn4 stoji jeste to, Ze prvky mnoZin mohou byt také jiné mnoZiny. Dobry smysl
by tedy déval tfeba i zapis

1
{0, S A4.5.6. 7},R}.
Uvedend mnoZina ma presné 5 prvki (ty nejsou ,stejného typu®, coz ovSem neni potieba) —

tedy za predpokladu, Ze A se lisi od kazdého z ostatnich Ctyf prvka (tj. O, %, {4,5,6,7} aR),
takZe viechny uvedené prvky jsou navzdjem rizné.*

MnoZina vSech prvki s jistou vlastnosti: Dalsi standardni zptsob zaddni mnoZin je pomoci
néjaké vlastnosti, kterou maji prvky mnoziny spliiovat. Zapisem

()}

myslime mnozZinu pravé vSech objektd, pro které plati vyrok ¢(-). Ponékud presnéji, ¢(x) je
zde vyrokova forma (t€Z vyrokova funkce), z niz po dosazeni konkrétniho objektu za x vznikne
vyrok, tj. ziskd jednoznac¢nou pravdivostni hodnotu.

4Casto se pouzivd vyraz, Ze prvky jsou ,,po dvou riizné*, &imz je minéno, e kazdé dva prvky x a y spliiuji
x # y. Pfesné to mdm na mysli, kdyZ piSu, Ze ,,v§echny prvky jsou navzajem rizné*.
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Oznacime-li napriklad ¢ (x) vyrokovou formu

x je sudé celé Cislo,

pak zépis ¢(x), kde x je proménnd, nemd Zadnou pravdivostni hodnotu. Kdyz ale za x dosazu-
jeme rizné objekty, napf. x = 6, x = —+/2 nebo x = Q, dostdvame postupné vyroky ,,6 je
sudé &islo®, ,,—+/2 je sudé ¢islo®, ,,Q je sudé Cislo*; ty jsou bud’to pravdivé, nebo nepravdivé
(z uvedenych pripadi je pravdivy pouze prvni).

Lze tedy definovat mnozinu B = {x: x je sudé celé Cislo}; ta obsahuje ¢isla 0, 2, —2, 4,
—4, ..., obecné pravé vSechna Cisla n tvaru n = 2k, kde k je celé ¢islo. Ponékud neformalné
by slo tuto mnoZinu zapsat také jako

{....,—4,-2,0,2,4,...}.
Casto budeme pouZivat také zdpis tvaru

{x e C: y¥(x)},

kde C je néjaka mnoZina a v (x) vyrokova forma s proménnou x. Mame tim na mysli mnoZinu
praveé vSech prvki x mnoziny C, pro néz plati vyrok ¥ (x). VySe uvazovanou mnoZzinu vsech
sudych celych Cisel bychom tak mohli zapsat napiiklad nasledujicimi zptsoby:

B={xeZ: xjesudé} = {n € Z: existuje k € Z takové, zen = 2k }

v(x) ¥ (n)

2.1 Poznamka (Russelliv paradox v NTM). V souvislosti s odstavcem o zadani mnozZiny po-
moci vlastnosti je dobré si uvédomit, Ze ndm v principu nic nebrani pouZit né¢jakou velmi uni-
verzalni vlastnost. Napiiklad V definovana jako

V = {x: x je mnoZina}

je mnoZina vSech mnoZin (specidlné tedy i V € V, coZ samo o sobé nepfedstavuje ziejmy
problém). Nyni’ miZeme definovat

A={xeV: x ¢x}

a dospét ke sporu v NTM, nebot’ nemuze platit ani A € A, ani A ¢ A (obé moZnosti vedou ke
sporu, jak bylo vysvétleno uz vyse).

Ve skute¢nosti bychom mohli rovnou definovat A = {x: x ¢ x} a dostali bychom tplné stejny spor; pro
snazsi pochopeni se ale v definici mnoZiny A omezime jen na objekty, které jsou mnoZinami (coZ pro vznik
paradoxu v NTM staci).
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2.2 Operace s mnozZinami a vztahy mezi nimi

Platnost obsahu tohoto oddilu uZ neni omezena jen na NTM; budeme se sem odkazovat i pfi
pozdéjsim studiu axiomatické teorie mnoZzin. PopiSeme zakladni mnozinové operace a vztahy

mezi mnoZinami, které 1ze pouZivat v obou typech teorie mnoZin.°

2.2.1 Jednoduché zakladni operace s konecné mnoha mnozZinami

2.2 Definice (Operace s kone¢né mnoha mnoZinami). V ndsledujicim vyctu definic jsou A, B
a X mnoZiny.

e Symbol A C B je zkratka za vyrok Vx: x € A — x € B. V tom piipadé fikdme, Ze A
Jje podmnoZinou B arelace C se nazyva inkluze.

Obrazek 2.1: x € A — x € B, tj.ekvivalentn¢ y ¢ B — y ¢ A

e Sjednoceni mnoZin A a B je definovano jako mnozina AU B ={x: x € A Vv x € B}.
Sjednoceni je tedy bindrni operace (na tfidé vSech mnozin), kterd libovolnym dvéma
mnoZindm piifadi mnoZinu. Protoze’ Vx: (x € Avx € B) & (x € BV x € A),
mnoZzina A U B obsahuje presné tytéZ prvky jako B U A, neboli AU B = B U A. Operace
U tedy ,,zdédila* komutativitu od logické spojky V. Velmi podobnym zpisobem lze také
ukdzat, Ze U je asocitativni.

e Priinik mnoZin Aa B jemnozina AN B ={x: x € AANx € B}.
Podobné snadno jako vyse 1ze zdtivodnit, Ze operace priniku je komutativn{ a asociativni.

e Rozdil mnozin Aa B jemnozina A\ B ={x: x € AAx ¢ B}.
Vsimnéte si (pomoci jenoduchych piikladi), Ze na rozdil od predchozich dvou operaci

68 tim, 7e v axiomatické teorii budeme muset dodat diikazy, e aplikaci t&chto operaci na mnoZiny vzniknou
opét mnoziny. Z axiomu napiiklad dokazeme, Ze sjednoceni dvou mnoZin je opét mnoZina apod. V naivni teorii
mnoZin jsou to zcela zfejma fakta a v tomto oddile se tim nebudeme zabyvat.

7Z tabulky pravdivostnich hodnot je snadno vidét, Ze pro libovolné vyroky ¢ a ¥ plati (¢ V ¥) < (¥ V ¢).
Jinymi slovy: u logické spojky V nezdlezi na potadi operandd, tj. je , komutativni** (coZ je intuitivné zfejmy fakt).
Je-li tedy dén libovolny objekt x a poloZime-li ¢ ~ x € A ay ~ x € B, dostaneme nasledujici ekvivalenci
(xe AvxeB)<& (x € BVxe A),aprotoze x bylo libovolné, miZeme pied ni psat ,,Vx:
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Obrazek 2.2: sjednoceni a prinik mnozin A a B

neni rozdil komutativni, tj. zdleZi v ném na pofadi A a B. Velmi jednoduché priklady
ukazuji, Ze \ nenfi ani asociativni.

A\J‘llllllllllll) (l|III||IIIII'L\A

Obrézek 2.3: MnoZinovy rozdil neni komutativni operace.

e Je-li A C X, definujeme doplnék mnoZiny A v mnoziné X jako A° = X \ A.

X

A =X\ 4

Doplnék (t€z komplement®) je tedy operace vztaZzena k n&jaké pevné zvolené nadmno-
Zing, v tomto piipadé X. Napiiklad uvazujeme-li interval [5,7) € R, pak [5,7)¢ =
(—00,5) U [7,00).

o Symetrickd diference A a B je mnozina A A B = (A\ B) U (B \ A).
Z obrazku je snadno vidét, ze plati AA B = (AUB)\ (AN B). Ve Cviceni 2.3 tuto rovnost
dokdZeme podrobné pomoci vyrokové logiky. Znate logickou spojku (v programovani
béZnou), kterd odpovidd operaci A ve stejném smyslu, jako napriklad A odpovida N?

o Kartézsky soucin mnozin Aa Bje Ax B = {(a,b): a € A Ab € B}, tj. mnoZina vSech
usporadanych dvojic prvkli z A a z B (v tomto poradi).

8 Angl. complement, odkud pochazi pismenko ,.c** ve znadeni doplitku mnoZiny.
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AAB
R (x,)
Ax B
- B ﬁﬁ_'_
0 5 5 R /o a
0 X A R

Obrazek 2.4: kartézsky souéin A a B s vyznacenym bodem (x, y),kdex € Aay € B

e Prdzdnou mnoZinu znac¢ime symbolem @; prdzdnd mnoZina neobsahuje Zadny prvek, tj.
Vx: x ¢ . ProtoZe mnoZzina je jednoznacné urCena svymi prvky, existuje jedind prazdna
mnoZina. VSimnéte si, Ze pro libovolnou mnoZinu A plati § C A°

e Rekneme, 7e mnoZiny A a B jsou disjunktni, pokud A N B = @ (tj. maji prazdny prinik,
tj. nemaji Zadny spoleCny prvek).

e Jsou-li Ay, As, ..., Ay mnoZiny, definujeme symboly U1N=1 A; a ﬂlN=1 A; takto:

N N
UA,-:AlquU...UAN a ﬂAizAlﬂAzﬂ...ﬂAN.

i=1 i=1

ProtoZe jsou operace sjednoceni a priniku komutativni a asociativni'’, neni potfeba v
zadném smyslu uddvat poradi provadénych operaci, a zapisy A1 U A, U ... U Ay, resp.
A1 NA;N...N Ay (kde N je prirozené Cislo) maji jednoznacny a jasny vyznam.

2.3 Cviceni. Dokazeme rovnost A A B = (AU B)\ (AN B) pomoci faktu, Ze mnoZiny jsou si rovny, pravé kdyz
maji presné stejné prvky. K diikazu rovnosti dvou mnozin X a Y sta¢i (aje nutné) dokdzatVx: x € X «<—x €Y.

9Skute¢né, je-1li A libovolnd mnoZina, pak ,,d € A“je zkratka za ,,Vx: x € @ — x € A, coz trivialn¢ plati.*
19T jest, pro libovolné mnoZiny A, B, C plai AU(BUC) = (AUB)UCaAN(BNC)=(ANB)NC.
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Zvolme tedy libovolny objekt x. Plati nasledujici ekvivalence (jejichZ platnost zdivodiiuji nize):

x€AAB
«~—>x€e€(A\B)U(B\ A)
«~—>xe€A\BvxeB\A4A
«——>(xeAAx¢B)V(xeBAx¢A

<—>(xeAv(xeBAx¢A))A(x¢3v(xeBAx¢A))
<—><(xeA\/xeB)A(xeA\/x¢A))A
((x¢B\/x€B)/\(x¢BVx¢A))
«~—>(xeAvxeB)A(x¢Bvx¢gA
«——>(xeAvxeB)A-(xeBArxeA

«~—xceAUBAXx¢ANB
«~—>xe(AUB)\ (AN B)

Prvni ekvivalence je definice A A Bj; druhd ekvivalence je definice sjednocent; tfeti ekvivalence je dvoji pouZziti
definice rozdilu mnozin; ¢tvrtd ekvivalence je aplikace tautologie vyrokového poctu zvané distributivita logickych
spojek A, V ; pata ekvivalence plyne dvojim pouzitim distributivity (v kazdé zavorce); Sesta ekvivalence plyne z
toho, ze vyroky ,,(x € AV x ¢ A)“a ,(x ¢ BV x € B)“jsou automaticky pravdivé podle zdkona vylouceného
tretiho ; sedma ekvivalence plyne z De Morganova zdkona vyrokového poctu; osma ekvivalence je pouZziti definic
sjednoceni mnoZin a praniku mnoZin; devata ekvivalence je z definice rozdilu mnozin.

Plati ovS§em jednoduchy princip, Ze z ekvivalenci ¢ <> ¥ a ¥ < t lze odvodit ekvivalenci ¢ < 7.!' Osm
aplikaci tohoto principu postupné na vyse uvedenou sérii ekvivalenci dokazuje

xeAAB <> xe(AUB)\ (AN B),

to jest, dokazali jsme rovnost mnozin A A B = (AU B) \ (AN B).

2.2.2 Operace s nekone¢né mnoha mnoZinami

Slozitéjsi situace vznikd, mame-li nekonecné mnoho mnozin, které je potfeba ,,proniknout®,
»sjednotit* apod. Pak uZ nelze postupovat pfirozenym postupem z pfedchoziho bodu, zapisy
jako ,,A; N A, N A3 N A4 ...« apod. v tuto chvili nemaji Zadny jasné definovany vyznam.'?

V prvni fadé je potfeba si rozmyslet, co vlastné mam na mysli, kdyZ piSu ,,mame nekonecné
mnoho mnoZin“. Jsou dvé hlavni moZnosti, co to miZe znamenat:

(a) Mame néjakou nekone¢nou mnoZinu X, jejiZ prvky jsou mnoZiny, s nimiZ chceme prova-
dét operace — zejména sjednoceni a prinik. MnoZina X obecné nema Zadnou strukturu;

Tento princip patii do studia vyrokové logiky a je natolik intuitivni, Ze ho napfi§té uz nebudu zmifovat.
12Nelze totiz psét ,,nekone¢né vyroky*, jako tfeba ,.x € A; A x € Ay Ax € A3 A X € Aq...* apod. Kazdy
vyrok musi jit zapsat jako konecny fetézec symboll (takovy piipustny fetézec nazyvame formule).



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POIMY TM 21

13

staci, kdyz vSechny jeji prvky jsou mnoZiny, ° a uzZ je mozné definovat sjednocenti (resp.

prinik) vSech téchto prvki (viz niZe).

Vsimnéte si, Ze prvky X jsou navzdjem rizné (Zadny objekt neni prvkem téZe mnoZiny
,»vickrat®), takze nekone¢nd mnoZina X ddva automaticky nekonecné mnoho navzijem
riznych prvkl — mnozin. (Pozor, tyto mnoziny nejsou podmnoZiny X, jsou to jeji prvky.
Zvyknéte si, Ze prvky mnoZzin mohou byt zase mnoziny, tfeba X = {0, N, R, [0, 1), C}
je mnoZina o ptesné péti prvcich, z nichZ kazdy je mnoZina.)

(b) Mame ,,indexovou* mnoZinu / a pro kazdy prvek (,index*) i € I néjakou mnoZinu
oznacenou A;. Presnéji feCeno to znamend, Ze mame zobrazeni (oznac¢me ho ¢) defi-
nované na I, které kazdému prvku i € I piifadi né&jakou mnoZinu A4;."* V pipadg, Ze
mnozina / je nekonecnd, miZe se stt, Ze tim mame ddno nekonecné mnoho (riznych)
mnozin.'?

Indexové mnoZiny nejsou nijak specidlni, tu roli miZe hrat jakdkoliv mnoZina. Casto
je ovSem vhodné dit mnoziné I néjakou dodateCnou strukturu, napiiklad usporadani.
A samoziejmé se také hodi zvolit mnoZinu, kterou dobfe zndme. Typickym piikladem
jetak I = N (4. ,,indexy‘ jsou pfirozend Cisla), ¢asto jsou ovSem potieba i mnohem

Yevs oo

slozitéjsi indexové mnoZiny.

Probrali jsme dva zpiisoby, jak zadat nekonecné mnoho mnozin. Nyni se podivime na de-
finice operaci s témito mnoZinami, a to nejdfiv v piipadé (a), pak (b).

2.4 Definice (Sjednoceni a prinik prvki mnoziny X). Bud’ X mnozZina, jejiZ prvky jsou mno-
Ziny. Takové mnozin€ mizeme pro prehlednost fikat kolekce (mnoZin). Definujeme sjednoceni
(téZ sumu) X jako mnoZinu

X ={x:34eX:xe4}

tedy jako mnoZzinu vech objektd'® x, které jsou prvkem nékteré mnoZiny A z kolekce X.

13Pozdgji, v axiomatické teorii mnoZin, jiné objekty nez mnoZiny nebudeme piipoustst. Tim padem budou
vSechny prvky X mnoZiny automaticky (nic jiného nebude existovat).

14Tj. A; je hodnota zobrazeni ¢ v ,bodé* i, neboli ¢(i) = A;. Je to stejny princip, jako definice &iselné
posloupnosti v prvnim semestru analyzy: jednotlivé jeji Cleny zapisujeme (tfeba) a,, ¢imz myslime hodnotu jistého
zobrazeni f v bodé n € N, neboli a, = f(n). Striktné vzato pak posloupnost {a,}52 ; je toto zobrazeni f, tj.
{a,}72, = f.Rozdil je v tom, Ze pro posloupnosti jsme jako ,,indexovou mnoZinu* uvazovali N, zatimco zde
pripoustime absolutné jakoukoliv mnoZinu /.

SNapiiklad v piipadé, Ze ,indexové zobraeni ¢ je prosté, tj. pro riizné indexy i, j € I dostaneme riizné
mnoziny A;, A;.

10V kontextu NTM mohou byt tyto objekty uz jakékoliv, v axiomatické TM pak i samotné objekty musi byt
mnoZinami (nebot’ Zddné jiné objekty v axiomatické teorii mnoZin nebudeme pfipoustét). VSimnéte si typografické
konvence, kterd ma usnadnit orientaci mezi ,,typy*, resp. ,,urovnémi“, mnozin, s nimiZ pracujeme: mala pismena,
jako ,.x*, zna¢i prvky mnozin znacenych velkymi pismeny, napt. A. Ty jsou pak samy prvky mnoziny (,.kolekce*)
X . Dava tedy smysl psit x € A nebo A € X, ale nemus{ ddvat smysl (a je v tomto kontextu nevhodné) psat tieba
x € X atp.
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Podobné definujeme priinik X jako mnoZinu
ﬂXz{x: VAe X:x € A},

tedy jako mnozinu vSech objektl x, které jsou prvkem kaZdé mnoziny A z kolekce X .

Pro odliSeni ,,drovni mnozin‘“ muZzeme nékdy misto ,,mnoZina mnoZin* pouZivat termin
y

,kolekce*, resp. ,.kolekce mnoZin“.'” Volné feceno, | X je sjednoceni v§ech mnoZin z kolekce

X, tj. ,,obsahy v§ech mnozin z X sesypeme do jedné velké mnoZiny“. Podobné () X je prinik

vSech mnoZin z kolekce X, tj. vezmeme prave ty prvky, které se vyskytuji v kazdé mnoZiné z

nasi kolekce.

2.5 Priklad. e Pokud X = {A4,B,C}, pak [JX = A U B U C. Konkrétné tfeba pro
X obsahujici tfi intervaly v R, napt. X = {[0,2], (1,5), (7, 10]}, dostaneme | J X =
[0,5) U (7,10].

e Samozfejmé miZeme také psat rovnou
 JtA.B.C} =AUBUC nebo [ ){(-00.0].[0.00)} = {0}

apod., tj. miiZeme sjednocovat a pronikat kolekce i bez jejich pfedchoziho oznacenf pis-
meny jako X apod.

e Pokud A = {1,2,3}a B = {3, 5,7}, pak pro
X ={A,B} = {{1,2,3},{3,5.7}}

dostaneme | JX = AU B ={1,2,3}U{3,5,7} = {1,2,3,5,7}.

e Nisledujici, ponékud umély ptiklad, snad také ilustruje koncept sumy mnoZiny. Necht
X je definovédna jako (zde uZ nekone¢nd) mnoZina pravé vSech jednoprvkovych mnoZin
obsahujicich jednotliva pfirozena Cisla, tj.

X = {{n}: n e N}. Pak
UX=(ju@iuEiu...={1.23...}=N;

zde zépisy se tfemi teckami jsou neformdlni, pouZivam je jen pro objasnéni véci; spravné
bychom méli napsat rovnou | ] X = N. A

17Kromé tohoto terminologického odligeni trovni ,,prvek € mnoZina € kolekce* v tomto piipadé navic pou-
zivdme odliSeni pomoci tvaru pisma, tj. tfeba x € X € X apod. Na to se ale nespoléhejte, v dalsim miZeme a
budeme rdzné tvary pismen pouZivat vcelku libovolné.
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2.6 Definice (Operace na indexovanych mnoZindch). Necht' / je libovolnd mnoZina, jejiz prvky
budeme chépat jako indexy;'® necht’ jsou ddle ddny mnoZziny A; pro viechnai € I. Pak defi-
nujeme sjednoceni, resp. prinik mnoZzin A; jako

UA,- = {x: diel:xe A,-}, resp.
iel
ﬂAiz{x: Viel:xe A}
iel
Pokud I = N, miZeme psat téz

oo

U misto U resp. ﬁ misto ﬂ

i=1 ieN i=1 ieN
v v v . - - 2z z o0 o0
piipadné (se zfejmym vyznamem) lze psat také (_J,_, nebo (1), _,5 apod.

2.7 Poznamka. Vsimnéte si, Ze nyni mame dvé rtizné definice sjednocenti, resp. pruniku ko-
necné mnoha mnoZzin Ay, A,, ..., Ay. Podle Definice 2.2 jest

N
4 A, UA,U...UAy. neboli

i=1

N
erA,- < x€A;vxed,v...vxe€Apn.
i=1
Naproti tomu Definice 2.6 fika toto: pro indexovou mnozinu I = {1, 2, ..., N} definujeme
| J4i ={x:3iel:xe4} neboli
iel

xel|J4 < diefl2... Nixe4

ProtoZe je jasné, Ze vyznam symbold UlN=1 Ai alJ;e; Aipro I = {1,2,..., N} by mél byt
stejny, je dobré si uvédomit, Ze vyroky na pravych strandch obou ekvivalenci fikaji totéz. Je
trividlni si rozmyslet (a vy to udélejte), Ze skute¢né plati

xXe€AVxeA,v...vxe Ay << 3Jie{l,2,...,N}:x € A. (2.2)

To znamend, Ze sjednoceni kone¢né mnoha mnoZin jsme sice definovali dvakrat a zdanlivé
jinak, nicemu to ovSem nevadi, nebot’ definice jsou ve vzajemném souladu.

8Povaha indexi, tedy prvki indexové mnoZiny, miZe byt jakdkoliv. Nemus to byt pfirozend &isla. Pipustné
indexy jsou tfeba také redlna Cisla, funkce i libovolné jiné objekty vyskytujici se v nas{ teorii.
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Je snad jasné, Ze analogickou pozndmku bychom mohli zformulovat pro prinik kone¢né
mnoha mnoZin; abychom si v tom pfipadé uvédomili, Ze si definice neodporuji, staci si roz-
myslet platnost ekvivalence

XEAIAXEAAN...ANXEAy << Vie{l,2,...,.N}:x € A;. (2.3)

Vsimnéte si, Ze v ekvivalenci (2.2) odpovida logické spojce V (,,nebo*) existencni kvan-
tifikdtor a v ekvivalenci (2.3) odpovida logické spojce A (,,a zdroven*) kvantifiktor obecny.

Vyhoda znaceni z Definice 2.4 je, Ze funguje 1 pro nekonecné kolekce mnoZzin, aniZz by
bylo potfeba mnoziny indexovat. Nicméné pokud médme tieba (spocetné) nekone¢né mnoho
indexovanych mnozin Ay, A, ..., miZzeme je dat do kolekce {A4;: i € N} a pak pochopitelné

plati
o0
i i e Ny =] 4.

i=1

2.8 Cvic¢eni. (i) Najdéte konkrétni pfiklad mnozZin 4, B, C tak,ze A\(B\C) # (A\B)\C.

(i) Urcete, pro které dvojice mnoZin A, B plati A\ B = B \ A.
Ndpovéda: Je jasné, Ze rovnost plati pro A = @ a B = . Jsou dal$i moZnosti?

(iii)) Necht' X je pevné dand mnoZina, k niZ budeme vztahovat operaci komplementu a necht’
A C X. Zpozorujte, ze (A°)¢ = A, a vyjadrete toto pravidlo jednoduchou ¢eskou vétou.

(iv) Bud’ X libovolna kolekce mnoZzin. DokaZte:

VAeX:ﬂXgAgUX.

(v) Je-li ddna pevnd mnoZina X (napiiklad X = R), miZeme kazdé mnoZiné A C X pfiradit
tzv. charakteristickou funkci mnoZiny A, definovanou v kazdém bodé x € X predpisem

1, pokudx € A

xa(x) =
0, pokudx ¢ A.
Je tedy y4: X — {0,1}." Mnoziny a piisluiné charakteristické funkce si vzdjemné
jednoznacné odpovidaji v tom smyslu, Ze pro libovolné mnoziny A, B € X plati A =
B «— x4 = yB.

Dosud jsme v tomto textu nezavedli pojem funkce, ani toto znagent, které vyjadfuje, Ze funkce je definovina
na celé mnoziné X a mé hodnoty v dvouprvkové mnoziné {0, 1}. Znaceni v teorii mnoZin se miZze obas mirné
lisit od toho, na co jsme zvykli v jinych oblastech matematiky, vZdy se ale v tomto textu snazim standardni znacen{
respektovat co nejvic.
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Z definice vime, jakym zpiisobem pfifadime mnoZiné pfisluSnou charakteristickou funkci.
Nynfi si rozmyslete, jak Ize naopak zrekonstruovat pivodni mnozinu, zname-li pouze jeji
charakteristickou funkci.

S mnoZinami umime provadét riizné operace, a protoZe charakteristické funkce mnozi-
nam odpovidaji, ,,zrcadli* se tyto operace také na trovni funkci. DokaZte, Ze

Vx € X: yae(x) =1— ya(x), neboli yqc =1— y4.

Zjistéte dale, jak se na urovni charakteristickych funkci zrcadli operace sjednocent, pri-
niku a symetrické diference, tj. dopliite:

2
xaus =7 xans=? a yanp =727

2.2.3 Diukazy rovnosti mnozin a De Morganovy vzorce

Jako hezk4 ilustrace na pouziti a vztahy nékterych zakladnich mnoZinovych operaci ndm po-
slouZi nasledujici tvrzeni. Jeho diikaz je velmi pouc¢ny, nebot’ (piesné podle definic zicastné-
nych operaci) prevadi mnozinovou aritmetiku na vyrokovou logiku, s niZ pracujeme mnohem
jistéji.

Dukaz vypada dlouhy, ale nevynechdvejte ho, je totiz spojen s vykladem. Ve skutecnosti
by se vesel na par radka: Je jednoduchy, ja na ném vSak chci ukazat nékteré myslenky, takze
obsahuje i komentare, v disledku ¢ehoz ndm ponékud nabobtnal.

2.9 Tvrzeni (De Morganovy vzorce). Necht’ X a A; proi € I jsou mnoZiny (kde I je jakdkoliv
mnoZina ,,indexu ). Pak plati vzorce

X\ =Jx\4) a x\[Ja=)x\4). (2.4)
iel iel iel iel
Vzorce rovnéZ plati, nahradime-li v nich N symbolem oo. Specidlné (pro I = {1,2}) tedy

X\N(A1NA) =X \ADU(KX\42) a X\(A1UA) =(X\41)N X\ A).

Diikaz. Pojd’me si rozmyslet nejprve diikaz specidlniho piipadu pro I = {1,2}. Mé&jme tedy
mnoziny Ay, A, a X (nemusime predpoklddat, Ze by X obsahovala zbylé dvé mnoZiny; a priori
mezi témito tfemi mnoZinami nemusi byt Zddny vztah).

Co to znamend dokdzat rovnost dvou mnoZin? Vyse jsme tuto otdzku fesili v rdimci NTM
— ponékud neptfesné — na zdklade ,.definice* z oddilu 2.1.1. Dospéli jsme k zavéru (2.1), tj.
Ze dvé mnoZiny jsou si rovny, pravé kdyZ maji stejné prvky; jinymi slovy: jsou si rovny, pravé

OReseni: yaup = max{ya, xB}> fAnp = Min{y4, xB}, xAaB = xa + xp (mod 2).
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kdyz cokoliv je prvkem jedné, je i prvkem druhé a naopak. Dikaz rovnosti dvou mnoZin je tedy
dikazem této ekvivalence (opét, viz (2.1)). Nékdy se hodi ekvivalenci chdpat jako konjunkci
dvou implikaci®' a dokdzat kaZdou z nich zv143t’; jindy je moZné ji dokdzat nardz.

A1 A2 Al AZ

X A; N A (X \A) U (X \ 42)

Obréazek 2.5: Prvni vzorec pro dvé mnoziny A;, A,. Tmavsi odstin znamend, Ze se pfislusné
body vyskytnou v obou pronikanych (v prostfednim obrdzku) resp. sjednocovanych (vpravo)
mnoZzindch. To sice neni podstatné, je ale zajimavé si toho vS§imnout.

V nasem piipadé, kdy chceme dokdzat rovnost mnoZzin*’
X\(A1NA4) =X \A4)U X\ 42)
to tedy znamend dokdzat, pro libovolny objekt x, ekvivalenci
xeX\(A1NA) «—xe(X\A)UX\ A4y).

Pojd’'me tedy postupné dosazovat do definic jednotlivych zicastnénych mnoZinovych operaci
a upravovat pomoci logickych ekvivalenci; podrobnéjsi vysvétleni nékterych krokl naleznete
pod vypoctem:

xeX\ (4N A4)

«——>x€XA—(x € A1 N Ay) (def. mnoZinového rozdilu)
«~——>xeXA —-(x e A1 Ax € Az) (def. priniku mnozin)
«~—>x€eXA (x ¢ Ay Vvx¢ Az) (negace konjunkce)
> (xeXAx¢A)V(xeXAx¢A) (distributivita)
<« (x € X\ Al) Vv (x e X\ A2) (def. mnozinového rozdilu)
«——xe(X\A4A)U(X\ 4,) (def. sjednoceni)

Prvni dvé ekvivalence jsou prosté dosazeni do definic. Ekvivalence oznacend ,,negace kon-

2Jsou-li ¢, ¥ n&jaké vyroky, pak (¢ <> ¥) je ekvivalentni (¢ — ¥) A (¥ — @).
22Na levé strané rovnosti je n&jakd mnozina (kterd vznikne pomoci operaci z mnoZin X, A; a A,), podobné je
jistd mnoZina i na strané pravé.
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junkce* je snad také jasna: vime, Ze pro jakékoliv vyroky ¢, ¥ obecné plati

—(pAY) «— (e Vv oY),

tj. vySe uvedend ekvivalence je tautologie.”> O tom se lze snadno piesvéd&it pouZitim selského
rozumu, piipadné pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.
Dalsi uprava (,,distributivita®) také vyuziva jednoduchého vyrokového poctu, konkrétné
tautologie
AW VY) <= (@AY) V(e AY).

I ta se d4 nahlédnout pomoci tabulky (pokud vdm to neni jasné, napiSte si ji, méla by mit 8
radka) ale i selskym rozumem: plati-li ¢ a zaroven bud’to ¥; nebo v, (popf. oboji), pak tedy
bud’to plati ¢ zaroven s ¥; nebo zdroven s ¥, (popf. oboji), tj. plati (nejméné) jedna z obou
konjunkci — a naopak.

Dalsi dvé ekvivalence uz vyuZzivaji zase jen definic ziCastnénych mnoZinovych operaci,
tedy rozdilu a sjednocent.

Tim je tedy dokazana prvni z obou rovnosti; diikaz rovnosti X \ (4; U 43) = (X \ 4;) N
(X \ A») je analogicky a doporucuji vam ho jako snadné cviceni, na kterém se ujistite, Ze jste
pochopili vySe uvedené (prislusny obrizek platnost rovnosti také dobfe ilustruje).

Al A2 Al A2

X A1 U A (X \ A1) N(X\ 42)
Obrazek 2.6: Druhy vzorec pro dvé mnoZiny 4;, A,.

Vidéli jsme, Ze v ptipadé De Morganovych vzorcl pro kone¢né mnoho mnoZin si vysta¢ime
s jednoduchym vyrokovym poctem: staci chapat zcela zdkladni véci jako negaci konjunkce a
podobng.”*

BTautologie je formule vyrokového podtu, ktera ma pravdivostni hodnotu 1 pfi libovolném pravdivostnim ohod-
noceni vSech zucastnénych proménnych, v tomto piipade ¢ a . Jinymi slovy, tautologie ,,vZdy plati“, a to z
ddvodu logické nutnosti.

247a zminku stojf, Ze nasledujici tautologie vyrokového poctu se jmenuji De Morganovy. Ve skute¢nosti tedy
dokazujeme ,,mnozinové* De Morganovy vzorce pomoci jejich variant ve vyrokovém poctu; ty jsou ov§em snadno
dokazatelné napiiklad pomoci tabulek pravdivostnich hodnot.

—(pAY) «— (mpV—Y), —(pVvy) «— (mpA—Y)
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Nyni se podivdme na dlikaz plné verze vzorci s tim, Ze se opét omezime pouze na jednu z
obou variant. Dokdzeme tedy napfiklad druhy vzorec z (2.4). I zde se jednd o rovnost mnoZin
(na levé stran€ rovnosti je n¢jaka mnoZzina, stejné tak na strané pravé), chceme tedy dokazat,
pro libovolné x, ekvivalenci

xeX\|J4a <« xe[ X\ 4.
iel iel
Postupnym dosazovanim do definic provedeme dikaz velmi podobné jako v pfedchozim pii-
padé.

xeX\UA,-
iel
<—>x€X/\—1(erA,~)
iel

«—>xeXA-(Fiel:xeAd)
«—>xeXA(Viel:x¢A)
«—Viel:xe XAx¢A;
«~—Viel:xe X\ A4
—xe()(X\4)

iel

Jak vidite, je to velmi podobné, jako dfive. Hlavni zména je ve tieti ekvivalenci, kde negujeme
vyrok s kvantifikdtorem. Neni téZké si rozmyslet, Ze to funguje presné uvedenym zptsobem.
[

2.3 Binarni relace

Klicovym pojmem pro dalsi postup je prave relace: dileZité pojmy jako zobrazeni, usporadani
a ekvivalence jsou specidlnimi pfipady relaci. Vyklad k tomuto pojmu je spolecny pro NTM i
pro axiomatickou teorii, k niZ se dostaneme pozd¢ji (bude tedy mozné se vratit k tomuto oddilu
v ramci studia axiomatické teorie).

2.10 Definice (Relace). Bud’ X libovolnd mnoZina.”” Jakoukoliv podmnoZinu R kartézského
souéinu X x X nazveme relaci na X. MnoZinu X nékdy nazyvadme nosnou mnozinou relace R.

Jsou-li A, B libovolné mnoziny, miZzeme téZ definovat relaci mezi (prvky) A a B jako
libovolnou podmnoZinu soucinu A x B. Jedna se o specidlni pfipad relace na X pro X =

2Pozndmka k axiomatické teorii: Pfipoustime i moZnost, 7e X je (vlastni) tiida. Pfipoustime tedy i relace na
vlastnich tfidach, véetné celého univerza mnozin.
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A U B.”° Na druhou stranu je samoziejmé relace na X zdroveti relaci mezi prvky X a X, je
tedy specidlnim piipadem relace mezi prvky Aa B (kde A = X a B = X).

Vidime, Ze obé¢ definice relace, tedy relace na X a relace mezi A a B vyjdou v podstaté
nastejno, a tak budeme pro jednoduchost pracovat prevazné s prvni z nich.

Relace na X je tedy libovolnd mnozina (tfeba i prazdnd) usporadanych dvojic prvki X.
Pokud jista uspotradana dvojice (a,b) € X x X prvki X je prvkem R, tj. (a, b) € R, fekneme,
Ze a a b jsou spolu v relaci R. Budeme pouzivat zapis aRb jako zkratku za (a, b) € R.

Relace miZzeme znacit vSelijakymi symboly, nemusi to nutné byt tucné velkd pismena.

X[ X xX

R

(x,y) ¢R )

X

Obrazek 2.7: Relace, v niz aRb a =(xRy).

2.11 Poznamka. Na Obrazku 2.7 je mnoZina X patrné nekonecnd, v kazdém piipadé vsak jde
pouze o zjednodusSeni: mame k dispozici pouze papir dimenze 2, takZe pfi znazornéni kartéz-
ského soucinu ndm nezbyva nez jednotlivé Cinitele nakreslit dimenze 1, tj. typicky jako tsecky.
Zde se tedy zd4, Ze X je né€jaky interval, napiiklad [1,6] € R, a X x X je tedy jisty plny Ctverec
v roviné. Je ale, doufam, jasné, Ze jde pouze o znazornéni pro predstavu a X miZe byt jaka-
koliv mnoZina, napiiklad néjakd kfivka v roviné nebo N atd. Podstatné je uvédomit si, Ze zde
nas vlastné prili§ nezajimé pripadnd struktura na X': tuto mnoZinu chdpeme zcela abstraktné
(a miZeme ji pak vlastn& zndzornit, jak cheme): tieba pokud X = R3, ignorujeme, Ze jde o
vektorovy prostor, ve kterém existuji véci jako baze, velikost vektoru atd. Pro nés je to prosté
konglomerat elementd. Chceme-li pak zadat néjakou relaci R € X x X, znamend to prosté
néjakym zpisobem jednoznacné urcit, které dvojice (a, b), kde a, b € X do R patii a které ne.

2.12 Priklad. Vcelku jednoduse se daji zndzornit relace na kone¢nych mnozinach. Pokud X
je kone¢nd a m4 n prvki, pak X x X ma n? prvki, které pfirozenym zptisobem tvoii tabulku
n x n, v niz kazdé ,,0kénko“ odpovidd jednomu prvku X x X.

26Lze tedy fici, 7e relace R na X je relaci mezi A a B, pokud dom(R) € 4 a rng(R) € B. (Pojmy dom(R),
resp. rng(R) definuji niZe, jednoduse feceno se ale jednd o defini¢ni obor, resp. obor hodnot relace R.
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Pojd’me si tedy vzit konkrétni mnozinu, tfeba X = {2, 4, 9} a uvazujme na této mnozZiné
relace

M={(2,4).,(2.9.(4.9} a MR={(2,2).(2,4).(2.9),(4,4),(4.9.(9.9}.

MozZna jste si v§imli, Ze M je prosté relace < (,,mensi*) na mnoZiné X . Podobné MR je relace
< (,,;mensi nebo rovno*) na X. Pomoci tabulek l1ze tyto (dobfe zndmé) relace zakreslit ponékud
nezvyklym zplsobem, ktery odpovida presné jejich definicim — viz Obrazek 2.8. Usporadané
dvojice, které do relace patii, odpovidaji vybarvenym okénkiim, ostatni bilym.

9 9
4 4
2 2
2 49 2 4 9

Obrazek 2.8: Tabulkové zndzornéni relaci < a < na mnoziné X = {2,4, 9}

V dal$im prikladé mé&jme nosnou mnozinu X = {1, 2, 3,4, 5}, kterd ma 5 prvk; prislusna
tabulka tak bude mit 25 okének. Uvazujme nyni relaci E na této mnoZiné X, ktera je déna jako
nasledujici mnoZina usporddanych dvojic:

E = {(1, 1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1),(1,4),(4,1),(3,4), (4,3),(2,5), (5, 2)}

Asi se shodneme, Ze z takovéhoto zdpisu neni snadné udélat si dobrou predstavu. Na Ob-
razku 2.9 vidime pfislusnou tabulku, v niZ vybarvena okénka odpovidaji prvkiim relace E.

V pripadé druhé tabulky jsme zvolili vhodnéjsi poradi prvki nosné mnoZiny X, aby byla
struktura relace E 1épe patrnd, jedna se o tutéZ relaci, jak se Ize snadno presveédcit. Je dobré si
uvédomit, Ze ndm zde nezaleZi na poradi, ve kterém prvky nosné mnoziny X v tabulce uve-
deme, nebot’ X je pro nds v tuto chvili prosté p&tiprvkova mnoZina bez jakékoliv struktury.”’

5
2
4
3
1

—_— N W B~ W

1 2 3 4 5 1 3 4 2 5

Obrazek 2.9: Dvakrat ta stejnd relace E: zdleZi jen na tom, které dvojice do ni patii a které ne.

?"Tedy specidlné bez uspoiadni ¢i dokonce aritmetickych operaci apod.



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POIMY TM 31

Misto X = {1,2,3,4,5} bychom mohli uvazovat tfeba mnozinu ¥ = {&, <, O, #, "X} a
na ni relaci

F={(%&).(.0) (0.Q). (M 8), 0k %), (& 0),
(O, ), (%0, ( B&),(QO,0),(®0)), >, %), (K, <>)}

Na mnozin€ Y nejsme zvykli mit Zddné ,.kanonické* usporadani, je tedy pro nds jednodussi ¥
chépat skutecné jako abstraktni mnoZinu bez dodate¢nych struktur. Poradi prvkl Y pfi kresleni
tabulky relace F (muzZete si to zkusit) evidentné zalezi na nasi libovili. Jde ovSem o situaci
analogickou relaci E na X.*® A

2.13 Priklad. At uZ si toho jste, nebo nejste védomi, s relacemi jste se setkali uZ mnohokrat.
Kazdé zobrazeni a funkce je pfikladem relace: tfeba funkce sin x je dobie znama relace na R.
To uvidime a podrobné rozebereme pozdéji.

Jiny priklad je tfeba béZna relace usporddani < na R. Striktné vzato je < podmnoZina
R x R,% tj. jde o mnoZinu (n&kterych) uspotfddanych dvojic pfirozenych &isel. Dobie vime, Ze
tieba (3,4) € <, (5,5) € <, ale (7,6) ¢ <. Pochopitelné tyto skute¢nosti obvykle zapisujeme
(v souladu s konvenci o zapisu aRb z Definice 2.10) radéji takto: 3 < 4,5 < 5,7 £ 6. MlZzeme
si v§imnout, Ze ¥ je vlastné také prikladem relace na R, pro kterou plati:

£Z=R xR\ < a také £=>.

Oba uvedené zdpisy jsou skutecné korektni a vyjadfuji pravdivé rovnosti mnoZzin. Skutecné,
prvni zapis fika, ze v relaci € jsou pravé vSechny dvojice redalnych Cisel, které nejsou v relaci
<. Druhy zapis vlastné fika, Ze pro libovolnd ¢isla a,b € R je a £ b, pravé kdyZa > b. A
takto bychom mohli pokracovat, naptiklad si miliZzete velmi snadno rozmyslet, Ze plati rovnost
mnozin (relaci na R)

<=RxR\=

a tak dale. A

2.14 Poznamka. V teorii mnoZin je nejzakladnéjsi relace ndleZeni, neboli €. V axiomatické te-
orii pozdé&ji uvidime, Ze jde o tfidovou relaci (viz pozndmka pod ¢arou 25) na univerzu mnoZin.
Relace ndleZeni € je ptikladem tzv. primitivniho pojmu, tedy pojmu (v tomto ptipade relace),
ktery pfimo nedefinujeme (neni ,,z ceho*) a jeho vlastnosti jsou misto toho vymezeny pomoci
axiomu.

Dalsi zndmé relace mezi mnoZinami, jako tfeba C, jsou uzZ pojmy odvozené, tj. definované
pomoci ndstroji logiky a pojmi primitivnich, pfipadné jinych (uz definovanych) pojmi, je-
jichz definice se daji zapsat pomoci primitivnich pojma. Treba pravé zapis A € B definujeme

280bé relace, tady E a F jsou dokonce izomorfni v tom smyslu, Ze existuje bijekce f: X — Y takov4, Ze pro
vSechna a,b € X je aE, pravé kdyz f(a)F f(b). Jisté vim nebude dé€lat potiZe tuto bijekci najit.
2 Bizarni zdpis ,,.< € R x R* je tedy spravny a pravdivy.
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platnosti vyroku Vx: x € A — x € B.

2.3.1 Zakladni pojmy

M¢éjme nyni libovolnou relaci R € A x B; jde tedy o relaci mezi prvky A a prvky B, kde A, B
miZou byt jakékoliv mnoZiny.*" Definujeme nasledujici pojmy:

e dom(R) = {x € A: Iy € B: xRy} je definicni obor relace R, anglicky také domain.

e mg(R) ={y € B: 3x € A: xRy} je obor hodnot relace R, také znamy jako range.

B| : —] Ax B

dom(R) _ A

‘

Obréazek 2.10: Domain a range relace R jsou projekce R na ,,0sy*.

e Rl ={(x,y) € BxA: (y,x) € R} je inverzni relace k relaci R.

Al B B B xA

' B

Obrazek 2.11: Relace R a R™! jsou zrcadlové symetrické podle ,.diagonaly“.

e Rly ={(x,y) € Ax B: (x,y) € RAXx €Y} je restrikce relace R na mnozinu Y.

30Viechny nasledujici definice 1ze samoziejmé pouZit i v pfipadé, kdy R je relace na X, tj. R € A x B. U t&chto
definic chci rozliSovat ,,vychozi* a ,cilovou* mnozinu relace hlavné kvili pfehlednosti a ndzornosti. Ovsem, jak
vime, neni to potieba, stacilo by hovorit Cisté o relaci na X.
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B ‘ AxB

. Y K 4

Obrazek 2.12: Restrikce je ,,umélé* omezeni definicniho oboru.

e Je-li C néjakd mnoZina a S € B x C je relace, pak definujeme sloZenou relaci takto:
RoS={(x,z2) € AxC: 3y € B: xRy A ySz}.

Jak by mélo byt patrné z definice, pofadi zapisu R o S u relaci znamend, Ze nejprve
»aplikujeme* relaci R a az poté S. OvSem u zobrazeni (viz niZe) je konvence opacna:
sloZzeni f o g dvou zobrazeni funguje tak, Ze nejprve aplikujeme g a potom f. Na to je
potfeba si davat pozor, z kontextu bude nicméné vzdy jasné, kterou variantu mdme na
mysli.

2.15 Cviceni. (i) Bud’ X mnoZzina vSech lidi a uvazujme na nf relaci ,,x je otec y“, kterou
oznaéme O C X x X. Plati jedna z rovnosti X = dom(Q), X = rng(0)? Vysvétlete.

(i) M¢jme téchto sedm relaci mezi lidmi (tj. na mnoziné X): byt otec, matka, dité, bratr,
sestra, manZel (husband), manZelka (wife). Oznacime tyto relace pofadé symboly O, M,
D, B, S, H, W. Aplikujeme-li na tyto relace riizné vySe definované operace, dostaneme
nové relace, pro néz nékdy nalezneme jednoduché ndzvy v béZném jazyce; napiiklad
H o D oznacuje relaci ,,byt zet’ “. Najdéte, pokud je to mozné, jednoduché nazvy pro tyto
relace:

H!, B!, OUM, OUB, OcM, MoD™!, BoD™!,
Oo(WUH), BoD™)U (Ho(SoD™)).

(iii)) Pomoci symboli pro relace mezi lidmi a operaci mezi relacemi vyjadrete relace byt ro-
di¢em, sourozencem, vnoucetem, snachou a tchyni.

(iv) Objasnéte vyznamy nasledujicich formuli a urcete, které z nich jsou pravdivé:

B'=S, 0UM=D"'" HoM=0,BoSCB,SCDoD', OCXxX\M
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2.3.2 Typy relaci
Nésledujici definice uz jste nejspiSe potkali, pfesto vam je ale pfipomenu.
2.16 Definice. Bud’ X libovolna mnoZinaa R € X x X. Rekneme, 7e relace R je:
o reflexivni, jestlize Vx € X : xRx;
e symetrickd, jestlize Vx,y € X : xRy — yRx;
e tranzitivni, jestlize Vx, y,z € X: xRy A YRz — xRz;
o slabé antisymetrickd, jestlize Vx,y € X : xRy A yRx — x = y;
e silné antisymetrickd, jestlize Vx,y € X : xRy — —yRx;
o trichotomickd, jestlize Vx,y € X: xRy vV yRx v x = y.

2.17 Priklad. Pojd’me se podivat na n¢jaké priklady ze Zivota: bud® X mnoZina lidi. Na X
miZeme uvaZovat rizné relace dané (napiiklad) pifbuzenskymi vztahy.’'

UvaZzujme relaci ,,sourozenectvi* S, pro niz xSy, pravé kdyZ x je sourozenec y (pro vSechna
x,y € X). Které z vySe uvedenych vlastnosti tato relace ma? Zkuste si to rozmyslet. Zméni se
néco, piipustime-li i ,,nevlastni sourozence* (definované pravé jednim spoleénym rodi¢em)?*”

Dale mtizeme vzit relaci ,,je predkem*, tj. xPy, pravé kdyzZ x je predek y. Které z uvede-
nych vlastnosti m tato relace?*”

Zkuste si sami vymyslet néjaké dals$i podobné piiklady a promyslet si jejich vlastnosti. A

2.18 Poznamka. Jak terminologie napovida, silnd antisymetrie implikuje antisymetrii slabou.
Pojd’'me si uvédomit, Ze tomu tak skutecné je; méjme tedy libovolnou silné antisymetrickou
relaci R na mnozin€ néjaké mnozin€ X ; chceme dokdzat jeji slabou antisymetrii.

M¢jme tedy libovolné prvky x, y € X. Ze silné antisymetrie relace R vyplyva, Ze nemiiZe
soucasné platit xRy a yRx; to znamend, Ze vyrok xRy A yRx, ktery je pfedpokladem impli-
kace z definice slabé antisymetrie, je zaru¢ené nepravdivy. To ov§em znamend, Ze implikace je
pravdiva (bez ohledu na platnost jejiho zdvéru).** Tedy R je slabé antisymetricka.

Je dobré si spravné rozmyslet, jak tato terminologie funguje: slabou vlastnosti se mysli
podminka, kterou je snadné splnit, tj. splni ji vice individui. Silnou podminku naproti tomu
splni jen nékterd individua. Kupfikladu miZeme definovat pojem zdatny sprinter zabéhnutym
¢asem na 100 metri pod 12 sekund a pojem spickovy sprinter ¢asem na 100 metrd pod 10

3IRelace = vztah. Pokud ndm tedy nevadi matematické koncepty ilustrovat na pifkladech ze Zivota (mné to tieba
vadi jen nékdy), ptibuzenské vztahy (tj. relace) se piimo nabizeji.

320dpovéd’: Nenf reflexivni, je symetrick4, je tranzitivni a neni v Zzddném smyslu antisymetrickd. Pfipustime-li
nevlastni sourozence, selze tranzitivita.

33Tato relace nenf reflexivni, ani symetrickd. Je ovSem tranzitivni a silné (a tedy i slab& — viz niZe) antisymet-
ricka.

34Sta¢f nahlédnout do tabulky pravdivostnich hodnot implikace.
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sekund. Je ziejmé, Ze kazdy SpiCkovy sprinter je zdroven zdatny, ale ne naopak. Stejné tak
kazd4 silné antisymetricka relace je zdroven slabé antisymetricka (ale ne naopak).

2.19 Definice. Bud’ X libovolnd mnoZinaa R € X x X. Rekneme, 7e relace R je:

e ckvivalence, je-1i reflexivni, symetricka a tranzitivni;
® neostré uspordddni, je-1i reflexivni, slabé antisymetrickd a tranzitivni;
e ostré usporddanti, je-li silné antisymetricka a tranzitivni.

Usporadani (ostré nebo neostré), které je navic trichotomické, se nazyva linedrni. Usporadani
(ostré nebo neostré), které neni linedrni, se nazyva cdstecné.

Kazdé usporadani je tedy linedrni, nebo Castecné; pozndme to tak, Ze u linedrniho uspora-
danf jsou kazdé dva rizné prvky porovnatelné, zatimco u castecného existuji aspon dva nepo-
rovnatelné prvky.

2.20 Priklad. V Prikladu 2.12 jsme diskutovali relace M, MR a E. Rozmyslete si, jakych typt
(podle definice vyse) tyto relace jsou.” Snadno je vidét symetrie relace E a antisymetrie zby-
lych dvou. Reflexivita je v tomto tabulkovém zapisu také jednoduse rozpoznatelnd, znamena
presné to, Ze jsou vybarvena vSechna policka na diagondle (tfeba u MR to znamend vybarvena
policka odpovidajici dvojicim (2, 2), (4, 4), (9, 9), podobné pro E).

I tranzitivita se d4 nahlédnout z obrdzku; snadné je to tfeba u relace M, u niZ vidime 2M4,
4MD0 a skutecné také 2M09, jak 74d4 tranzitivita. Zkuste si to podobné rozmyslet u relace E. A

2.3.3 Relace ekvivalence

Nyni se podivime podrobnéji na nékteré relace ekvivalence, tedy relace, které jsou soucasné
reflexivni, symetrické a tranzitivni.

2.21 Priklad (Priklady ekvivalenci). e Rovnost (identita) je trividlnim ptikladem ekviva-
lence na jakékoliv mnoZiné X . VSechny vlastnosti (tedy reflexivita, symetrie a tanzitivita)
jsou trividlné platné, jde prosté o zndmé vlastnosti rovnosti. Napiiklad: pokud x = y a
zaroven y = z, pak také x = z, a to bez ohledu na to, o jaky typ objektu se jedna.

e Bud’ X mnoZina vSech trojihelnikt v R2. Na X budeme uvaZzovat tii relace: =, ~, ~,
kde pro libovolné trojuhelniky x, y € X definujeme x ~ y jako jejich shodnost, x ~ y
jako jejich podobnost (a samoziejmé x = y znamend prosté jejich identitu, neboli Ze
x a y jsou jeden a tentyZ trojihelnik). U vSech tii relaci je snadné ovéfit, Ze se jednd o
ekvivalence (u rovnosti to vime na jakékoliv mnoziné, tedy i na mnoziné trojuhelniku).
Napriklad pokud x ~ y ay ~ z, je také x ~ z. To lze odvodit tieba ze znalosti
geometrické véty, Ze podobnost trojihelnikii znamena shodnost vnitinich thld.*

330dpovéd’: M je ostré usporadani, MR je neostré usporadani a E je ekvivalence.
367Zn4me-li pojem podobnosti jakoZto zobrazeni, pak je ndm ziejmé, e sloZeni dvou podobnosti je podobnost,
Cehoz je tranzitivita uvedené relace trivialnim disledkem.
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Je jasné, Ze pokud x = y, pak také x ~ y. Podobné pokud x ~ y, pak také x ~ y.
Tyto dva ziejmé fakty se daji zapsat také mnozinové takto: = C ~ C ~. To je ovSem
opravdu dosti obskurni zépis, ktery bych nikomu nedoporucil. Snad pfehlednéjsi by to
bylo pokud bychom si rovnost na okamZik oznacili R, shodnost S a podobnost P. Nyni{
uzZ nadm asi nebude ¢init potize R, S,P € X x X vnimat jednoduSe jako mnoZiny (a to
mnoziny uspofddanych dvojic trojihelnikl v roviné) a zapis R € S C P je snad o néco
stravitelnéjsi.

e Jinym pfirozenym piikladem relace ekvivalence v geometrii je rovnobéZnost piimek, tj.
na mnoziné X = {p € R?2: p je pfimka}. Pro p,q € X definujeme p|q, pokud p a
q jsou rovnobézné, tj. nemaji pravé jeden spolecny bod. (Tato definice mj. znamen4, Ze
pllp pro libovolnou p € X.) Pak | je relace ekvivalence na X, jak si snadno ovéfite
sami. A

2.22 Priklad (Ttidy ekvivalence). Bud’ X mnoZina vsSech Zijicich lidi. Mizeme popsat relaci
T mezi prvky X takto: pro x, y € X plati xTy, pravé kdyZ osoby x a y se narodily ve stejny
den v tydnu (pondé€li atd.). Pokud tedy napiiklad @ € X i b € X se narodili v pondéli, plati
aTh, pokud ale osoba a se narodila v patek, zatimco osoba b v sobotu, plati —aTh, tj. neplati
aTh.

VSimnéme si nyni, Ze kazdy prvek X spadd do pravé jedné ze sedmi mnoZzin: lidé narozeni
v pond€li, lidé narozeni v utery atd. aZ po narozené v nedéli. Oznac¢ime-li si tyto mnoZiny
postupné X1, X», ..., X7, mizeme psat X = X; U X, U...U X, neboli

X:U&,

i=1

pri¢emZ kazdé dvé rlizné mnoZiny X;, X; maji prazdny prinik: Zddny clovék se nenarodil sou-
Casné v i-tém a j-tém dni v tydnu, kde i # j.*’ Tento fakt lze zapsat formalng:

Vije{l,2,...T}ii#j— XiNnX; =0.

Vratime-li se nyni k nasi relaci T, je jasné, Ze pro libovolné dva lidi x, y € X je xTy, pravé
kdyZ x, y jsou prvkem spolecné mnoZiny X; (oba se narodili v tomtéz, a to i -tém, dni tydne).
Z druhé strany je jasné, Ze mame-li napiiklad néjaky prvek x; € X (tj. clovéka narozeného v
pondéli), pak X1 = {y € X : yTx;}, a podobné pro dalsi X;.

Vidime tedy, Ze rozklad X na X, X», ..., X7 srelaci T tzce souvisi: relace urcuje rozklad
a naopak. MnoZindm X; se v tomto kontextu tika t7idy ekvivalence T. A

2.23 Definice (Ttidy ekvivalence). Necht' E je relace ekvivalence na mnoZziné (tfid€) X . Pak

¥ Predpokladejme, Ze u kazdého ¢lovéka lze jednoznacné urdit jediny den v tydnu, ve kterém se narodil.
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pro kazdé x € X definujeme t7idu ekvivalence E ptisluSnou prvku x jako
[x]Je = {y € X: yEx}.

Soubor viech tfid ekvivalence {[x]g: x € X} pak nazyvdme rozkladem X podle E a Casto ho
zna¢ime X /g. Mame-li néjakou tiidu ekvivalence [x]g, pak prvek x, ale také libovolny jiny jeji
prvek, nazyvame reprezentantem té tridy.

2.24 Poznamka. Je dobré si vSimnout, Ze mame-li dva prvky x,y € X, pro néz xEy (kde E
stdle zna¢i n&jakou ekvivalenci na X), pak [x]g = [y]g. Re€eno slovy: navzdjem ekvivalentni
prvky urcuji tutéz tiidu ekvivalence. Doporucuji vam si tento jednoduchy fakt samostatné do-
kazat pomoci tif axiomu ekvivalence (reflexivita, symetrie, tranzitivita).

Vidime tedy, v definici rozkladu X podle E se mohou uvedené tfidy opakovat. Pro ndzornost
se vrat'me k Prikladu 2.22 a predpokladejme, Ze mnoZina X (vSech lidi) m4 alesponl 8 riznych
prvkd xp, X5, ...xg. Vzhledem k tomu, Ze T urCuje na X pouze 7 tiid ekvivalence, nékteré
dva z uvedenych 8 prvkd musi lezet ve stejné tiidé: necht’ jsou to napiiklad prvky x3 a xg.
To znamend, Ze x3Txg a [x3]r = [xg]r. VypiSeme-li nyni vycet vSech tiid ekvivalence T
prislusnych prvkiim x; az xg, dostaneme:

[x1]1, [x2]7, [x3]T, [Xa]T, [X5]T) [X6]T) [X7]T, [X8]T-

My ovSem vime, Ze v tomto seznamu je nejméné jedna tfida uvedena (nejméné) dvakrat, totiz
[x3]1. To ov§em znamend, Ze mnoZina

{[XI]T’ [x2]r, [x3]T, [xa]T, [Xs]1, [X6]r, [x7]r, [XS]T-}

obsahuje nejvyse 7 prvki (a moznd méné, pokud je v seznamu vice opakovani).*® Pamatuijte,
Ze prvky mnoZziny jsou navzajem rdzné, tj. jeden a tentyZ prvek se dvéma riiznymi zapisy (jako
napft. [x3]r a [xg]T) se v mnoZin€ objevi pfesné jednou.

V nasem konkrétnim piipadé ma mnoZzina X miliardy prvkl a délime ji na pouhych 7 tiid
ekvivalence (jednu pro kazdy den v tydnu). To znamen4, Ze v zdpisu {[x]T: xeX } se nékteré
(vlastné skoro urcité kazdd) ze sedmi tfid mnohokrat opakuji. Pfesto ma tato mnozina tfid
ekvivalence (nejvyse, ale skoro jisté praveé) sedm prvkil.

2.25 Poznamka (Co je to ,,smér“?). Nyni se na okamzik vratime k prikladu rovnobéznosti pfi-

mek v eukleidovské roviné, kterou si nyni ozna¢ime E,. Tj.bud’ opét X = {p C E,: p je piimka}

a || bud’ relace rovnobéznosti na X'; o té jsme si uz rozmysleli, Ze je to relace ekvivalence.
Pojd’me se nyni zamyslet, co vlastné rozumime abstraktnim pojmem, jako je smér primky

v E,. Jedna moZnost je uvazovat E, jako R2, pifmky popsat analyticky pomoci jejich rovnice

tvaru y = ax + B a jejich ,smér* ztotoznit se smérnici «. Tim postihneme vSechny sméry

38Vzpomeiite, Ze tfeba mnoZina {a, a} ma jediny prvek, a to a. Viz téZ oddil 2.1.2.



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POIMY TM 38

az na ten odpovidajici ose y, tj. ,,svislé* pfimky; na ty ndm ned€ld problém nahliZet jako na
specidlni pripad.

Uvedené feseni polozené otazky je bohuZel pon¢kud alibistické. Kazdé malé dité totiz
,»pozna“, kdyz dvé primky maji stejny smér, definici pomoci smérnice v analytickém vyjadieni
bychom ale détem na prvnim stupni vysvétlovali tézko. Je tedy vidét, Ze k popisu ,,zakladniho*
pojmu jako smér jsme sahli k pifli§ hluboké teorii.** Ne ndhodou jsem piitom napsal, Ze $ko-
lacek dokdZe rozeznat, ze dvé piimky maji stejny smér; tézko bychom vSak téhoz Skolacka
zadali, aby nam vysvétlil, co smér je.

V mnoha piipadech pro nds neni obtizné nahlédnout obsah nékterych duilezitych ekviva-
lenci. Skola¢ek v podstaté rozumi vyznamu ekvivalence ||, protoZe ,,neomylné* rozpozna dvo-
jice rovnobéZnych piimek od dvojic riznobéznych. O ¢em uZ nejspis vétsina déti nepremysli,
jsou tfidy ekvivalence, které relaci rovnob&Zznosti odpovidaji; ve skute¢nosti jim ale v jistém
smyslu rozumi: tyto tfidy jsou totiZ to, ¢emu dava velmi dobry smysl fikat sméry. Vyhoda
tohoto pfistupu je zfejma: k jeho definici potfebujeme pouze naprosto zdkladni pojem relace
ekvivalence; nepotfebujeme chdpat podstatu redlnych Cisel ani Zadné fakta pokrocilej$i mate-
matiky.

Smeéry v E, tedy definujeme jako tiidy ekvivalence T, tj. kazd4 tfida ekvivalence je smér
a naopak. Kazdé pfimce p € X tedy odpovidd smér [p];, jehoZ je pfimka p reprezentantem
(stejné€ jako kterakoliv jina piimka g z téZe tiidy, tj. spliujici g|| p).

Ze piimky p a g ,maji stejny smér*, tedy znamen4, Ze jsou reprezentanty téhoZ sméru,
neboli prvky téZe tfidy ekvivalence ||. To lze zapsat tfeba tak, Ze existuje r € X, Ze p,q € [r]},
nebo jednoduseji ¢ € [p]|, resp. p € [g]}. Je jasné, Ze vSechny tfi zdpisy ve vysledku fikaji
totéZ: v prvnim piipadé mame p|/r a ¢|r, odkud jednoduse (pomoci symetrie a tranzitivity ||)
odvodime p||q, druhy zapis fikd piimo p||q a tfeti zapis iikd g || p, coZ je ze symetrie stejné jako
pllg. Shrnuto: to, Ze piimky p a ¢ maji stejny smér, Ize chdpat jediné tak, Ze patii do spolecné
tiidy ekvivalence ||, coz znamend presné p||q.

Pojd’me se podivat jesté na jeden zajimavy piiklad ekvivalence, tentokrat v aritmetice.

2.26 Priklad. Nosnd mnoZina bude tentokrat Z, tedy mnoZina vSech celych Cisel a mé&jme

z Y7z s Y2

néjaké prirozené Cislo n = 2. Definujeme relaci E, pro libovolna ¢isla k, [ € Z takto:

kE,! g) k=1 modn.

Predpokladejme nejprve, ze n = 2. Pak kE,/, pravé kdyZ obé ¢isla maji stejny zbytek po déleni
2, to jest prave kdyz k, [ jsou obé suda, nebo k, [ jsou obé lichd. Je tedy zfejmé, Ze

Z]g, = {{a €Z:ajesudé},{a € Z: aje liché}}.

30statné na to lze nahliZet i z historického hlediska: staff Rekové jisté méli dobrou pfedstavu o obsahu pojmu
smér primky, presto ale nemohli pouZit vySe uvedenou definici, nebot’ analytickd geometrie ma své koreny az u
Descarta.
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Slovy: Rozklad Z podle ekvivalence E, ma dva prvky, a sice mnoZinu vSech sudych cisel a
mnoZzinu vSech lichych Cisel.

Asi je vam nyni jasné, Ze kdyZ budeme predpokladat n = 3, pak se celd ¢isla rozpadnou do
tif tfid podle zbytku po déleni 3, a to pro zbytky O (tj. ¢isla tfemi délitelna), 1 a 2. Pro obecné
¢islon = 2 méme tedy n tfid ekvivalence, které se daji zapsat také takto:

Z/g, = {{0.n,—n,2n,-2n,...}, {1,14+n,1—n,14+2n,1-2n,...}, ...
{(n—l),(n—1)+n,(n—l)—n,(n—1)—|—2n,(n—1)—2n,...}}.

Rozklad Z /g, ma tedy n prvkd, z nichz kazdy je nekone¢nd mnoZina celych ¢isel se spolecnym
zbytkem po déleni n. A

Jako maly bonus nabizim jesté nékteré dalsi piiklady, které se samovolné vyskytly pfi diskusich se studenty
u zkousky.

2.27 Priklad. Mé&jme néjakou neprazdnou mnoZinu lidi X a uvaZzujme na nf relaci P definovanou vztahem

def.
xPy &= x je kamardd(ka) y.

Zamyslete se, jestli je P relaci ekvivalence na mnoZiné X, tj. jestli P spliiuje reflexivitu, symetrii a tranzitivitu.

Reflexivita je patrné nejméné podstatna soucdst definice relace ekvivalence, a mtizeme se tedy dohodnout, Ze
podle nasi definice je kazdy cloveék sam sobé kamarddem. (I kdyzZ je jasné, Ze u piva se o otdzce reflexivity P da
vést celovecerni diskuse.) Pii promysleni platnosti dal$ich axiomu ekvivalence se ov§em nevyhneme otdzce, které
lidi mnoZina X obsahuje.

Pokud naptiklad poZadujeme, aby X obsahovala vSechny Zijici lidi, pak z vlastni zkuSenosti asi kazdy zna
pripady, ve kterych selze tranzitivita: ¢asto se tfeba stiavd, Ze x je kamarddka y a y je kamaradka z, pficemzZ x
neni kamaradka z.

Na druhou stranu pokud by nosnd mnozina X = {a} byla pouze jednobodova, byla by relace P ekvivalenci z
trividlnich ddvodu: podle dohodnuté reflexivity bychom méli, ze P = {(a, a)}, symetrie i tranzitivita jsou ziejmé.
V tomto pifpadé si mizeme v§imnout, Ze P m4 jedinou tfidu ekvivalence, a to {a}, tj. X.

Vidime tedy, Ze oba extrémni piiklady jsou trividlni, pfi¢emzZ v prvnim piipadé P ekvivalenci nenf a v druhém
je. Predstavme si tedy, Ze X = {a1,as,...,az} je mnozina zaku jisté tfidy jisté zakladni Skoly. MiZe se stat, Ze
Z4ci jsou rozdeleni do n€kolika part a v kazdé parté jsou vSichni navzdjem kamaradi a zaroven nikdo nekamaradi s
nikym z Zadné jiné party (pfipoustime i jednoprvkové party). V takovém piipadé je snad jasné, Ze P je ekvivalence
na X a pfislu$né tfidy ekvivalence odpovidaji jednotlivym partdm. Tfeba na Obrdzku 2.13 vidime schéma situace v
piipadé, Ze P md na X Sest tfid ekvivalence P; = {a1, a4, as,ae,a11,d1s, a9} atd. Ta samd relace se dd zakreslit
také pomoci tabulky o 400 ,,0kénkéach*; pokud si na obé osy vyneseme jednotlivé body X ve vhodném poradi
»podle part*, budou tfidy ekvivalence zfetelné rozpoznatelné i pfi tomto zptisobu zobrazeni.

A

2.28 Priklad. Zajimava relace mezi body roviny R? je ,leZet na stejné piimce prochdzejici po¢atkem*. Zkuste si
rozmyslet, pro¢ tato relace nenf relaci ekvivalence a jak je potfeba upravit jejf nosnou mnoZinu (tj. R?), aby se o
ekvivalenci jednalo. A
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X

Obréazek 2.13: Priklad relace P ve tiidé s partami

2.4 Relace usporadani

Nyni se o néco podrobnéji podivime na relace, které jsou bud’to (a) reflexivni, slabé anti-
symetrické a tranzitivni (ostré usporddani), nebo (b) silné antisymetrické a tranzitivni (ostra
usporadani) a na nékteré souvisejici pojmy. Pfipomenime, Ze usporddani jsou bud’to linedrni
(téZ: tiplna), jestlize kazdé dva rizné prvKky jsou porovnatelné; v opacném piipadé se jednd o
usporadani cdstecnd.

2.4.1 Priklady

2.29 Priklad. Zakladnim piikladem, s nimZ jsme vSichni dobfe obezndmeni uZ ze zdkladni
Skoly, je usporadani na redlnych Cislech (R, <), resp. (R, <). Je zndmo, Ze libovolna dvé redlna
¢isla mizZeme porovnat podle velikosti (tj. relace <, < jsou trichotomické), coZ znamend, Ze obé
tato usporddani jsou linedrni. MiZeme se také omezit na nékteré podmnoZiny, je tedy jasné, jak
chépat tfeba usporadani (Z, <) nebo ([0, 1], <) apod.

O néco hilre predstavitelnd a méné znadma mohou byt mnohd usporadani Castecnd, tedy
nelinearni. Mtizeme kupiikladu X oznacit mnoZinu vsech lidi, co kdy Zili (vCetné stale Zijicich)
a usporadat je relaci < definovanou pro a,b € X tak, Ze a < b, pokud a je predek b (4. b je
potomek a).*’ Je jasné, Ze nelze toto uspofaddni ,,vynést na piimku“, nebot’ neni linedrni:
zdaleka ne kazdi dva lidé€ jsou v tomto uspotfadani porovnatelni. Je zfejmé, Ze toto usporadani
uzce souvisi s rodokmeny, a jeho Casti jsou Casto zobrazovany pomoci tzv. rodinného stromu.
Praveé zobrazeni pomoci podobnych diagramt (tzv. Hasseovych diagrami) je ¢asto vhodnym
zpusobem, jak zachytit strukturu ¢aste¢nych usporadani.

40Sami si rozmyslete, Ze tato relace spliiuje oba axiomy ostrého usporadani.
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Viz téz Piiklad 2.12, kde M a MR jsou piiklady usporadani na mnoziné {2, 4, 9}. A

Pro jednodussi a presnéjsi vyjadfovani se ndm bude hodit nésledujici definice usporadané
mnoZziny. Tato definice mé pro nds hlavné formélni vyznam, nejde o nic podstatného.

2.30 Definice. Necht' R je relace (ostrého nebo neostrého) uspofdddni na mnoZiné X. Pak
dvojici (X, R) nazveme usporddanou mnoZinou. V piipadé, Ze usporddani R je pouze ¢astecné
(4. nenf linearn{), mizeme dvojici (X, R) nazvat édstecné usporddanou mnoZinou.

Dulezitym typem usporadanych mnoZzin, se kterym budeme v dal$im vykladu podstatnym
zpusobem pracovat, je potenéni mnozina usporddana inkluzi. Definici potence nasleduji nékteré
zékladni pfiklady a niZe se podivdme na zminéné usporddani.

2.31 Definice (Poten¢ni mnoZina). Je-li X libovolnd mnozZina, pak symbolem J (X ) zna¢ime
mnoZzinu v§ech podmnoZin X, tj.

P(X)={A: AC X}.
Mnozinu & (X) nazyvame potencni mnoZinou (mnoziny) X, ptipadné potenci X .

Dilezita Cantorova véta 3.26 tika, Ze #(A) vzdy obsahuje vice prvkd nez A, a to zcela
obecné (pro jakoukoliv mnoZinu A). Pojd’me se pro zacéatek podivat na néjaké priklady.

2.32 Priklad (Hratky s potenci). e X = {a,b}, kdea # b jsourizné prvky. Pak P (X) =
{9, {a},{b}, X }. Skutetn&, prazdnd mnoZina je podmnoZinou libovolné mnoZiny. Pak md
nase dvouprvkovd X dvé jednoprvkové podmnoZiny, a to {a} a {b}. Nakonec je samo-
ziejmé sama sob& podmnoZzinou. Celkem tedy existuji 4 podmnoZiny, a ty jsou vSechny
uvedeny ve vyctu prvki &P (X) vyse.

o P (@) = {@}. Tj. potence prazdné mnoziny ma jeden prvek. Jinymi slovy, prazdnd mno-
Zina ma jedinou podmnoZinu, a to sebe samu. Specidlné je tedy potence prazdné mnoZiny
neprazdnd — pozor na to.

° J’(JP(@)) = P{0}) = {@, {@}}. Potenci miizeme chdpat jako (unarni) operaci, kterou
miZeme aplikovat na kteroukoliv mnoZinu, tedy i na potenc¢ni mnoZinu (néjaké mnoZziny,
v tomto piipadé€ prazdné). Rozmyslete si porddné, Ze uvedené rovnosti plati a pak se po-
kuste zapsat vy¢tem prvkd P (P (£(9))).*' Ddle si rozmyslete, Ze {3} # @, nebot’ prvni
mnoZina je neprazdnd (ma jeden prvek), zatimco druhd je prazdna. To ovSem znamena,
7e {{0}} # {0} jsou dvé rizné jednoprvkové mnoZiny (pravé jsme si totiz uvédomili, Ze
jejich prvky, tj. {@}, resp. @, jsou rizné).

“ReSent: P (P(P(9))) = {0, {0}, {{0}}, 10, (0}}).
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e Kolik prvki md P ({0, 1,2, 3})? Je zdleZitosti jednoduché kombinatoriky si rozmyslet, Ze
m4 pravé 16 = 2* prvkii. Skute¢ng, chci-li z danych 4 prvki (4. 0, 1, 2, 3) utvofit n&jakou
mnozinu, u kazdého z téchto prvkl mohu ucinit rozhodnuti, zda ho do mnoZiny zaradim,
¢i ne. Ctyfikrat po sobé musim uéinit toto rozhodnuti, a je tedy 2-2-2-2 = 2* moZnosti.
Vsimnéte si, Ze kdyZ se pokazdé rozhodnu pro nezarazeni prvku do utvarené mnoZiny,
skon¢im nakonec s prazdnou mnoZinou; pokud se zcela naopak u kazdého prvku roz-
hodnu ho zaradit, dostanu celou mnoZzinu {0, 1, 2, 3} (a kromé té€chto uvedenych existuji
jeste tfi jednoprvkové a tii dvouprvkové podmnoziny).

e Kolik prvkd mé P (P (P (P (9))))? A kolik jich md P (P (P (P (P (9)))))?* A

2.33 Priklad (Uspotadani potencni mnoziny). Pojd’me se nyni podivat jesté na jeden priklad
potence, pricemz nyni budeme uvaZovat vSechny podmnoziny jisté tfiprvkové mnoZiny (po-
cet prvkl vlastné neni dilezity, ale z didaktického pohledu se 3 jevi jako optimum): X =
fP({a, b, c}), kde a, b, ¢ jsou néjaké navzajem ruzné objekty. Pro piehlednost miZzeme (ale
nepotiebujeme) oznalit X = {a, b, c}.* Pak tedy

X = P({a,b,c})={0.{a}.{b}.{c}.{a.b}. {a,c},{b,c}. {a, b, c}}.

Mame tedy 8-prvkovou mnoZzinu X a protoZe ony prvky nejsou ledajaké, ale izce spolu souvisi,
jsouce podmmnoZzinami dané tiiprvkové mnoziny X = {a, b, c}, Ize na X najit zcela pfirozené
jisté usporadani, a to usporadani inkluzi: Jsou-li 4, B libovolné prvky X = J’(X ), pak tedy
A, B € X.To je jasné, nebot’ prvky potence jisté dané mnozZiny jsou z definice podmnoZinami
této dané mnoZiny. Ma tedy smysl ptét se, plati-li A C B, ptipadné B C A, pfipadné nic z
toho. Tak napriklad pokud A = {a} a B = {a, ¢} (obé tyto mnoziny jsou skute¢né prvky X),
pak plati A € B a B € A, atak podobné.

Uvazujme tedy strukturu (X, €); nyni si rozmyslime, Ze se jedna o usporddanou mnoZinu,
neboli Ze relace C je uspofddani na X. Je zfejmé, Ze relace je reflexivni, a tedy nemame ji-
nou moznost nez ovéfovat axiomy neostrého usporadani. Zbyva ovéfit slabou antisymetrii a
tranzitivitu. Velmi vdm na tomto misté doporucuji to vyzkousSet provést samostatné; pokud to
nevidite hned, bude to pro vds velmi snadné, a pritom poucné. Nasledujici odstavec obsahuje
navod.

42Reseni: Prvni piipad (se étyfmi potencemi) odpovida potenci &tyfprvkové mnoziny, tj. 24 = 16 prvkd. Druhy
piipad je tedy potenci 16-prvkové mnoZiny, a obsahuje 2!¢ prvkii. (Pokud znite vysledek z hlavy, pravdépodobné
studujete informatiku!)

43V tomto piipadé pak dostaneme piehledné znaceni, pfi némz zdkladni objekty, jmenovité a, b a c, jsou zna-
Ceny malymi pismeny. MnoZiny téchto objektid jsou znaCeny velkymi pismeny; napf. X je mnoZina vSech zaklad-
nich objektd a dile mizeme psat kuptikladu B = {a, c} a podobng€. Koneéné mnoZiny mnoZin zakladnich objektt
znac¢ime kaligrafickymi velkymi pismeny, napt. X = £ (X) = P ({a, b, c}) je mnoZina v§ech mnoZin zdkladnich
objektli a m4, jak vime, 8 prvkid; nebo mizeme psit tieba D = {0, {a}, B, X} — tato mnoZina md 4 prvky —
atd. Vidime tedy docela prehlednou hierarchii objektti s nimiZz v tomto piikladé pracujeme: (1) zdkladni objekty;
(2) mnoziny zdkladnich objektt; (3) mnoziny mnozin zakladnich objektd; a tato hierarchie je zachycena ve stylu
znaceni. Necekejte ale, Ze znaceni vZdy bude takto pfehledné rozvrstvené, nékdy je prosté potieba davat pozor, co
je co.
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Ndvod: Napiste si definici slabé antisymetrie relace R a pak do ni za , R* dosad’te ,,C*.
Nyni si sta¢i uvédomit, Ze vysledny vyrok v podstaté trividlné plati (a je intuitivné zcela
ziejmy). TytéZ kroky proved’te i pro tranzitivitu, a budete s dikazem hotovi.

Vime tedy, Ze (!P ({a, b, c}), g) je usporddand mnoZina, resp. Ze relace C je usporadani na
X. Je ovSem ziejmé, Ze ne kazdé dva prvky X jsou v tomto usporddani porovnatelné. Skutecné,
tieba prvky {a}, {b} € X porovnatelné nejsou: mame totiz {a} € {b} a zaroven {b} Z {a}. To
znamena, Ze usporadani neni linearni, je ¢asteCné. Pohodlny zpisob, jak si takové usporadani
predstavit (pochopit jeho strukturu) je pomoci tzv. Hasseova diagramu — viz obréazek.

{a,b,c}

Y]

Obrazek 2.14: Hassetv diagram (X, C).

A
2.34 Cviceni. Mnozinu X = {1,2,3,4,5,6,12, 15,60} usporadame standardni relaci déli-

existuje celé Cislo g takové, Ze | = ¢ - k. Je jasné, Ze | je binarni relace na Z, my ji oviem
budeme uvazovat také na vybrané podmnoziné X (tj. striktné vzato budeme pracovat s relaci
|N X x X).

(i) Dokazte, 7e (Z, |) je usporadana mnoZzina, tj. Ze | je usporadani na Z. Totéz si uvédomte
ipro (X, |).

(i1) Samostatné nakreslete Hasseliv diagram (X, |). (Viz obrazek nize.)
(1i1) Jak se diagram zméni, pridame-li k X dalsi prvky 7, 8, 9, 20, 25? Obrazek dopliite.

(iv) Retézec v n&jaké usporadané mnoziné (A4, <) je libovolnd podmnoZina R C A takovi, Ze
(R, <) je linedrné usporadand. Najdéte néjaky ret€zec maximalni mozné délky v (X, |).



KAPITOLA 2. ZAKLADNI POIMY TM 44
(v) Antiretézcem v usporddané mnoZziné rozumime libovolnou podmnoZzinu takovou, Ze Zadné

dva jeji prvky nejsou v tom usporadani porovnatelné. Najdéte tfi riizné antifetézce o tfech
prvcich v (X, |).

60

1

Obrézek 2.15: Hassev diagram uspofddéni ({1,2,3,4,5,6, 12,15, 60}, |).

Priklad usporadani na C

Na zéavér tohoto oddilu se pojd’'me podivat jesté na jedno zajimavé usporddani, tentokrat na
nekone¢né mnoziné C viech komplexnich &isel (tj. vlastné na R?). Jak vime, komplexni &isla
nemaji prirozené usporadani podobné linearnimu usporadani na ¢islech redlnych. MiZeme je
sice porovnavat podle velikosti (tj. podle vzdalenosti od 0), to ale nemusi byt usporadini ve
smyslu Definice 2.19. Pojd’me se nejprve podivat, kdy srovnani podle velikosti neddva uspora-
dani. Definujme dvé relace na C néasledovné: pro kazda ¢isla a, b € C piSme:

e a < b, pravé kdyz |a| < |b].

e a 4 b,pravé kdyz |a| < |b;
Tim jsou dany dvé relace na C, tj. < € C x C ataké « € C x C. Jde o usporadani?
2.35 Pozorovani. Relace < neni uspordddni (ostré ani neostré) na C.

Duikaz. Zjevné nejde o ostré usporadani, protoze napiiklad pro x,y = 1 mame x <« y a
zaroven y <« x, coZ vyvraci silnou antisymetrii. Uvédomte si, Ze staci dat jediny protipfiklad;
a pochopitelné bychom mohli dat i protipfiklad, v némz x # y, kupfikladu x = lay =i
(imaginérni jednotka), ale nenf to potfeba.
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Zbyva zpozorovat, Ze relace < neni ani neostré usporadani C. K tomu by totiZ musela byt
slabé antisymetrickd. OvSem pravé piiklad dvojice ¢isel 1 a i doklada poruseni této podminky:
Plati totiz 1 «4 i A1 <« 1, apfitom 1 # i. Slaba antisymetrie tedy neplati, a relace neni ani
neostrym usporadanim. [

2.36 Pozorovani. Relace <1 je ostré uspordddni na C.

Diikaz. Staci ovéfit oba axiomy ostrého usporddani; zacnéme silnou antisymetrii; vezméme
tedy dva prvky x, y € C takové, Ze x < y. To podle definice relace <1 znamen4, Ze |x| < |y/|,
neboli Ze y je od pocédtku dél nez x. Tim padem ovSem samoziejmé neni soucasné k pocatku
bliz, tj. neplati |y| < |x|, tj. neplati y <1 x. Dokazali jsme silnou antisymetrii.

Zbyva prokazat tranzitivitu <1. M€jme tedy x, y,z € C spliujici x <« y a zaroven y « Z.
Podle definice <« to znamena, Ze |x| < |y| a |y| < |z|. OvSem to jsou dvé obycejné nerovnosti
mezi redlnymi Cisly a my vime, Ze (R, <) je usporadani, je tedy tranzitivni, a ty dvé nerovnosti
tak spolecné implikuji |x| < |z|, neboli x « z. Tim je dokazana tranzitivita <, a jsme hotovi.

[

Vidéli jsme, Ze u ,,neostré verze* <« selze slaba antisymetrie, zatimco <1 skutecné je ostré
uspofddani. Znamend to, Ze pro <I neexistuje prisluSné neostré usporddini? Nikoliv, jen je
potieba ho ,,vyrobit* piimo z < takto: Pro a, b € C definujeme

e a I b,pravé kdyZa <1 b neboa = b.

2.37 Cviceni. (i) S vyuzitim uZz dokdazaného faktu, Ze (C, <) je ostré usporadani, dokazte,
Ze (C, Q) je neostré usporadani.

(i) VSimnéte si, Ze libovolnd polopiimka vychazejici z pocatku je retézec (viz Cviceni 2.34)
v (C, <). Najdéte dalsi nekonecné fetézce, které nejsou obsazené v zadné polopiimce.

(ii1) Jak vypadaji antifetézce?

2.4.2 Maximum, maximalni prvek, supremum

V této Casti se podivime na dileZité pojmy souvisejici s usporadanim; kromé téch jmenova-
nych v nadpisu se podivame jesté na analogické pojmy ,,z druhé strany“, jmenovit€ minimum,
minimdlni prvek a infimum — a dal$i. Kromé toho, Ze jsou znalosti té€chto véci dileZité pro ma-
tematiku jako celek, brzy je vyuZijeme bezprostiedné v teorii mnoZin pro dikaz jedné z jejich
klicovych vét, tzv. Cantorovy-Bernsteinovy véty.

2.38 Umluva (Neostré a ostré usporadani). V obecném kontextu budeme symbolem ,,<* znacit
vzdy neostré usporadani. Neni-li explicitné feceno jinak, budeme v tom pfipadé symbolem ,,<*
rozumét prislusnou ostrou relaci, kterd je definovana ekvivalenci x <y <> (x <y AXx # y).

Podobné, je-1i dana relace < ostrého uspofaddni (na né¢jaké mnozing¢), pak definujeme relaci
< jako prislu$né neostré usporadani, nebolix < y < (x <y Vx = y).
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Kromé toho asi neptekvapi, Ze ddle definujeme relace > a > jednoduSe ekvivalencemi
xX>y< y<xapodobnéx =y < y < x.

Kdykoliv je tedy dana relace usporadani oznacend jednim ze symboli ,,<, <,>,=>“, bu-
deme automaticky oprdvnéni pouZivat i zbylé€ tfi symboly pro piisluSné prirozené souvisejici
relace tak, jak jsme tomu byli zvykli dosud v kontextu (R, <).

2.39 Definice. Bud’ (X, <) usporddand mnoZzina, A C X,a € X. Rekneme, Ze a je:
e horni zdvora (mnoziny) A, jestlize Vx € A: x < a;
o maximum A, jestlize a € A a zarovei a je horni zdvora A;
e maximdlni prvek A, jestlize a € A a zaroven Vx € A: —(a < x).

e supremum A, jestliZe a je horni zavora A a zaroven

Vh € X: hje horni zdvora A — a < h.

Existuji 1 jiné ndzvy pro tyto pojmy, ke kolizi oznaceni vSak nedochdzi: Pro horni zdvoru se
obcas pouziva také termin majoranta. Maximum je jinak také nejvétsi prvek. Pro pojmy ma-
ximdlniho prvku a suprema nejsou ustilend alternativni oznaceni. PiSeme ¢ = max A (resp.
a = sup A), pokud a je maximum (resp. supremum) mnoziny A. Chceme-li zdUraznit, Ze se
jednd o maximum (resp. supremum) vzhledem k uspofdddni <, piSeme také max< A (resp.
supc A).

2.40 Poznamka.

(a) Neni tézké si (tfeba na prikladu (R, <)) vSimnout, Ze mnoZzina (tfeba [0, 1] € R) mize
mit vice hornich zavor. Skute¢né, libovolné a = 1 je v R horni zdvorou intervalu [0, 1].

(b) Obecné miZe existovat nejvyse jedno maximum. Skutecné, je-1i (X, <) usporadand mno-
zina, A € X aa,b € A jsou maxima A, pak z definice maxima a plyne, Ze b < a a
z definice maxima b zase a < b. Slaba antisymetrie neostrého usporadani dava a = b,
takZe maximum je opravdu jen jedno. Zaroven je snad jasné, Ze maximum nemusi vZzdy
existovat, tieba interval (0, 1) € R maximum nema.

(c) Definice suprema se muze zdat ponékud slozitd, lze ji ale jednoduse a vystizné vyjadrit
slovy: a € X je supremum A, jestlize a je (v rdmci X') nejmensi horni zavora A4; jinymi
slovy, pokud a je minimem mnoZiny hornich zdvor.*

#7de oviem pouzivam dosud nedefinovany pojem minima — definici najdete ni%e a miizete si sami rozmyslet,
Ze vSechny definice 1ze napsat v takovém pofadi, aby se nejednalo o definici kruhem.
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(d) Mnozina A mtzZe mit vice maximdlnich prvka: Staci se podivat na Piiklad 2.33, kde
X = P({a. b, c}) usporddavame relaci C. UvaZzujme nyni mnoZinu 4 = X\ {{a.b, c}},
tj. mnozinu A dostaneme odebranim nejvétsitho prvku z X. Na Obrazku 2.14 si nyni
odmyslete nejvyssi vrchol, tj. ten, ktery odpovida prvku {a, b, c}, a uvidite mnoZinu A.
O droven niZ zlistanou tii vrcholy odpovidajici riznym dvouprvkovym mnoZindm. Kazda
z nich je maximdlnim prvkem A: tfeba {a, b} je maximdlnim prvkem, protoze (jak je z
obrazku ziejmé) nad ni v mnoZiné A neni uZ nic ostie vétSiho. Stejny argument plati i
pro zbyvajici dvé dvouprvkové mnoZiny. Mame tedy tfi rizné (z logiky véci navzdjem
neporovnatelné) maximdlni prvky mnoziny A.

Rozmysleli jsme si, Ze maximum dané mnoZiny je jednoznacné urceno. Analogickou tva-
hou lze zjistit, Ze stejné tak je jednoznacné uréeno minimum (existuje-li). Dava proto smysl
pouzivat znaceni ,,max A pro maximum mnoZiny A a ,,min A* pro jeji minimum, nebot’ tyto
symboly maji (jak mus{) jednoznacné uréeny vyznam.

To dale znamen4, Ze 1 znaceni ,,sup A (resp. ,,inf A*) pro supremum (resp. infimum) A4 je
rozumné, nebot’ tfeba supremum, jsouc minimem mnoZiny vSech hornich zavor A, je jedno-
zna¢né uréeno.” Analogicky argument dokazuje jednoznaénost infima A.

2.41 Cviceni. Zkuste si samostatné napsat definice analogickych pojmu ,,zdola*: Je-li (X, <)
uspofadand mnoZzina, A € X, a € X, pak definujte dolni zdavoru A, minimum A, minimdlni
prvek A a infimum A. Porovnejte své feseni s ndsledujici definici.

2.42 Definice. Bud’ (X, <) uspofddand mnozina, A C X, a € X. Rekneme, Ze a je:
e dolni zdvora (mnoZiny) A, jestlize Vx € A: a < x;
e minimum A, jestlize a € A a zarovei a je dolni zdvora A;
e minimdlni prvek A, jestlize a € A a zarovenn Vx € A: —(x < a).

e infimum A, jestliZze a je dolni zadvora A a zaroven

Vd € X : d je dolni zdivora A — d < a.

Dolni zdvoru nazyvadme téZ minorantou, minimum je jinak také nejmensi prvek. PiSeme a =
min A (resp. a = inf A), pokud a je minimum (resp. infimum) mnoZiny A.

2.43 Poznamka. Nyni uz je snad ziejmé, Ze pro podmnozinu A usporddané mnoZiny X je
inf A = max{d € X: d je dolni zdvora A} a supA = min{h € X : h je horni zdvora A}.

Dulezit€jsi je poznamenat, Ze oba pojmy (tedy jak infimum, tak supremum) jsou jednoznacné
urcené, pokud existuji. Existovat ale nemusi!

4Doddvam, 7e jednozna¢né uréena je i mnoZina viech hornich zdvor A, coZ je oviem samoziejmé.
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Asi si vzpomenete, ze v matematické analyze prvniho semestru se probird tzv. Véta o
supremu, kterd fikd, Ze kazd4 neprdzdnd shora omezend mnozina redlnych Cisel ma supre-
mum (a podobné pro infimum). Obohatime-li redlnou osu o oo, tj. R* = R U {—o0, +00},
miZeme dokonce prohlasit, Ze libovolnd podmnozina R ma infimum i supremum (v R*). To
je ovSem pomérné specidlni vlastnost redlnych Cisel (souvisejici s tzv. jejich tplnosti), kterou
napiiklad raciondlni ¢isla nesdili. V obecném kontextu tedy neni zarucena existence infim a
suprem libovolnych mnoZin.

S timto faktem souvisi Definice 3.14: v téch specidlnich pripadech, kdy existence infim a
suprem zarucena je, hovoifime o tzv. iplném svazu.

2.44 Cviceni. Bud’ (X, <) uspofddana mnozina, A € X. Dokazte nasledujici vyroky.
(i) Je sup A = max A, m4-li prav4 strana smysl.*® (Podobné pro inf 4.)
(ii) Pokud inf A4 € A, pak inf A = max A.*” (Podobné& pro sup A.)
(111)) Maximum je vZdy zaroven maximélni prvek a minimum je vZdy minimdlni prvek.

(iv) Dokazte, Ze pokud md mnoZina A aspon dva rdzné maximalni prvky, pak nemd maxi-
mum. Zaroven si uvédomte na vhodném priikladu, Ze opacna implikace neplati. (Podobné
pro minimum.)

Dalsi priklad usporadani na C

Jedno zajimavé usporadani (oznacené <1 a <J) na C jsme uZ probrali vySe. Nyni se podivime
na jinou verzi. Definujeme relaci < na C ekvivalenci proa,b € C

a<db <= drel0,l)ia=r->b.

Dile budeme psit a <€ b, kdykoliv (¢ <@ b) v (@ = b). Reteno slovy, a < b plati, pravé
kdyzZ a, b jsou na stejné polopiimce vychazejici z pocatku a bod a je pocatku ostie blize nez b,
neboli |a| < |b]. Tj. vidime, Ze

a<ib <= (a <b)A(a,b jsouna spolecné polopiimce z pocatku),

odkud je mimochodem snadno vidét, Ze relace <1, << € C xC spliiuji @« C <, protoZe relace
<1 je vice restriktivni, pfipousti méné dvojic. Tieba % <1 1 (kde 1 je imagindrni jednotka), ale
tato ¢isla nejsou porovnatelnd v relaci <1, protoZe nejsou na spolecné polopfimce vychézejici z
pocatku.

Nyni se podrobnéji podivdme na vlastnosti <. V prvni fadé si uvédomte, Ze se jednd o
(ostré) usporadani, neboli Ze relace je silné antisymetrickd a tranzitivni.

46Jinymi slovy, existuje-li maximum, jde soucasn& o supremum.
#TJinymi slovy, pokud infimum je prvek mnoZiny, je to sou¢asné jeji minimum.
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x gy

Maximdlni prvky
Minimalni prvky

Obrézek 2.16: Usporddani <« na mnoziné A = U; U U, U Us

2.45 Pozorovani. Relace < je ostré uspordddni na C. Relace < je neostré uspordddni na C.

Diikaz. Silna antisymetrie < je takika trividlni — rozmyslete. Tranzitivitu miizeme ovéfit tfeba
pfimo z definice takto: Necht' a,b,c € C aplatia <1 b, resp. b <@ c. To podle definice
znamena, Ze existuji ¢islar,s € [0,1) tak, Zea =r-bab = s-c. Pakalea = rs - ¢, pfiCemZ
soucin rs € [0, 1), takZe skute¢né a <1 c. Mame tedy ostré usporddani <1 a jemu piislusnou
neostrou verzi € (Ze jde o neostré usporddédni, by vim uzZ mélo byt jasné). O]

Obrazek 2.16 ilustruje strukturu usporadani <1 na podmnoziné A C C, kterd je ddna jako
sjednoceni ti{ vyobrazenych tsecek, tj. A = U; U U, U Us. Na kterékoliv z téchto dsecek
uspofddani < funguje linedrné: kazdé dva body jsou porovnatelné, pricemz ty, které jsou blize
k pocdtku, jsou ,;mensi*“.** Naproti tomu Z4dné dva body na riiznych tsetkach, porovnatelné
nejsou. Z toho je vidét, Ze mnoZina A nemad maximum (tj. nejvetsi prvek), nebot’ to by muselo
byt vétsi nez libovolny jiny prvek A, takze specidlné by muselo byt se vSemi prvky A porov-
natelné; my ovSem vime, Ze Zadny prvek A neni porovnatelny se v§emi ostatnimi. Ze stejného
divodu nema mnoZina A ani minimum (tj. nejmensi prvek): muselo by byt porovnatelné se
vSemi prvky A.

Muzeme si ale v§imnout, Ze mnoZina A ma tfi maximalni prvky, tedy prvky, ,,nad nimiz uz
v A nic neni*‘: na kazdé usecce je to ten bod, ktery je nejvzdalené;jsi od pocatku, tj. nutné jeden
z krajnich bodu. Zbyvajici krajni body jsou naopak minimalni prvky mnoZiny A4, nebot’ ,,pod
nimi uZ v mnozin€ A nic nenajdeme*. Celkem tedy existuji tfi maximdlni a tfi minimalni prvky
mnoziny A.

Pokud bychom z mnoZiny A odebrali vSech Sest krajnich bodi dsecek Uy, U,, Us (a ziistaly
by tedy ,,oteviené“ isecky bez krajnich bodi), vysledna mnoZina by neméla Zadné maximalni

vs 2

#Je to tak diky tomu, Ze ka?d4 z t&ch ti GseGek leZi na n&jaké polopiimce vychazejici z pocatku.
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ani minimalni prvky. Kazdou tsecku bez krajnich bodd s uspordddnim <d si totiZ miZeme
predstavit jako otevieny interval (a,b) C R, ktery ov§em zjevné nema minimum ani maximum.

Neporovnatelné % Maximalni prvky

| Minimum

a

Minimélni prvky Y

Obrazek 2.17: Vlevo mezikruZi s hranici; vpravo oteviené mezikruzi + néco navic

Podivame-li se na Obrazek 2.17 vlevo, uvidime mezikruZzi se zelenou vnéjsi hranicni kruz-
nici a ¢ervenou vnitini kruznici; tuto mnozinu (vCetné hranice) ozna¢ime B. MiZeme si nyni
vS§imnout, Ze v§echny body zelené kruZnice jsou v B maximalni a v§echny body Cervené kruz-
nice jsou v B minimdlni. Naznacené tfi cerné body na riznych polopiimkach jsou vzajemné ne-
porovnatelné, a tvofi tedy tfiprvkovy antiretézec (mnoZinu po dvou neporovnatelnych prvki).
Ve skutecnosti je jasné, Ze naptiklad Zadné dva body zelené (vnéjsi) kruZnice nejsou porovna-
telné, a tedy v B snadno najdeme nekonecné antiretézce.

2.46 Cviceni. (i) Najdéte nekone¢né fetézce v B, které nejsou obsazeny v zadné kruZnici
se stfedem O.

(1) Jak vypadaji maximaln{ fetézce (linearn€ usporadané podmnoziny) v B?

(iii) Na Obrazku 2.17 vpravo je vyobrazena mnozina C C C, kterd je sjednocenim otevie-
ného mezikruZi (tj. bez hrani¢nich kruznic), zelené mnoziny a pocatku (Cerveny puntik).
Rozmyslete si z definice, Ze 0 = min C a také 0 = inf C. Je 0 minimdlnim prvkem C?

(iv) Rozmyslete si, Ze mnoZina zelenych bodu sestdva vyhradné z maximalnich prvka C.
Dale ukaZte nékteré body C, které nad sebou nemaji Zddny maximdlni prvek.

2.5 Funkce

V fadé matematickych disciplin je zvykem rozliSovat mezi pojmy ,,funkce® a ,,zobrazeni®,
pricemZ funkce je obvykle zobrazeni s hodnotami v R nebo C. V teorii mnozin tomu tak
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obvykle neni, je naopak zvykem tyto vyrazy povaZovat za synonyma se stejnym vyznamem,
jako ma v béZné terminologii slovo ,,zobrazeni‘. Funkce, resp. zobrazeni, pro nds tedy neni nic
jiného nez relace spliujici jistou podminku:

2.47 Definice (funkce). M¢jme relaci R € A x B. lviekneme, 7e R je:

o funkce (t€Z zobrazeni) z A do B, jestlize plati

Vx e AVy,y € B: xRy AxRy — y =y, (2.5)

e prostd, jestlize plati

Vye BVx,x' € A: xRy AxX'Ry — x = x/; (2.6)

e na B (167 surjektivni®) , jestlize rng(R) = B, tj. jestlize

Vy e Bix € A: xRy.

2.48 Poznamka (Znaceni hodnot funkce). Smyslem definice funkce je zafidit, aby s kazdym
danym x € A byl v relaci nejvyse jeden prvek y € B. Pokud pro dané x takové y existuje,
je podle této definice jednoznacné urcené, a davé tedy dobry smysl toto y nazyvat, jak jsme
zvykli, hodnotou funkce (v bodé x). Znacime-li onu funkci tfeba ,, f , jsme zvykli jeji hod-
notu piislusnou bodu x znacit ,, f(x)“. Protoze tato hodnota y je uréena jednoznacné, je tedy
f(x) = y, aznaceni dava dobry smysl.

Aby bylo co nejjasnéjsi, Ze smysluplnost znaceni typu ,,y = f(x)* vyplyva z jednoznac-
nosti hodnot, predstavme si relaci f,°0 kterd ma v jistém bodé dvé rizné ,hodnoty* yq, ya, tj.
presné feceno, plati xfy; a zdroven xfy,. Kdybychom se v této situaci domdhali prava pou-
Zivat pro tyto ,.hodnoty* funkéni znaceni, tedy f(x) = y;, resp. f(x) = y,, ocitli bychom se
ihned v potiZich, nebot’ bychom museli uznat y; = f(x) = y,, odkud (vzhledem k tranzitivité
identity Cili rovnosti) y; = y,, coZ je ovSem Vv rozporu s predpokladem y; # y,. Jesté jinak
feceno, symbol f(x) by mél nejméné dvé mozné interpretace (zastupuje y;, nebo y,?), pficemz
by nebylo jasné, které z nich bychom méli dat prednost.

Predchozi odstavec snad jasné doklada, Ze aby znaceni typu f(x) = y fungovalo, musi byt
hodnoty f jednoznacné urcené, tj. musi byt splnéno (2.5), tj. f musi byt funkce.

2.49 Znaceni. Pro funkce obvykle volime jiné znaky neZ pro obecné relace, napiiklad f, g,

“Lze ficii R je na“ bez upiesnéni, na kterou mnozinu (v naSem piipadé je to B) R je; v tomto smyslu tedy
chipeme slova ,,surjektivni* a ,,na* jako pfidavnd jména a synonyma. Problém ovSem je, Ze informace o mnoZiné
B, vzhledem k niZ je funkce surjektivni, v tomto vyjadieni neni obsaZena. Kupfikladu se podivejme na funkci
sin: R — R: je jasné, Ze neni na, nebot’ rng(sin) = [—1, 1]. Na druhou stranu je ale zcela spravné fici, Ze funkce
sin je na [—1, 1].

SONebudeme ji nazyvat funkci, nebot’ nespliiuje definici.
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F, ¢, @ apod. Také definicni obor a obor hodnot se u funkci ¢asto znaci jinymi symboly nez u
obecnych relaci, naptiklad Dy = D(f) = dom(f), Hy = H(f) = rng(f).

Je-li f funkce a dom( f) = A, hovotime téZ o funkci A do B.!

Pokud f je funkce A do B (tedy dom(f) = A), piSeme f: A — B. Je dilezité mit na
paméti, Ze tento zapis obsahuje informaci, Ze f je definovand na celé mnozZiné A.

V dal§im se budeme drzet standardniho znaceni a pro relace f C A x B, které spliuji
definici funkce (2.5), budeme misto ,,x fy* psat ,,y = f(x)“.

2.50 Poznamka (O definicich funkce a prostoty). Porovnejme formule (2.5) a (2.6), které de-

finuji funkci a prostou relaci; podobnost mezi nimi je patrnd na prvni pohled. Podivame-li se

pozorné, vidime, Ze pii pfechodu od jedné k druhé dojde pouze k zdméné roli obou promén-

nych (tj. sloZzek usporddanych dvojic, z nichz se relace sklada). Re¢eno slovy, definice funkce

pozaduje, aby ke kazdému x € A existovalo nejvySe jedno y € B, a definice prostoty zase

74da, aby ke kazdému y € B existovalo nejvyse jedno x tak, Ze (v obou pfipadech) xRy.
Nyni se znovu podivejme na definici inverzni relace (viz t€z 2.3.1):

R!'= {(x,y) eEBxA: (y,x) ER}.

Tato jednoduch4 definice vlastné pouze ,,prohodi proménné* — tak z R vznikne R™!. Co bylo
pivodné y, je nyni x a naopak. Doufdm, Ze v tomto svétle (a ve svétle Obrazku 2.18) neni
prekvapivé, Ze plati:

Rjeprosti <«— R je funkece. 2.7)

413
1

Dodejme, Ze ,.byti inverzni relaci* se d4 chapat jako vzdjemny vztah relaci R a R™! v tom
smyslu, Ze také R je inverzni relaci k R™!. Pfesng vyjadieno tim mdm na mysli prost& rovnost
(R_l)_1 = R. (Ze toto je pravda je ziejmé: ,,dvojim prohozenim tloh x a y* se totiZ vratime
do vychoziho stavu.) Diky tomu k ekvivalenci (2.7) uz vlastné neni potfeba doddvat jeste jeji

dudlni verzi, tj. ekvivalenci:
R je funkce <«— R™!je prosta. (2.8)

nebot’ ta v disledku nese tutéz informaci.

Je urcCité dobré si rozmyslet, pro¢ presné to tak je. Bezprostfednim disledkem (2.7) je
ekvivalence: R™! je prostd, pravé kdyz (R_l)_1 je funkce. (Sta¢i dosadit R™! za R.) Ale
(R‘l)_1 = R, takZe dostdvdme (2.8). Zcela stejnym postupem lze odvodit také formuli (2.7)
z formule (2.8). Jedna lze (navic trividlné) odvodit z druhé, takze obé formule opravdu fikaji
totéz.

2.51 Poznamka (,,Funkce a jeji graf jedno jsou). (a) Funkce je definovana jako specidlni typ relace, jde tedy
o podmnozinu kartézského soucinu vychozi a cilové mnoZiny (vyse je to A x B). Mame-li tedy kuptikladu
néjakou funkci f R do R, tj. f: R — R, pak f neni ,pravidlo* nebo ,,vzorec” podle néjz z x € R

>ITj. bez predlozky ,z* pred ,,A*.
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B AX B A B x A f—1

f X

e
A Q

=

;X A |y B

Obrézek 2.18: Vlevo: funkce neni prostd; vpravo: inverzni relace je ,,prostd*, ale neni to funkce.

(b)

(©)

(d)

stanovime piislu$nou hodnotu f(x). Tento pohled na pojem funkce je omezujici (a nejasné definovany)
a my jsme ho v Definici 2.47 odmitli; misto toho takovouto funkci f chdpeme jako jistou relaci, tedy
f € R x R. Funkce f je tak prosté¢ mnoZzina bodt v roviné R x R.

Pokud ,,funkci® chdpeme jako néjaky ,,vzorec“, pak jeji graf, tj. jistd mnoZina bodd, je objekt jiného typu
neZ funkce sama,’”> byt ma se samotnou funkcf tizkou souvislost. P¥i tomto chdpani pojmu funkce bychom
tak meli f # graf f. Z pfedchozi pozndmky ale vyplyva, Ze po pfijeti nasi definice funkce uz nedava
smysl rozliSovat mezi funkci a jejim grafem. Méjte tedy na paméti, Ze toto rozliSeni sice mize nékdy
pridat na ndzornosti, striktné vzato je ale zbytecné.

Pro tuplnost si pfedstavme, jak by musela vypadat definice grafu funkce, pokud bychom se tento pojem
rozhodli zavést: Je-li f funkce z A do B,

graf f := {(x, f(x)) € Ax B: x € dom(f)}.

Jist€ jsou i jiné moZnosti, jak tuto definici zapsat, ty ale nutn€ budou ekvivalentni, pfijméme tedy tfeba tu
pravé uvedenou. Nynf ale dostadvame:

graf f = {(x, f(x)) € Ax B: x € dom(f)}
={(x,y) e AxB: x edom(f)Ay = f(x)}
={(x,y) e Ax B: x edom(f)A(x,y) € f}
={(x.y) € AxB: (x,y) € f}
=/

Predposledni rovnost plati, podminka x € dom( f') totizZ samozfejmé plyne z toho, Ze (x, y) € f, a je tam
tedy zbyte¢nd. Posledni rovnost je jasnd z toho, Ze f C A x B podle pfedpokladu. Na predposlednim fadku
je tedy jen zbytecné sloZité zapsand mnoZzina f (v duchu zbytecného, le¢ pravdivého zdpisu A = {x: x €
A} apod.). Dostali jsme tedy, Ze f = graf f, a graf funkce tedy nemd cenu definovat jako samostatny
pojem.

Z predchozich poznamek také plyne, Ze s funkcemi mizeme provadét v§echny béZné mnozinové operace:
jsou to prece relace, a relace jsou mnoziny. Jsou-li napiiklad f,g € R x R funkce (z R do R), pak
fUg € R xR, takZe f U g je néjakd relace. Samoziejmé ale neni zaruceno, Ze by relace f U g

2Graf prece neni vzorec a vzorec zase neni graf.
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musela byt dokonce funkci. Jisté si sami dovedete predstavit nespocet piipadi, kdy sjednoceni dvou grafd

vvvvv

sjednoceni dvou funkci je opét funkce (viz nasledujici cviceni).

2.52 Poznamka (Restrikce funkce). V pododdilu 2.3.1 jsme definovali (mimo jiné) restrikci
relace R na mnozinu Y a znacili ji znakem R|y. Protoze funkce (tj. zobrazeni) je specidlnim
piipadem relace, mame uz vlastné definovany také pojem restrikce funkce. Je-li f: A — B
jakdkoliv funkce, pak podle definice restrikce plati

fly ={(x. f(x)): x e Y},

tj. f|y je ¢ast funkce f odpovidajici pfesné tém bodim x € A, které soucasné patii do mnoziny
Y.

U restrikce funkce f: A — B je zvykem se omezovat na piipad ¥ C A, tj. f|y obvykle
uvazujeme za predpokladu, Ze mnoZina Y je obsaZena v defini¢nim oboru f.

Je snad jasné, jak by se Obrazek 2.12 adaptoval pro pripad, kdy R je funkce. (Prost€¢ bychom
misto dvou brambor odpovidajicich R namalovali vhodnou kfivku.) Z toho by mélo byt ziejmé,
Ze utvorit restrikci f na jistou podmnozinu defini¢niho oboru znamend tento defini¢ni obor
,,uméle omezit*.

Napfiiklad funkce sin je definovdna na R, nic ndim ovSem nebrani uvaZovat jeji restrikci
napiiklad na mnoZinu ¥ := [0, ]. Funkce sin|[o,,] je pak definovdna vyhradné v bodech
[0, 7]. (A mimochodem je prosta, coz z ni ¢ini funkci invertovatelnou; piislusna inverzni funkce
se jmenuje arcsin.)

2.53 Cviceni.
(i) Dokazte, Ze pokud libovolna inverzni funkce je prosta.
(ii) DokaZte, ze pokud f: A — B je bijekce, pak f~! je bijekce. (Viz téz Pozndmku 2.50.)
Pokud jste cetli Pozndmku 2.51, doporucuji také zamyslet se nad nasledujicimi dlohami.
(iii) Ukazte priklad dvou funkei f1, f> tak, ze f1 U f, neni funkce.
(iv) Ukazte pfiklad dvou funkei fi, f> tak, ze f1 U f, je funkce.
(v) Ukazte priklad dvou funkci f1, f> tak, ze f1 # f1 N f» # 0.

(vi) NapisSte béznou funkci sgn: R — R ve tvaru sgn = g; U g, U g3, kde g; jsou konstantni
funkce proi € {1, 2, 3}. Rozmyslete si platnost rovnosti

sgn = (—00,0) x {—1} U {(0,0)} U (0, 00) x {1}.



Kapitola 3

Zakladni vysledky TM

3.1 Subvalence a ekvipotence

V tomto oddilu probereme zdkladni zptisob porovnavani mnoZin podle poctu prvki: jak poznat,
Ze mnozina A ma nejvyse tolik prvki jako mnozina B (subvalence) a jak poznat, Ze obé mno-
Ziny maji stejny pocet prvki (ekvipotence). V pododdilu 3.1.1 dokdzeme, Ze ,,mit stejny pocet
prvki“ je relace ekvivalence a zamyslime se nad tim, jak je pomoci tohoto pozorovani mozné
definovat ,,pocet prvki* mnoziny, neboli jeji mohutnost nebo t€7 kardinalitu. Zejména ndm
pujde o nekone¢né mnoZiny, nebot’ v kone¢ném piipadé nam pro tento ucel postaéi prirozend
Cisla (v axiomatické teorii mnozin je ovSem potieba definovat i ta — coZ nds Cekad).

Vsimnéte si, Ze je podstatny rozdil mezi vypoveéd mi nasledujicich dvou typu:

(i) Mnoziny A a B maji stejny pocet prvkil.
Nebo: Objekty A a B maji stejnou barvu.

(ii) MnozZina A ma x prvki (stejné jako B).
Nebo: Objekt A je Cerveny (stejné jako B).

Umét porovndvat je zjevng jednodussi nez umét klasifikovat.! Pokud na stole stoji pfipravené
Salky na kavu, kazdy s vlastnim podsalkem, je mi okamzité ziejmé, Ze Salku je stejny pocet
jako podsalkt — aniz bych je musel pocitat. Nemusim tedy znat presné pocty $alki a podsalka,
abych védél, Ze je jich stejné. Podobné nemusim védét (a typicky to skute¢né nevim), jestli se
dand barva jmenuje karminovd, nebo granatovd, abych poznal (je-li tomu tak), Ze oba objekty
maji stejnou barvu (v idedlnim piipadg).’

Naproti tomu, vim-li, Ze $4lka je 17 a podsalki je také 17, mohu z toho odvodit, Ze je jich
stejny pocet, 1 kdyZ neprovedu jejich (aspont mentalni) sparovani. Analogicky, vim-li, Ze oba

Zde ,klasifikovat* znamend jednozna¢né piifazovat tifddm ekvivalence. Skute¢nost, Ze 74k Lojza napsal
pisemku 1épe neZ Zdk Ludva, ndm d4véa jen omezenou informaci o tom, jakou oba Zaci dostali z pisemky zndmku
— tj. jak byli za sviij vykon klasifikovdni.

2Piimér s barvami je potieba brét s rezervou. Ve skute¢nosti je problematické definovat, co je to barva, ba i
jednoznacéné rozpoznat, Ze dva objekty maji barvu stejnou.

55
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predméty jsou karminové Cervené, plyne z toho, Ze maji stejnou barvu (a nepotiebuji je napfi-
klad vidét soucasné a ve stejném osvétleni). K vypovédim druhého typu je potieba umét véc
zatadit do jisté tiidy: at’ uz jde o tfidu 17prvkovych mnozin nebo o tfidu karminové ¢ervenych
objektti. Vypovédi druhého typu jsou tedy v néjakém smyslu obsaznéjsi nez vypovédi typu
prvniho.

Nésledujici definice ndm umoZni poddvat o mohutnosti mnozin vypovédi prvniho typu. Ne-
dozvime se tedy, co to je pocet prvki (tj. mohutnost, tj. kardinalita), nau¢ime se v§ak mnoZiny
v tomto smyslu porovnavat. Je to podobné jako v Pozndmce 2.25, v niZ na zacatku umime
pouze porovndvat sméry primek (konkrétné: zname relaci rovnobéznosti; kazdé dvé primky v
této vzdjemné relaci bud’to jsou, nebo nejsou — v tomto smyslu tedy velmi zhruba porovna-
vame jejich sméry), vlastné ale neni jasné, co to je smér. Pravé na tu otdzku zminénd poznamka
nabizi moZné odpovédi, z nichz jedna, a to ta, kterd vyuziva tiid ekvivalence, je zde relevantni
pro dalsi vyklad.

3.1 Definice (Subvalence, ekvipotence). Bud’te A, B libovolné mnozZiny. Zavadime néasledujici
pojmy:

e Rekneme, Ze mnoZiny A a B jsou ekvipotentni a piSeme A =~ B, existuje-li bijekce
mnoZiny A na mnoZinu B.

e Rekneme, 7e A je subvalenmi B a piseme A < B, jestlize existuje prosté zobrazeni A
do B (definované na celé mnozZin€ A).

o Konecné fekneme, Ze A je ostre subvalentni B apiSeme A < B, jestlize A < B azaroven
A % B.

3.2 Poznamka. V této fazi vykladu by jiz ¢tenafi mélo byt zfejmé nésledujici:
e Vyrok ,,A ~ B* formalizuje intuitivni pfedstavu stejného poctu prvki 4 a B;
e vyrok ,,A < B formalizuje vétu ,,4 ma nejvyse tolik prvkd co B“;

e vyrok ,,A < B* formalizuje vétu ,,A ma méné prvkd nez B“.

3.1.1 Poznamky k ekvipotenci a mohutnosti

Tento pododdil obsahuje vesmés rozsifujici ivahy, které nejsou nezbytné pro dikaz Cantorovy-
Bernsteinovy véty. S vyjimkou Pozndmky 3.6 a Tvrzeni 3.8 je mozné (i kdyZ ne doporucené)
pfi prvnim Cteni pfeskocit az k oddilu 3.2 o Cantorové-Bernsteinové vété.

3.3 Priklad. V tomto piikladu budeme uvazovat dvé kone¢né mnoZiny A a B, které chceme
porovnat podle poctu prvki, aniz bychom se uchylili k ,,pocitani“ nebo jinym vypovédim za-
hrnujicim explicitni informaci o po¢tu prvkli mnoZin. Jinymi slovy v tomto piikladé budeme
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piedstirat neznalost klasifikace konecnych mnoZin podle poctu prvkii.® To jest, budeme predsti-
rat neznalost prirozenych ¢isel (chapanych ve smyslu koneénych kardindlit).
MnoZiny A, B budou vymezeny pomoci nasledujicich podminek.*

A ={a,b}, pticemZ a #b,
B ={a.B.y}, piiCemz a#p. p#y. y#a

Nejprve ukazeme, ze A < B: k tomu definujme funkci f: A — B v jednotlivych bodech
defini¢niho oboru takto:

fla)=a, f(b)=§.

Je zfejmé, Ze f je prostd, protoZe v kazdém z obou (je totiZ a # b) bodl definicniho oboru
ma jinou (je totiZz @ # B) hodnotu. Nasli jsme aspon jedno prosté zobrazeni A — B, ¢imzZ je
dokéazano, ze A < B.

Nyni dokdzeme, Ze A % B, aniZ bychom ,,spocitali‘ prvky obou mnoZin. Pro spor pifed-
pokladejme, Ze A ~ B, tedy Ze existuje bijekce g: A — B. Provedeme rozbor moZnosti, ve
kterém bereme v tvahu, Ze g(a) # g(b), nebot’ g je podle predpokladu prostd (dokonce je to
bijekce):

e g2(a) =a:

— pokud g(b) = B, pak y ¢ rng(g);
— pokud g(b) = y, pak B ¢ rng(g).

° gla) =
— pokud g(b) = «, pak y ¢ rg(g);
— pokud g(b) =y, pak & ¢ rng(g).
° gla)=y:
— pokud g(b) = B, pak « ¢ rng(g);
— pokud g(b) = «, pak f ¢ rng(g).

V kazdém ze 6 moZnych piipadl (evidentné jsou vsechny) n&jaky prvek B chybi v oboru

3Tu se vétSina modernich lidf uéf uz v predikolnim véku; jestlipak se od této hluboce vZité znalosti dokdZeme
na okamZik oprostit?

4Tyto podminky jsou na prvni pohled pongkud kostrbaté: Norm4lné bychom totiZ napsali, Ze A = {a, b} je
dvouprvkova, z ¢eho? je jasné, Ze a # b. Podobné pro B = {a, 8, y} bychom napsali, Ze je tfiprvkovd, takze
74dné dva znaky z «, B, y nezastupuji tentyZ objekt. Rekli jsme ale, Ze se pro tento piiklad vyhneme explicitnim
vypoveédim o poctu prvklii mnozin.
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hodnot g.° Funkce g proto neni na B, coZ je spor® s piedpokladem, Ze g je bijekce, a zadn4
bijekce mezi témi dvéma mnoZzinami tedy neexistuje.

Aniz bychom znali presné pocty jejich prvki, jsme tedy dokazali, Ze mnoziny A a B nejsou
ekvipotentni. Vime A < B A A % B, celkem tedy muZeme ucinit zavér, Zze A < B, tj. ,,A ma
ostfe mensi pocet prvkil nez B . Tento zaver vas patrné piili§ nepfekvapil, zajimava je (aspon
pro mé) pouZitd metoda.

Je zfejmé, Ze analogickym zplisobem je v principu mozné porovnat podle poctu prvki li-
bovolné dvé kone¢né mnoZiny — a to bez znalosti piirozenych &isel.” Skvélé! A

3.4 Cviceni (Logicka definice dvouprvkové mnoZiny). Nejprve si uvédomime, jak l1ze definovat
prazdnou a neprazdnou mnozinu. Pokud bychom uz védéli, co je to pocet prvkii mnoZiny,
neboli jeji mohutnost, staCilo by prazdnou mnozinu definovat jako mnoZinu majici 0 prvkd
a neprdzdnou mnozinu jako mnoZinu majici jiny pocet prvkl nez 0: Napiiklad: A se nazve
prazdna, pokud |A| = 0 apod. Tato definice vSak zdvisi na znalosti dal§ich pojmu uvnitf teorie
mnoZin, jmenovité mohutnosti mnoziny.® Cisté logickd definice prazdné mnoziny mize byt
napiiklad takovéto:
A je prdzdnd g Vx:x ¢ A.

Neprazdnd mnoZina by pak méla byt kazda takov4, kterd neni prazdnd (negace), tj.

def.
A je neprdzdnd <= dx: x € A.

Pokuste se nyni definovat nejprve jednoprvkovou a pak také dvouprvkovou mnoZinu po-
moci logickych formuli, aniz byste se uchylili k pouziti pfirozenych ¢isel. Mnozinu si oznacte
opét tieba ,, A a zanéte slovy ,Rekneme, 7e A je dvouprvkova g. .. *“. Definice bude asi
muset obsahovat néjaké kvantifikatory, logické spojky, znak ,,€* atd.

Pokud si nebudete jisti svym feSenim, zkuste ho otestovat na jednoduchych piikladech.
Kuprikladu, jestlipak prazdnd mnozina spliiuje vasi definici? Pokud ano, moZzna své feseni
budete chtit revidovat. A tak podobné.

O nékolik stran dal najdete pro tuto tilohu Reseni 3.10.

3.5 Poznamka (Stru¢né o rozdilu mezi tfidou a mnozinou). NasSe definice relace (odstavec 2.10) se z didaktickych
ddvodl omezuje na relace na mnoZinach; v poznamce pod Carou se tam ale 1ze docist, Ze toto omezeni neni nutné,

Ize uvaZovat i relace na tzv. tFiddch. ProtoZe nyni na chvili potfebujeme pracovat s touto obecnéjsi definici relace,
hodi se asponi stru¢né naznacit rozdil mezi mnoZinou a tfidou.

3Striktng vzato tento argument stdle neni tiplny. Dokonéime ho napiiklad pro prvni z onéch 6 uvazovanych
piipadi: V tomto piipadé je rng(g) = {w, B}. Podle pfedpokladu je ovSem y # « a y # f, takZe y v oboru
hodnot funkce g skutecné chybi, a proto g nenf na.

Tento ditkaz by Sel preformulovat i takto: Vyzkous§ime vSechny varianty, jak lze za¢it definovat hledanou
bijekci, a postupné ukdZzeme, Ze Zddn4 z nich nefunguje. Je zfejmé, Ze piislusny rozbor moZznosti by byl v podstaté
stejny jako ten, ktery jsme provedli pfi dikazu sporem.

"Ptesnéji: bez znalosti koneénych kardindld.

8Navic by bylo dosti zvlastni (aZ nevkusné) definovat tak jednoduchou véc, jako je prazdnd mnoZina, pomoci
relativné sloZitého konceptu mohutnosti mnoZiny.
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Trida je pomocny pojem v axiomatické teorii mnoZin;’ je-li ¢ né&jakd vlastnost, kterou kazdy objekt bud’to
m4, nebo nemd, pak lze uvazovat tfidu vSech objektl s touto vlastnosti: {x: ¢(x)}. Oznacime-li tuto tfidu @ =
{x: @(x)}, pak psat x € @ znamena totéZ jako psat ¢(x), neboli ,,x ma vlastnost ¢ “. Kazdd mnoZina je soucasné
tfida, ale ne kazd4 tfida je mnozina (oboji nahlédneme pozdéji). Lze tedy fici, Ze mnoZiny jsou specidlni pripady
tiid, a také, Ze nekteré tfidy jsou mnoziny. Pro¢ ale zavadét takovéto rozliseni? Russelliv paradoxukazuje, Ze ne
vSechny intuitivni ,,soubory‘ objektil je mozno chédpat jako mnoziny se vsim, co to obndsi:

Jsme totiZ zvykli, Ze s mnoZinami jsme opravnéni vykonavat urcité operace. Je-li napriklad A néjaka mnoZina
a ¢(x) n&jaka vlastnost, kterou prvky x € A mizou mit, je pro nas denni chléb vybrat v§echny prvky A s vlastnost{
¢ a seskupit je do nové mnoziny; symbolicky: B = {x € A: ¢(x)}. (Pfesné to déla konstrukce Russellova
paradoxu, kdyZ z mnoZiny vSech mnoZin vybird pravé ty, které nejsou vlastnim prvkem.) Dalsi béZnd véc, nad
kterou bychom se sotva kdy pozastavili, je, Ze mnoZina je opravnéna byt prvkem jiné mnoZiny. (Napiiklad R €
{R}.)

Jak ndm ukdzal Russell (a riznymi jinymi zptsoby mnozi{ dal$i po ném), takovéto svobodné nakladani s libo-
volnymi soubory/mnoZinami (v NTM ovSem neni rozdil mezi ,,souborem* a ,,mnozZinou‘) mize vést ke sportim.
Axiomaticka teorie mnoZin je navrzena tak, aby takovéto spory nemohly vzniknout; kvili tomu musi byt nékteré
,»soubory“ objektl poniZzeny z mnoZin na pouhé ##idy, ¢imz napiiklad ztraci pravo stit se prvkem jakékoliv tiidy
(tim méné sméji byt prvkem mnoZziny). Tridy, které nemaji status mnoziny, se nazyvaji viastni t¥idy. Intuitivné
vzato je to mnohdy kvili tomu, Ze jsou takové soubory ,,pfili§ velké* nebo ,,pfilis slozité, aby mohly byt mnoZi-
nami. T¥idy si nicméné zachovavaijf pravo obsahovat libovolné mnoZiny'?, ale neni mozné s nimi provadét viechny
b&Zné mnoZinové operace (pouze nékteré'").

Podrobnéji probereme pojem t7idy pozdéji, nyni pouze doddvam, Ze piikladem vlastni tfidy v axiomatické
teorii je univerzum mnozin V. = {x: x = x}. Mé&lo by byt jasné, Ze V obsahuje vSechny objekty, které jsou
identické samy sob¢; tedy vsechny objekty. ProtoZe v axiomatické teorii jsou objekty pouze mnoziny, je namisté
nazyvat V univerzem mnoZin.

3.6 Poznamka (Univerzum mnozin V a = jako relace na ném). DrZzme se znaceni V pro
univerzum vSech mnozin. Pracujeme-li v NTM, pak Ize psat V = {x: x je mnoZina}, pfiCemz
samo V je (podle naivni ,definice® mnoZiny) také mnoZina. V axiomatické teorii mnoZin je
pak V = {x: x = x} a neni to mnoZina (jak je moZné dokazat), nybrz pouze vlastni tiida (viz
Poznamku 3.5), ale toto rozliSeni neni pro tento odstavec prilis dilezité.

V Definici 3.1 jsme pro A, B € V zavedli znaCeni A &~ B pro pripad existence bijekce A
na B. Symbol ,,~* tak 1ze chdpat jako relaci na V, a to v nasledujicim zcela presném smyslu:

~ = {(A,B) € V x V: existuje bijekce f: A — B}.

I vzhledem k vyznamu ,,stejného poctu prvki“, ktery s relaci &~ spojujeme, se nabizi otazka,
jestli se jedna o relaci ekvivalence. Je tomu skutecné tak, coz v ditkazu Tvrzeni 3.8 prokdZzeme
ovérenim vSech tif axiomu z definice ekvivalence: reflexivity, symetrie a tranzitivity.

9Presnéji: v Zermelové-Fraenkelové teorii mnoZin, kterou v tomto textu mam na mysli vzdy, kdyZ pisu
»axiomaticka teorie mnoZzin* bez dal§iho upresnéni.

10V NTM by to mohly byt libovolné objekty, ale uz jsme fekli, e v NTM pojem t¥idy nehraje roli. Naproti tomu
v axiomatické teorii (kde tfidy zavedeme) jiné objekty neZ mnoZiny nemdme. (Doddvam, Ze z pravé uvedeného
vyplyva, Ze viastni tfidy nebudeme povaZovat za objekty.)

!Sjednocent tifd je napiiklad povolend operace a funguje takto: Mame-li dvé ,,vlastnosti objektd* ¢ a v, pak
lze psat {x: @(x)} U{x: ¥(x)} = {x: ¢(x) VvV ¥(x)}. Jisté¢ uhodnete, jak by bylo mozné definovat prinik dvou
tfid nebo co to znamen4, Ze je jedna tfida obsaZena v druhé (tj. jak bychom definovali vyraz ,,@ C ¥*“, kde

@ ={x: p()ja¥ ={x: yx)}.
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Ctenafi viele doporuduji si tyto vlastnosti dokédzat samostatné. K tomu je pochopitelné po-
treba vzpomenout si na definice onéch tii vlastnosti a pak je spravné interpretovat v kontextu
relace &, coZ ov§em neni t¢Zké. Dikaz by se v tomto textu nicméné objevit mél:

3.7 Znaceni. Univerzum mnoZin (at’ uz v NTM nebo v axiomatické teorii — viz Poznamku 3.6)
zna¢ime symbolem V.

3.8 Tvrzeni. = je relace ekvivalence na V.

Diikaz. Reflexivita: Strucné feCeno: Staci uvazovat identické zobrazeni. Je-li A € V libovolna
(fj. A je libovolnd mnozina), mame dokdzat platnost A ~ A, tj. najit bijekci A na A. K tomu
postaci identické zobrazeni definované na A:

Ids: A —> A definované predpisem Id4(x) := x.

Je zfejmé, Ze Id4 je bijekce A na A (rozmyslete si, Ze je skutecné prosté i na).

Symetrie: Stru¢né reCeno: stai vzit inverzni zobrazeni. Necht A, B € V jsou libovolné
mnoZziny spliujici A ~ B; mame dokdzat B ~ A. Nas predpoklad znamen4, Ze existuje néjaka
bijekce f: A — B.ProtoZe f je prostd, je f ! dobie definovan4 (a automaticky je také prost4,
jsouc inverzni funkci — viz téZ Cviceni 2.53). ProtoZe f je také na B, je f ! definovdna na celé
mnoZiné B, a protoZe f je definovéna na celé A4, je f ! na A. Tedy f~': B — A je bijekce,
tj. B &~ A, a dikaz symetrie je hotov.

Tranzitivita: Stru¢né feCeno: Staci uvazovat sloZeni bijekci (coZ je opét bijekce): Necht’
A,B,C € V spliuji A ~ B a B ~ C; mame dokdzat A ~ C. Z predpokladu vyplyva
existence bijekci f: A — Bag: B — C. Polozime-litedy h = go f,jeh: A — C.
Pozorovani, Ze se jednd o bijekci, budiz ponechano ¢tenéfi jako snadné cvicenti (,,sloZeni bijekci
je bijekce*). [

3.9 Poznamka (Kardindly jako tfidy ekvivalence). Zde ukdzeme mozné zavedeni kardindlt
jako tfid ekvivalence. Pak je ov§em vhodné pro kazdou tfidu dodat vhodného reprezentanta, o
coz se postardme v piikladé niZe.

3.10 ReSeni (Logickd definice dvouprvkové mnoZiny). Jednoprvkovou mnoZinu Ize (bez pou-
ziti kone¢nych kardinal() definovat Cisté pomoci logiky takto:

def.
A je jednoprvkovd S5 3aVxiae A (x e A— x =a).
Dvouprvkovou mnoZinu lze Cisté logicky definovat takto:

def.
A je dvouprvkovdi <= Ja b Vx:ac€c ANbe Arna#bA(x€EA—>x=aVx=D>»).

Jisté je nyni ziejmé, Ze podobné (s rostouci délkou formuli) je v principu moZzné definovat také
tiiprvkovou mnozinu, ¢tyfprvkovou mnoZinu atd.



KAPITOLA 3. ZAKLADNI VYSLEDKY TM 61

Zaroven je zfejmé, Ze tento pristup je krajné neprakticky, nebot’ uz definice n-prvkovych
mnoZin pro relativné mald Cisla n rychle nabobtnaji na nednosnou délku. Co je pro nds za-
jimavé, je ona principidlni moZnost vyhnout se pouziti formalnich pfirozenych Cisel (viz téz
nasledujici poznamku).

3.11 Poznamka. Na vyse uvedeném feSeni miize byt matouci pouZiti ,,pfirozenych ¢isel v samotnych nazvech
jako ,.dvouprvkova“. Jako by tedy §lo o definici kruhem. Toho se 1ze zbavit napiiklad pouZitim jinych slov, kterd
neodkazuji na &isla.'” Mnohem spravnéjii feSeni je ale piiznat si, Ze s pfirozenymi Cisly v pfirozeném jazyce
nevyhnutelné pracujeme, nejsou to ovSem prirozend ¢isla v teorii mnoZin, tj. nejsou to matematické objekty; Casto
se jim Tika intuitivai pFirozend isla'® a v logice je zdsadni je odliSovat od &isel piirozenych, které mohou byt

voevs

primitivnimi pojmy nebo konstrukty v rdmci néjaké obecnéjsi teorie (napf. teorie mnoZin). Rozdil mezi témito
dvéma chapanimi ¢isel Ize ilustrovat na nasledujicich dvou vétach:

(a) Dokdzali jsme dvé dilezité matematické véty.

(b) Mnozina {0, 1} ma mohutnost 2. (Symbolicky: [{0, 1}| = 2.)

Je snad jasné, Ze tyto dvé vypovédi pouzivaji pfirozend ¢isla na jiné drovni. V pfipadé (a) jde o intuitivni pfirozené
Cislo, v piipadé (b) je 2 € N, tj. prirozené Cislo.

3.12 Priklad (mnoziny o riznych konecnych poctech prvka). A

3.2 Cantorova-Bernsteinova véta

V této Casti si dokaZzeme jeden z kliCovych vysledki teorie mnoZin, Cantorovu-Bernsteinovu
vétu. Nejprve vyslovime jeji znéni a potom se chvili budeme vénovat zdanlivé jinym vécem,
abychom je posléze pouzili pri dikazu této dileZzité véty.

3.13 Véta (Cantor-Bernstein). Bud’te A, B mnoZiny. JestliZe A < B a B <X A, potom A ~ B.

3.2.1 Véta o pevném bodé

Tento pododdil obsahuje pojmy a vysledky, které jsou zajimavé samy o sobé, my je ale probi-
rame hlavné kviili nasi snaze podat elegantni a prehledny dikaz Cantorovy-Bernsteinovy véty.
Budeme potfebovat pojem potence mnoziny, tj. mnoziny vSech podmnoZin. S pojmem potence
uz jsme se seznamili vyse v odstavcich 2.31, 2.32 a 2.33. Zejména posledné jmenovany odsta-
vec je pro nas nyni podstatny, nebot’ se v ném ukazuje, Ze potenci lze pfirozenym zpisobem
usporadat pomoci relace inkluze: mame-li kuptikladu 4, B € #(X), jsou A i B podmnoZiny
téZe mnoziny X, a ddva velmi dobry smysl ptat se, plati-li A € B nebo B C A (popf. nic z
toho, nebo naopak oboji v pfipadé rovnosti A = B).

3.14 Definice (Uplny svaz). Rekneme, Ze neprazdna uspofadana mnoZina (X, <) je uplny svaz,
jestlize libovolna jeji neprazdna podmnoZina ma v X infimum i supremum.

2Misto ,jednoprvkova* miizeme pouZit vymyslet umélé slovo jako ,Jlaprvkova*, misto ,.dvouprvkova* bu-
deme psat ,lalaprvkova“ atd.
13Té7: metamatematickd pfirozena &isla
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3.15 Véta. Je-li X libovolnd mnoZina, pak (P (X), C) je uplny svaz.

Diikaz. Budiz dana libovolnd neprazdnd A < & (X); madme dokdzat, Ze A ma vzhledem k
uspofaddni C infimum i supremum v & (X). ProtoZe A je jistd kolekce (tj. mnoZzina) podmno-
Zin mnoZziny X, je jisté [ JA € X a[)A € X: sjednotim-li nékolik podmnoZin X (a to ty,
které jsou v kolekci +), dostanu jisté opét podmnoZinu X a stejné tak i pro prunik. Tytéz fakty
lze zapsat také takto:

UaerX) a [(AerX)

Dokédzeme, ze | ) A = supc +. To podle definice suprema (2.39) obnasi dokdzat, Ze (a) A
je horni zdvora kolekce 4 a (b) je ze vSech hornich zdvor 4 nejmensi. Abychom nahlédli
platnost (a), staci si uvédomit, Ze skutecné pro libovolnou mnoZinu B z kolekce 4, mame
B C |J . To je ale jasné, protoZe i B sama je jednou ze ,.sjednocovanych® mnoZzin, které
dohromady daji | J 4. Zbyva tedy pouze ukézat (b); budiz tedy ddna H € P (X), libovolnd
jind horni zévora kolekce #. To, Ze H je horni zdvora + znamend, Ze ,libovolny prvek +4 je
pod H “, neboli libovolnd mnoZina B € A spliiuje B € H. To ovSem trividlné¢ implikuje, Ze i
sjednoceni vSech takovych B je podmnoZinou H, neboli | A € H.

Dikaz rovnosti () A = infc # je analogicky: ukdZeme, Ze (a) () 4 je dolni zavora kolekce
A a (b) je ze vSech dolnich zdvor A nejvétsi. Pokud o né mdte zdjem, jisté si podrobnosti
zvladnete doplnit. O]

3.16 Definice (Neklesajici funkce). Necht’ (X, <) je usporddand mnozina. Funkci f: X — X
nazveme neklesajici na X, jestlize

Va,be X:a <b— f(a) < f(b).

3.17 Poznamka. Pravé uvedené je ve shodé€ s definici neklesajici funkce, kterou znate ze za-
kladniho kurzu matematické analyzy; jediny rozdil je v tom, Ze nyni misto uspordddni < na
(podmnoziné) R uvazujeme obecnou usporddanou mnozinu. Jde tedy samoziejmé o vyrazné
zobecnéni onoho pojmu zndmého z analyzy.

Pripomenme jednoduchou neformalni poucku, podle které ,,neklesajici funkce je jako ros-
touci, ale ma navic povolené konstantni dseky ““.

3.18 Definice (Pevny bod). Necht' f je libovolnd funkce. Jestlize f(u) = wu, nazveme u
pevinym bodem f . Pokud tedy existuje u € dom( f) tak, Ze f(u) = u, fikdme Ze f md pevny
bod.

3.19 Véta (O Pevném bod¢€). Bud’ (X, <) uplny svaz a bud’ f: X — X neklesajici funkce.
Pak f md pevny bod.

Diikaz. Dukaz rozd€lime do né€kolika krokti. V tom prvnim si v§imneme, Ze libovolny tplny
svaz md minimum. Skutecné, X sama je jisté¢ neprdzdnou podmnoZinou X, a tedy md podle



KAPITOLA 3. ZAKLADNI VYSLEDKY TM 63

definice dplného svazu infimum. Ozna¢me ho a = inf< X. OvSem a € X, nebot’ X nyni pred-
stavuje nejvetsi mnoZinu, ze které prichdzi v dvahu brat infima (a suprema), jejichZ existence
se postuluje. Mame tedy

a = iEfX, pficemz a € X,

a tedy a = min X, nebot’ infimum je jista dolni zdvora a je-li dolni zdvora mnoziny soucasné
jejim prvkem, jde zjevné o minimum (viz téZ CviCeni 2.44).
V druhém kroku definujeme mnoZinu

B:={beX:b< f(b)}.

Vsimnéme si, Ze @ € B, neboli ze platia < f(a). Skutecné, a, f(a) € X (jelikoz f: X — X))
aa = min X, takze nutné @ < f(a). Tedy a € B, a B je tedy neprazdnou podmnoZinou
uplného svazu X. Ma tedy supremum; ozna¢me

u = sup B.
<

<

V poslednim kroku zjistime, Ze u je pevny bod funkce f. Dikaz si rozdélime do dvou Casti.

e Tvrdim, Ze f(u) je horni zdvora mnoziny B. Zvolme tedy libovolny prvek b € B a
dokazme, ze b < f(u): Protozeu = sup B ab € B, je b < u. Odtud aplikaci monotonie
f plyne f(b) < f(u). Navic b € B podle definice B znamena b < f(b). Posledni dvé
nerovnosti zapsany za sebou uZz jsou skutec¢né sugestivni: b < f(b) < f(u). Tranzitivita
usporadani < nyni dava b < f(u). ProtoZze b byl libovolné zvoleny prvek B, je f(u)
horni zavora B.

e Protoze f(u) je horni zavora B a u je (jsouc supremem) ze vSech takovych nejmensi,
mame u < f(u). Aplikaci monotonie f na tuto nerovnost ovSem dostavame f(u) <
f(f(u)), takze f(u) € B podle definice B. To ov§em znamend, Ze f(u) < sup B = u.
Mame tedy jak u < f(u), tak i f(u) < u. Slabd antisymetrie < tedy implikuje u =
f(u), a dikaz je hotov. ]

3.20 Priklad. Necht' f: [0,1] — [0, 1] je libovolna neklesajici funkce (kde [0,1] € R je
uzavieny interval). Pak podle Véty o pevném bodé existuje x € [0, 1], pro né&jz f(x) = x.

V tomto piipadé je pevny bod obzvlast’ ndzorné predstavitelny, nebot’ je to pravé takovy
bod, ve kterém se funkce dotyka diagonaly ctverce [0, 1] x [0, 1].

Uvedené tvrzeni pro funkci f: [0, 1] — [0, 1] neni nijak zvlast’ dileZzité a uvadim ho zde
pouze pro zajimavost. Pozoruhodné je absenci piedpokladu spojitosti funkce f: ve Ctverci
[0,1] x [0, 1] se vam zkratka nemilZe podafit nakreslit graf neklesajici funkce, ktery by ne-
protinal diagondlu. Naproti tomu pro dikaz Bolzanovy véty (kterd fika, Ze spojitd funkce na
[0, 1] takova, Ze f(0) < 0 < f(1) ma v n€jakém bodé hodnotu 0) je predpoklad spojitosti
zasadni. A
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3.2.2 Dukaz Cantorovy-Bernsteinovy véty
V ditkazu podstatnym zpiisobem pouZijeme nasledujici znaceni.

3.21 Znaceni. Je-li f: A — B funkce a M C A je libovolna podmnoZina, pouzivame nasle-
dujici znacent:

fIM]:={f(x): x € M}.

3.22 Poznamka. Pravé zavedené znaceni znamend, Ze f[M|] je mnoZzina sdruzujici vSechny
obrazy prvka M. Nejde tedy obecné o prvek B (prvky jsou jednotlivé hodnoty f(x) pro x €
A), nybrz o podmnozinu B, tj. f[M] C B. Specidlné tedy plati

fldom( f)] =rmg(f), tojest, chcete-li, f[]D)f] = Hy.

Skute¢ni labuznici miizou dokonce pouZzit pravdivy zapis (pro M C A)
fIM] = mg(f|m)-

Mizeme si také v§Simnout, Ze liboviné funkci f: A — B odpovida odvozend funkce f : P(A) —
P (B), ktera misto prvkd A (resp. B) pracuje s podmnoZinami A (resp. B) takto:

Pro U € P(A) polozme f(U) := f[U] € P(B).

Je jasné, Ze vzdy muzeme priejit o droven vy$ a dané funkci prifadit timto zpisobem jistou
funkci odvozenou. V opacném sméru to obecné mozné neni, coz 1ze nahlédnout celkem lehce
se znalosti kardinalu.

Diikaz Véty 3.13. Méjme déany libovolné mnoZiny A, B, které spliuji predpoklady A < B
a B < A; mame najit bijekci A na B. Podle uvedenych predpokladi existuji prosté funkce
f:A— Bag: B — A. Vime, 7e dom(f) = A adom(g) = B, neni ale Zddny divod se
domnivat, Ze by jedna z funkci byla surjektivni, ani véfit, Ze existuje néjaka souvislost mezi f
a g. S jejich pomoci ale musime zkonstruovat bijekci obou mnozin.

Zacneme zavedenim pomocného zobrazeni H: P(A) — P(A), ato pro U € P (A)
takto:'*

HU) = A\g[B\ f[U]].

Predpis pro H vypadd sloZzité, ale nasledujici usek dikazu ndm ho pomtze celkem snadno
pochopit. N&s cil bude dokazat, Ze H je monoténni funkce na usporddané mnoziné (£ (A4), C).
Bud'te tedy dany U, V € £ (A) takové, ze U C V. Nasledujici sled odvozeni dokazuje Zadanou

“4Je U € P(A), &ili U C A. Presto ale piSeme H(U) misto H[U], protoZze H bude zobrazeni, které kazdé
podmnoziné mnoZiny A prifadi (jako svij obraz) podmnozinu mnoZiny B. Naproti tomu tfeba f je zobrazeni,
které ,,ptisobi na drovni prvkii A*, nikoliv podmnozin. Proto, kdyZ chci ,,do f dosadit mnozinu U € A“, musim
pouzit Znaceni 3.21, tj. hranaté zavorky misto kulatych (ty jsem u f opravnén pouzit pouze na drovni prvkii A).
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monotonii H a zaroven je z néj vidét, jak postupné z U utvorime H(U) (a totéz pro V):

UcV= flUC fIV]
= B\ f[U]2 B\ f[V]
= g[B\ fIU]] 2¢[B\ f[V]]
= A\g[B\ fIU]] < A\g[B\ f[V]]
H(U) H(V)
= HU) < H(V).

Stru¢nd zdivodnéni jednotlivych krokt: (1) Zobrazim-li (zobrazenim f) mensi mnoZzinu, do-
stanu méné obrazu. (2) Odectu-li mensi mnozinu, vysledek bude vétsi. (3) Obraz (pii g) vetsi
mnoziny je vétsi. (4) Odectu-li vétSi mnozinu, vysledek bude mensi. (5) Leva strana je pfesné
H(U), prava strana je H(V'). Celkem jsme tedy z U C V odvodili H(U) € H(V'), coz zna-
mend, Ze H je monoténni, a to na uspordadané mnoziné (#(A4), ), o niZ podle Véty 3.15 vime,
7e je to uplny svaz.

Podle Véty 3.19 ma tedy funkce H néjaky pevny bod. Jinymi slovy existuje U € £ (A)
takovd, ze H(U) = U. To nam umozni jednoduse definovat bijekci A na B.

Nejprve si pojd’me podrobnéji uvédomit, co nalezend mnoZina U spliiuje. Vime, ze H(U) =
U, podle definice zobrazeni H tedy mdme

U=A\g[B\ f[U]]. 4.
A\U =g[B\ f[U]]. 4.
g7 '[A\U] =B\ f[U]. (3.1)

Nyni definujeme funkci #: A — B a nasledné s pomoci rovnosti (3.1) dokdzeme, ze h je
bijekce (¢imz bude dikaz véty dokoncen):

f(x), jestlizex e U

h(x) :=
g7 1(x), jestlizex € A\ U.

Rozeberme si to. Na mnoziné U je tato nova funkce 4 definovéana stejné jako f (a je tam tedy
prosta, protoZe f je podle predpokladu prostd dokonce na celém A). Na zbytku, tj. na mnoziné
A\ U, je h definovdna jako ¢!, tedy je tam stejnd jako inverzni funkce ke g. Pro¢ to ddva
smysl? Pfedné je potfeba fici, Ze g je prosta (opét podle pfedpokladu), a tedy mé inverzni funkci
g~ L. Nynf si potfebujeme uvédomit, Ze je g~ ! definovana aspoii na A\ U; to viak plyne z (3.1).
Inverzni funkce g~ ! je navic automaticky prostd, tim spie je tedy prostd na podmnoZiné svého
defini¢niho oboru (jmenovité 4 \ U).

Funkce / je tedy skute¢né definovana na celé mnoziné A = U U (A \ U) a je navic prosta

bNY3

,zv1ast’ “ na mnozindch U i A \ U. Presné feCeno to znamend, Ze kdykoliv mame dva prvky
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X1, X2 € A, X1 # X, které jsou bud’to oba prvky U, nebo oba prvky A\ U, pak h(x1) # h(x3).
Zbyva si tedy uvédomit, Ze stejnd nerovnost plati i v piipadé ze x; € U ax, € A\U. V takovém
pripadé ovSem mame:

h(x,) € h[U] = f[U],
h(x2) € h[A\ U] = g~ '[4\U]'Z B\ f[U].

Protoze f[U]a B\ f[U] jsou (samoziejmé&) disjunktni, pricemz h(x,) patii do prvni z nich a
h(x>) je prvkem druhé, dostavame h(x;) # h(x,). Konecné tedy vime, Ze & je prosta.

Abychom nahlédli, Ze h je nejen prosta ale také na (a je to tedy bijekce), jesté jednou
prozkouméme rovnost (3.1). Zvolme libovolné y € B; pokud” y € f[U] = h[U], pak y je v
oboru hodnot /. V opa¢ném piipadg, pokud y ¢ f[U], pochopitelné mdme'® y € B\ f[U] &
g '[A\ U] = h[A\ U], a opét y je v oboru hodnot /. Prvek y tedy ndleZi obrazu /& v obou
moznych pripadech, a & je tedy opravdu na B.

Zkonstruovali jsme funkci #: A — B a dokézali jsme, Ze je to bijekce. Tedy A ~ B, a
dikaz je hotov. [

3.3 Mohutnosti mnozin

Jak vime, mnoziny se mohou li§it poctem prvkd, ¢ili mohutnosti. Je-1i tento pocet konecny, ho-
vorime o konecnych mnoZindch. Nase intuice funguje v tomto pfipadé spravne; mimo jiné ndm
napovida, Ze kazdému moznému kone¢nému poctu prvki by mélo odpovidat néjaké piirozené
¢islo. V principu je mozné toto Cislo zjistit tak, Ze prosté prvky mnoZiny spocitdme: v jakém-
koliv pofadi prvkim mnoZiny pfifazujeme Cisla 1,2, 3,..., dokud je vSechny nevycerpdme;
posledni pfifazené ¢islo odpovidd mohutnosti nasi mnoZiny.

Pokud je mnozina nekonec¢nd, proces ,,pocCitdni‘‘ se nezastavi na Zadném pfirozeném Cisle
(to by znamenalo, Ze prvkl je konecné mnoho), a tedy kazdé pfirozené Cislo bude nakonec
vycCerpano. Nékdy se stane, Ze timto zptisobem najdeme bijekci mezi nasi nekone¢nou mnozi-
nou a N; v takovém piipadé mluvime o spocetné mnoZiné a onu bijekci chdpeme prosté jako
ocislovani vSech prvkl mnoZiny pfirozenymi Cisly. Vlastné jde tedy o sefazeni prvkii mnoziny
do posloupnosti (indexované prvky N).

Jak ale vime uz z Véty 1.3, ne vzdy je to mozné: R je prikladem nekone¢né mnoZiny,
jejiz prvky se nedaji sefadit do posloupnosti. Neexistuje bijekce mezi R a N, tj. R % N. To
znamend, ze mame dvé nekonecné mnoziny s riiznym poctem prvkii, takze existuji ,,razné velka
nekonecna®. Tento Cantortiv objev vold po zavedeni ndsledujici terminologie, kterd poskytuje
nejhrubsi déleni nekone¢nych mnozin podle poc¢tu prvki:

3.23 Definice (spocetné a nespocetné mnoziny). Necht' A4 je mnoZina. Rekneme, Ze A je:

15Posledni rovnost plyne z definice .
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e spocetnd, pokud A ~ N;
e nejvyse spocetnd, pokud A je kone¢nd nebo spocetnd;
e nespocetnd, pokud A neni nejvyse spocetna.

V3iimnéte si, Ze mnoZina je nespodetnd, pravé kdyZ neni koneén4 ani spodetnd.'® Dile je
dobré si v§imnout, Ze v pravé zavedené terminologii je spo¢etnd mnozina nutné nekonecna. To
je v rozporu s bézné uzivanou hantyrkou, v nizZ slovo ,,spocetna‘ pripousti i konecnost, tj. v
nasi terminologii znamen4d ,,nejvySe spocetna‘. Tato hantyrka se d4 snadno pochopit zejména
v anglickém jazyce: anglicky preklad ,,spocetnd‘ je totiZ ,,countable*.

Zékladnim faktem o spocetnych mnoZindch je obsazen v ndsledujici vété. Je mozno ji in-
terpretovat heslem: Spocetné mnoZiny jsou nejmensi nekonecné mnoZiny.

3.24 Véta. Bud’ A spocetnd mnoZina a B C A. Pak B je nejvyse spocetnd.

Diikaz. Pokud B = @, tvrzeni trividlné plati (@ je konecna, a tedy skutecné je nejvyse spo-
Cetnd); nadéle tedy predpoklddejme, ze B # @ a dokazme, ze B je bud’to konec¢nd, nebo
spocetnd.

ProtoZze A je (podle predpokladu véty) spocetnd, najdeme bijekci g: A — N. Ovsem B C
A, takzZe g je definovana ve vSech bodech B, a samoziejmé plati g[B] = {g(b): b € B} C N.
Nyni pouzijeme rekurzi k usporadani prvka (pfirozenych Cisel) mnoziny g[B] do (konecné,
nebo nekonecné) rostouci posloupnosti takto:

ny:=ming[B]; ngyq = min(g[B] \ {ny,n,, .. .nk}). (3.2)

Slovy feceno, ¢len n; bude nejmensi ¢islo v g[B] a jsou-li uz definovany Cleny ny, n,, ... ng,
pak dalsi ¢len konstruované posloupnosti bude nejmensi ze ,,zbylych* prvki g[B]. Z g[B] tedy
postupné odebirdme prvky a vZdy vezmeme nejmensi dosud nevybrany prvek.

Timto zptisobem ziskdme posloupnost {1 }x, kterd zahrnuje vSechny prvky g[B];'’” pokud
se rekurzivni konstrukce zastavi po kone¢né mnoha krocich, znamend to, Ze posloupnost je
konec¢na a totéz plati pro g[ B]; pokud se proces nezastavi, dostaneme jim nekone¢nou posloup-
nost {ng 2, pfirozenych Cisel, kterd zahrnuje kazdy prvek g[B]. To jest, ziskdme bijekci N
na g[B]; ozna¢ime-li ji f, pak mame

f: N — g[B], spredpisem k > ng.

1Toto je nejspis kazdému zfejmé, ale chce se mi podotknout, Ze to plyne z De Morganova pravidla ve vyroko-
vém poctu: —(p V) <— —p A—y. Staci za ,,p“ dosadit ,,4 je konecnd* a za ,,i ““ dosadit ,,4 je spocetnd*. Leva
strana uvedené ekvivalence je pak ,,A neni nejvySe spocetnd* a prava strana odpovida vyroku ,,A neni konecnd a
zaroven A neni spocetna .

"Toto posledni tvrzeni si moznd zasluhuje pongkud podrobngjsi zdGvodnéni, které ale kviili prehlednosti dii-

kazu radéji odkladam aZ na nasledujici Pozndmku 3.25.
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Je tedy N =~ g[B], ¢ili'® g[B] je spocetnd. Zbyva objasnit, ze B ma stejnou mohutnost jako
g[B], a je tedy také bud’'to konecnd, nebo spocetna.

Vsimnéte si, Ze pro jakékoliv prosté zobrazeni ¢ : X — Y plati, Ze ¢ je bijekce X na p[X]:
skute¢né ¢ je prosté a mozna sice neni na Y (to nevime), zarucené je vSak na sviij vlastni obor
hodnot. Proto ¢ : X — ¢[X] je nejen prosté, ale i na, a je to tedy bijekce.

Stejné tak g|p, restrikce g na B (viz pododdil 2.3.1), jsouc evidentné prostd (protoZe g je
prostd), je bijekce B na g[B]. Tj. g|g: B — g[B] je bijekce. Je tedy B ~ g[B].

Pokud je tedy g[B] kone¢na (v pripad¢, Ze rekurentni proces skoncil po kone¢né¢ mnoha
krocich), je B také konecnd; v opacném piipadé jsme vySe dokazali g[B] &~ N. Pouzitim
Tvrzeni 3.8 (specidln€, pouZzitim tranzitivity relace &) na vztahy B ~ g[B] a g[B] ~ N
dostdvame vztah B ~ N, tj. spocetnost B. ]

3.25 Poznamka. V predchozim dikazu jsme konstatovali, Ze posloupnost {rny }, rekurentné dand predpisem 3.2,
zahrnuje vSechny prvky mnoZiny g[B]. ProtoZe nejde o prili§ podstatnou ¢ast diikazu, rozhodl jsem se ji vyclenit
do této poznamky.

Pripomerime, Ze g[B] € N a pro diikaz sporem pfedpokladejme, Ze existuje ¢islo N € g[B], které neni Cle-
nem posloupnosti {rng }. Jsou nyni dvé moZnosti, z nichZ kazd4 vede ke sporu s (nevyslovenym ale samoziejmym)
predpokladem, Ze jsme rekurentni konstrukci provedli bez chyby a pokracovali jsme v ni tak dlouho, dokud to
bylo mozné; to dokéze, Ze Zadné chybéjici ¢islo nemizZe existovat.

Prvni mozZnost je, Ze Vk: ny < N. V tom piipad€ je ovSem posloupnost {nj} konecnd a pro piehlednost
budiz k¢ nejvetsi index posledniho jejiho ¢lenu. To jest, jedna se o posloupnost {n k}lli"zl, indexovanou ¢isly od
1 do kg. Nyni ovSem vidime, Ze rekurzivni konstrukce musela byt ukoncena piedCasné, nebot’ N € g[B] \
{n1,n2,...,ng,}. To je spor s tim, Ze konstrukce posloupnosti pokracovala, dokud mohla.

Druhd moznost je, 7ze 3k : ny > N (vime, Ze rovnost je vyloucena, nebot’ N neni mezi ¢leny posloupnosti). V
tom piipadé budiz k¢ := min{k : ny > N}, tedy ko je prvni index, pro n&jz jsme vybrali Cislo vétsi nez N. Podle
(3.2) jsme ovSem v kroku ko méli vybrat nejmensi dosud nepouZité ¢islo, a protoze N nebylo vybrano nikdy a
soucasné je N < ny,, museli jsme v kroku ko udélat chybu. To je opét spor.

Jak jsem predeslal, v obou moznych pfipadech vede predpoklad absence nékterého prvku g[B] mezi ¢leny
posloupnosti {ny } ke sporu, a zddny takovy tedy nemizZe existovat.

Pfipomenme definici potence dané mnoZiny, tedy mnoZiny vSech podmnoZin této dané
mnoZziny: Definice 2.31. Nasledujici véta prosté fikd, Ze potence mnoZiny ma vzdy vétsi mo-
hutnost neZ mnoZina sama.

3.26 Véta (Cantor). Vx: x < P (x).
Diikaz. Zafixujme libovolnou mnozinu X. Ve dvou krocich dokaZzeme, 7ze X < £ (X): (i) do-

kazeme X < #(X) (to je lehké) a pak (ii) dokdZeme X % & (X) (trochu t€Zsi).

(i): K dikazu prvni ¢asti postaci definovat funkci f: X — £ (X) predpisem

f(a) = {aj.

18Podle Tvrzeni 3.8 tedy také g[B] ~ N. Viimnéte si, Ze definice spocetnosti mnoziny g[B] pozaduje ekvipo-
tenci v tomto poradi. Citované tvrzeni nicméné zahrnuje také symetrii relace &, takZe na poradi nezélezi. Podobné
argumenty budeme v dalS$im textu povaZovat za samoziejmé.
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Funkce f tedy prvku @ mnoziny X pfifadi jednobodovou mnoZzinu {a}. Nejprve si uvédomime,
7Ze to formalné dava smysl: ProtoZe kazdy prvek mnoZiny {a} je prvkem X (jelikoza € X a
Zadny jiny prvek se v mnoZziné {a} nenachazi), je {a} podmnoZina X, neboli {a} € $(X). Jde
tedy skutec¢né o funkci X do P (X).

Zbyva ovérit, Ze f je prostd. KdykolivovSem a,b € X aa # b, pak také {a} # {b}. To je
intuitivné ziejmé, plyne to ostatné z definice mnoZiny v naivni TM a z axiomu extenzionality
v teorii axiomatické. Jinak zapsano (pomoci definice f') to ovS§em znamena, ze f(a) # f(b).

Dokazali jsme tedy:
YVae XVbeX:a#b— f(a)# f(b).

To jest, f je prosta.

(ii): Sporem dokazeme, ze X % & (X). Predpokladejme tedy (pro spor) opak, tj. necht’
X =~ P(X). To znamena (podle definice), Ze existuje bijekce g: X — P (X).

Protoze g pritfazuje kazdému prvku a € X né€jakou mnoZinu g(a) € X, didva dobry smysl
otdzka (a¢ nemusi byt hned jasné, pro¢ bychom si ji méli klést), jestli pro dany prvek a plati,
nebo neplati a € g(a).'” Definujme nyni mnoZinu ¥ C X na zaklad& pravé této dichotomie:

Y ={aeX:a¢g(a)}

MnoZina Y je podle definice podmnozinou X, tj. plati Y € £ (X). ProtoZe vsak g je bijekce,
m4 Y vzor, tj. mizeme definovat b := g~ !(Y). Uvédomte si, Ze b € X, tj. b je prvek X, nikoliv
podmnoZina.

Opét se nyni mizeme ptat, plati-li b € g(b), tj. plati-li b € Y (to je totéz, protoze preci
gb)=7).

Predpokladejme, Ze b € g(b). Pak ovSem, podle definice Y, platib ¢ Y. OvSem Y = g(b),
a tedy z predpokladu b € g(b) plyne b ¢ g(b). To je spor.

Musi tedy platit b ¢ g(b). V tom piipadé ale, podle definice Y, plati » € Y. Ovsem
Y = g(b), takze b € g(b), a opét dostavame spor.

Pivodni predpoklad X =~ #(X) vede ke sporu, a musi tedy platit X % P (X), ¢imzZ je
dokoncena druha a posledni ¢4st dikazu. ]

9Pokud to nenf jasné, tfeba vam pomiiZe tato pozndmka. UvaZujme (Gplné nesouvisejici) funkci g: R — P (R)
definovanou takto: pokud x € Z, definujeme i (x) = [x, 00), a pokud x € R \ Z, definujeme h(x) = (x, 00). Pro
dané x € R plati, Ze x € h(x) <> x € Z. Napriklad tedy 6 € h(6), protoZze h(6) = [6, 00), ale % ¢ h(%), protoze
h(%) = (%, 00). Miizeme nyni uvazovat mnozinu {a € R: a € h(a)}; je snad jasné, Ze je rovna Z.



Kapitola 4

Axiomaticka teorie

Cile této kapitoly jsou nasledujici:
e zhruba vysvétlit zdkladni principy budovéni (libovolné) axiomatické teorie;
e popsat formdlni jazyk axoimatické teorie mnozZin (Zermelovy-Franekelovy teorie);

e predstavit axiomy teorie mnoZin a odvodit z nich zdkladni fakta potiebna k propojeni této
teorie s pojmy a vysledky predchozich kapitol.

4.1 Budovani axiomatické teorie

Zatim pouze heslovité; v budoucnu chci tuto sekci podstatné rozepsat.

e Axiomy byly v ddvnych dobach chdpany jako pravdy o svéte, které nevyzaduji (nebo
neumoznuji) zdvodnéni. Byly voleny tak, aby vypovidaly nejzdkladnéjsi principy fun-
govani svéta, které nemohou byt pii dobrém svédomi zpochybnény, protoze takové zpo-
chybnéni by bylo zcela proti nasi intuici.

e V modernim pojeti maji axiomy jinou dlohu. Axiomatické teorie jsou v jistém smyslu
formdlni konstrukty, obvykle ov§em vychazi z né¢jakych intuitivnich koncepti, jako jsou
mnoZzina, bod, piimka, ¢islo atd.

e V moderni teorii stanovime néjaké primitivni (nedefinované) pojmy. Drivéjsi pokusy de-
finovat pojmy jako ,mnoZina‘“ riznymi zpusoby selhdvaji; ukdzalo se, Ze je potfeba
vzdat se téchto snah a misto pfimé definice prosté popsat zdkonitosti, jimiZ se objekty
nasi teorie (napiiklad mnoZiny, je-li primitivnim pojmem pravé mnozina) fidi. Cinime
tak pomoci axiomu: sice pak nevime, co presné€ jsou objekty nasi teorie, vime ale jak se
pouZivaji.!

Tan Novék: , Nevim co to je pocitac, ale vim, jak se to pouziva.*
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e Volba axiomil zavisi na liboviili tvlirce teorie. Ma-1i vSak tato teorie byt smysluplnd (nebo
dokonce uzite¢nd), je potieba je volit velice peclivé. Jsou rizné pozadavky, které by
méla spliiovat kazdd ,,dobra* soustava axiomu. Patfi mezi n€ jednoduchost jednotlivych
axiomi’, ale zdroveti dostate¢na komplexita celé soustavy, aby z ni bylo moZno odvodit
dostatecné bohatou teorii.

e Dalsi pozadavky, které nemusi byt snadno (nebo viibec) splnitelné, jsou zplnost a kon-
zistence. Axiomaticka teorie je Uplnd, jestlize kazdé tvrzeni je na zdklad€ stanovenych
axiomu bud’to dokazatelné, nebo vyvratitelné (tj. je dokazatelnd negace onoho tvrzeni).
Soustava axiomt je konzistentni, pokud z nich nelze odvodit spor, tj. neni mozné odvodit
néjaky vyrok ¢ a zdaroven —¢. BohuZel se ukazuje, Ze uplnost je v nejdilezitéjsich pripa-
dech nedosaZitelna (vzdy budou n&jaka nerozhodnutelnd’® tvrzeni) a konzistence je zase
mnohdy nedokazatelna (v rdmci teorie neni mozné dokdzat, Ze v této teorii neni mozné
odvodit spor).

e Dile je moZné pozadovat, aby v systému nebyly Zadné prebytecné axiomy. (To znamena,
aby Zadny axiom nebylo moZné odvodit z ostatnich.) Je-li tomu tak, fikdme, Ze axi-
omy jsou nezdvislé. Tento pozadavek uz neni tak podstatny, hraje spise estetickou tlohu.
Zajimavé ovSem je, Ze pravé disputace o prebytecnosti tzv. Axiomu o rovnobézkach v
klasické eukleidovské geometrii byly jednim ze spoustécli rozvoje matematické logiky,
ktery probéhl zejména koncem 19. stol. a v prvni poloviné 20. stol.

e Je dilezité pochopit, Ze toto moderni pojeti axiomti ndm dava oproti diivéjsim dobam
znacnou svobodu. Pro Eukleida bylo pravdépodobné nepredstavitelné, Ze by nékdo vzal
jeho axiomy rovinné geometrie a paty axiom (o rovnobézkéach) nahradil jeho negaci.
Takovou soustavu vyrokil by skoro jisté odmitl a negaci svého patého axiomu by odmitl
prosté jako nepravdu (a tedy vyrok, ktery nema narok byt axiomem).

e Vzhledem k tomu, Ze zakladni pojmy nasi axiomatické teorie jsou nedefinované, mizeme
jim pfifadit libovolnou ,,predstavu®. Ttreba ,body‘ a ,pfimky* tak mohou mit jinou
interpretaci, neZ jakou jim prifazoval Eukleidés. Tim padem je v porddku pro né stanovit
soustavu axiomd, ktera neni v souladu s tou Eukleidovou, a studovat, jaké vlastnosti ma
struktura tyto nové axiomy spliujici.

e Pokud bychom nasli jinou strukturu spliiujici nase axiomy (tj. jinou vhodnou interpretaci
pro nase nedefinované pojmy), pak vSechny véty dokdzané v axiomatickém systému sa-
moziejmé plati i pro tuto novou strukturu. ,,Cokoliv spliiuje axiomy, spliiuje i vSechny
véty z axiomill odvozené.

2To miiZe byt véc vkusu, ale v extrémnich pifpadech je jednoduché rozpoznat jednoduchy axiom od sloZitého.
3Tedy takova tvrzeni ¢, Ze neni moZno sestavit diikaz ¢ ani diikaz —¢.
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4.2 Jazyk teorie mnoZin
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