I. KOMPLEXNI CfSLA, KOMPLEXNf ROVINA
1. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel

3 5

a) 1,b) 354, ©) 2 @) (L+iv2)P ) (51) 5 0) (0
2. Zapiste nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru: a) 3i, b) —5, ¢) 1414, d) —3 — 34,
e) 1+%, f) =1 +i¥3 ¢) 24 5i,h) 256, i) —2+5i, j) —2 — 5i, k) —cos T + isin T.
3. Najdéte ,,vSechny hodnoty komplexnich odmocnin® (tj. vSechna komplexni Feseni rovnice 2" =
a, je-li v zadani uvedeno {/a)
a) V1, b) Vi, c) v—1,d) v1—i.
4. Nagrtnéte mnozinu vSech bodu v komplexni roviné spliujicich vztah(y):
a) Rez>3,b)Imz<0,c) |[Rez| <2,d) [Imz| <1,0<Rez<1,e)|z—1]<1,{) 1< |z] <2,
g)lz—1—i=]z+1],h) |[z—2|+ |2+ 2|=5,1) |[Rez| + |Imz| < 1.

VYSLEDKY A NAVODY. 1. Vysledky ve tvaru Rez; Imz: a) 0; —1, b) 0; —1, ¢) 1—13; 1%,
d) —5; V2, e) 0; 1, f) 2; 0. 2. a) 3(cosZ + isinZ), b) 5(cosm + isinm), ¢) V2(cos T +
isin %), d) 3\/_(cos(——7r)+zsm(—%7r)) e) \/ﬁ(cos(—ﬁ) +isin(—7%)), f) 1(cos( )+zsm(§ ), g)

V 29(cos arcsin \/E + i sin arcsin \/52_9), h) v/29(cos arcsin \;—3 + i sin arcsin \/25_9),
i) v/29(cos arccos \;—3 + i sin arccos \;—2%), j) V29(cos(— arccos \/—) + i sin(— arccos \;—2%)),

k) 1(cos(87) +isin(S7)). 3. a) 1, ——+z£ —%—z‘?,b)' ‘/_+—z —i—i—gz, c) ‘?—l—i?,

\/_+ \/_ \/_ i i \/_ d) \/_(COS(—g)—i—zsm(—g)), \/§(COS( )—l—zsm(gw)),po Upravé
f\/2+ f\/2— V24222
4 a) b) c)

Y1




II. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

1. Které z nasledujicich funkci lze spojité dodefinovat v bodé 07

a) %, b) (Rezz)z, C) Re(zzz), d) Rez(§2)7 e) ﬁ, f) |z\imz, g) RezImz

2. V kterych bodech maji nasledujici funkce derivaci podle komplexni proménné?

a) z, b) |z], ¢) |22, d) |[(Re2)? — (Im2)?| + 2i| Rez - Im 2], e) |2|?> + i Re(2?), ) |2]? + i Im(2?)
3. Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast nasledujicich hodnot funkeci:

a) sin(2 +1), b) cos(2i), c) tg(2 — i), d) cotg(§ —iIn3), e) tgh(2 + i), f) cotgh(In3 +i%)

4. Najdéte vSechna feSeni nasledujicich rovnic v C:

a) sinz 4+ cosz = 10, b) sinz — cosz = 4, ¢) coshz —sinhz = 1 d) cosh z — sinh z = 23

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a),d),e) NE; b),c),f),g) ANO, a to hodnotou 0. 2. a),b) v zddném
bodé; c¢) v bodé 0; d) v bodech z, pro které plati 0 < Imz < Rez, Rez < Imz < 0, 0 <
—Rez < Imz nebo Imz < —Rez < 0; e) v bodech piimky Rez = —Imz; f) v bodech realné
osy. 3. Vysledky ve tvaru Re z; Im z: a) sin2 - cosh 1; cos2-sinh 1, b) cosh2; 0, ¢) —Sin2cos2 .

cos2 2+sinh? 1?

—sinh 1-cosh1 . 40 sinh 2-cosh2 . sinl-cosl 40. =9 s s
cos2 2+sinh? 1 d) 417 41° e) sinh? 2+cos2 1’ sinh? 2+4cos2 1’ f) 417 41 ° 4. a) 4 + 2km v 111(5\/§ + 7)’

4
T +2kr—iln(5v/2—-7), k € Z; b) (% —|—2k7r)—21n\/\_/—1,( Sr+ QkW)—iln%,kEZ;c)Qk‘m',
keZ;d) —In2+i(—Z + 2kn), k € Z.

ITI. MOCNINNE RADY A KRIVKOVY INTEGRAL
1. Zjistéte, ve kterych bodech konverguji mocninné fady

1S5 0 1 __9\n ny\n S n! 2 n
2) zlnz, b) 3 7o) X TG - 1), 4) B GG ) 3 (e,
Y G ab>0g) 3 (Y ), ab > 0,
n=1 n=1
2. Sectéte nésledujl'ci mocninné fady tam, kde konverguji:
a) 33 b) Z ((nl—l)—l?' 2, ¢) ZO( 1)(2(27)1' 1) 2 ) Z ((zn)'z e) Zo (27;74;1)2271'

3. Spoctéte f f, kde
a) f(z) = Rez © je orientovand tusecka [0, 1 + i[;

)
b) f(z) =Imz, ¢ je kladné orientovana polokruznice |z| =1, 0 < argz < 7;
c) f(2z) = |z|,  je orientovand tusecka [0,2 — i;
d) f(z) = |2|, ¢ je kladné orientovand polokruznice |z| =1, -5 < argz < %
e) f(z) = Z, ¢ je kladné orientovany obvod horniho polomezikruzi mezi kruznicemi [z| = 1 a

2] =2; 1) f(2) =, v jejako v e).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) pro |z| < 1 (absolutné i na kruznici), b) pro |z| < 1, z # 1 (na
kruznici neabsolutné), c) pro |z — 1| < ¢ (absolutné i na kruznici), d) pro |z| < g, z # £% (na
kruznici neabsolutné), e) pro |z| < 4, f) je-li a # b, pak pro |z — 4] < max{a, b}, pro a = b nema
smysl, g) je-li a < b, pak pro |z| < % (absolutné i na kruznici), je-li a > b, pak pro |z| < %,

z # 1 (na kruznici neabsolutng). 2. a) 3A-z)z Pro |z| < 3, b) pro z € C\ {0} je soucet
3

(22+1) exp(—z) + %, pro z = 0 je soucet 0, ¢) (1 — Z—;) cos z — £ sinz na C, d) cos(my/2(2))

na C (v 0 spojité dodefinované 1), e) (1+2z%)exp(z?) na C. 3. a) &%, b) —Z, ¢) @(2 —1),d)

2i, e) 3, f) 0.




IV. HOLOMORFNI FUNKCE, KRIVKY, LOGARITMUS
1. Necht f je holomorfni na oblasti Q. Dokazte (pomoci Cauchy-Riemannovych podminek), ze
f je konstantni na €2, jestlize plati: a) f je redlnd na € b) f je také holomorfni na ;
c) existuji a,b € R, aspon jedno z nich nenulové, ze funkce aRe f + bIm f je konstantni na €;
d)* existuje P, nekonstantni polynom dvou proménnych s redlnymi koeficienty, pro ktery plati
P(Re f,Im f) je konstantni na €.
e) Co kdyz v tloze c) pfipustime a,b € C, nebo v tloze d) polynom s komplexnimi koeficienty?
2. Dokazte, ze funkce z — exp(1/z) zobrazuje kazdé prstencové okoli bodu 0 na mnozinu C \ {0}.
3. Nacrtnéte obrazy nasledujicich krivek a spoctéte jejich délku:
a) p(t) =t +it% t € [0,10]; b) ¢(t) =icost, t € [0,27]; ¢) p(t) =1 +icos?t, t € [0,27];
d) ¢(t) = 2sint —icost, t € [0,47]; e) p(t) = t(cost +isint), ¢t € [0,107].
4. Najdéte piirtstek logaritmu f podél ¢ (je-li ¢ : [a,b] — C, pak A,log f = L(b) — L(a), kde
L : [a,b] — C je spojita funkce spliaujici exp(L(t)) = f(¢(t))), jestlize
a) f(z) = z, ¢ je orientovana usecka [u, v], kde u, v € C; b) f(2) = z, p(t) = exp 2mit, t € [0,2];
c) f(2) =z—2,¢jakovb);  d) f(2) = 1, ¢ jako v b).

z

VYSLEDKY A NAvODY. 1. a) Dokazte, ze f' = 0 na . b) Vyuzijte a) nebo piimo dokazte, ze
f/=0na Q. ¢) Pomoci feSeni soustavy linedrnich rovnic dokazte, ze f’ = 0 na Q. d) Z Cauchy-
Riemannovych podminek dokazte, ze ((0; P(Re f(2),Im f(2)))%+ (02 P(Re f(2),Im f(2)))?) f'(z) =
0 vsude v Q2. Pak pouzijte fakt, ze nekonstantni holomorfni funkce na oblasti je oteviené zobrazeni.
e) Vysledek bude stejny, 1ze rozdélit na redlnou a imagindrni ¢ast. 2. Dokazte, ze pro kazdé
w € C\ {0} tvoif viechna feSeni rovnice exp(1/z) = w posloupnost s limitou 0. 3. a) Cést
paraboly Imz = (Rez)?, Rez € [0,10], délka je folo V1+4t2dt = 5v/401 — 1 1In(v/401 — 20)
(substituce t = %sinht); b) usecka spojujici i a —i (kfivka ji projde tam a zpét), délka je 4; c)
usecka spojujici 1 44 a 1 (kfivka ji projde dvakrat tam a zpét), délka je 4; d) elipsa o stfedu v
0 a poloosami 2 ve sméru redlné osy a 1 ve sméru imagindrni osy (kfivka ji probéhne dvakréat v
kladném smyslu, poc¢inaje v bodé —i), délka je f(;m \/4 cos?t 4+ sin®tdt = 8 Oﬂ/2 V1 + 3cos?tdt;

e) délka je folo V1+t2dt = 5/101 — 1 In(v/101 — 10) (substituce ¢ = sinht), jde o ¢dst spirdly
(Archimédovy). 4. a) Pokud bod 0 lezi na tdsecce, pak nema smysl; pokud tsecka ma prazdny
prunik s polopfimkou (—o0, 0], pak log(v) — log(u); pokud jeden krajni bod lezi na (—o0,0) a
druhy mé nezdpornou imaginarni ¢dst, pak log(v) — log(u). Pokud ma tusecka spoletny bod s
(—00,0), pak v pripadé, ze Imv < 0 je piirustek log(v) — log(u) + 27i a v pfipadé, ze Imu < 0,
pak log(v) —log(u) — 2mi. b) 4mi; ¢) 0; d) —4mi.




V. ROZVOJ V MOCNINNOU RADU, APLIKACE CAUCHYOVY VETY
1. S vyuzitim existence a jednoznacnosti rozvoje v mocninnou fadu najdéte vSechny funkce, které
v néjakém okoli bodu 0 spliuji:
(a) f'(2) = f(2), f(0) =25 (b) (1 +22)f'(2) = 1, f(0) = 0; (c) f"(2) +7%f(2) = 0, f(0) =0,
f(0) =7 (r>0);
(d) f"(2) =2f"(2) + f(2) = 0; (e) (1 + ZQ)f”(Z) —2zf(2) +2f(2) =0, f(0) =0, f'(0) =1
() (1—2%)f"(2) — 42f'(2) + 2f(2) =
(

2. S vyuzitim Cauchyovy vety, znalostl prlmltlvnlch funkci a definice spoctéte f f, pokud:
1,

a)

z) = 2(22 7y & ¢ je kladné orientovand kruznice o poloméru 1 a stiedu (al) —1, (a2) 0, (a3)

2;
f(z) = 2(22 7y @ ¥ Je kladné orientovand kruznice o poloméru 1 a stiedu (bl) —1, (b2) 0,
(

2
bd) 2

f(z) = ﬁ a ¢ je kladné orientovand kruznice o poloméru 3 a stiedu (c1) —1, (c2) 3, (c3)
2;
) f(2) = =7 a ¢ je kladné orientovand kruznice o poloméru r a stiedu r (r > 0).
3. S vyuZitim Cauchyovy véty spoctéte Newtonovy integraly
Jy sin(z?)dz a [, cos(z?) doz (NAVOD: Integrujte funkci exp(iz?) pres obvod kruhové vysece

o sttedu 0, ptricemz oblouk kruznice je ohranicen body R a R1—+2"; dokazte, ze limita integralu ptes

(
(
(c)
(
(a)

uvedeny oblouk pro R — oo je 0 a vyuzijte znalost integrélu fooo e~ dz.)
b) [;° 22 dz (NAVOD: Integrujte funkci %@Z) ptes kiivku [r, R] + ¢r + [~ R, —r] + ¥, kde

R>r> 5;, pr je kladné orientovand horni polokruznice o sttedu 0 a poloméru R a 1, je zdporné
orientovana horni polokruznice o stfedu 0 a poloméru r; dokazte, ze limita integralu pres ¢pr pro
R — o0 je 0; spoctéte limitu integralu pfes ¢, pro r — 0+ pomoci Lebesgueovy véty a uvazte
imagindrni ¢ést.)

) [y xz* tsinzdz a [, #°!coszdx pros € (0,1) (NAVOD: Integrujte funkci m,_1(z) exp(iz)
ptes kiivku [r, R+ ¢r +[iR, ir] +1,, kde R > r > 0, ¢r je oblouk kruznice o stfedu 0 a poloméru
R od R do ¢R a v, je oblouk kruznice o stiedu 0 a poloméru r od ir do r; spoctéte limity jako v
(b); vysledek vyjédrete pomoci I'(s) = [ 2*~! exp(—x) da.)

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) 2exp(z) na C,b) 377 ) 5— (= arctg z) na U(0, 1), c) sinrz na C,

d) (a+bz)exp(z) na C (a,b € C libovolné), e) z na C, f) >  a,z", kde ag a a3 € C jsou libovolné
n=0

a pro kazdé n € NU {0} plati 42 = % 2. a): (al) wi, (a2) —27i, (a3) mi, (ad) 0 (pro
(ad) pouzijte Cauchyovu vétu pfimo, pro ostatni pfipady rozlozte na parcidlni zlomky, ty integrujte
zvlast, na nékteré lze pouzit Cauchyova véta, zbylé integraly lze spocitat snadno z definice); b):
(bl) —mi, (b2) 0, (b3) mi, (b4) 0 (pro (b4) pouzijte Cauchyovu vétu piimo, pro ostatni piipady
rozlozte na parcidlni zlomky, ptipady (bl) a (b3) pocitejte analogicky jako v a), pro ptipad (b2)
navic lze pouzit, e funkce - m4 primitivni funkci); c): (cl) 27, (c2) 0, (c3) —2mi (rozlozte na
parcidlni zlomky, navic pouiijte fakt (dokazte si ho z Cauchyovy véty), ze pokud |b — a| < r, tj.
beU(a,r), pak integral z —— podél kladné orientované kruznice o stfedu a a poloméru r je roven
integralu z Z— pres kladne orlentovanou kruznici o stiedu b, prlcemz posledni integral 1ze snadno

spocitat z definice a nezavisi na poloméru kruznice); d) pro r < 5 vyjde 0 (z Cauchyovy véty), pro

r = 1 nemd smysl, pro r > $ vyjde 3mi (pouzijte fakt zminény v c¢) k dikazu, Ze pro r > 1 je

vysledek stejny jako pro r =1). 3. a) L\}r— (oba), b) 7, c) I'(s) sin 77, I'(s) cos 5.



VI. KRIVKOVE INTEGRALY A DALSI APLIKACE CAUCHYOVY VETY

1. Urcete na jaké nejvétsi mnoziné jsou holomorfni funkce dané vzorcem

z) = fo et dt, b) f(2) = [, &2 dw, kde ¢ = [0, 7i].
2. Necht f je cela funkce. Dokazte, ze f je konstantni, jestlize: a) Re f <0naC,
b) existuji a, b, ¢ € R, pficemz aspon jedno z ¢isel a, b neni nula, ze aRe f + bIm f < ¢ na C,
c) existuje r > 0, ze |f| > r na C,
d) existuje ¢ > 0, Ze f nenabyvd zaddné hodnoty z mnoziny {z € C\ {0} : |argz| < c}.
3. Pomoci Cauchyova vzorce spoctéte integraly f(p f, kde

a) f(z) = Sigg’jji), ¢ je kladné orientovand kruZnice o stiedu 0 a poloméru 2;

b) f(:) = 7, pjako va), ) f(z) = 9%, ¢ jako v a),
d) f(z) = m’ je kladné orientovand kruznice o stiedu 0 a poloméru r, kde |a| < r < |b],

n € Z, e) f(z) = (z+1)3,gpjakova) f) f(z) = = <, ¢ jako v a).

4. Urcete nasobnost kofenu funkci:

(a) 2% — 2°, vSechny kofeny, (b) (1 —mq/2(2))?, kofen 1,  (c) e” — 1, viechny kofeny,
(d) 1 — cos z, viechny kofeny, (e) e5i"* — '8 koten 0.

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Na C\ [1,0], f/(z) = — [ “EH0=0akeosl®) ¢ b) na C\ {e :

t €[0,7}, f'(2) = f(p s dw. 2. Pouzijte Liouvilleovu vétu na vhodnou funkci, napiiklad:

(ew—2)2

b) pouzijte vysledek a) na (a — bi)f — ¢; ¢) %; d) pouzijte predchozi vysledky

a) expof nebo ﬁ,

na logo(l — f). 3. a)2mi- —Sin2(i2i) = —iwsinh 2; b) 7i(e — %), c) mi(e — %), d) —(bQ_Zi)n; e) %i; f)

2mi. 4. a) 0 ndsobnosti 2; 1, —% +i§ a —% — 2@ nasobnosti 1; b) 3; ¢) 0 ndsobnosti 2, ostatni
Vkn(£1 £ i) (vSechny étyfi kombinace znamének), k& € N, ndsobnosti 1; d) 2k7, k € Z, vSechny

nasobnosti 2; e) 3.




VII. IZOLOVANE SINGULARITY, LAURENTOVY RADY

1. Najdéte a klasifikujte izolované singularity funkei (véetné chovani v 0o):
2_ i log(1+ —
a) o, b) SR o) RECE ) Lo g o) Ay D) tems ) 15
h) z(e/* —1), i) cose'/?, j) cotgz — 1, k)sin%
2. Najdéte Laurentovy rozvoje funkci v mezikruzich o uvedenych stiedech:
a) —— 23, 0al; b)e/# 0; ¢ siné, 0; d)e* 1= 0.
3. Najdeéte 1zolované singularity nasledujicich funkci a spoctéte ptislusné rezidua:
. 2 Zn 2 _

a’) cotg z, b) Slnia C) sm%’ d) ﬁa e) (Z2ZT)27 f) (1+Z)na ne N, g) 22?—;_1%’

h) (Szii%)zaa i) m, j) COtg z, k) si zj_l'

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) Holomorfn{ na C\ {1}, v 1 odstranitelnd singularita, v oo pdl
nasobnosti 1; b) holomorfni na C\ {0}, v 0 odstranitelnd singularita, v oo podstatnd singularita
(uvazte chovéani na redlné a imagindrni ose); ¢) holomorfni na C\ ((—oo, —1]U{0}), v 0 odstranitelna
singularita, jiné izolované singularity nemad; d) holomorfni na C\ ({2kni : k € Z} U{kn : k € Z},
v bodé 0 odstranitelna singularita, v ostatnich uvedenych bodech pdl nasobnosti 1, v oo neni
izolovana singularita; e) holomorfni na C\ {(2k+1)mi : k € Z}, v uvedenych bodech p6l ndsobnosti
1, v 0o nenf izolovand singularita; f) holomorfnf na C\ {k + 3 : k € Z}, v uvedenych bodech pél
nasobnosti 1, v oo neni izolovand singularita; g) holomorfni na C\ {k7 : k € Z}, v bodech 2k7
odstranitelnd singularita, v bodech (2k + 1)7 pdl nasobnosti 2, v 0o neni izolovand singularita,;
h) holomorfni na C \ {0}, v 0 podstatna singularita, v oo odstranitelna singularita; i) holomorfni
na C\ {0}, v 0 podstatnd singularita, v oo odstranitelnd singularita; j) holomorfni na C\ {k7 :
k € Z}, v 0 odstranitelnd singularita, v ostatnich uvedenych bodech pél ndsobnosti 1, v co neni
izolovand singularita; k) holomorfni na C \ {0}, v 0 podstatna singularita, v oo odstranitelnd
singularita. 2. a) v P(0,1): 1 43> 22+ v P(0,1, +00): —ZZO | o, v P(L1): —% -

0o _1\n+1 n
L ()M (L i) (1) v P(1,1 2): S e A e, G -y
0o n+1 n—2 0o _
P(1,2,+00): >, (=1 - (i)t? ) S o miew v P(0,+00); ) Y02 (%lJﬁl)% v P(0, +00);
d) > (Z;O:max{()’_m} W) 2" v P(0,+00). 3. a) km, k € Z — reziduum v kazdém z

boddt je 1; b) 1, reziduum —1; c) , k € 7, rezidua %; d) 0, reziduum 1, 1, reziduum —%, -1,
reziduum —3; e) i, reziduum —2%, —i, reziduum %; f) —1, reziduum (—1)"*! (nQ_”l); g) 0, reziduum

0, 1, reziduum 1; h) —1, reziduum 2sin2; i) 0, reziduum %, 3i, reziduum ‘g, —3i, reziduum
—317

—3]) 7=, k € Z, rezidua 0; k) —1, reziduum — cos 1.




VIII. APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Spoététe integraly:

a) [T —L— (aeR,lal>1), b) e mﬁ% (@>b>0), ¢ [o7 Tt (a,0>0),

d) O%QGRa#ilneN), foﬂtgx—i—ia)dx(aeRa;éO),

f) fo cotg (r+a)dx (a € C\R), g) Oﬂ 1:@511 — f% ST dy,  i)* fOQﬂ cos(z —sinx) dz,
j)* e®*s? cos(3x — sinx) dz.

NAVOD: Vyjadfete sin x a cos x pomoci exponencialy a podle definice kfivkového integralu preved-
te na integral ptes kladné orientovanou jednotkovou kruznici. Ten spoctéte dle reziduové véty. Je-li
integracni interval kratsi, pouzijte vhodné symetrie integrované funkce. V piikladech s hvézdickou
je tfeba spocist reziduum v bodé podstatné singularity.

2. Spoététe integrély'

. 0 x 00 dz
a fo (= 2+1)n TL € N fO 41% dx C) fO W (CE b > 0),

fO x2+a2)3 (CL > 0), e) ffooo m de’, f) foooo 1—|—x2" dx (n € N, n > 1),

o0 x> —x+2
g) f—oo 7100270 4%

NAVOD: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pak integrujte pres
[—R, R] + ¢r, kde ¢r(t) = Re®, t € [0, 7], pouzijte reziduovou vétu a to, ze integral pies or
ma limitu 0 pro R — oo.

3. Spoctéte integrély:

a) fOOO x(:zo-ls—mz dzx (CL > O)? b) f()oo (wg(faxz)z dz (CL > O fooo lezz Slnmam dz (ay b> 0)’
d) i 5855 o) [ S;?Igf, f) [T 22 cosTz da.

NAVOD.: Nejprve prevedte na integrdl od —oo do oo pomoci symetrie. Pro piipad e): Integrujte
funkei 55— podél kiivky [-R, —1—7] + ¢, + [~1+7,—1] 4 +[r, R] JF"E?’ kde R>1ar € (0,3),
or(t) = =1 +re " t € [-m,0], ¥ (t) = re”, t € [-m,0], nr(t) = Re', t € [0,7]. Zkoumejte
limitu pro R — oo a r — 0+. Ukazte, Ze integral pfes ng ma pro R — oo limitu 0 (Jordanovo
lemma) a spoctéte limitu integrala pfes ¢, a 1, pomoci rezidui v 0 a v —1. Na zdvér uvazte
imaginarni ¢ast. V ostatnich ptipadech postupujte analogicky.

4. Spoctéte integrély:

a) [y g de (e e (-1,1), b) [;© (1,2“)2 dz (a € (-1,3)), <) [;° ﬁ‘gb) (a € (0,1), b > 0),

d) o m, (la| <1, b > 0).

NAVOD pro a ¢ Z: Provedte substituci z = e¥, vyslednou funkci integrujte ptes obvod obdélnika
o vrcholech —R, R, R + 2mi, —R + 27i a uvazte limitu pro R — oo.
5. Spoctéte integrély'

a) fooo (1?5)3 foo fi;ﬁz dr, c) fooo (1_1517;2)27 foo i‘jr Z dz (k € N).

NAVOD: Pro0 < r < Raa € (0, ) uvazme kiivku (= ¢, o) +[re®, Re'®] + g o+ [Re ™™, re=i],
kde ¢, o = re't, t € [a, 21 — . Dale necht A(z) € Arg(z) N[0,27) a L(z) = In|z| + ZA( ) pro

z # 0. Pro piiklad d) integrujte funkeci ii(;) ptes uvedenou kiivku. Provedte limitni pfechod pro

a — 0+ a pak pro r — 04 a R — oo a odvodte rekurentni vztah pro uvedeny integral v zavislosti
na k. Pro ostatni ptipady integrujte analogickou funkci, v niz bude L?(z).

VYSLEDKY A NAVODY. 1. a) %;\/f—_“f, b) (\/a22“_“b2)3, c) \/a(7;+b)’ d) ey - (min{lal, g )™,
e) wisgna, f) —2mi sgnlma g) 27 (\/§ 4), h) 27 Zif;o W, i) 2y 0 zﬁff?&)ﬁﬁfgé).,
D5 2w e (DY) o) a0 0 po n lide, £
pro n sudé, g) Zm. 3. a) ”;aa, b) me "(a + 1), c) Z(27® — 1), d) —m, e) 2m, ) 4. 4.
a) 5 proa =0, 7 leiﬂza proa;«éO,b)Qproazl —%-Cé‘sm proa;«él ¢) gz d)



(2% — 1)M pro a # 0, —ln—2 proa =0. 5. a) —%, b) 0, ¢) —%ﬂ', d) Ippy1 =0, Iy = 7,

4 cosh Z
2k+41

s —j (2k —27
Loy = —TIH(( 1)k+lzz F¥2 (32k+1 -1)+ ijo(_l)k ](22?1)(2W)2k ;).
IX. DALST APLIKACE REZIDUOVE VETY
1. Najdéte soucty rad:

a) > it a€Cb) > G aeC\Zo) Y ok acC\Z
n=1 n=—oo n=—oo
d) _1n_12; e) z_:l (—an) ,f) _2: m, g) Z_:O (2_|1_)az, CLEC ZCL%Z

h) limy, oo S0 2L, c€ C\ Z; 1) limy oo 0, G ceC\ Z

NAVOD: Pro pifpad ¢) uvaite funkci f(z) = ‘Ezz_ggi , aplikujte reziduovou vétu na integral z f

podél kruznice o stfedu 0 a poloméru n + % a uvazte limitu pro n — oco. Pouzijte fakt, ze funkce
cotg mz je na téchto kruznicich stejné omezend. Pro pfipad b) postupujte analogicky, jen misto
cotg mz pouzijte funkci I—.

2. Spoctete integraly:

f > S“; L dzx. NAVOD: Integrujte funkci
kde or(t) =rett, t €[0,7].) |

foo 1=eosz qg. (NAVOD: Podél kiivky z a) integrujte funkci 1;§u )

C) f_oo e~ cos by dz (a,b > 0). (NAVOD: Integrujte funkci e—a%” podél obvodu obdélnika s
Vrcholy R R, R+ i%, —R+ i%. Pouzijte znalost ffooo e—ae’ dz.)

d) [ s dz (p > 1). (NAVOD: Jeli p € N, integrujte funkei - podél kiivky [0, R] +
vr+I[R exp(zm) 0], kde ©R je prislusny oblouk kruznice o stiedu 0. V obecném piipadé je tieba
W, kde L(z) € Log(z) je takové, ze Im L(z) € [—¢,2m —¢), kde € > 0 je
dost malé (5 <2m(1— —)) a kolem bodu 0 je tfeba pfidat oblouk kruznice jako v pfikladu VIII/5.)

fo iy d NAVOD Integrujte funkci _#7 pfes kiivku jako v piipadé d) pro p =4.)

f) [ cos2ar—cos2t qg (q,b € R). (NAVOD: Integrujte funkei & g2ter —g?the

g) Jy° sin’ & dx (NAVOD: Integrujte funkci 362;3632 pfes kiivku z a).)

3

, , 2 . . 2
VYSLEDKY A NAVODY. 1.a) ™ proa =0, - % . Sinhmav2=sinmav2 5,1 })) 7 cosma s
p \/— J si

L=<’ 10dél kiivky [r, R] + ¢g + [-R, —1] + (= ¢,),

integrovat funkc1

pres kiivku z a).)

, C
sin? ma

) ) 6 > 2a4v/2 coshmav/2—cosma n‘ wa’
d) T e) T f) Ztgh T3 g) S (14 %) h) —wcotgme, i) —"—. 2. a) 2, b) I, c)

\/%eXP(_i_a), d) Sinﬂ(-7/1'];p)’ e) T, f) (b - CL), g) %



