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Predmluva

Tento text obsahuje feseni vSech ptikladi k procviceni uvedenych v kapitole 10 skript
Funkce komplexni proménné (viz [1]).

Sazba a v8echny obrazky jsou dilem mého syna Ondfeje. Ten také svymi komentaii
pomohl text na fadé mist vylepsit.

Neni mozné, Ze by se nam pf¥i korekturach podafrilo odstranit vSechny nedostatky a chyby.
Budeme vdééni za shovivavost a sdéleni viech pfipominek.!

Prace s timto textem nas bavila. Pfejeme Ctenafim totéz.
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Jif{ Bouchala
(a Ondiej Bouchala)

Vgechny ptipominky (vyhrady, komentare, doporuceni, vyhruzky a dary) zasilejte (prosim) na moji
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PRIKLAD 1.
Urcete redlnou a imaginarni ¢ast daného komplexniho ¢isla

a) z=(1+1)(3—2i); ¢) z =1
b) z= 2, d)zz?i—g.
Reseni:

a) 2= (3+2)+14 Rez=5, Imz=1.

_6 - _17
o5y 1M 2 = —55.

_2-3i __ (2-30)(3—4i) __ 6—12—9i—8i. _ 6
b) z= 374~ 9+16 25 ; Rez =

. 1~2 .
c) Z:%:%:&;l; Rez =0, Imz = 1.

d) z=2i— 58 =2{— 28 = _]; Rez=—1, Imz =0.

PRIKLAD 2.
Zapiste dané komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru

a)z:—1+\/§i; d)z:—l—\/gz';

=g — 247 .
b) z=1; e) 2= 575
c) z=-8; f) z=3=.
ResSeni:

s m
cosa = ,g0:—+a:§+

2 2
z_:—1+\/§i:\/1+3<cos—7r+isin§) :2(cos—7r+isin—7r

3

. T e T
2—0082+z81n2.

=
w
Il

@)
=
N
Il

— 8 =8(cosm +isinm).




-1 /Y

«
A,_\/gi
. V3 T n 4
sina = —, a=— =T+a=-m;
2 ) 37 (p 3 )
4 4 2 2
z_:—l—\/gi:2(cos§7r+isin§7r> :2(005 (—%)—H’sin (—%))
o4 (2490)(3+20) ,
e) z =34 = 9)-(‘r4 )_%‘{'1_732’

13

o
Pl
13
1 V65 5 T 7
2] = =V16+49 = —, tgp =12 = - © = arctg —;
13 13 R 4

z—@ cos | arct z + ¢sin [ arct Z
13 &4 &1 )




PRIKLAD 3.
Dokazte (matematickou indukei) tzv. Moivreovu vétu:

(Vn € N) (Vo €R): (cosp+ising)” = cos(ny) + isin(ne).
Reseni:
1) Nejdiive ovéiime, 7ze tvrzeni plati pro n = 1:

(cos +isinp)! = cos (1-p) +isin(1-¢p).

2) Nyni dokdzeme implikaci (cos ¢ + isin )" = cos(ny) + isin(ny) =
7

= (cosp +isin )" = cos((n + 1)) + isin((n + 1)¢):

(cos ¢ + i sin )" ! 2 (cos (ng) + isin (ny)) (cos ¢ + isin p) =

= (cos(ng) cos ¢ — sin(nep) sin @) + i (sin(nep) cos ¢ + cos(ny) sin ),
a nyni uz jen stac¢i aplikovat znamé ,souctové vzorce®:

cos(nyp) cos ¢ — sin(ngp) sin ¢ = cos(ny + ¢) = cos((n + 1)),
sin(nep) cos ¢ + cos(np) sin ¢ = sin(np + @) = sin((n + 1)p).

PRIKLAD 4.
Bud ¢ € R. Vyjadiete sin(4¢) a cos(4¢) pomoci sin ¢ a cos p.

Reseni:
cos(4p) + isin(4p) = (cosp + isin )t =
= (cos2 @ + 2isin p cos ¢ — sin? @)2 =
= cos’ p — 4sin? g cos® ¢ + sin? p +
+ 4i sin ¢ cos® ¢ — 2 cos? psin? ¢ — 4isin® p cos p =
= cos? ¢ — 6sin® @ cos? p + sin® ¢ + i (4singocos3g0 — 4sin3gocosgp) ,

a proto (staci porovnat redlné a imaginarni ¢asti)

cos(4y) = cos* ¢ — 6sin® p cos? ¢ + sin’ o,

sin(4p) = 4sin ¢ cos® p — 4sin® p cos .




PRIKLAD 5.

24
. SRR ORI G
Urcete Rez a Im z, je-li z = <1+\/§i> .

ReSeni:

V3iT 14 /3

1—34 2 (cos (—%) +isin(—7% 1
z':\/_( S( 4) ‘z'sm( 4)):— cos(—z—i>+isin —lw
1+/3i 2(cos§+zs1n§) 2 4 3 12
1 24 -7 _ 24 - T 1
Z 512 cos | — D +esin | — D :ﬁ’
1
Rez—ﬁ, Imz=
PRIKLAD 6.

Urcete Arg z a arg z, je-li
a) z = (\/§+i)126;

b) == (1+0)";

¢) z=—1-—Dhi.

Reseni:

a) z= (V3 +1)'2 = (2(cos Z +isin %))126 = 2126 (cos(217) + i sin(217)) = —21%6;

Argz ={m+2kr: k€ Z}, argz =m.

137

b) z =22 (cos (137%) +isin (137%)) = 2% (cos T +isin T);

Argz = {%—FQ/WT: k e Z}, arg z = %




tga = %, o = arctg b;

=5

Argz = {—m + arctgh + 2km: k € Z}, argz = —m + arctg .

PRIKLAD 7.

Znizornéte v Gaussové roviné mnozinu

a) {z€C: Rez<1};

b) {z € C: Re(z?) =2};
¢) {zeC: Imi=1};

d) {zeC: |Imz| < 1};

e) {z€C: |z|=Rez+ 1}

f) {zeC: |z-2|=|1-2z|};

Regeni:

a) {z€C: Rez <1}

h) {zeC: 1+z| <|1—z|};
i) {z€C: |24+1| =2z - 1]}
{eC: 2<|z+2—3i <4};
k) {zeC: § <arg(z+2i) < T};

1) {zeC: |z2|+Rez <1 A




{z € C: Re(z*) =2} = {z +iy: Re(s® + 2izy —y°) =2} =

:{x+iy: mQ—y2:2}:

11
yeC: 1 =— 5=
pEw Bty 4}

x2 + 12 T4

:{x+iy€(C: m 2 —1}:

=qx+iyeC: x2+y2:—4y/\x2+y27&0}:

{
={z+iyeC: 2+ (y+2)> =4} \ {0+ 0} :

d) {zeC: |Imz| <1}




{z e C: |z|:Rez—l—1}:{a:+iy:
:{a:+7;y:
:{a:+7;y:

2
_ e w1
—{:c—i—zy.x— 5 }

VTP =ai1) =
x2+y2:x2+2x+1}:
y=20+1} =

7/

-

f) {zeC: |z=2|=[1-2z]} =

:{x+z’y€<C: mﬂl—?(“iy)'}z

= {:v+iy:
= {:v+iy:
= {:v+iy:
= {x+iy:

(=2 +y" = (1-22)" +4y°} =
x2—4x—|—4+y2:1—4a:+4x2+4y2}:
32° +3y° =3} =

x2+y2:1}:

4k
N

g) {z€C: |=2|=1}={2€C: |z2-2|=|z-3|}




h) {zeC: 1+z|<|1=z]}={2€C: |z—(-1)| < |]z—1]}:

i)
{z€C: |z4+1|=2]z—-1]} =
={z+iyeC: (+1) 4+ =4((z-1)>+¢°)} =
={z+iy: 2®+20+1+y" =42" —8u+4+4y°} =

={z+iy: 32°+3y° — 10z = -3} =

=<qr+y: SL‘—§ 2%—2—E :
= B 3 y_9.

j){z€eC: 2<|z4+2-3il<4}={z€C: 2<|z2—(—-2+43i)] <4}

————




—27

{zE(C: \z|—|—Rez§1/\—g§argz§%}:

x+iyeC: \/m2+y2§1—x/\—gSarg(x—kz’y)g%}:

:{x—i-iyEC: PP <(1—2)*Al—2>0A
, 0
A Sarg(m—l—zy)gz} =

2
. 2 T . T
=szx+iyeC: y §1—2x/\—§§arg(x+zy)§1}:

>

DN =

V

PRIKLAD 8.
Bud 21,22 € C\ {0}. Dokazte nasledujici implikace:

€ Argz
a) Y1 & 1} = @1+ p2 € Arg (2129);

2 € Arg 2
p1 € Arg 2, 21
b = — o €A — .
) 0o EArgZQ} $1— P2 rg (22)
Reseni:
a) 21+ 22 = |21] - [22] - (cos o1 +isinpy) - (cos py +ising,y) =

= [21] - [22] - (cos(1 + @2) +isin(e1 + ¢2)) -

9



b) 21 |z| cospp +ising

Z  |za| cosipy +ising,

21

22

22

- (cos(p1 — p2) +isin(pr — pa)) .

PRIKLAD 9.
Rozhodnéte, zda dana limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji

a) lim(3 — 44)"; c¢) lim (%)n :

N\ 6n
b) Tim ((—1)" + 1) ; ) tim (1=72)"
Reseni:

a) lim(3 — 4i)" = oo, protoze |(3 — 4i)"| = (V9 +16)" = 5" — <.

b) lim ((—1)” + i) neexistuje, protoze
n
—— —

=:zZn

i i
= (D" 4+ —=14+——>1
2 (=1) +2n +2n

a soucasné
2n+1

i i
= (—1 — 1 .
s = (DT 4 o T ot

(1 4+a\" L
c) hm( ) neexistuje, protoze

= (cos§+ising) = con (nF) isin (o)
Zn = COS4 ZSll'l4 = COS n4 7 8111 7’L4,

a tedy
Z8n — 1A 28n+2 —7 1.

N\ 6n
d) lim (1’7‘/‘;”> = 1, protoze

(155) = (o (5 e (5)"-

= cos(—2mn) + isin(—27n) — 1.

10

(cosy +isiny) - (cos g — isinps) =



PRIKLAD 10.
Bud (z,) posloupnost komplexnich ¢isel, r € Rt a ¢ € R. Dokazte nasledujici tvrzeni:

1

Zn

a) z, > 0 & = — o0;

lzn| — 7

b) } = 2, = r(cosp +ising);

arg z, —

a ukazte, ze implikaci v tvrzeni b) nelze obréatit.
ReSeni:
a) Staci si obé& strany dokazované ekvivalence piepsat pomoci definice limity.
e Leva strana:
Zn — 0

0

(Ve > 0) (Ino e N) (Vn € N, n>ng): z, € U(0,¢)

i

(Ve > 0)(Ing e N) (Vn € N, n>mng): |z,] < g

e prava strana:

— = 0
Zn

0

1
(Ve >0)(3np e N) (Vn e N, n>ng): — € U(oo,¢)

Zn

0

(Ve >0)(Ing e N) (Vn e N, n > nyg): (

“n

0

(Ve >0) (Ing e N) (Vn e N, n>ng): (> |2, V2, =0)

0

(Ve >0)(3ng e N) (Vn e N, n>ng): |z, <e.

11



b) Z predpokladi plyne, Ze pro vSechna dost velka n je
Zp = |2p| (cos (arg z,,) + i sin (arg z,,)) ,

a tvrzeni plyne piimo ze spojitosti funkci kosinus a sinus a z véty o limité soucinu.

Jako protipiiklad vyvracejici platnost obracené implikace dobfe poslouzi posloupnost

2 1= COS (7r+ﬂ) +isin <7r+ ﬂ)

n n
a volba
r=1, ¢ =m.
PRIKLAD 11.
Najdéte vSechna z € C, pro kteréd plati
L1\ 2 :
a) 28 =1; d) (59)" =2 g) 2° =1;
b) 22 = 1 e) 24 = —1; h) 2?2 =—11 + 602,
) 22 =24i —T; f) 2% =i—1 i) 2% =3+4i.

Reseni:
a) z=|z|(cosp+ising), 1 =cos0+isin0.

23 = |z|? (cos (3p) + isin (3p)) = 1 (cos 0 + i sin0)
)
(|zP=1)AEkeZ: 3p=0+2kn)

0

(\z|:1)/\(EIkEZ: gpzk%ﬂ),

a odtud
5 5 1, ke{3l:1leZ},
z:zk:cos(kg)—l—isin(k;g) = —%+i‘/7§, ke {3l+1: leZ},
18 ke{3l+2: 1€z},
tedy
t 1 V31 3
S=1 1, —= — 3.
z <:>z€{,222,222}
<1
o
1:,20
[
22 =z

12



b) z = |z|(cosp +ising), i = cos 5 +isin 7,

2% = |z|? (cos (2¢) + isin (2¢)) = cos T +isin g

1} 2

(JzP=1)A(BkeZ: 20=75+2km),

a odtud
z:zk:cos,(z—i-lm)+isin<z+k7r>:
4 4
) 2+ kef2:iez},
—V2 2 ke {2041 leZ}.
20
[}
[ J
21

¢) Necht z = x +iy. Pak

2 2
2 2 . 2 - Trr -y -7
25 =a" 4 2izy —y© =244 7(:)< 2y = 2 &
-y = =7
@< y@/z%)@
@(952_%4 - _7)4:)
y = 2

(x4+7x2—144 = 0 )
= y = 12 ,

coz nastane pravé tehdy, kdyz z = x 4+ 1y = 3 + 47 nebo z = —3 — 44.

13



d) Po substituci 2% =: u = |u| (cos p + isin ) fesime nejd¥ive rovnici u? = 2i, tj.

[u|? (cos (2¢) + isin (2¢)) = 2 <cos (g) + i sin (g))

s FeSenim . -
u==+v2 (cos (Z) + i sin <Z)> =+(1+1),
a pak uz snadno ;—j = 1+ pravé tehdy, kdyz (z = x + iy)
r+iy—1=(1+1)(x+iy+ 1), neboli
(x—1)+iy=(x—y+1)+i(x+y+1), aproto
(x—1l=z—-—y+1)AN(y=x+y+1), tj.
y=2Nz=-1,

a podobné jﬁ = —1 — i pravé tehdy, kdyz

r+iy—1=—1+1i)(x+iy+1),
(x—1=—-2x+4+y—1)A(2y=—x —1), a proto
2 1

Yy=75 "7 75

21\ 2 & 142V L2,
=2i z=— tVz=—=——-i].
241 5 5

e) |z|* (cos (4p) + isin (4p)) = cos 7 + isin 7 pravé tehdy, kdyz

Shrnuti:

™
4
1+i —1+i —1—3i 1—¢}

T T . v
z:zk:cos<z+k:§>+zs1n< +k§), k € Z, tzn.

24:—1<:>z€{

° .i
) |2[? (cos (3¢) + isin (3p)) = V2 (COS <??T7r) s (%ﬂ))

pravé tehdy, kdyz

(11 - §/v3) n (35 2t 2).

3

Odtud jiz snadno plyne, 7e z° =i — 1 pravé tehdy, pokud

6 2 _, 2
z € {\/ﬁ(cos (%4—?) + isin (%%—g)) ke {0, 1, 2}}

14



2 2
8) 2 = cos (%k) + 7sin (%k) , ke{o, 1, 2, 3, 4}.

1
[ )
o
h)
2= (z+iy)? = —11+60i
T
2?4 2izy —y* = 11+ 60i
(i
2 —y?=-11 A 2zy=060
(i
g2 -0 — 1] A y=32
|}
—11 — /3721
y:@/\xzz—llj:\/121—|—3600: 5 ... to nelze,
: 2 —114+ V3721 11461 _
2 - 2 - o9
a proto

2= —11460i & 2 = £(5 4 61).

i) Bud 2 =z +1dy. Pak

2= (x+iy)? = 3+4i
)

?—y*=3 A 2zy=4
)

?—-4=3 AN y=2
)

_3i\/9+16_{ 2. to nelze,
T2 T4

a proto
P =344iez=4(2+1).

15



PRIKLAD 12.
Urcete a znazornéte mnozinu M = {% z € Q}, je-li

a) Q={z€C: argz=a}, a € (—m, x);
b) Q={z€C: |z—1|=1};

c) Q={z€C: Rez=1Imz};

d) Q={r+iyeC: z=1}

e) Q={z+iyeC: y=0}

Reseni:

a) a€(—mm)=>M={z€C: argz = —a};

Q
/(

v

PoY

a=1=>M=Q={2cC: argz=r7}.

N
Ve
%4

16

M

0

\<
M

N

©
A4




1
QU =
u—i—z've } {oc}
C| R U
u+ v B 5=

v |1 —u—dv] = Ju+iv[} U{oo} =
w: (1—u)’ 4+ 0> =u?+0*} U{oo} =
I—QUZO}U{OO}:

1

v u:ﬁ}u{oo}.

M

‘ ot
[\

y)
< O | =
—_

1
M—{u+@'v: , EQ}U{OO}—
U+
, u— 1w
:{u+w: uz—i—UQEQ}U{OO}’
v u _ - _ .
a protoze P i > & (u#0Au=—v),je

M={u+iv: u#0Au=—v}U/{oco}.

Q

17



e) ' 1
=qu+iv: — Qo U{oo} =

U+ v

. —v
:{U+ZU3 U2——|—U2:0}U{OO}:

{u+iv: v=0%#u}U{oco}.

Q it M

A
L 4
A
L 4

PRIKLAD 13.
Urcete a znazornéte mnozinu M = {f(z): z € Q}, je-li

a) Q={2eC: |argz| < T}, f(2):= 22
b) Q={z€C: |Imz| <}, f(2):=¢€%
) Q={z€C: 0<Rez<m A Imz >0}, f(z):=¢€%

d) Q={z€C: Imz =1}, f(z):= 2%

2

18



ReSeni:

a)
T T
M:{ eC < — 2:—}
z | arg z| 5 3
/ 5
) 6
Q N
\ M
b) T
M= {et: fy| < 2
. m
= {e" (cos () +isin (): Iyl < 5} =
={ze€C: Rez>0}.
$mmmmm Gl mmmzmc > M
Q
1
D et T2 SRR >
2 M = {e“”iy) =e¢Y(cosz+isinz): O<z<m A y>0}=
={z€C: |2/ <1 A Imz > 0}.
4 4
. OANNE :
17 3 A RS
i : 'l\\\]\]:“
1 n 1

19



PRIKLAD 14.

Vypoctéte

a) sin(2 — 3i);
b) cosi;

¢) coshi;
Reseni:

a)

sin(2 — 37)

1
:{x2——+m': :vE]R}:
4
(g ves
=qy ——+yi: yeRy,.
4
=T
N i/;\/
< 50 O— {’5 #
AN |
4\
d) Ln(=5+ 3i) a In(—5 + 3i);
e) Ln(—4 — /3i) a In(—4 — /3i);
f) Ln(ie?).
(i(2-30) _ ,—i(2-30)
- 5 -
_ e®(cos (2) +isin(2)) — e ?(cos (—2) +isin(—2))
- T =
3_ -3 (08 =3 L
_e—e .COS2+Z(6 +e ) sin2
2 21

= cosh3-sin2 — (sinh 3 - cos2)i =

=9.15+4.17z.

COS 1 :T =cosh1 = 1.54.

20



e +e*  cosl+isinl+ cos(—1)+isin(—1)

coshi = 5 = 5 =cos1 = 0.54.
d)
, T 5 T )
—5+3i =34 ( cos — +arctg - | +¢sin | — + arctg - ,
2 3 2 3
a proto
)
Ln(—5+3i) =Inv34 +i (g + arctg §) + 2kmi, k € Z;
. T 5
In(—5+3i) = Inv/34 4 (E + arctg 5) :
e)
—4—/3i =19 (cos (—7‘(’ + arctg ?) + ¢ sin (—ﬂ' + arctg \?)) ,
a proto
Ln(—4 —V3i) =InV19 +i | —7 + arctg - + 2kmi, k € Z,;
In(—4 — v/3i) =InV19 + (—71’ + arctg ?) .
f)

Ln(ie*) = In(e?) + Zg + 2kmi =

:2—|—gi—l—2km', kel

PRIKLAD 15.
Najdéte vSechna z € C, pro které plati

a) sinz = 3; d) sinz — cosz = 3;
b) cosz:\/Tg; e) 22+22+9+6i =0.

¢) sinz + cosz = 2;

21



ReSeni:

a)
sinz =3
)
e” —e " =6i
)
e’ — 6ie'”” —1=0
a odtud pro z = = + iy dostaneme
. . 61 ++—36 +4
€lz = 61(1+1y) = ! 2 + - (3 Zl: \/g)l
)
eV (cosz +isinz) = (34 V)i
)
eV =3+v8 A (xz%—i—?lm, k:eZ)
)
z:g+2m=4m@iv®,kez
b)
22
)
621'2 . \/g@iz—f-]_ :O
)
. L +v3—-4
e = eTtWI — 7Y (cosz +isinz) = \/§+

=4

™

=1 A (a:::i:g—l—%?r, keZ)

0

z=i%+2hykez

22



a odtud

a proto

6iz_€—1z+€zz+e—iz_2
2i 2
)
Biz—e_iz+i€iz+i€_izz4i
)
e?*(1+14) —4ie” + (i—1) =0
)
b Ak /-16—401+d)(i—1)  4itV2i
B 2(1+1) ©2(1+44)
C2£V2)i (2£V2)(1+1)
o 1+d 2 ’
2+v2)(1+i 2 +/2)v2
z’z:Ln< \/_2)( —I-Z):]n#juzg_k%m" ke,

zz%+2k7r—iln(\/§:|:1), ke

5 3 73
)
ezz_eiz_leiz_iezzzfn
)
e**(1 —4) — 6ie"” — (1 +1) =0
)
n 6ik/=36+4(1—0)(1+4i)  (6x£2VT7)i
N 2(1 — i) o201 —4)
34+47
= \/_-(—l—l—z'),

2

+ +
iz =Ln (3 2\/7(—1 +Z)> =In (3 2\/7 : \/§> —i—i%r + 2kmi, k € Z,

3 3+7
= r42%kr—iln| =—=— |, keZ.
ya 47‘(‘ s zn( \/5>

23



protoze

3
V-8 —6i = \/10 (cos (w + arctg Z) + ¢sin (7r + arctg

PRIKLAD 16.

z

24 /44091 6i)
> _
=1+
—2 + 34,
—3i,

{

1—(946i)=—1+v/—8—6i=

= +V10- (Cos (”

2

= +(—1+ 3i).

1
R to —
+23rcg

4

3+,, 7T+1
S J—
1) TP Y Ty

—arctg —

1))

Vypoctéte
2 —i . —1
2) 2 o ()™ o) (~1);
b) (—2)vZ d) i1 f) (—v/3i+1)7%.
Reseni:
a) 2' = exp(iLn2) =
= exp(i(In2 + 2kmi)) = exp(—2km +iln2) =
= ¢ (cos (In2) + isin (In2)), k € Z.
b) (—2)V% = exp (\/§Ln(—2)> = exp <\/§(1n2 + i + 2km’)) =

) (1\/_;>M = exp <(1 +i)Ln (1\/_5

= exp ((1 +i)(Inl— z% + 2k7m')> = exp (% — 2k + (

— V2

<cos ((Zk + 1)7T\/§) + i sin ((2/<7 + 1)7r\/§>) , k€ Z.

6%—2Ic7r (

l

™

™

Ccos — — ¢8in —
4

4

))-

> _ 6%—2k7r
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3 3 . (3 3
= cos (gﬂ' + §k7r> + isin <§7T + §k7r> , ke€{0,1,2,3}.

e) (_1)\/§ — 6\/§Ln(—1) _ e\/g(m'-i-?k:m‘) _

= cos (\/gﬂ' + 2k:7rx/§> + i sin (\/gﬂ' + 2k;7rx/§> , keZ.

f) (—V3i+1)73 = [2 (COS (—%) +isin <_g>>]_3 _

—_
—_

8cos(—m) +isin(—m) _8
Jinak:

(_\/gz. I 1)73 _ e—3Ln(—\/§i+1) _ 6—3(1n2—§i+2km') _

1( +isinm) 1
= —(cosm+isinT) = ——.
8 8

PRIKLAD 17.
Najdéte realnou a imaginarni ¢ast funkce f: C — C definované pfedpisem

a) f(2) :=sinz d) f(z) =127
b) f(z) = 2" cosz; e) f(z) =2"%
¢) f(z) =22 +5z—1; £) f(z) =1
ReSeni:

a)

etl@tiy) _ o—i(z+iy)

F() = fa+iy) = ——5—— =

e Y (cosz +isinz) —e¥ (cosx —isinx)
2 B

= ———SInx I ———COST.
2 2

Odtud

(Re f)(z,y) = coshy sinz,

(Im f)(x,y) = sinhy cosz.
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i(xz+iy) —i(z+iy)
f(x+iy):(x2—y2+2xyi)e +26 =

e Y(cosx +isinx) + €Y (cosx — isinx)

= (x2 — 2+ 2xyi)

9 ;
a proto
(Re f)(x,y) = (2* — y*) coshy cos x + 22y sinhy sin x,
(Im f)(z,y) = —(2* — y*)sinh y sinz + 2zy coshy cos z.
c)
flz +iy) = (2% — y* + 2xyi)(x +iy) +5(z +iy) — 1 =
= (2° —zy® — 2zy® + 5z — 1) +i (22%y + 2%y — y® + 5y) .
Tedy

(Re f)(x,y) = 2° — 3zy* + 52 — 1,
(Im f)(z,y) = 32°y — y° + 5y.

fl@x+iy) = Va2 + 92 (x —iy) =
NN
Zjistili jsme, ze
(Re f)(z,y) = av/a® + 7,

(Im f)(z,y) = —yv/ 2> + ¢

e)
[z +iy) = (2% = y* + 2ayi)(z — iy) =
=2 — zy® + 22y +i(22%y — 2%y + ).
Tudiz
(Re f)(z,y) = ® + xy’,
(Im f)(z,y) = 2y +°.
f)
. xr—1
flatiy) =5
a proto
(Re f)(wp) =




PRIKLAD 18.
Zjistéte, zda je funkce f(z) := 23 prosta na mnoziné Q, je-li

a) Q={ze€C: Rez>0};
b) Q={z€C: argz € (0,%)}.
Reseni:

a)

Q

Volme
1 3
Z] = COS (—g) 44 sin (—g) = 3 41 <—§> €,
T T 1 V3
= - sin (=) ==-+1— €.
29 cos<3>+zsm(3> 2—1—22
Potom
22 = cos—m+isin—m = -1,
Zzs = cosm+isinm = —1,
a proto f neni na €2 prosta.
b)
|
<0

W

Bud

z1 = |z1] (cos (1) +isin (1))
2z = |22] (cos (p2) +isin (p2))
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kde @1, @ € (0,7). Pak

2112 (cos (1) + isin (3p1)) = |2a| (cos (3p2) + i sin (3¢p))

)
(|z1] = |22|) A (Fk € Z: 3p1 = 3pa + 2kT) .

Odtud plyne (vyuzivame piedpokladu, ze ¢1, ps € <O, %)):
21, 29 € N |21 = |22

3_.3 _
1 = % Y1 = P2

tzn. ze funkce f je na () prosta.

= 21 = 29,

PRIKLAD 19.
Urcete, zda dana limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji

a) lim Bez; e) lim Z5;
z—0 * 250 ||

b) lim Im(z%).

=0 £) lim 224 2(2—0)—2i .
‘ p}
) lim Iz, T
z—0 lz[ 7
2
d) lim &5; lim ez
) z—0 |22 g) 250 14|z
Reseni:
a) lim B¢ neexistuje, protoze
z

z—0

1 Re (1 4 0i
O#——>OA—("1 )zl—>1
/”L —
a soucasné
1 Re (i1)
0#:1——=0 A = =0—0.
n —

b) lim Imz® 1 eexistuje, protoze pro 0 # z = x + 1y plati
z—=0 #%

z-z:x2+y2 , xoy =0, 22 +y*> #0.
Vo

Im 22 2ry [ 1, x=y+0,
0, =
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c) liH[l) ZIE'” = 0, protoze
zZ—r
zp Im z,, zp Im z,,
0#2z,—0 = PN :|Imzn|—>02>ﬁ—>0.
n Zn
d) liH(l) % neexistuje, protoze pro 0 # z = x + iy plati
2=
22—y 2iay i, w=y#0,
|2|? x? 4 y? 1, y=0=%#uz.
//
¢ / I—
e) lin(l) % = 0, protoze
z—
53
lim |—|=lim |z|=0.
z—0 |z|2 z—0
f)
2 2—1)— 2 —1 2 2
i 2 B OERD) g 22
z—i 2241 z—i (z—z)(z—{—@) z=i 2+ 1
. T+ 241y
= lim —— =

etiy—i x +i(y + 1)

_ lim r(x+2)+yly+1)
(@y)—=01)  x2+ (y+1)2
— ) 1
i lim W (z+2)(y+1)

(@y)—01) 22+ (y+1)2

1-2 =2-2 1

Sty T
piipadné pomoci spojitosti funkce f(z) := z—ﬁ v bodé i:
.24+ 2 244 1
lim - =—— = — — 1.
z=i Z+1 21 2
g)
Rez 0

x
lim = lim —=-=0.
M(L@/H(OQ) 1+ \/m 1=
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PRIKLAD 20.

Znézornéte mnozinu (@) 1= {@(t):

a) o(t) :=1—1it, Do =(0,2);

b) ¢(t) ==t —it*, Do =(—1,2);
¢) o(t):=1+e* Dy =(0,27);
d) o(t) =¥ —1, Dp = (0,27);
Reseni

b) o(t) .=t —it?, Dy = (—1,2).

¢) p(t) =1+ Dp=/(0,2r).

t € Dy}, je-li

—2+

—47+

»,2Xobéhnuta®
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(¥) i
(T
-1 1
f) o(t) = {2_1’_4 iié;%%:;)
£,
_lz'«-/l 2

PRIKLAD 21.
Parametrizujte mnozinu € (tzn. najdéte kiivku ¢ takovou, aby () = Q), je-li

a) Q={ze€C: |z—2+3i| =2};

b) Q tsecka s krajnimi body a,b € C, a # b;
¢c) Q={2€C: Rez=21Imz};

d) Q={z€C: Re(%) =2}

Reseni:

a) Q={2€C: |z—-2+3i| =2}; p(t):=2—3i+2e", te{0,27).
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b) € je usecka s krajnimi body a,b € C, a # b; p(t) :==a+ (b—a)t, t € (0,1).

| \\52 = (p)
\,

) Q={2€C: Rez=21Imz}; o(t) :=t+5i, t e R.

a-{:ec Re( >:2}:

1 T
x4 y: Re(x—i—zy) :x2+y2 :2}:

{
{
{o+iyecn{o}y: 2(a* =S +y?) =0} =
{
{

z +iy € C\{0}: 2(( ;L)uy?_i) :0}:

1\ 2
\ _ 2 _ :
r+iy € C\{0}: (:E 4) +y 16}’




PRIKLAD 22.
Znéazornéte mnozinu €2 a rozhodnéte, zda je ) oblasti a zda je €2 otevienou mnozinou, je-li

a) Q={zeC: |z—i| <1 V |z+i| <1};
b

~—

Q={z€C: |z-1]<1 A |z—-2| <2}

~—

Q={z€C: |z-1|<|z+1]};
Q={zeC: |z+1| >2|2|};
Q={zeC: 1<|z] <2}

C

d

~—

e

f

~— N

Q:{ZGC: |z <1 A arng(—w,ﬂ\{O}};
g) ={z€C: 22| < |1+ 2%}

eseni:
a) Q={zeC: |z—1i <1V |z+i| <1}

~——

[

() je oteviend, ale ne souvislda mnozina, a proto 2 neni oblast.

b) Q={z€C: [z—-1]<1 A |z—2| <2}

P
NN
—

WO 12 4

L R

() je oteviend i souvisla mnozina, a proto {2 je oblast.

c) Q={z€C: |z—-1] < |z+1]}.

Q

Q) je oteviena i souvisla mnozina, a proto {2 je oblast.
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Q={zeC: |z+1| >2z|} =
:{x~|—iy: (x+1)2+y2>4(x2+y2)}:

:{x+iy: 3x2+3y2—2x—1<0}=

2 1
:{:E+z'y: x2+y2——x——<0}:

3 3
. 1\, 4
=<T+wy: x—g +y <§ .
SRR
FINNNFINNNY
3\ 3 y

Q) je oteviend i souvisla mnozina, a tedy € je oblast

e) Q={z€C: 1<|z| <2}

() je oteviend i souvisla mnozina, a proto {2 je oblast

f) Q={z€C: |z] <1 A argz € (—m,m) \ {0}}.

A Y
[ 0 )
1 v
- o 4
)

\ 1
Y 4
. 4
“~ s
IS ’

() je oteviend i souvisla mnozina, a proto {2 je oblast.
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Q={z€C: 22| < |1+ 2%} =
={z+iy: 42" +¢°) < (142> —y*)’ + 427y} =
:{x+iy: 4:B2—{—4y2<1+x4—|—y4+2x2—2y2—2x2y2+4zx2y2}:
={z+iy: 0 <14z +y'— 22> — 6y + 227"} =
:{x+iy: (z2+y2—1)2—4y2>0}:
={z+iy: @+ -1+29)"+y* —1-2) >0} =

={z+iy: [+ (y+1)°-2)z"+({y—-1)>—-2]>0}.

Q) je oteviend, ale ne souvisla mnozina, a proto §2 neni oblast.

PRIKLAD 23.

Zjistéte, ve kterych bodech mé funkce f derivaci a ve kterych bodech je funkce f holomorfni,
je-li

a) f(2) = Rez ) f(z) =R
b) f(2) = |2°;
f) f(z) = 2%z;
0) () = 27 )7
Q) f(2) =7l §) f(2) = 24251
Reseni

flx+iy)= = + 0 -

Pro kazdé (x,y) € R? plati, 7e

ou ov

a proto f nema nikde derivaci a f neni v zddném bodé holomorfni.
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b) f(z+1y) = |(z +w)?*| = (Jz +iy|)* = 2% + y*. Takie f = u + v, kde u(z,y) := 2% + y*
av(z,y) :=0.
ou ov
Sy =22 = —=(z,y) =0
ox dy
& (z,y) = (0,0),
o) =2 = —5l(my) =0

a soucasné funkce u a v jsou diferencovatelné v R? a proto f ma derivaci (jen)
v bodé 0 a holomorfni neni v 7za4dném bodé.

flz+1y) = (x +iy)e®(cosy + isiny) =

= ze® cosy — ye siny +i (ze® siny + ye® cosy) .

Vv '

::u(a:,y) ::'U(x’y)

Funkce u a v jsou diferencovatelné v R? a navic

au xX X X 3
8—(:5,@;) = e” cosy + xe® cosy — ye' siny,
x
8,0 T xr X 3
8—(x,y) = xe” cosy + e” cosy — ye' siny
Y
a
au x T _: T
—(z,y) = —xe®siny — e"siny — ye* cosy,
dy
c% T _: T _: T
—a—(x,y) = — [e®"siny + ze” siny + ye® cosy].
x
Odtud plyne, ze g—z = g—; a g—; = —g—; v R?, a proto funkce f je holomorfni ve viech

bodech C a f'(z) existuje pro kazdé z € C.

fle+iy) = (x —iy)va® +y* =xv/2? + 42 +i(—yva* + y°) .

-~

=u(z,y) =w(z,y)

Odtud plyne, Ze pro kazdé (z,y) € R\ {(0,0)} je

ou x?
ou _ 2. 2
P 2
Y i < 0,

8—y(93,y) = -V +y’ -

a proto: je-li z # 0, tak f’(z) neexistuje.
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Zbyva vySetfit existenci derivace v bodé 0:
zZ- 2|

fE)=FO) ozl

z—0 2—0 =

£'(0) = lim

|z| (cos(arg z) —isin(arg 2)) - |2|

=1
250 |z| (cos (arg z) + i sin (arg 2))

= liH(l) [|z] - (cos (—2arg z) + isin (—2arg z))] = 0,
z—r
protoze Vz # 0: |cos (—2argz) +isin (—2argz)| = 1.

Shrnuti: funkce f ma derivaci pouze v bodé 0, a proto neni holomorfni v zddném bodé.

oz zlw—iy)  a? _ xy
fle+iy) = r4iy 22 4y? 2 +y? H( x2+y2> '
=u(z,y) =w(z,y)
Pro kazdé (z,y) € R*\ {(0,0)} plati

8u( ) 2u(2? +y?) — 272z 219>

—I\ T = fry

oz Y (22 + y?)? (22 +y?)?

0 y) = —w(a® +y?) +ay2y a2’ tay’

By (22 + y?)? (@2 + y2)2

ou —x%2y

- (0,y) = 5o

0 (22 4 y?)

01)( ) —y(a? + ) +ay2x 2ty —y°

—I\ T = —=

oz Y (22 + 42)? (22 + 2)2

a proto derivace miiZze existovat pouze v takovych bodech z + ¢y, v nichz plati

<< 2zy” :w(—x2+y2)> A (( 2z%y :y(xQ—yQ))

x2+y2)2 ($2+y2)2 x2+y2)2 (I2+y2)2

neboli

ry? B _3 . 22y B P
(x2 —|—y2)2 o (x2 —|—y2)2 (xQ +y2)2 - (xQ +y2)2 )
Neni tézké si vSimnout, Ze tato soustava neméa zadné feSeni.

Zéavér: funkce f nema v zadném bodé derivaci, a proto taky nenf v zddném bodé
holomorfni.

f) flz+iy) = (2° — y° + 2izy) (x — iy) =
=2° — ay® + 2xy* +i(—2?y + y* + 20%y) =
=2 + 2y +i (v° + 2%y) .
—_——— ——

=wu(z,y) =w(z,y)
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Funkce v a v jsou diferencovatelné v R? a pro kazdé (z,y) € R? plati

ou ou
5, (0 Y) = 327 + y7, a—y(% y) = 2y,
ov ov
8—y(x,y) = 3y° + 27, — 5, (Ty) = —2uy.

Odtud plyne, Ze derivace existuje v téch bodech x + iy, v nich# plati soucasné 2x? = 2y>
a 4xy = 0. Takovy bod je pouze jeden, a to z = 0+ 0 = 0.

0 0
Shrnuti: funkce f méa derivaci pouze v bodé 0 (f'(0) = a—u(O, 0) + ia—U(O, 0) = 0),
x x
holomorfni neni v zadném bodé.
g)
flx+iy) = 2> =y + 2izy + 22+ 2iy — 1 = 2% — y* + 22 — 1 +i 20y + 2y) .
= u(r.y) —0(a.y)
Pro kazdé (x,y) € R? plati, Ze
ou ov
— = 2 2 = —
oy DY) = e+ o9 (=),
ou v
bt 9y =_2Z
3y (2,9) y 5y (10U

a protoze funkce u a v jsou navic zfejmé diferencovatelné v R?, je pro kazdé z = x + iy

, _6u Ov B -
fi(z) = %(fc,y)ﬂ%(x,y) — . =274 2

Funkce f ma derivaci v kazdém bodé z € C a v kazdém bodé z € C je holomorfni.

PRIKLAD 24.
Zjistéte, zda je funkce ® harmonicka na oblasti €2, je-li

a) ®(x,y) :=2? —y*+ 2011, Q = C;

b) ®(z,vy) :zﬁwg—l—ﬁ—yQ—l—x—y,Q:C\{O}.

Reseni:
a) Protoze ® € C*(R?) a pro kazdé (x,y) € R? plati, ze

2P R
AD(z,y) = 2~ 7= —9_ 9=
(@,y) = 55 (@y) + a5 (z,y) 0,

je ® harmonicki na C.
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b) ® € C*(R?*\ {(0,0)}) a pro kazdé (x,y) + (0,0) plati

0P 2 +y? — 22z

%(QZ,ZA = W—i‘QLE—FL

25 (2?2 — (—22 4 2222 4 12)29
3_2(3%): w(z® +y°)" — (2" +¢7)2(" + y) T
O (22 + y2)°*

0P —x2y

P (w,y) = oy 1
82_‘5(95 y) = —2u(a? +y*)* + 20922 +y%)2y
2 (22 + y2)° .

Odtud plyne, ze

—2x(2? + 4?) — dx(y? — 2?) N —2x(x® +y?) + 8xy?

Ad(z,y) = (22 + 2)? (22 + 42)3 =0,

a proto @ je harmonicka na C\ {0}.

PRIKLAD 25.
Najdéte (existuje-li) na oblasti Q holomorfni funkci f = u + iv, je-li

a) u(z,y) = 2® — 3zy* — 2y, Q = C;
¢) u(z,y) =322 —y*+3zx+vy, Q=C;

d) u(z,y) =2 —y* +5r+y— =L, Q=C\ {0}

z2+y?”
Reseni:
a)
%(ﬂf,y) =32 — 3y* = g—:(w,y) = v(w,y) =32y — v’ + p(x),
g—z(x,y) = —6xy — 2= —%(m,y) = —6xy — ¢'(x) = p(x)=2x+c¢c, c€ER,
a proto

flz +iy) = (2° — 3zy® — 2y) +i(32%y — y° + 22+ ¢), c €R.

(Mizete si viimnout, Ze f(z) = 2° + 2zi + ci, c € R.)
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ou 2xy ov 2zy
ey = = Day) = vy = [ el e
ay(‘r y) <$2+y2)2 8ZE($ y) U(ZL’ y) /($2+y2)2 T
Po substituci 22 + y? =t (2rdz = dt) dostaneme
/%_ydx:y d_ oy
(22 1 y2)? 12 t 24y
a proto
viz,y) = — v ©(y).

Dosazenim do druhé z Cauchyho-Riemannovych podminek dostaneme

ou y? — x? ov y? — x2 ,
—_— = —_— e — = —_— — R
5 T Y) 21 ) 8y(fﬁ,y) ST +¢'(y) = ¢ly) =c, ceR,
a proto
. x . -y 1 .
f(z) = flz+y) :—x2+y2 +1 <x2—|—y2 —l—c) = ;+cz, ceR.
c) ou ou
Mz, y) =62+ 3 Pw,y) = -2y +1
5y (1hY) = 62 +3, ay(ﬁc,y) y+1,
*u 0%u
@(I,y) :67 a_yg(x7y) :_27
a tudiz

Au(z,y) # 0 pro kazdé (z,y) v R?.

Funkce u neni v €2 harmonicka, a proto hledana funkce f neexistuje.

d)
ou 2xy v
52 & Y) =2$+5+m = 8—y($,y)
\
X
v(z,y) = 2zy + 5y — o + ¢().
Navic
ou B y—a* v B y? — 2? ,
a—y(ﬁf’y) =—2y+1+ W )e —%(x,y) =—2y+ e 7 (x)
\
'(z) =—1

Odtud jiz snadno dostaneme, ze v(z,y) = 2zy + 5y — —zr+c¢ ceR

T _
2 +y2

Hledanou funkci je

. 2 2 ) . x
+ = -y +hr+y— —— | + 20y +by— —— —zxr+ , ceR,
f(x @y) <:z; Y T +y = yz) ) ( Ty Y o y2 T c) c

neboli )
f(z):22+(5—i)z—1—l—ci, ceR.
z
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PRIKLAD 26.
Bud u(z,y) := 23 — 3wy — 2y + 2. Najdéte (existuje-li) na C holomorfni funkci f = u + iv,
pro niz plati

a) f(0) =i
b) f(1) =3 —i.
Reseni:

Podobné jako u Piikladu 25 a) zjistime, Ze
flx+iy) = (2* — 32y* — 2y + 2) +i(32%y — y* + 22 + ¢), kde c € R.

a) Pozadavek
f0)=f(0+0i)=2+ic=1

ziejmé nelze zadnou volbou ¢ € R splnit. Funkce f pozadovanych vlastnosti neexistuje.

b) Chceme splnit podminku
f(1)=f(14+0i)=3+i(2+c)=3—1,
a proto 2 + ¢ = —1, neboli ¢ = —3. Hledana funkce existuje, je to funkce

flx +iy) = (2* — 32y® — 2y + 2) +i(32%y — y* + 22 — 3).

PRIKLAD 27.
Najdéte (existuje-li) na oblasti € holomorfni funkci f = u + v, je-li

a) v(x,y) = —3xy® +2° +5, Q = C;
b) v(z,y) ;= arctg ¥, Q = {z € C: Rez > 0}.

Regeni:
a)
ov ou
ov ou
—o (@) =3y° = 32" = —(0,y) = =3+ J(y) = wly) =y’ +c cER,
x Y
a proto
flx+iy) = (=32%y +v* +¢) +i(=3zy> + 2° +5), c € R,
neboli
f(z) =c+iz* +5i, ce R.
b)
c%( ) 1 1 T 8u( )
—I\ T = - — = = —\X
dy Y 1+z_z r x24y* Ox Y7
a proto

u(e,y) = 5 e +9) + pl)
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Dosazenim do druhé C-R podminky

_@(x )= -1 -y y  Ou
oz Y =

zjistime, ze
oY) =c, ceR.

Hledanou funkci na oblasti €2 je funkce

— = — = — (2 —
1+4% 2?2 2i4y? (9y< 9) z? + y?

flz+iy) =In\/22+y*+ c+iarg(z +iy), c € R,

neboli

f(z) =c+Inz, ceR

PRIKLAD 28.

Bud v(z,y) := 14 arctg . Najdéte (existuje-li) na oblasti Q :=

holomorfni funkci f = u + v, pro niz plati
a) f(3)=In3+6+;
b) f(e)=1—1.

Reseni:
Podobné jako v Prikladu 27 b) je

flx+iy) =In 1:2+y2+c—|—i<arctgg+1>,
x

{z € C: Rez > 0}

ceR.

fB4+0i)=In3+c+i=In3+6+i = c=6,

a proto

flx +idy) = In/2% 4 2 +6+z<arctgy+1>vQ.

VeeR: fle4+0i)=1+c+i#1—1.

Hledana funkce f neexistuje.
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PRIKLAD 29.
Dokazte, ze je funkce

v(x,y) = In(z* + %)
harmonickd na (dvojndsobné souvislé) oblasti C\ {0} a Ze pFesto neexistuje takova funkce
u: R? — R, aby funkce f := u + v byla holomorfni na C\ {0}.
Reseni:
Ziejmé v € C*(R*\ {(0,0)}), navic pro kazdé (z,y) € R*\ {(0,0)}:

av( ) 2x

——\Z, = 5 5

o Y T 2T y?

8211( ) 2(x% +y?) — 222x  2(y* — 2?)
—\ X = =

oz Y (22 + 2)? (22 + y2)2

a proto (derivace podle y jsou analogické)

2(y* — %) | 2(2® —y?)

= 0.
(@2 +y2)? (2% +y?)?

Av(z,y) =

Dokézali jsme, 7ze funkce v je na C\ {0} harmonicka.

Pfedpokladejme nyni pro spor, ze vySe charakterizovanéd funkce u existuje.
Pak pro (z,y) € R? takove, Ze x + iy € ; := {2 € C: Rez > 0} plati, Ze

_@(x )= — 20 _ Ou
oz Y T w2 +y2 Oy

(z,9),

1
a proto taky (volime substituci y_ t, —dy = dt)
T T

U(z,y)Z/ 2—xdy=

2242
2 dy Y
= [ ——————— = —2arctg = + p(x).
= () ’
Dosadme do druhé C-R podminky
ov 2y Ou 2y ,
ay(mvy) - 1’2 +y2 - 8I<x’y) - .Z'2 +y2 +()0 (ill')

a zjistime, ze

u(z,y) = =2 arctg% + ¢; pro néjaké ¢; € R.

Podobné musi existovat c; € R takové, ze pro kazdé x + iy € Qy := {2z € C: Rez < 0} je

u(z,y) = -2 arctg% + co.
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Soucasné ale musi byt funkce u spojita na R?\ {(0,0)} (v kazdém bodé R*\ {(0,0)} musi
byt diferencovatelna), a proto

wlggl_ u(z,1) = u(0,1) = mll)r(r)lJr u(z, 1).
I I
T+ Co —T 4+

Odtud plyne, ze

2 = C1 — Ca.

Analogicky
lim w(z,—1) = w(0,—-1) = lim wu(x,—1),

z—0— z—0+

—T + Co T+ C

a proto

2T = ¢y — C.

To nas ale vede ke vztahum
2r =c1 —cp = —(ca — 1) = —2m,

coz je spor. Funkce v danych vlastnosti neexistuje.
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PRIKLAD 30.
Urcete tihel otoceni a koeficient roztaznosti funkce f v bodé zy, je-li

a) J(2) = ¢, 20 = 1 - Bis

23, 29 = —3 + 4i;

=

~~

—

&
I

¢) f(z) =2, 2 = 2i.

z—1)
Reseni:

a)

[f'(z0)] = le*| = |73 ] =

)

[ | =

coz je koeficient roztaznosti funkce f v bodé zy (a protoze % < 1, jedna se o kontrakci).

/ 1 T .. 7 1 T
arg f'(z) = arg | — (cos 5 —isin 5) =arg () =3,
€ e

coz je thel otoceni funkce f v bodé z.

b) z0 =5 (cos (% + arctg %) + ¢sin (g + arctg %)), a proto

3 3
fl(z) =322=3-25 (cos (7T + 2arctg 1) + i sin <7r + 2arctg Z)) :

Odtud
|f'(20)] =75 ... koeficient roztaznosti funkce f v bodé z,
(75 > 1, proto jde o dilataci),
arg f'(z0) = —m + 2 arctg§ ... uhel otoceni funkce f v bodé z,.
c)
z—1—(2+1 —21
re== —(i)2 '~ (z— i)
fleg) = =2
a proto
1< |f'(20) =2 ... koeficient roztaznosti f v zy (dilatace),
arg f'(29) = g . thel otoceni f v 2.
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PRIKLAD 31.
Urcete, ve kterych bodech Gaussovy roviny dochazi pfi daném zobrazeni ke kontrakei:

a) f(z) =%
b) f(z):=In(z +4).
Reseni:

a) f'(z) = ;—22 Tedy pro z € C:

—2
0<|f(2) <1< '? <le2<|zPP & V2<|z.

Ke kontrakei dochazi v kazdém bodé mnoziny {z € C: |z| > v2}.

NS S S

A

SSSSIRSSS S S s
SIS

SS S S SAS S S S S S

S S SIS S S S S
I~

S S S SANS S S S S S

S S S S S S S

SIS SIAS S SIS
SIS
SIS A
SIS

S
S,

b) f'(z) existuje v C\{z +iy: y=0 A < —4} =: Q. Pro kazdé z € Q plati, ze

1
/ _
el = |

Ke kontrakci dochazi v kazdém bodé mnoziny

{zeC: |z4+4]>1}\{x+iy: y=0 A z < —4}.

G- == 4

\\_4"1
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PRIKLAD 32.
Znézornéte mnoziny Q a f(Q) = {f(z):

a) Q=U(1,2), f(z) :=1-2iz
b) Q={z€C: Rez <1}, f(2)=1+1i)z+1;
c) Q=U(1,2), f(z):=1

z?

z € O}, je-li?

d) Q=U(1,2), f(z):= 25;
) Q=U(1,2), f(z):= &L

f) Q={2€C: Rez <1}, f(z):=1;

g) Q={z€C: Rez <1}, f(2):= Z;

h) Q={z€C: Rez <1}, f(2):= Z5:

i) Q={2€C: Rez<0 A Imz <0}, f(Z):%?

j) Q={2z€C: Rez>0 A Imz > 0}, f(z)::;:};

k) Q={z€C: =1 <Rez<0 A Imz <0}, f(z):=

) Q={2e€C: |z[|<1 A Rez<0 A Imz >0}, f(z):= .
Reseni:

a) Q=U(L,2), f(z):=1— 2z f(Q)=U(l—2i4).

,,,,, . cetiaL
4 \‘ l‘ \‘
. .
’ (2 . .
/4 = \J y /4 \J
] —1iz ] 1
+ 1 — 1 _Z 1
1
_1 ]_ 3 l\ !
. ! N ’
v 4 . ¢
o R4 “ ,?
-~ S _32

2ifocsee, L-e12.
» 1 AN < AN
.l . \‘ 1_'_2 'l \‘
—2¢ R ] «— N\—22 ]
‘\ > S) l’ ‘\ l’
S f( = 4 S 4
t~ ¢' ‘s ‘,'
—6r1 =" T —60

2 Ndpoveda k nékterym z nize uvedengjch prikladi. Uvédomte si (a dokazte), Ze plati tvrzeni:

f je konformni na oblasti Q2 C C,

A BcQ } = f(ANB) = f(A)N f(B).
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b) Q={z€C: Rez< 1}, f(2)=1+1i)z+1,

FO) =14i+1=2+1i
2 +1,

f(1+14)

{z€C: Rez+Imz < 3}.

a proto (rozmyslete si to!) f(€)

ss\\
AL
s
ANos 2o,
o/ ANC Y,
AN
o LA T,
IS
AL A
el e AT
SN LN S S
YIS SN
SIS SIS
IIIIIIII - ] == === = -
TSRS
SIS SSSAS S S ST S
SIS AR ST
SISLSSR N SS S
SIS SA ST S
SIS TSSAS S ST
CSSSSSAS S S S S S
LSS S SRS S S S S

c) Q=U(1,2), f(z):=

5

1
1+2

F(L+2i) =

—| N 4= ~Z
o, —ho+ U&
? S
+ —
’ S
1 —lo aho
1 _ 1 _ i
k [}
p ’
o )
II o ==
»
ohm N g e
SN—
S—
LT
b4 >
4 P
v »
7 1Y
4 \
¥ 1
o —C
l¢ 1
A ’
% 7
IR /
A o ’

2iz
2437

U(1,2), f(2):

d) Q

a proto f(Q) =U(0,1).
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U(L,2), f(z):=

e) Q

|

tm = Om/= = ==

a proto f(Q) = {z €C: Rez< i}

LSS \w\\\\
SIS S TS
SSLLS Y Ny
AN A S IR 4
A A S A4
N A S AN
SIS SIS S s

VAV A Y SV and

1
2

f) Q={z€C: Rez< 1}, f(z):=

11
272

e (

a proto f(Q)
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SIS STV IS S s
SIS SN
LSS LSS S S
S S S NS S
CSSIA s S S S
H\\\\, oSS s

-~ - A
SIS
CSSLL SIS S S
Y AN AP I I
oSS
SIS
(A s e
|||||||| e
VPPV YIIY,
SN
4 7
LSS SIS S
CLSLLS T S s
S s SS
SIS
SIS SN S S
LSS S S A S S S S S

z
z—1+1’

g) Q={z€C: Rez< 1}, f(2):=

F1-i)=

{z€C: Imz>Rez—1}.

a proto f(£2)

~

N

ON

PN

TN

S S >
LLLALA,

7 LL AV R
SN
AV
A,
|||||||| -] = === -
SN S S s
SN S S S S S s
” 7
S S S SN =SS S s
S LS S
S SS SSSS s
S SN S S S S S s
S SN S S S S S s
LSS S SN S S S S S

U0,1).

a proto f(Q)

\\\u.li
RGN
TSNS S
YOS SN ST A

\.—
_\\m/ SIS
NSNS A
O R
AL LA
|||||||| - ] = === -
SIS S
SN S S S S S
S S S S S NS S
SIS LSS S S S
SIS SRS S S S S
SIS LSS SN S S S S S
LSS SIS S S S S S
LSS S S K S S S S
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i) Q={2€C: Rez<0 A Imz <0}, f(z):=1,

{z€C: Rez <0}, Qy:={2€C: Imz <0},

Ql N 927 kde Ql =

a protoze €

S S S
S S S S S
S S S S S
S S SSS
S S S S
m\\\\\\
S S S S SN S SSSSS S S S S S
S S SN S S S S SS S S S S S
S S SN S S S S S S S S S S S
S S SN S S S S S S S
SSS S S SYSS S S S S S S S S S
e Y N s
=1 =1
S
S S S s
S S S s
S S S s
SSS S S s
SSS S S s
S S S SY S SSSSS S S S s
S S SN SS S S S S S S s
S S SN S S S S S S s
S S S S S S S S S S S s
S SN SSSSSS S S S S s
S S S S S V' S S

je

{z€C: Rez<0 A Imz > 0}.

f(Q1)N f(8e) =

f(Q)

SIS
SSLLSS
ANV
s
SIS

S S S S

s 7 7 7 7 A

7
S S S s
LSS LSS s
eV e
S sS s S S s
S S S S s
S S S S S

j) Q={2€C: Rez>0 A Imz >0}, f(z):=




S S
LSS S
LSS
LSS S
S S
LSS

S
S S
S S S S
S S S
S SSS
S S S

S S S S
S S s
S S s
S S S S s
S S S S s
S S S S s

‘S S S
LSS S
S S
LSS S
S S S
LSS

LSS S

LSS S
S S S
LSS S
S S S
S S S
S S

a proto

|zl <1 A Imz > 0}.

fQ) ={zecC

R ar

S

LSS
S
LTSS
SIS S
LSS

={zeC:

k) Q

o~

- N <
Q| R (o —

I [ e

.. — ~—
S~—
f __ ~ |

; SEy R
= SRR
vV | Q,m — = ]
S | | | I I
E o= o =
— ~ ~—
< S~ S—
e}

V

N

Q
~

V
i

_

1+ 24
5

1
—1+2i
1+ 2i,

f(=1419) =

f(=1—1)

LSS SRS
SIS LLL S AT
SIS T AS S
i /7
/) s/
S —s
S SIS
AN NI
SIS S SRS S
SILSSSSSAS S S
SISSSSSSAS S
LSS LIS S S
|
SSSSSIRS S S S s
SILLLSNSS ST
SILLSSNS SIS
SILSS SIS TS
SIISI IR
SILSSSNS ST S
SLSLLSN LSS TS
Lk h Sk Lt | O

52



S/ S S SAN S
S S S S AN S S S S
S S S SN S S s
S S Rt AN
S S S /S
S S S w\\\\.. S S s
S S S LSS S
S S S S AP EN S S
S S LSS S S S S S s
S S S S AN S S S S s
S S SN S S S
S S SIS S

all

LSS
LSS
LSS
LSS
LSS
LSS
SIS SN LSS
LSS LSS S
SIS SN SS LSS
SIS S LSS
SIS SN LSS
LIS s ST

{z€eC: Imz2>0 A |z—= (14| >1 A |z] > 1}.

f()

a proto

V-
SIS S S
AT oV4
S S

Yol s i

z
z—1?

v AN s
SSSSS SN S SIS S
SIS SIS S
SIS S AT s
oo N s
SIS SIS S SIS S
SIS S SIS S SIS S
LSS SIS S S S S

2] <1 A Rez<0 A Imz >0}, f(z):=

) Q={z€eC:

7T T
SN A
LSS S A
LN
WAL NS A
AN
AN S f

'\l'l\\\\
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SN S S S S s
SN S S S
LSS S S S s S S
LSS MK\\\\ S
LSS A TN S S
LSS S S s S
SN S S S S S s S S
SN S S S s S
SN S S S S S s S
SN S S S s S
LSS SN S S S S S S S
S SN S S S S S S

all

all

S S
S S S S
S S S
S S S
S S S
LSS S

7 g
S S A S S SSANS S S
S S S S S SSANS S S S
S S S S S SSANS S S S
LSS S S S SANS S S S S
LSS S SN S S S S S
S S S S A S

z — —

a proto

1

zeC: Rez<§ Almz<0 A

ro={

N7 ==

SIS

2z

SIS S S
Sl S S
SIS
S
SIS

SIS

vy s s s s

- 2

PRIKLAD 33.

Najdéte linearni lomenou funkci f takovou, aby

oo, f(6) =0, f(oo) = 3;

b) f(i)

a) Hledejme funkci f ve tvaru

= 00,

pro z

kde a,b,c,d € C, ad # be.
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Ze zadanych podminek dostaneme soustavu rovnic

—a+b
—c+d:0
ai+b
ci+d
a(l+i)+b
c(l+14)+d

Y

2

pti¢emz z prvni z nich plyne, 7e a = b. Mizeme zvolit (rozmyslete si pro¢!) a = b= 1.

Dalsi dvé rovnice pak ziskaji tvar

1+1 9
= 21
ci+d ’
241 1
== —Z’
c(1+14)+d

a odtud

i+1=—2c+ 2id,
24+i= 2c+d—di.

Sectenim téchto rovnic dostaneme 3 + 2i = d + id, a proto

d_3+%_5—i
144 27

Zbyva dopocitat c:
: : o1 : ,
2e=2+1i—d(1—1) :24—@—5(4—62) = 44,

tudiz ¢ = 2.

Shrnuti:
z+1 2z 4+ 2 cC
- = z
1) 2iz+ 5t 4iz45—10 ’
ya _—
1 1
— = ——, Z = 0.
21 2
b) Bud
az+b
e C,
f(z) = czrd M7
a
- pro z = oQ.
c

99



Z podminky

flo0) == =3

a
C

plyne, 7Ze lze volit a = 3 a ¢ = 1. A pak je to uz snadné:

B 6a + b

= =0 b= —6a =—-18
62 +d = “ ’

/(6)

fi)=00 = ci+d=0 = d=—ci=—i.

Shrnuti:
3z — 18
° —, z€eC,
f)y=¢ =71
3, Z =00
¢) Bud
b
azj——d pro z € C,
cz
A ey
fe)=4¢
- pro z = oc.
c

Postupnou analyzou piredepsanych podminek zjistime, ze

b
f(O):E:z' = lze volit b=1, d = —i,

L+ b
f(i)ZZZ:dzO = ai+b=0 = ai+1=0 = a=1,
— b
f(—l)z_z_—:__d:—i = —a+b=—i(—c+d) = c=—-1-2i
a proto
ZZ+.1 o’ z € C,
(=1 —2i)z—1
f(z) =
1 2 1
—= zZ = 00.
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PRIKLAD 34.
Najdéte linearni funkci, ktera zobrazi ¢tverec s vrcholy 0, 1 —14, 2, 144 na ¢tverec s vrcholy
14+, =144, —1—14, 1 —1.

ReSeni:

N
lzr—>eizz 2= z—1—1

21

V/2i

22z

Postupnym skladanim funkci z — €', 2 — V22 a 2z — 2z — 1 — i dostaneme

f(z) = <\/§ (eigz)) —1—¢=

— (1+i)z—1—14,

neboli

f(z)=(0+14i)(z—1).

PRIKLAD 35.
Bud

Q={z€C: Rez>Imz}.

Najdéte linearni lomenou funkei f takovou, aby f(Q) = U(0, 1).
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l"<\
.'\\\ ‘4'\'\'\~
i AN\ LANNANSS,
AN NN
SN KNf(€Q) N
SANNT 1 NN\ AN N NN \\\1
FOR AR R RN NONNNNNNNG
RORARRDRNN SNNNANNY
SO0\ O 00 SN
AONNNNNNN LY ke
PSS
Nejdfive najdeme linearni lomenou funkci
az+b
pro z € C,
~ cz+d
f(z) =
a
- pro z = oo,
c

takovou, aby f(0) = —1, f(1+4) =ia f(c0) = 1.
Potom

(1IN

a f(Q) je bud U(0,1) (pak bychom volili f := f), nebo f(Q2) = C,, \U(0,1) (pak bychom
volili f := %)

ReSenim soustavy rovnic

b——l
d_ 9
a(l+4)+b .
=1
c(14+d)+d 7
a
Z -1
c
zjistime, ze
N
_ - +Z,, z € C,
fle)=qzr i
1, zZ = 00,
a protoze
~ ) —1+2 1
1‘: - = vh<1
() ‘2—2’ ’ ) 5\/_ ’




volime f := f, tzn.

z—1+1
ec,
T+1—i P
pro z = oo.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast

f(2)

|zl <1 A Rez> 0}

{z€C: Imz > 0}.

Q={zeC:

i

- 2

PRIKLAD 36.

na oblast
Resen

~

S S S
LSS
LSS S S
LSS
LSS
‘LSS

inajici

2

& obra-

fejm

S S S S
LSS
LSS
‘LSS S
S S S
S

oo a fi(—i) =0. Pak z

zZ4+1

Volme naptiklad

5.

|z| = 1} ipiimky {z € C: Rez = 0} (pfi f1) budou piimky prot

Uvazujme linearni lomenou funkci f; takovou, ze fi(7)

zem kruznice {z € C:
se v bodé 0 ,,pod dhlem*

fi(z) 3{

f1(0) = =1, fi(3)

o, f1<_l) =0a fl(l) = ia

Pak

TS S S S
S S S
S S S S
S S S S
S
S S S

S S S S
S S S S
S S S
S S S
S S S S
7SS S

S S
S
S S S
S S S
S S S S
S

S,
S S s
S S
S S
ST
S S S

S S S
S S
S S
S S
S S
S S S

fi

SIS
ST
SSSSSS
SLLSSS
SIS S
ST
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a proto

CNANNNNRN NN
NANNNNNRNNNNNY
NNNNNNENNNNN N
e NONNNNNCRNNNNNN
TN, NANNNNNRNNNNNN
' N\ NANNNNNRNNNNNN
! 1 L
\ N\
\\ \\01
S S
lfl Tz 22
SNANNAN NANNNNN
NANNNNN NANNNNN
NNNNNN NNNNNN
NANNNNN NANNNNN
NANNNNN iy NANNNNN
NANNNNN zrre'2z NANNNNN

Shrnuti: jednou z funkei majicich pozadované vlastnosti je funkce definované na ) pfedpisem

) iz 2+ 2 PR T
—f(z).:(e 2lz—z’> :<_Zz—i) :_(z—i)'

PRIKLAD 37.
Bud

Q={z€C: Rez>0 A Imz < 0}.

Najdéte linearni lomenou funkci f takovou, aby

f()={2z€C: |z| <1 A Rez<0}.

ReSeni:
ANy T
AN\ "
fo el o
NN 1.\ !
NN NN K
NN QNN AN\ v
NN DN
NNNNNN
NN N NN

Nejdfive najdeme linearni lomenou funkeci f*, pro niz plati

fH0) =4,
f(o0) = —i,
f*(_l) = o0,



tj. funkci

—iz 41
T z€C,
f)=9 ~°
—1, Z = 00.
Pak ziejmé plati bud
oST o~
Ao -
& () \
—1S\\ '
1§\\ )
\X\\\ //
~\§\-__//
(pak bychom definovali f := f*), a nebo
T TRRR
J NN N
A
| N\
\ NN\
" N\M
S \N-‘}‘\'v

(coz by néas vedlo k definici f :
Protoze f*(i) = # =

f).

i+1

—1z+1
——, z€C(C,
z+1
—1, z = 00.

(nastala prvni z moznosti), volime

PRIKLAD 38.

Najdéte konformni zobrazeni, které zobrazi oblast

Q={z€C: Rez>Imz> 0}
na oblast U(0,1).
Regeni:
l'\'
&N\
ANN oS,
ANNN SANNRNAN
ANNNN ANNNRNNNY
ALNNNNN . ANNNRNNNN
= i NN NN
R SNONNRNNNY
. NSO
L RN R
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Nejprve uvazme zobrazeni z — z*

S S
LSS S
S S S S
S S S S
S S S S
S S S S

S S SSS
S S S S
S S S S
S S S S
S S S S
ROV O

e

<t
N
\—/
N

WSS
S
RS
/s
IN\

<

a potom linearni lomenou funkci f* takovou, ze

tzn.

Zrejmé plati bud

S
LSS S
LSS S
LSS S
S S S S
LSS S

LSS S
LSS S
LSS S S
LSS S
S S S S
ST

(v takovém ptipadé bychom pro z € Q definovali f(z) := f*(2*)), a nebo?

S SA S S
LSS SN S
LSS SN S
LSS TS
LSS S
LS NS
L
S R A
SAAIN RAAIE
LSS T eSS
LSS SN S S S
LSS SN S S S S
LSS A S
N

*

Sy
S
LSS
LSS S
LSS S
LSS S
LSS
LSS S
LSS S
LSS
LSS
LSS
LSS

e V).

oo, nastala druh

(to bychom definovali f(z) :

(pro z € Q)

1me

z

ti. Vol

4 7 moznos

2

Protoze f*(i)

izt + 1

1

fr(@).

3K obréazku vpravo si je tfeba pfimyslet oo
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PRIKLAD 39.

Naleznéte obrazy piimek rovnobéznych s redlnou resp

f(z) :== 1 (piimky uvazujte véetnd bodu oo).

Reseni:
Pro 0 < ¢ € R plati, ze

f(0) = o,
Fi) = —i.
=)= i,
fo= 1
f-1)=-1,

a proto taky

. imaginarni osou pfi zobrazeni

f(00) =0,
=1,
fleo) =2,
flei) =~
floci)= i

{z€C: Rez=0}U{oo} - {2z€C: Rez=0}U{oo},

{zeC: Imz=0}U{oo} - {z€C: Imz=0}U{o0},

{zeC: Rez:c}u{oo}%{ze((:: z2——

{z€C: Imz=c}U{o0} —

{z€C: Imz=—c}U{o0} —

{ZEC
1 1
{zeC: Rez:—c}U{oo}—>{z€C: z+—c :—},
{zEC
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PRIKLAD 40.

Naleznéte obrazy mnozin

M,={z€C: argz=a}a N, ={z€C: |z| =1},

kde o € (—m,m) a r € RT, pfi zobrazeni f(z) :=In z.

ReSeni:

a proto

Inz=1In|z| +iargz,

f(M,) ={2€C: Imz=a},

oY !

mit f(Mo)

W

—mi+

f(Ny) ={lnr+ik: ke (—m,m}.

|

A

R 4

—Th T l
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PRIKLAD 41.

Vypoctéte

je-li

ReSeni:
Volme

Pak

a navic

a proto

<73> 3
m(t) = 3ie™,
Vo(t) = i,
V3(t) = 1,

/]z\dz:/ ]z\dz—/ |z]dz+/ |z|dz =
2l 71 Y2 Y3
3

5 3
:/23-3ie”dt—/ tz’dt+/ tdt =
0 0 0

z 3
:9@'/ (cost +isint) dt—l—(l—i)/ tdt =
0 0

us us t2 3
= 9i[sint]§ + 9[cost]g + (1 —1) {5} =
0
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PRIKLAD 42.

Vypoctéte
/z3 dz,
2l

je-li

et te(—=5,m),

y(t) = 2t —4, t € (m, 2m),

—2 4+ 6+ 20, te (2w 3m).

ReSeni

Staci aplikovat Cauchyho vétu.

/Z3dZ:O,
e

protoze f(z) := 2% je holomorfni funkce na jednoduse souvislé oblasti C a « je po ¢astech
hladka uzaviené kiivka v C.

PRIKLAD 43.
Vypoctéte

/|z|§dz,
.

je-li v takova jednoducha uzaviené po ¢astech hladka a kladné orientované kiivka, ze () je
hranici mnoziny

{z€C: |z| <2 A Imz> 0}.
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dh

—2 2

Definujme kiivky

7 (t) = 2e' t e (0, 7),
(t) =1, t € (~2,2).

Pak
Yi(t) = 2ie”,

Y5(t) = 1,

/|z|§dz:/ |Z|Edz+/ |z|zdz =
2l 71 Y2

s 2
:/ 2~26”~2ie“dt—|—/ it tdt =
0 -2

0

a proto

:82'/ 1dt = 8mi.
0

PRIKLAD 44.
Vypoctéte pomoci Cauchyho integralnich vzorcti dany integral®

a)

2 .
/Z +Zdz, kde k={z€C: |z —2i| =1};
k

z

/sz,dz, kde k={z€C: |z+i|=1};
k

Z+1

4 Umluva. Symbolem fk f(2)dz, kde k C C, rozumime fv f(2)dz, kde « je takova jednoduchéa uzaviena
po Castech hladka kladné orientované kiivka, ze (y) = k.
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/Ldz kde k={z€C: |z| =3};
k

22—Tz410

/&dz, kde k={z€ C: |z| =3};
k

(z —2i)3

/ﬂdz, kde k={z€ C: |z| =4};
k

22 2

€z
/k(z2—4dz, kde k:{ZGCI |Z—2|Il},

/ COT) 42, Kde (1) = g‘f“, t € {0, 27);
’y

22+ 22

d ) —A4mit
/—Z kde ~(t) := —ere
v

EEND

/ dz
L (I=2)(z+2)(z — i)?’

kde v je takova jednoduchéd uzaviend po c¢astech hladka kladné orientovana kiivka, ze

—2¢€int v, i €int v, 1 € ext 7.

Reseni:

a)

, t€(0,4);

Funkce ,,ﬁ“ je holomorfni na jednoduse souvislé oblasti Q@ := {z€ C: Imz > 0}

z

ak = () C Q, aproto z Cauchyho véty vyplyva

2 . 2 .
z
/ +de:/z +1
k 4 v z

=0.

V zadéni vSak méame: ,Vypoctéte pomoci Cauchyho integralnich vzorcii ...

udélat treba takto:

2 . 24i(, 9y
/z +zdz_/wdz—2m'[
k2 y 220

68

2

24+

= 0.

“ Lze to



sin z sin z
dz= | ———dz =
/kz—l—i : /72—(—2') :

= 2mi[sinz|,—_; =
i(—i) _ p—i(—i)
e e
Yy S
i 2i

= m(e—e') = 2msinh 1.

22 —T2+10 = (z — 5)(z — 2), a proto

sin z %
Az2—7z+10 : /72—2 :
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% \\
AN

sin z 2, B
/];mdz = ? [(SIHZ) ]z=2i =

= i [—sin z],o9; =

e 2 —¢?

= —mi = wsinh 2.

21
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DN e
[\J[StR

. e® cos(mz)
/e 205(772) dz :/ EA R o
y 22+ 2z v 2—=0

o {e COS(?TZ):| _
z+2 |,

1
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,8x dokola*

/ dz / (eI ds —
L (2 -1)° B v (217
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dz dz dz
/7(1 TG L - 2)(z+2)(z )2 +/72 I-2)G+2(-0)F

1 1

:/M@dzjt/w%dzz
— o ({(1 - Z)l(z - @')QL_Q * Kﬁ” ) B
= ori (ﬁﬂL K—z?—;w)l] :) -

33 i 1) {(—;Z—t i 2)2} :> -

(
:27”_(3—4@'+ 142 > g 3—4i+(1+2@')(8+6z’))
(

75 100

1= ——T.

3.4 4 22,> =411 1

PRIKLAD 45.

Vypoctéte
1+i i 2
a) [, e*dz ) [, #*sinzdz;
b) fOHi 23 dz; d) foz zsin z dz.
Reseni:
a)
1+7 )
/ e*dz = [e*]§T" = e'(cos 1 +isinl) — 1 =
0
=ecosl —1-+i(sinl)e.
b)



i i
22sinzdz = 2?2 sinz dz =
0 0 ¥ T~

=u =V

) i
= [—z2cosz}g+/ 2z cosz dz =
0~~~

=u =

= cosi + [2zsin 2]}, —2/ sinzdz =
0

= cosi + 2isini + 2[cos 2] =

et + el el — el e ! + el
= 2 2 —2=
R

=3coshl —2sinh1 —2

(pouzili jsme dvakrat integraci per partes).

d)

i
/ zsinzdz = [~z cos 2], + [sin 2]},
0

= —7cost +sint =
= —jcosh1l+4sinh1 =

=i(sinh 1 — cosh 1) = —li
e

(opét jsme integrovali pomoci per partes).

PRIKLAD 46.
Rozhodnéte, zda dand fada konverguje

>~
a) Y. o
n=1

n=1

Reseni:
[e.e] n

a) Y, -5= konverguje absolutné, nebot
n=1

" 1<1
5 .

n

n2n

1
=— =
Un2
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b) > 3% (1+14)" konverguje absolutné, protoze
n=1

¢ 2

00 n
c) > (=9) konverguje neabsolutné, protoze fady
=

iRe (%) ! ilm (37(:)7;7)

n— n—

konverguji (sta¢i si uvédomit, Ze

i(—z)”_—i+—1+i+1+—i+
<3n—17  3-1-17 3-2—17 3-3-17 3-4—17 3-5-17 ’

a na prislusné rady pouzit Leibnizovo kritérium a snadné pozorovani, Ze z konvergence
fady a; + as + ag + -+ plyne i konvergence fady 0 + a3 + 0+ as + 0 + ag + ---),

a navic
o

(viz integralni kritérium).

PRIKLAD 47.
Urcete obor konvergence dané fady (tzn. najdéte vSechna z € C, pro kterd dana rada

konverguje).

I

B 1 (z+1\™.
a) 3z ()5
n=1

b > (5 +5).

ReSeni:

a) Pro z = 1 fada zfejmé nekonverguje. Pro z € C\ {1} plati

NI A | z+1 z+1
n2 \z—1 7({1/5)2 z—1 z—1

a proto dané fada konverguje absolutné pro kazdé z € C takové, ze ’%‘ < 1, a diverguje
pro kazdé z € C, pro které |2 | > 1.

slzl] : Lerl”‘_L % oo 1 (z41\" : N
Je-li ’Z_l‘ =1, je |n2 (Z_l) = 3, a proto fada )~ — (Z_l) konverguje absolutné.
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Shrnuti: dana fada konverguje (absolutné) pro kazdé

z+1
ZE{ZE(C: 1'§1}:{26C: Rez < 0}.

Z_

SNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NOANNNN
NNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NNNNNN
NANN NN

b) Protoze pro kazdé z € C\ {0}

Zn+1
(n+1)!
on
nl

= 12 —0<1,
n+1

konverguje fada > °° , Z= absolutné v C. ProtoZe pro kazdé z € C\ {0}

n=1 nl

2 n 2 1
i I S L0 N 1
2" 2| 2|
konverguje fada )7, :—j absolutné pro |z| > 1 a diverguje pro |z| < 1. Je-li |z] =1, je
2
E—::n2—>a3#0,
ZTL

o0 n2
n=1 zn

a proto fada ) diverguje.

Nyni definujme

* - Zk

k=1

Kk - k2

Sn (Z) = Z ;
k=1

Pak pro kazdé z € C a n € N plati

sn(2) = sp(2) + 577(2),

Sp = sn(2) = 5,(2),
a navic (uz vime) lim s} (z) € C pro kazdé z € C, a proto pro kazdé z € C plati

lims,(z) € C < lims;*(z) € C.
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Shrnuti: dana fada konverguje (absolutné) na mnoziné {z € C: |z| > 1}.

SNOANNNNRNNNNNY
NONNNNNORNNNNNYN
NONUNNNNRNNNNNYN
NONNNSATTYNNNNN
NN\ NN\
NANY SN
NNy, 1\\
NANNNS ANNNN
NANANN =< NNNNN
NONNNNNORNNNNNYN
NOANUNNNNRNNNNNN
NONUNANNNR NN
PRIKLAD 48.
Urcete polomér konvergence R dané mocninné fady
e n e n
a) > n§011§ e) > 7:1—!,2’”;
n=1 n=1
oo [e.9]
b) Y n"(z—1)™ £) 3 (cos(in))z";
n=1 n=0
zZ— n
¢ n®—n—2)z
I 5) X )2
o (z+144)" & n
. z
d) Z 3”(9171')’ h) Z —(n+8)!'
ReSeni:
a)
\/ L L — 1
2011~ / ,/=\2011 J
n (¥/n)
a proto
R=1
b)
vn" =n — oo,
a proto
1
R=—=0
)

¢) Protoze
3

3n 3 1
U VEn-22 Vavimn—2 2

(sta¢i si uvédomit, ze pro n > 3 plati 1 < /3n —2 < /n- {/n — 1), a proto

R:

o5

7



a proto

a proto

a proto

a proto

a proto

PRIKLAD 49.

1

FFmrisy| 1| n—i 1‘1—}1
§ZTE:75 3 n 4+ 1 1 3 1 + n

R =3.

n+1)nt1

o __ L tD"et+l) (1
% Cn+1 nn B n

1

R=-.

e

ilint1) | o=i(i(n+1)

cos(in) elin 4 e~tin

cos(i(n + 1)) ‘

—(n+1) nt+l L
e + e =

3

e "4 e R

n

®,

1
nn1+e
_ e i,+ e,
+1

emem

1
n2—n—2 ’
R=1
1
n 1
(tg)!— — 0,
(nt9)! n+9
R =x

Najdéte soucet dané mocninné fady v kruhu konvergence

oo
a) > nz";
n=1

b) 21%;
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(n? —n —2)2"

1 []8

X on+1
) > z2:+15 c)

n=0 n

®7EKJW“ﬁ%

0

Regeni:
a) {/n — 1, a proto polomér konvergence dané fady je 1.
Pro kazdé z € C, |z] < 1, plati

S ) ) o /
n __ n—1 __ —
n=1 n=1 n=1 n

:Z(izn)/zz(ljz)’:

n=1

l1—z+4+2 z
(1-2)2 (1-2)7

b) ’\l/% — 1, proto polomér konvergence je 1.
Definujme funkei f(z) := Y72, . Pak pro kazdé z € C, |z] < 1, plati

n=1

Fe)=3 =

n=1

Odtud, protoze
2] <1 = 1-2€eQ:={weC: |w-1| <1},

In'w=—vQ,

existuje ¢ € C takové, 7e pro kazdé z € C, |z| < 1, plati
f(z)=—=In(1-2)+c

Navic f(0) = —Inl+ ¢ =0, a proto ¢ = 0.
Shrouti: pro kazdé z € C, |z| < 1, je

% =f(2) = —In(1 — 2).
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1
2n+3
1
2n+1

— 1,

a proto polomér konvergence je 1.

Definujme f(z) :=> ", 2::11 Pak pro kazdé z € C, |z| < 1, plati

= 1
! o 2n __ _
S S
1 -1 n 1 1
T 2,1 2241
Odtud plyne, Ze existuje ¢ € C takové, 7e pro kazdé z € C, |z| < 1, je

f(z) = —%ln(l —z) + %ln(l +z) +c.

A jelikoz 0 = f(0) = ¢, plati pro kazdé z € C, |z| < 1, ze

OO »2n+1 1
Z ol ——ln(l —2)+ §1n(1 + 2).

n=0

d) ¢ n+1 — 1, proto polomér konvergence je 1.

Bud f(z) =", (— 1)"“"‘”+1 Pak pro z € C, |2| < 1, plati

o0

fie) =2 = =3 (-

n=1 n=1
z+1-1
1+2

Odtud plyne existence ¢ € C takového, ze
fz)=z—In(1+2)+c¢
a jelikoz 0 = f(0) = ¢, je

> In(1+=2
Sy :{%ﬂz):l—%, 0< ol <1

— n+1 0, z=0.

n2—n-—2

(n+1)2—(n+1)—2’

a proto polomér konvergence je 1.

Pro kazdé z € C, |z] < 1, plati

n=0

o0 oo

Z(n —n—2)z" —Zn an"—QZz”
n=0 n=0
(stadi si uvédomit, ze vSechny uvedené fady absolutné konverguji).

80



Navic (]z] < 1):

[o@) o [o@)
E nz”zg nz":zg nz"! =
n=0 n=1 n=1
!
o0 !
2" z
=z n— =z pry
n 1—2
n=1
l1—2+4+2 z
- _

[e's) [e's) 0o
E :n22n:§ :n22nzz§ n22n71:
n=0 n=1 n=1

:Z( z )’ (1—2)2+22(1-2)

= Z —=

(1—2)*

a proto pro kazdé z € C, |z| < 1, plati

= IER Zn_22+z—z(1—z)—2(1—z)2_ 2—4z
;( 2)2" = (1—2)3 (2 1)
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PRIKLAD 50.
Najdéte soucet dané rady

(o) (o] _1)n
) 3 b) 35S

Reseni:
Uvazujme funkei
n

[)=3 =

n=1

T\L/:W — %, mé v definici funkce f uvedend mocninna fada polomér konvergence 2.

Proto pro kazdé z € C, 0 < |z| < 2, plati

Protoze

2, ol 1 o= /2\"
/ g _ — —_ —
f(z)—; AL z;<2>
zl—g 2—z

Takze existuje ¢ € C takové, ze f(z) = —In(2 — z) + c. A jelikoz f(0) =0 = —1In2+ ¢, plati
pro kazdé z € C, |z| < 2,

f(z) =—In(2—2) +1n2.

i (=D" =f(-1)=—I3+In2= 1n§.

n2n

n=1

PRIKLAD 51.
Najdéte Taylorovu fadu funkce f o stfedu zy a urcete jeji polomér konvergence, je-li

a) f(Z) = z2j1;75’ 20 = _]-7 e) f(Z) = sin(322 + 2), 20 = 07
b) f(2) := =, 20 =0;
- ) £2) = s 20 =3
¢) f(z) =M, 2% =0;
d) f(z):=e¥*2 z=1; g) f(z):=sin’z, 2, =0.
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ReSeni:

) -1 1

a proto polomér konvergence je 2 a pro kazdé z € C, |z + 1| < 2, plati

1 1 1 2 1 1

f(z) =2 T
)=+ —— S [
344241 3 21241 12 1+ 61—

~ i il

= ((6_14): G .12n) (z+1)" =

Z%(w e

S| =

Mg .

3

3

b) 224 =0 pravé tehdy, kdyz » = = (

n
|
s
o~
Y

a proto ma hledana Taylorova fada polomér konvergence 1.

Pro kazdé z € C, |z| < 1, plati
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c) ProtoZe ziejmé

T
183
SIS

S S S S S S SSSS
S S S S S

S S S S S SS
S S S S S SS

S S S S S

(00, 1+ 00, =1+ 0), je polomér konvergence 1. Pro kazdé z € C, |z| < 1, plati

oy L=z 1T—z4(1+2) 2 B
PO =1~ ~O190-79
2 o
_1—22:;222’

a proto existuje takové ¢ € C, ze

2n+1

N
f(z)zz22n+1 +c.
n=0

A jelikoz f(0) = 0 = ¢, plati pro kazdé z € C, |z| < 1, ze

o Z?n+1
z) = 2 :
f(z) ; 2n+1
d) Ziejmé polomér konvergence je co. Vime, Ze pro kazdé z € C je e* = > %, a proto
n=0

f(Z) — eSz—2 _ 63(z—1)+1 _ 663(271) _

)

n!

n=0

e) Polomér konvergence je 0o a pro kazdé z € C je

f: z2n+1
sinz =) (=1)"—,
|
— (2n+1)!
* ~2n
cos z = Z(—l) o)
n=0



Odtud plyne, ze pro kazdé z € C plati

f(2) = sin(32%) cos 2 + cos(32%) sin 2 =

32n+1

4n+2 n
_ZCOSZ 2n+1 +ZSH12 (—1) o)

n=0

o0
= g a2

n=0

kde pro kazdé k € NU {0} je agx := Br a agpy1 := ag.

Ziejmé polomér konvergence je 2. Pro kazdé z € U(3,2) plati

a soucasné

(zil)" - <‘ﬁ> 2
e 2 € U(3,2) je
(zil -

= Z <_nl+)4n(n +2)(n+1)(z—

3)".

85



g) Polomér konvergence je oo a pro kazdé z € C plati

PRIKLAD 52.

1-— 2
f(Z):SiH2Z:$:
1 1 o 2n
=332 (1
n=0
> 92n—1
— 1 n+l1% 271'
Z( ) (2n)!z

n=1

Urcete obor konvergence dané Laurentovy Fady (tzn. najdéte vSechna z € C, pro ktera dana

fada konverguje).

a) > 27

n=—oo

b) >

n=—00
Reseni:

a)

ProtoZze mocninné rada

implikace

Je-li |2] =2, je |5

i 27Inlyn = i 27" 4 i 27T =
n=-—o00 n=0 n=1
1, =11

1
2TL
n=0

1
2| <2 = Z 2—nz” konverguje absolutné,

= 1
2| >2 = Z 2—nz" diverguje.
n=0

o0
z”‘ =1— 10, a proto fada Y 52" diverguje.
n=0

86

572" ma polomér konvergence 2 (ziejmé {/;

1

— %), plati



[&.°]

Nyni uvazujme hlavni ¢ast dané rady, tj. fadu 2 ;n . Uz jsme zjistili, ze
% 2 (tj, 2| > %) = i%i konverguje absolutné,
% 2 (t. |2 < %) = nzlzii diverguje,
% =9 (tj, 2| = %) = Zg—nin diverguje.

Shrnuti: dana fada (absolutné) konverguje pro kazdé

1 1
zGP(0,§,2) :{ZE(C: §<|z|<2}7
jinde diverguje.
3 SN
I'l %A “ \;
! el 1 2
\\ 2 "
b)
= (z—1) = = 1 1
— )"+ —.
X Rt S e
Jelikoz .
(n+11)2+1 N 1’
n2+1
vime Zze
z—i<1= Z (z — )" konverguje absolutné,
|z =i >1= Z (z — )" diverguje.

Je-li |z —i| =1, je
(z—4)"
n?+1

oo
n=0

o
a proto (viz integralni kritérium) fada >
n=0

(z=)"
n2+1

87
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1

konverguje absolutné.



Zjistili jsme (taky), ze

1 = 1 1
<1 (tj. |lz—1i>1) = k je absolutné,
o (tj. |z —1 ) 321 R P onverguje absolutné
1 = 1 1
1(tj. |z —1 1 di i
po (tj. |z —i] <1) = nEZI R P iverguje,
L =1 (tj. | '\—1):>§o L L k je absolutné
=1zl = R P onverguje absolutné.

n=1
Shrnuti: dana fada (absolutné) konverguje pro kazdé z € {z € C: |z —i| = 1}.
Jinde diverguje.

PRIKLAD 53.
Najdéte Laurentovu fadu funkce f na daném ,mezikruzi“

a) f(z) =55 0< 2| <14 f) f(z)::m,0<|z—i|<2;
b) f(z) =2, |2l > 1 |
e ) f(2) = =2, 0 <Je] < oo
C) f(Z) = Zz(;__i)? 3 < |Z_Z| <1
h) f(2) = w22 2 < [z~ 1] < oo
Q) f(2) = s, |2 > 5 i
e) f(z):= Z(Z£2), 1<]z—-2| <2 i) f(z):= m, I<|z—1] <2,
Reseni:
a) Pro kazdé z € C, 0 < |z| < 1, plati
cosz 1 & Z2n = Z2n—2
= = — —1 |Lgu— —1 n—,
/) 2 2 ;< ) (2n)! ;_; ) (2n)!

(Tyto vztahy plati dokonce pro kazdé z € C\ {0}.)
b) Pro kazdé z € C, |z| > 1, plati

f(z) = ! :i 11:%502

¢) Prokazdé z € C, 1 < |z —i| <1, plati

241 2+ i

z2(z —1) z z

—i—; 1 —
1+ 2 —1 1+ &2

:1—1-50:(_2_—711)71(2—2')”:

=1+ iz”(z — )"
n=0

(Tyto vztahy plati dokonce pro viechna z € C takova, ze 0 < |z — 1| < 1.)
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d) Pro kazdé z € C, |z| > 2, plati

1 1 1 1 —= /5\" 1
f<2>—2z_5—51_a—zz(5> o

[e.9]

5" 1
2n+1 zn—i—l o
n=0

|

on o’
n=1

e) Pro kazdé z € C, 1 < |z — 2| < 2, plati
1 1 1

(Uvedené vztahy plati dokonce pro viechna z € C takova, ze 0 < |z — 2| < 2.)

f) Protoze pro kazdé z € C, 0 < |z — 1| < 2, plati

B z B 1 Z—i—i—i_ 1 1 . t
IO = = o Grr ~ op (z+i <z+i>2)

a navic

cti 2ite—i 2 1451
A B W L w1
e —1)nt1 o
:Z_;(?i))"” (n+1)(z — )",
jeprokazdé z € C, 0 < |z —i| <2,
- n 1 (_1)n+1. \n—2
f(z):Z((—l) (2@')”+1+ R Z(n—l-l)) (z—0)"* =

_ in—&—l in+ 1

= f: (W - W(n - 1)) (z —i)" 2
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g) Pro kazdé z € C plati, ze

° 2+l 0 » 22041
_ginz=z— B O 2
osmEms ;( S et ;( S G r

a proto pro kazdé z € C, z # 0, je

2n—3

f(Z) = — 4 = Z(_1>n+1 (2n + 1)|

1|1 3
z+4+2 3 1 5) 1
f(z)_22—4z+3_§ 1—z+§'z—3
Navic
1 1 1 1 _ii 2n
=3 —242z-1 z-1 1--% nzo(z—l)”ﬂ’
a proto pro kazdé z € C, 2 < |z — 1|, je
12) 3 1 *‘jii 5. 22
2)=—— =
2z-1 = (z-1)

1
0 3-2 "3 (z_3)



a navic

1 1 1 = b = (—1)" !
z 1+4z-1 nz z—l"“_;(z—l)"’
1 1 1 (z—1)"
2—3 —242z2—-1 21 nz:; ontl
1\’ 1) =nz-1)"1 &n+l .
(z—3> :_<z—3) =2 " om =X pm-
n=1 n=0

plati pro kazdé z € C, 1 < |z — 1] < 2, Ze

1 ( /1 1 1 n+l1 .
Z@ z—l Z(§'2n+1+§' 2n+2>(2_1> -
=0

n=1
)l 3n+5 N
Z z—l Z#@_l)'

n=1 n=0

o0
o0

@IH

PRIKLAD 54.

Najdéte Laurentuv rozvoj funkce f na vSech ,maximalnich mezikruzich“ se stfedem zy, na
nichz je funkce f holomorfni, je-li

a) f() = Z=2%, 20 =0;

23—324+27
b) f(z) =25, z=1+1.
Reseni:

a)
22—2—1—37 22— 243 B 1 n 1
B -32+2 (2-1%2+2) 2+2 (z2—1)2

f(z) =

a protoze f je ziejmé holomorfni na C\{—2, 1}, mame pravé tii ,maximalni mezikruzi*:

a) P(0,0,1),
p) P(0,1,2),
v) P(0,2,00).
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a) Jelli z € C, |2| <1, je

n=0
) (_1)n S
- Z gn+1 2" + Z(n + 1)Zn+2 -
n=0 n=0
=D St
n=0 n=2
11 “n—1
f(z)_;1+§+; o
[e%S) %)
& ()2 n—1
n=0 n=2
1 (=2 t+n-1
=2t > o




b) Protoze f je ziejmé holomorfni na C\ {0} a |z, — 0|

mezikruzi“:
FENINNY
\_il,'
a) P(1+44,0,4/2),
B) P(1+1i,v/2,00).
a) Proz€C, |z—1—i| <2, plati
z+1 1 1
fO=—3=1%2
a navic
1 1 1
P ; ST z—1—1 -
: 1+4it+z—1—i 1+4i 1+ 5=+
Z (z—1—4)"
n+1 ’
n:O +Z
1 1 ad 1)r+t _—
Eh —(;) > d mm n(z—1-i"
n=1
a proto

=55 (E ) ot

n=0

) Pro kazdé z € C, |z — 1 —i| > /2, plati

1 1 1 1 _i(—l)"(lJri)"
2 ltitz—1-i z—-1-i 142 & (z-1—d)m
1 (1>/_§:(—1)”(1+i)"(n+1)
2 — —\ - 1 _ A\n+2 )
z z —~  (z=1—=a)"t
a proto
f(z) = Z—l—z+z z—l—z)"+1

n=1
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PRIKLAD 55.
Urcete typ kazdé z izolovanych singularit funkce f, je-li

a) f(z) =2 +428 -2+ 243 g) f(2) = 575;

b) f() =25 h) f(z) = e

¢) f(2) == =5; i) f(2) = st
d) f(2) = Fr; i) f2) = g

¢) f(2) = k) f(2) = 22sin &5
£) f(z) =22 1) f2) = 1582
ResSeni

a) Funkce f(z) = 2° +42% — 2+ 2 + % ma4 dv¢ izolované singularity: 0 a oo.
Ziejmé plati

* 0 je 2-nasobny pol f,

* 00 je b-nasobny pdl f.

b) Funkce f(z) = 2= ma dvé izolované singularity: 2 a co.

z—2
* Protoze
2
—4
lim ——— = lim (z +2) = 4,
z—2 Z — z2—2
je 2 odstranitelnd singularita f.

TG £ 0,

Z—00 z

a proto oo je jednoduchy pél f.

1
¢) Funkce f(z) = =5 = A= 9012) ma Cty¥i izolované singularity: 0, 1, —1 a oo.

* 0,1 a —1 jsou jednoduché poly f.

e Protoze

: : 1 1
- =y Fy i

je oo odstranitelna singularita f.
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d) f(z) = Zf—il a protoze

1472 1—7 =1 —9 =141
24—1—1:O<:>26{ R ! ! _H};

mé funkce f pét izolovanych singularit:

. 1—\7;, %, _\1/; a _\1/'5” jsou jednoduché poly f

e a, protoze lim f(z) =1, je co odstranitelna singularita f.
zZ—r00

z

e) Funkece f(2) = 7

mé tii izolované singularity: 2i, —2¢ a oo.

e 2¢ a —2i jsou jednoduché pdly f.

e Protoze
. . e ru . € pm o, €'
lim f(z) = lim = lim — = lim — = oo,
z€eR zeR zeR z€eR
e2n7rz 1

f(2nmi) = 0,

= —
(2nmi)?+4  —4n?m%+4

lim f(z) neexistuje, a proto oo je podstatna singularita f.
Z—00

f) Funkce f(z) = Zij‘l mé pouze jednu izolovanou singularitu, a to oco.
* Protoze
lim f(z) =0,
T—00
zeR

lim f(x) = 0000 = o0,
T——00
zeR

neexistuje lim f(z). Odtud plyne, 7Ze oo je podstatna singularita f.
Z—00
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g) Protoze f(z) = ;;22 a soucasné
246" =0 < z=Ln(-2)=Im2+ 2k + 1)mi = 2z, k € Z,
mé f izolované singularity pravé v bodech zj.

e Navic

[(2 + ez)l]z:% = [ez]z:% =—-2#0,
[1 - 62]2=Zk = 3 #* 0,

a proto z = In2+ (2k 4+ 1)mi, k € Z, jsou jednoduché poly f.

Pozor: oo neni izolovana singularita f.

h) f(z) = e a pro viechna z € C\ {0} plati, ze

o0

11
f(z) = ;% 1 o
Odtud plyne, 7e
e 0 je podstatné singularita f,
* 00 je odstranitelnd singularita f.
i) f(z)= m a protoze
2—cosz—# S 4=+ &

& ¥ 41 1=0 & e —24+V3>0 &

i 4EV16—4
B 2
& iz=Ln2+V3) =2+ V3)+2%kri, keZ <
& 2=z :=2kr—iln(2+£V3), ke Z,
mé funkce f izolované singularity v bodech 3 a z;, k € Z.
e Snadno spocteme, Ze
[(2 = cosz)],es, = [sin2],—sy # 0,

a proto f méa v bodech z, = 2kr — iIn(2 £ /3), kde k € Z, jednoduché poly.

e Je ziejmé, 7e 3 je 2-nasobny pol funkce f.

(0o neni izolovanou singularitou f.)

96



j) Funkee f(z) = ZZ maA zfejmé izolované singularity v kofenech funkce sinus.

Rozmyslete si, ze

* 0 je odstranitelné singularita f,

o km, kde k € Z\ {0}, jsou jednoduché pdly f.

(0o neni izolovanou singularitou f.)

k) Funkce f(2) = 2*sin 27 ma pravé dvé izolované singularity: —1 a oo,

e —1 je podstatna singularita f (nebot lirn1 f(2) neexistuje),
z——

° . LS A 2 ] . @ _ : : 4 - a1
oo je dvojnasobny pol f (nebot le)rgo = Zli}rgo sin <z+1) =sinl # 0).

1) Funkce f(z) = 152 m4 ziejmé izolované singularity pravé v kotenech funkce sinus.

sin“ z

e Protoze®

. 1—cosz ru. .. sin z 1

lim ——— = lm ———=_,

z—2km  sin“ z z—2kr 28Inzcosz 2

plati, ze body 2km, kde k € 7Z, jsou odstranitelné singularity f.

e Protoze
1-— ) 20z — 2k + 1)7) p
lim (2= @k+1)7) — 2 im ( i )7) 1

z—(2k+1)m sin” z z—(2k+1)7 2sin z cos z
9 im — 20,

z—(2k+1)T COS Z

jsou body (2k 4+ 1)7, kde k € Z, 2-nésobné poly f.

(0o neni izolovanou singularitou f.)

PRIKLAD 56.
Dokazte I'Hospitalovo pravidlo:

Necht funkce f a g jsou holomorfni a nekonstantni na néjakém prstencovém okoli bodu zy € C
a necht lim f(z) = lim g(z) = 0.
Z—r20 Z—20
Potom plati
f(z)

/
lim —% = lim / <Z>
2—20 g(z) 2—20 g’(z)

ReSeni:
Z predpokladi plyne, Ze existuji ¢isla p,q € N, okoli U(zg) bodu 2y a funkce f; a g, které
jsou holomorfni a nenulové na U(zy) a takové, ze pro kazdé z € U(zy) \ {20} plati

f(2) = (2 = 20)" f(2),
9(2) = (2 — 20)q1(2).

5Pouzivame I’'Hospitalovo pravidlo dokdzané v nasledujicim piikladu.
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Odtud

o0, p<g,
| f(z): m (2 — 0)p—qm_ 0, P> q,
220 g(z) Z—20 gl(Z) f1(20)

g1(z0)”’ P=4

a soucasné

o ff(2) L oplz =20 fi(2) + (2 — 20)Pfi(z)
zh—>nzlo J'(2) a zh—>nzlo q(z — 20)7 1 g1(2) + (2 — 20)2g7(2) a
PR F ) AR)
=S oS sy G ey s
oo, p <gq,
=<0, P> q,
e

Véta je dokizana.

PRIKLAD 57.
Vypoctéte reziduum funkce f ve vSech jejich izolovanych singularitach, je-li

a) f(z):= Z+123> f) f(z) :=tgz;
b) f(2) = s g) f(2) =
) f(z):= (2241r1)37 h) f(z) == cotg® 2;
d) f(z):= %, i) f(z):=sinz- sin%;
e) f(Z) = ZG(Z21+1)2; J) f(Z) = ?IZ“_(T{)ZQ
ResSeni
1 1 o o . .
a) Funkce f(z) = = — ma ziejmé 4 izolované singularity: 0, i, —i a oo.

z4+ 23 z(z—1)(2+1)
Nyni pouZijeme (stejné jako v fadé dalsich p¥ikladn) vétu 9.3, ¢ast (iii) — viz [1]:

c 1es f(0) =[], = L
* res f(i)

- 1 1 1
ves f(—0) =[r5z],_ =15 =3

[Hﬁ}z:z - 1-3 — _%’

a vétu 9.3, ¢ast (v) — opét viz [1]:

*res f(oo) =—(1—1—3) =0.
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b) f(z) = a = )3 ma ziejmé dvé izolované singularity.

e —1 je trojnasobny pol funkce f, a proto

res f(—1) = [(z2)"L:_1 =1.

N —

* res f(oo) = —1.

¢) Funkce f(z) := & 2+1)3 ma t¥i izolované singularity: trojnasobné poly v bodech i a —i
a odstranitelnou singularitu v oo.

wsa=3 ()] 3ol .-

* res f(oo) = 0.

d) Funkce f(2) = 3“ mé dvé izolované singularity: 2 (jednoduchy pol) a occ.

341
esf(2) = |5 =9
1 z=2
e res f(oo0) = 0.
1 1 . .. . . . .
e) Protoze f(z) = = _ 5, jsou ¢isla &4 dvojnasobné poly f, 0 je

26(224+1)2  25(z+14)%(2 —1)
6-tinasobny pol f a oo je odstranitelné singularita f.

25(z 4 i)? +262(2ii)]
z==£i

62°(
212(z £ 4)*
7
iz_li'
o Protoze f(z) =1: (204228 +21%) = 5 4+ -+ 9 je res f(o00) =0,

eresf(0)=—Ti+1i—0=0.

f) Funkce f(z) = tgz = 222 m4 jednoduché poly v bodech I + kr, kde k € Z, a plati

Cos z

resf<g+k7r):[sn.lz } =—1.
—smz z=g+km

(0o neni izolovanou singularitou f.)

6V piislusném Laurentové rozvoji funkce f je koeficient u % roven 0.
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g) f(z) = == ma jednoduché poly v bodech k7, kde k € Z, v nichz plati

sin z

(="

res f(km) = [

COS Z:| =k

h) f(z) = cotg® z = %% ma trojnasobné poly v bodech kr, kde k € Z,

navic
COS 2 . 22+z4 z3+z5 1 z 23
— - —_— e : z — — —_— ... —_ e ...
sin z 2 24 6 120 z 3 45

a proto

(cosz>3_ 1_z_z3_ 1_2_23_ 1_2_23_
sinz/  \z 3 45 z 3 45 z 3 45 )

res f(0) je ,koeficient u 1%, z ehoz plyne

res £(0) = 3 <—%) S

Protoze funkce f mé periodu 7, tzn. f(z) = f(z — km), je

res f(km) =res f(0) = —1 pro kazdé k € Z.

i) f(z) =sinz-sin < ma izolované singularity v 0 a v oo.
Protoze pro kazdé z € C\ {0} je

> Lzl > L1 1 B
flz) = (ZH) m) (;H) Gh 1) ) =

plati”
res f(0) = res f(o0) = 0.

j) Funkce f(z) = ij‘f’{jg méa dvé izolované singularity: 1 a oo.
e Protoze 1 je dvojnasobnym polem f, je
L sin(mz) N\ sin(mz)\"
resf(l)—ll_rg ((2_1)3(2_1))_£1_rﬂ<2_1 =

meos(mz)(z — 1) —sin(7z) v

- llgi (z—1)2 B

VH —n?sin(7z)(z — 1) + 7 cos(mz) — 7 cos(7z)

= 111m =
z—1 2(z—1)
. .

= llgi (—? s1n(7rz)) = 0.

7V piislugné Laurentové fadé funkce f jsou nenulové koeficienty pouze u ,,sudych mocnin® z.
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Jinak:

= sin(7z) _ _sin(ﬂ(z— 1)
o) = A )
:0 2n i D=
o0 2+l S
=2 (-1 CIESI LA

Il
o

n

V pravé spoctené Laurentové fadé funkce f jsou nenulové koeficienty pouze
u ,sudych mocnin“ (z — 1), a proto res f(1) = 0.

* res f(o0) = 0.

PRIKLAD 58.
Vypoctéte pomoci reziduové véty dany integrél

a)

/%dz, kde 4(t) :=3e", t € (0,2m);
v

23

1 1 ,
/WZ ) cos;dz, kde ~v(t):=18¢", t € (0, 27);

3
/ © -dz, kde k={z€C: |2| =2}
k

4

3
/kzj_leidz, kde k={z€ C: |z| =2};

1 .
/zsin it 1 dz, kde ~(t):=2e"", t € (0,67);
Z J—
N

67'('2
/ e
.

kde v je takova jednoducha uzaviena po ¢astech hladka kladné orientované kiivka, ze

inty={z€C: |z/|<1 A O<argz<g};

dz
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ReSeni:

a)

1
N

(N

~ M v : M z ” 2 COS z
Ziejmé z = 0 je trojnasobnym poélem funkce ——, a proto
53
COS Z , coSs 2
dz = 2w res =
P =0 3

= 27i 3 [(cos2)"]._, =

— i [(—sin )] g =

= Ti[—cosz],_, = —mi.

dh
AN

|

Ziejmé

LZiQ cos% dz = 2m’(resf(—2) +resf(0)) = 2m'( — resf(oo)).
—_——

=:f(z)
Pro kazdé z € C, |z| > 2, plati, ze

1 11 1 " - 2"
= — = — —1 n__ — — n____
z+2 z1+2 z;( ) Zn ;( )z”+1’
a proto taky
o S (_Q)nil - n 1 1
= (S 52 (S
n=1 n=0
Odtud plyne, ze
1
tes f(o0) = —(=2)°+ (—1)°+ = = —1,

1 1
/ cos —dz = —2mires f(o0) = 2mi.
5 2+ 2 z
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1 2

/ 4Zi 7 dz = 2m’<resf(1) +1es f(—1) + res (1) —|—resf(—z’)) = 2mi( — res f(00)).
k<
——

Pro kazdé z € C, |z| > 1, plati, ze

3 o0 n o0
S S T 1\" 1
- Pumr i () L
a proto
res f(o00) = —1,
o
/kz4_1dz:27ri(—resf(oo)) = 2mi.
d)
10 2
k _/
Ziejmé

/ G e dz:2m'<resf(—1)+resf(0)> = 27i( — res f(00)).
r2+1

=:f(2)
Protoze pro kazdé z € C, |z| > 1, plati, ze

je



Odtud

J

3 271
: e%dz:27ri(—resf(oo)):—lz.

3

z+1

»3X obéhnuta®

L/

AR
-

Ziejmé
1
/zsmz+ dz = =3 - 2mires f(1)
. z—1
=:f(2)
Protoze
Coz2+1 z—1 2 (14 2
in = sin = sin _Z ) =
e B P i —1
=sin1 cos + cos 1 sin ,
z—1 z—1
je pro kazdé z € C, z # 1,
f(z)=(z—1+4+1)(sinl 2 + cos 1 si 2 =
z)=(z sinlcos —— +coslsin— | =
in 1 i( 1)" 2 +Z ! -
= sin —
v (2n)! (z — 1)21 | (z — 1)2n

o0

22n+1 22n+1 1

+C°S’1[Z(_1)n(2n+1 (= —1)? +Z ReTESVIEE

n=0

Odtud plyne, ze

res f(1) =

1
/zsinz+ dz =
~ z—1

] |

22 2!
((—1)5) sin1 + cos 1 ((—1)0 —) = —2sinl+ 2cos1,

1!

—3 - 2mires f(1) = 12mi(sin1 — cos 1).
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f) Protoze
1+

i
22 —i=0 & P*=- & =% ,
z ] z B z 9

Nl .
[ ]
J
)
Ny

je
/ ¢ dz =27 res ¢ ) =
222 — i a=1t \ 222 — 0
, e (45) (i~ 1)
= 2mi —(i —1)ez2
4(%)
g) Protoze funkce f(z ) = m méa ziejmé 12 izolovanych singularit, z nichz 11

0 a kofeny rovnice 210 = 2) lezi ,uvniti“ k a tim dvanactym je oo,
y ym ]

je

/kL = 2i( — res f(0)).

25(210 — 2)

Pro kazdé z € C, V2 < |z, je

1 2"
f(z) = 5] _ Z% ST szn - g ~10n+15"
a proto
/—dz 27i( — res f(00)) =0
I — = .
p20(210 —2) -
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PRIKLAD 59.
Vypoététe pomoci reziduové véty dany integral®

a) e)

/7T dx /7r cosx
— . —  dx
_r 9+ 3cosz _x O+ 2sinw
b) f)
/°° > de /27r cos?(2z) d
- . @
oo T4 622 4 25 o D—4dcoszx
¢) 8)
/°° 41 /°° dz
6 da; 1L 6
o 2%+1 o L+
d) h)
/OO x? /°° dz
——— duz; _
o (z2+1)° o X2+ +1

Reseni:
a) Definujme kiivku v(t) := e”, t € (0,27). Pak pomoci substituce’ e = z, pro niz

eix + efia: z+ 1
COST = B = s

A 1
1 der = dz, tj. do = —dz,
1z

dostaneme

/7r dx / 1 1 d / 2dz
_— = - 1~ z = ) .
. 5+3cosxz (5+3ZZ;> iz 5 (102 + 322 + 3)

Protoze

322410243=0 & z=

Y

—10 £ /100 — 36 1
T ()

:
\H

8Uvedené integraly je tieba chépat jako ,,redlné® integraly z funkce rediné proménné.
9Prohlédnéte si kapitolu 9.3, ¢ast a) — viz [1].
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je

/7r dx _/ 2dz
b+3cosz ) i

_ 10z 4+ 322 + 3)

2
— i
™ (z’(3z2 102 + 3))

1 47
v = — =
6z + 10 B! 8

m
7
b) Nejdfive si v8imnéme, Ze

A4622425=0 & 2?

344 o ze {142, —1—2, —1+2, 1-2i).
Bud nyni k£ C C hranici mnoziny {z € C: |z] <3 A Imz > 0}.

Pak plati'?

/°° 2% dx _/ 22dz B
o T 622425 2t 622425

2

. z 2;2
=2m | res ———— es =
z=142i 2

+ores
44622425 a=—1+2i 24 + 622+ 25

22 2
o[ | .
" {433 + 122} Z=1+2i i [423 + 122} z—1+2i)

z z
pr— 2 ) —_— —_— pr—
i (|:4’Z2 + 12:| z2=1+21 - |:4"7’2 + 12:| z=—1+2i>
1+ 2
= 271 < +

S R B
A(—3440)+12 ' 4(—3—4i) + 12

112 —1+21) :%(1+2¢+1—2@)

16¢ 162

1=

10Viz kapitolu 9.3, ¢ast b) v [1].
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c¢) ProtoZe problém

ma pravé tii feSeni:

4 . . .
a funkce i&} je suda, plati

J

S41=0AImz>0

+1 1 [ zt+1
26+ 1 x_ﬁ/oo 641"
_1/24“ _
2 ) 25+1
1 < A1
= —2m Zr:ezsj S

—1 1
Odtud, protoze
A4+1 0 [2441] 1
r_es 6 1 = 6 5 = _(_Z)7
z=z1 2° + L 62° .8y
2241 [ +1] 2( )
res == = —(—1
=2204+1 | 62° | _, 6 ’
A41 0 [ +1] 1 )
res = = —(—1
2=2z3 26 + 1 625 — ‘/‘E’—&-lz ’
- 2 2

plyne
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d) Funkce ﬁ

{z€C: |z| <2 A

je suda, a proto pro k C C, které je hranici mnoziny

Imz >0},

/‘,
74

plati
1

2

1

2

2dx B

/°° x?dx B /°° T
o (@413 2 ) (224153
z

1 2
= 527'('2 res (m)

[
&) .-

22dz

1

m
2

Lo [(22(2+40)° — 223(z +4)2\"]
2 (z + z')6 —
_omi —2? —2 42z 222 B
2 ot )]
i ( 22 +2i)(z +9) — (=22 + 2z0)4(z + 1)
2 (2 +1)8
o 4(2i)3 2m o7
2 \ (208 ) 255 16
e) Bud ~(t) := €, kde t € (0,27). Pak
T z+1 1 1
/ ST g / : L
_x 3+ 2sinx y 2 3+22;_2zz
1 /22 +1 1
== . dz
2/, =z 22+43iz—1
(volili jsme substituci € = z — viz kapitolu 9.3, ¢ast a) v [1]).

Protoze

P2 43iz-1=0 & 2=

—3++5.
— 1
2 b)
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je

T cosw 1 (2241 1
——dz = - - dz =
.3+ 2sinx 2/, 2z 224+3iz—-1

-~

=:f(2)

= %2%2’ <res f£(0) + resf(ﬂi>> =

2

, 2241 N 2241
= 77 _— —_— =
243z -1, |[222430)],_-s:v5,
2—3iz
T S S —mi(—1+1) =0,
7”( +[2—6¢z+3¢zL:3;¢gi> mi(-1+1) =0

f) Provedeme substituci e = z, pro niz

z—i—%
CoST =
2 Y
2+4
cos2x = 22,
2
1
dr = —dz
12

Pro v(t) := e, kde t € (0,27), pak plati, Ze
2T cos? 2z 1/244+1\° 1 1
B2 = [ - (22 ——dz =
o HD—4cosx 44 z 5—2%22
1 4 2
_ /_. (z*+1) 1 & =
4 z4 5z —222 -2

Y ENCER 1 L
_/742' 24 —2(z—2)(z—%)d B

N

_ i—? (resf(O) 4 res f G)) |
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A protoze

=3[R 1)

A1) [ 289
e I\g ) T 24 5—4z| 1 487

je

|
|
3

/27r cos? 2z 17
——dx = :
o H—4cosx 48

g) ProtoZe rovnice 2% + 1 = 0 m4 za podminky Im z > 0 pravé tii resent:

v

plati pro funkei f(z) := 7e

1
14267

/_: : —(ii—x:cﬁ = 2mi (res f(z1) + res f(zq) + res f(Zg)) =

3 3
. 1 . Rk
:271—22@:27”26_22:
k=1 k=1
21
:—?(214—224‘23):
3 1 3 1
_ (BB LY
3 2 2 2 2
2
= Ti9i=""
3 3
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h) Protoze
V3

1
2 1=0 & z=—-+2"
2t +z+ z 5 22,

plati pro k& C C definované jako hranice mnoziny {z € C: [z| <2 AImz > 0}, Ze
/°° dx _/ dz B
oo X2+l o2zl

1
= 2w  res - | =
z:—l-t,-ﬁi 22+ z41
2 2

112



Literatura

[1] J. Bouchala: Funkce komplexni proménné, am.vsb.cz/bouchala, 2012.

[2] J. Bouchala, O. Vlach: K#ivkovy a plosny integrdl, am.vsb.cz/bouchala, 2011.
[3] J. Bouchala, P. Vodstrcil: Rady, am.vsb.cz/bouchala, 2011.

[4] 1. éerny: Analjza v komplexnim oboru, Academia, Praha, 1983.

[5] I. éerny: Zdklady analysy v komplexnim oboru, Academia, Praha, 1967.

|6] M. Dont, B. Opic: Matematickd analyza 1T — ulohy, skripta CVUT, Praha, 1989.

[7] J. Elias, J. Horvath, J. Kajan, R. Sulka: Zbierka tloh z vyssej matematiky 4, Alfa,
Bratislava, 1979.

|8] P. Galajda, S. Schrétter: Funkcie komplexnej premennej a operdtorovy pocet, Alfa, Bra-
tislava, 1991.

[9] I. Kluvanek, L. Misik, M. Svec: Matematika II., SVTL, Bratislava, 1965.

[10] K. Rektorys a spolupracovnici: Piehled uZité matematiky I a II, Prometheus, Praha,
1995.

[11] J. Vesely: Komplexni analyza pro ucitele, Karolinum, Univerzita Karlova, Praha, 2001.

113


https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/FKP-obraz.pdf
https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/kpi-obraz.pdf
https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/Rady-obraz.pdf

	Literatura

