MAA4 - priklady na cviceni 01
Funkce vice proménnych - zakladni vlastnosti

Teorie:

e Pripomeiite si, ze vrstevnici funkce f: G C RY — R rozumime li-
bovolnou mnozinu tvaru {z € R?: f(z) = c}, kde ¢ € R je n&jaka
konstanta (,,nadmorska vyska®).

Pro nasledujici funkce urcete definicni obor a popiste (implicitné,
tj. rovnici) jejich vrstevnice.

(a) f(z,y) = C, kde C € R je konstanta;
(b) 3x+4y—15, T gin(3x4+4y—15), 1/4/3x + 4y — 15;

pomoci rovnic popiste vrstevnice téchto funkei pro hodnoty 0, 1, 2;

(c) 72 _|_y2 95, ez2+y2—257 Sjn(xQ + y2 —25), 1/\/m3
popiste vrstevnice prochazejici bodem (Z, %g)’
(d) sgn(x-y), sgn(sinz-siny); (Vrstevnice nemusi byt ,kiivky*!)
*(e) arcsin(x +y) + arctg(r +y) — 22 — 2y;
#(f) In(1+4* —2?),  logo(zy);

Jesté nékolik funkci t77 promeénngch. Definiéni obory budou tedy pod-
mnoziny R? a vrstevnice budou obvykle néjaké ,,dvojrozmérné plochy*
v R3.

() f(wy.2)=a+y+z [fleyz) =1

(h) 2® + 2+ 2% flr.y,2) =y* + 2%

(i) Jak by vypadaly vrstevnice v R?® funkci z bodt (b) a (c), pokud

bychom tyto funkce chapali jako funkce t¥f proménnych, tj. napf.
flz,y,2) =3z + 4y — 5 atd.?

Trocha kresleni:

(a) Nacrtnéte vrstevnice funkce f(z,y) = (\/5)4 + (\/§)4, pro hod-
noty f=1,4,9,16.

*(b) Nacrtnéte vrstevnice f(z,y) = z +y pro hodnoty —2, —1, 0, 1, 2.
Do obrazku dale zakreslete trajektorii ¢(t) = (v/2cost,/2sint) a
oznac¢te na ni body ¢(0), p(7/2), ¢(7), ¢(37/2). Z obrazku urcete,
v jakych ¢asech t € [0,27) dosahuje slozena funkce f o ¢ hodnot
2 a —2. Jde o jeji extremalni hodnoty?
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*(c) Nacrtnéte, pokud jste tak jesté neucinili, defini¢ni obor funkce
f(z,y) = 1/+/a% + y?> — 25 z predchozi dlohy. Do téhoz obrazku
zakreslete piimky p: 3x + 4y = 0, ¢q: 4o — 3y = 25. Jak vypadaji
jejich pruniky s Dy, tj. priniky pNDy a g N1ID;?

Spoctéte fop a (f o), jestlize:
(a) f(z,y) = 16y* =42 +10, () = (0,0) +t-(1,1);
(b) f(z,y) =16y" — 4z +10, o(t) = (46" + 1,1);
(©) sin(9x? + y2)’
922 4 12
sin(922 + y?)
922 + y?
(e) Vysvétlete (geometricky interpretujte) své zavéry v (b) a (d).

o(t) = (0,0) + - (1,1); (O jakou kiivku jde?)

. @(t) = (cost,3sint); (O jakou kfivku jde?)

Necht f(x,y) = logg(4z* + 9y?*). Napiste rovnici vrstevnice pro
hodnotu 2 (neboli jeji implicitni vyjadieni) a najdéte parametrické vy-
jadreni (t) = (7,7) této vrstevnice. Pak napiSte a upravte slozenou
funkci f o ¢. Vysledek je mozno ihned uhodnout z hlavy! fo ¢ =7
(AZ vysledek uhodnete, ovéite ho vySe uvedenym postupem.)

Necht f(z,y,z) = zyz. Najdéte extrém(y) této funkce na piimce
zadané parametricky jako p(t) = (20 — ¢,t¢,20). Nezapomeiite urcit
bod(y) na pfimce (p), kde se extrému nabyva.

[6] Vygetfete existenci a hodnotu nésledujicich limit:

(a) lim (sz _ 23/2 4 7) int: Funkce je spojita, t)

(z,y)—(1,2) »limita je hodnota“.
. . Hint: Opét pouzijte spojitost
/) r2 2
(b) (m,y}l_{r(lg,o) z? + y?sin(z) cos(zy) (a zdtivodnéte ji).
oty tay? Hint: Funkce je spojita vSude

c llm @ ——— tam, kde je spojity citatel i
© (@)= (0,0) T2 + y* + 1

jmenovatel a nedéli se nulou.

Hint: Nadrtnéte mnoZinu

22—y —y
(d lim bodii, kde jmenovatel je 0,
(@y)=(3.2) (CE o y) (:E o 2) <y + 1) a ,vhodné okoli“ bodu (3, 2).
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Nasledujici limity uz obvykle nejdou vy¢islit okamzitym dosazenim.
Nékteré z nich maji pod symbolem ,lim“ uvedeny dalsi podminky;
potom jde o limity vzhledem k néjakym podmnozinam celého prostoru.

() tm UHUE -2

3 _ 2 !
(@)=1,D (% = 1)(y2 +y) Zkrate, co se dal

Hint: Jakého ,typu“ je tato

limita? RozloZzte polynomy a

(b) Napiste defini¢ni obor funkce z (a) a vysvétlete, pro¢ limita neexi-
stuje vzhledem k celému R? (tj. pro¢ je potieba ,,pod ni* pripsat
jesté x # 1, y # —1“). Pouzijte skutecnost, ze aby limita funkce
f v jistém bodé méla Sanci existovat, musi byt definovana na né-
jakém (byt i jen miniaturnim) prstencovém okoli tohoto bodu.

. % — y2 Hint: Opakované vytknéte ve
(¢) lim . . :
(z,y)—(1,1) 22 — 3y + 3x — xy jmenovateli, pak zkratte.
Y
, r+y):—4
«(d)  lim (w+y)> -4
(@y)—=(-1,1) T +y+2
. ( T+ y)z _4 Hint: Sikovné up'ravte Citatele.
*(e) lim e Jsou dva nabizejici se zptisoby,
(zy)—(1,-3) T+y+2 Lo . |
T4y +240 z nichz jeden nikam nevede!

. 2 y2 11 Hint: Standardni trik na roz-
x(f)  lim

5 5 dil odmocnin funguje i zde:
(,4)—(0,0) =ty a? =% = (a—b)(a+b).

N 6 _ 16 —
' \/:132 T y2 “ o +2-1 Hmt.”Mlsto vzorce a' b
*(g) lim pouzijte VOLSF s vnitini funkci

(z,y)—(1,0) {’/1‘2 +y?—2x+2-1 g(z,y) = V22 + 42 — 2w + 2.

Nasledujici limity je potfeba pocitat ponékud napadité. Casto lze
najit vhodny odhad a pouzit Lemma o dvou policajtech. Nékdy vsak
zadny odhad nepomiize, protoze limita neexistuje. Neexistenci limity
lze ¢asto dokazat pomoci skladani s riznymi kiivkami: jestlize ,limita
po jedné krivee® je jind nez ,limita po jiné kiivce”, pak limita jako
takova neexistuje. Pokud by totiz limita existovala a méla hodnotu L,
podle VOLSF by vSechny (spravné) slozené funkce musely mit prave
hodnotu L.

Hint: Pouzijte A-nerovnost
ZC4 +y4 )

(a)  lim ——= a odhad ;% < ¢, kdykoliv

5 3 btec X b
(z,9)—(0,0) 2° + Y a,b,c=0,a+b+#0.
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(b)

(c)
+(d)

*(e)

+(f)

2xy

lim —
(z.)—(0,0) 2 + 32
lim Y
(z,y)—=(0,0) /22 + 12
2
lm
(@) —(0,0) 22+ y
2

lm
(22)=(0,0) 2 +y
lim  (z® +¢? @y
(m,yw(om( v)
223 + 5y
11m —_—
(@y)—(0,0) 22 + 2y?

Hint: Limita neexistuje. \

Hint: Zkuste pouzit polarni
soufadnice. Jak ale osprave-
dlnit takovy postup?

Hint: 1 zde lze pouzit zdménu

soufadnic.

@ Tyto limity jsou docela snadné, jakmile vas napadne vhodnym
zpusobem pouzit VOLSF:

(a)

(b)

(c)

+(d)

*(e)

s (f

sin(22? + y?)
im —
(zy)=(00)  22° + y?
1 —cos(|lz — 4| +

ly +51)

1mn 3
(@y)=(4-5)  (|z — 4|+ |y + 5|)

te(zy)

1 2N I/

(zy)—(3,0) Y
ev(lzl+(w=2)%) _ 1

lim
(@y)—02) |z|+ (y—2)2

_ @+ (y-2) _q
lim 5 5
(2,y)—(0,2) r*+y

2

) lim (1+—
(2.9)—(0,0) lz| + |y| + |2

>x|+|y|+|z

Hint: Staci si vzpomenout na

»znamou limitu®.

Hint: Rozgitte y; ,,zndma li-
mita“. Je toto rozsifeni OK?
Viz téz dalsi priklad.

Hint: Zde rozsifeni (y — 2)
zpusobi, Ze funkce nahle neni
def. na okoli (0,2). Co s tim?




Priklady na cvicend 01 Strana b

Lze nasledujici funkce spojité rozsitit na R2?

() fw) =5 s

sin zy
b) g(z,y) = ——
(b) g(z,y) e

Dalsi tlohy:

Vratme se k funkei f(z,y) = 1/v/ 22 + y? — 25. Zname D a vime,

jak vypadaji jeji vrstevnice. Provedte nésledujici:

(a) Napiste vzorec pro f o p(z) = f(¢(x)), kde p(z) = (z,0).
b) Slozena funkce g := f o  ma jedinou proménnou x. Napiste D,,.
9
c) Naértnéte graf g. Protoze g ma jedinou proménnou, je graf ¢ C R2.
grat g g J jegral g
(d) Nynf ztotoznime R? s rovinou zz v R3, tj. s rovinou y = 0. Graf
g tedy nyni chapeme jako podmnozinu roviny y = 0. VSimnéte si,
ze pri této domluvé plati
graf g = graf f N {(x,y,2) € R*: y = 0}.

e) Pouzijte znalost vrstevnic funkce f a grafu ¢ k tomu, abyste si
J g g Y
predstavili cely graf f (a ne pouze jeho ¢ast obsaZenou v roviné

1337
*(a) Lze funkci f(z,y) = % spojité dodefinovat na R?*? Nezapo-
mente, zZe bodu nespojitosti je vic!
2
x(b)  lim Y

(2,)=(0,0) /24 4 yb

a8
M4(c) Pro které étvetice o, 8,7,0 € (0,00) existuje  lim U =7
(29)—(0,0) |27 + |y



