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Teorie

Věta 1 (Nutná podmı́nka existence extrému). Necht’ n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená, a ∈ G
a i ∈ {1, · · · , n}. Necht’ funkce f : G → R má v bodě a lokálńı extrém. Potom bud’
∂f
∂x i

(a) neexistuje nebo ∂f
∂x i

(a) = 0.

Věta 2 (Postačuj́ıćı podmı́nky pro lokálńı extrém). Necht’ G ⊂ Rn je otevřená, a ∈ G
a necht’ f ∈ C2(G). Necht’ grad f(a) = 0. Pak

1. Je-li kvadratická forma f ′′(a) positivně definitńı, pak funkce f nabývá v bodě a
svého ostrého lokálńıho minima.

2. Je-li kvadratická forma f ′′(a) negativně definitńı, pak funkce f nabývá v bodě a
svého ostrého lokálńıho maxima.

3. Je-li kvadratická forma f ′′(a) indefinitńı, pak funkce f nenabývá v bodě a lokálńıho
extrému.

Poznámka 3 (Sylvesterovo kritérium). Necht’ A je symetrická matice reálných č́ısel
typu (n, n). Označme {Dk} posloupnost determinant̊u levých horńıch roh̊u. Pak

1. A je positivně definitńı, právě když všechna Dk > 0;

2. A je negativně definitńı, právě když D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0. . . ;

3. jestliže všechny hlavńı subdeterminanty jsou nenulové a nav́ıc nenastaly předchoźı
př́ıpady, pak A je indefinitńı.

Poznámka 4. Necht’ f je spojitá na M . Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Poznámka 5. Necht’ K je neprázdńı kompaktńı množina v metrickém (pod)prostoru
X. Necht’ nav́ıc intK ⊂ X. Necht’ funkce f je spojitá na K a necht’ existuje x0 ∈ intK
tak, že

x ∈ ∂K ∪ (X \K) =⇒ f(x) > f(x0) (resp.f(x) < f(x0)).

Pak má funkce f v množině X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp.
max f(K)) a všechny body x ∈ X ∪ K, v nichž je f(x) = min f(K) (resp. f(x) =
max f(K)), lež́ı v intK.
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Algoritmy

Lokálńı extrémy (v závorce dimenze pro funkci 2 proměnných):

1. Zderivujeme - máme (dvě) parciálńı derivace.

2. Polož́ıme derivace rovny nule. Vyřeš́ıme soustavu a najdeme podezřelé body.

3. Vytvoř́ıme matici druhých derivaćı (2x2).

4. Dosad́ıme podezřelé body. Pro každý dostaneme matici. Vyhodnot́ıme ji Sylves-
terovým kritériem. T́ım vyšetř́ıme podezřelé body a źıskáme lokálńı extrémy nebo
sedla.

5. Pokud je matice semidefinitńı, vyšetř́ıme funkci
”
nějak jinak“.

Globálńı extrémy:

1. Postupujeme jako u lokálńıch extrémů - t́ım źıskáme lokálńı maxima nebo minima.
Pokud je funkce diferencovatelná, tak jinde extrémy být nemohou.

2. Odhadneme limity v kraj́ıch definičńıho oboru. Např. jak se funkce chová na
př́ımkách y = 0, x = 0.

3. Pokud to vypadá, že funkce globálńı extrémy nemá (např. jde někde do nekonečna),
tak za pomoci limit najdeme bod, který má vyšš́ı hodnotu, než naše lok. maximum
(minimum analogicky).

4. Pokud to vypadá, že v mı́stech lok. extrémů jsou i globálńı, tak:

(a) Najdeme kompakt, který obsahuje tyto podezřelé body. Spojitá funkce na
kompaktu muśı nabývat extrémů.

(b) Ukážeme, že mimo kompakt je funkce menš́ı než maximum (a větš́ı než mi-
nimum). Tady pomůže vhodná volba kompaktu, znalost limit a nějaké ty
obvyklé odhady.

Extrémy na omezené množině:

1. Je-li množina uzavřená, tak od̊uvodńıme, že spojitá funkce na kpt. nabývá
extrémy.

2. Extrémy mohou být:

(a) na vnitřku množiny jen v mı́stech s nulovými derivacemi (jejich typ nevyšetřujeme,
pokud na to nejsme př́ımo tázáni);

(b) v bodech vnitřku, kde neexistuje derivace;

(c) na hranici: hraničńı křivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a źıskat funkci
1 proměnné.
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(d) na hranici hranice: krajńı body, hroty trojúhelńıku atp.

3. Všechny podezřelé body seṕı̌seme a porovnáme jejich funkčńı hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

4. Pokud množina neńı uzavřená, tak ji prve uzavřeme a vyšetř́ıme jako kompakt.
Pokud je extrém na jej́ı hranici (mimo množinu), tak funkce tento extrém nemá -
ale bude to jej́ı sup/inf.

Př́ıklady

1. Najděte lokálńı extrémy funkćı

(a) f(x, y) = 2y2 − 4xy + x4 + 3

(b) f(x, y) = y3 + y2x− x2 − 4x

(c) f(x, y) = 2x3 + 9xy2 + 15x2 + 27y2

(d) f(x, y) = x2y + xy2 + x2 − x

(e) f(x, y) = 5y2 + 2y3 + yx2 + x2

(f) f(x, y) = ex(4x2 + 3y2 + y3)

2. Najděte lokálńı extrémy funkćı

(a) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z

(b) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz)

(c) f(x, y, z) = x3 + y2 +
z2

2
− 3xz − 2y + 2z

3. Najděte globálńı extrémy funkćı

(a) f(x, y) = (x2 + y2)e−(x
2+y2)

Hint: Jak se chová funkce te−t?

(b) f(x, y) = (x2 + 7y2)e−5x
2−2y2

Hint: Lze se nějakými odhady dostat k funkci te−t?

(c) f(x, y) = 3x +
4y

x2
+

27

y3
, M = (0,∞)2

(d) Najděte supremum a infimum fukce

f(x, y) = (x + y + z)e−(x+2y+3z), na M = (0,∞)3

4. Najděte extrémy funkćı na množině

(a) f(x, y) = x3 − 2x2y + 3y3 na M = [−1; 1]2

(b) f(x, y) = x2 − 3y2 + xy na M = {[x, y] ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}
(c) f(x, y) = x + y na M = {[x, y] ∈ R2 : 4x2 + y2 ≤ 1}

Hint: zobecněné polárńı souřadnice

(d) f(x, y) = x2 − 3y2 − x + 18y + 4 na M = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 4}
(e) f(x, y) = (x− y)2 + x2 na M ,

kde M je čtverec s vrcholy A = [2, 0], B = [0, 2], C = [−2, 0], D = [0,−2]
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(f) f(x, y) = x2 − xy + y2 na M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}
Hint: polárńı souřadnice

Figure 1: https://www.reddit.com/r/MathJokes/comments/ediuse/happy christmas/
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