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Teorie

Véta 1 (Nutnd podminka existence extrému). Necht n € N, G C R" je oteviend, a € G
ai € {l,---,n}. Necht funkce f : G — R ma v bodé a lokdlni extrém. Potom bud
of f

31, (a) neexistuje nebo g—m(a) = 0.

Véta 2 (Postacujici podminky pro lokélni extrém). Necht G C R" je oteviend, a € G
a necht f € C?(G). Necht grad f(a) = 0. Pak

1. Je-li kvadratickd forma f”(a) positivné definitni, pak funkce f nabyvd v bodé a
svého ostrého lokalntho minima.

2. Je-li kvadraticka forma f”(a) negativné definitni, pak funkce f nabyva v bodé a
svého ostrého lokalniho maxima.

3. Je-li kvadratickd forma f”(a) indefinitn{, pak funkce f nenabyvé v bodé a lokdlntho
extrému.

Poznamka 3 (Sylvesterovo kritérium). Necht A je symetrickd matice redlnych &fsel
typu (n,n). Ozna¢me {Dy} posloupnost determinantu levych hornich rohu. Pak

1. A je positivné definitni, pravé kdyz vsechna Dy > 0;
2. A je negativné definitni, pravé kdyz Dy < 0, Dy > 0, D3 <0...;

3. jestlize vSechny hlavni subdeterminanty jsou nenulové a navic nenastaly piredchozi
pripady, pak A je indefinitni.

Poznamka 4. Nechf f je spojitda na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Pozndmka 5. Necht K je neprdzdni kompaktni mnozina v metrickém (pod)prostoru
X. Necht navic int K € X. Necht funkce f je spojitd na K a necht existuje z¢ € int K
tak, ze

v €OKU(X\K) = f(x)> f(zo)  (resp.f(z) < f(0))-
Pak m4a funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp.
max f(K)) a vSechny body x € X U K, v nichz je f(z) = min f(K) (resp. f(z) =
max f(K)), lezi v int K.
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Algoritmy
Lokalni extrémy (v zdvorce dimenze pro funkci 2 proménnych):

1. Zderivujeme - mame (dvé) parcidlni derivace.
2. Polozime derivace rovny nule. VyfeSime soustavu a najdeme podezielé body.
3. Vytvorime matici druhych derivaci (2x2).

4. Dosadime podezielé body. Pro kazdy dostaneme matici. Vyhodnotime ji Sylves-
terovym kritériem. Tim vySetiime podezielé body a ziskame lokdalni extrémy nebo
sedla.

5. Pokud je matice semidefinitni, vySetiime funkci ,néjak jinak*.

Globalni extrémy:

1. Postupujeme jako u lokédlnich extrémi - tim ziskame lokalni maxima nebo minima.
Pokud je funkce diferencovatelna, tak jinde extrémy byt nemohou.

2. Odhadneme limity v krajich defini¢cniho oboru. Napf. jak se funkce chova na
pfimkach y =0, x = 0.

3. Pokud to vypadd, ze funkce globalni extrémy neméd (napft. jde nékde do nekoneéna),
tak za pomoci limit najdeme bod, ktery ma vyssi hodnotu, nez naSe lok. maximum
(minimum analogicky).

4. Pokud to vypadd, ze v mistech lok. extrému jsou i globdlni, tak:
(a) Najdeme kompakt, ktery obsahuje tyto podezielé body. Spojitd funkce na

kompaktu musi nabyvat extrému.

(b) Ukazeme, ze mimo kompakt je funkce mensi nez maximum (a vétsi nez mi-
nimum). Tady pomuze vhodna volba kompaktu, znalost limit a néjaké ty
obvyklé odhady.

Extrémy na omezené mnoziné:

1. Je-li mnozina uzaviend, tak oduvodnime, Ze spojitd funkce na kpt. nabyva
extrémy.

2. Extrémy mohou byt:
(a) na vnitiku mnoziny jen v mistech s nulovymi derivacemi (jejich typ nevySetiujeme,
pokud na to nejsme piimo tazani);
(b) v bodech vnitiku, kde neexistuje derivace;

(¢) na hranici: hraniéni kiivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a ziskat funkci
1 proménné.
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(d) na hranici hranice: krajni body, hroty trojuhelniku atp.

3. Vsechny podezielé body sepiseme a porovname jejich funkéni hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

4. Pokud mnozina neni uzaviend, tak ji prve uzavieme a vySetfime jako kompakt.
Pokud je extrém na jeji hranici (mimo mnozinu), tak funkce tento extrém nema -
ale bude to jeji sup/inf.

Priklady
1. Najdéte lokalni extrémy funkci
(a) f(z,y) =2y" —day+a* +3 (d) flz,y)=a’y+ay’+2° -2
(b) flz,y) = 3+ P —a? —dx (e) flx,y) = 5y + 2¢° + ya? + 22

(c) flz,y) =22 +92y° +152° +27y*  (f) f(x,y) = " (42® + 3y + ¢°)

2. Najdéte lokalni extrémy funkci

(a) f(z,y,2) =w3+y2+22+12my+2z

(b) f(z,y,2) =$3+y3+z3—3(zy—|—a}z)
2
(c) f(ﬂf,y,z)=$3+y2+%—3x2—2y+2z

3. Najdéte globalni extrémy funkci
(a) flz,y) = (@® +y?)e H
Hint: Jak se chovd funkce te ?
(b) f(w,y) = (a® + Ty*)e "~

Hint: Lze se néjakymi odhady dostat k funkci te™*?

4 27
(€) Slwy) =3a+ 5+ 5, M = (0,00)?

(d) Najdéte supremum a infimum fukce
flay) = (@ +y+2)e” T ma M = (0,00)°

4. Najdéte extrémy funkci na mnoziné

(a) flx,y) =2 — 2%y + 3y> na M = [—1;1]?
(b) fla,y) =a* = 3y* + zy na M = {[z,y] € R?: |2 < 1, ]y < 1}
(c) flz,y) =z +yna M= {[z,y] € R*: 42® +y* <1}
Hint: zobecnéné polarni souradnice
(d) fz,y)=2®=3y* —2+ 18y +4na M = {[z,y] e R?: 0 <z <y < 4}
(e) flz,y) = (x—y)* + 2% na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A = [2,0], B =0,2], C =[-2,0], D = [0, —2]
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(f) flz,y) =2 —ay+y*na M = {[z,y) e RZ : 22 +y? < 1}

Hint: polarni soufadnice

X-mas tree « . [

Y-mas tree sty e

Figure 1: https://www.reddit.com/r/MathJokes/comments/ediuse/happy_christmas/
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