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Predmluva

Predlozeny text si klade za cil shrnout poznatky z prednaSky Matematickd analyza IV pro

ucitele (NMTM202), nema ovSem ambici stdt se samostatnou ucebnici. Vysvétleni probiranych

koncepttll v tomto textu tedy budou vyrazné stru¢néjsi, Cekejte méné poznamek, odbocek atd.
Predmét MA 1V pro ucitele zahrnuje tfi hlavni témata:

1) Funkce vice proménnych;
2) metrické prostory;

3) stejnomérna konvergence posloupnosti funkci.

Vsechna tii uvedend témata predstavuji dalezité zakladni znalosti z matematické analyzy,
svym charakterem se ale, jak bude vidét, vyrazné lisi. Nejvice specidlnim pfipadem je teorie
metrickych prostori, tedy abstraktnich mnoZin vybavenych moZnosti méfit vzdalenost mezi

YV s

prvky. V této Casti vykladu poodhalime matematicky svét s vySsi mirou abstrakce (a z toho

Vv s

divodu také vyss$i mirou jasnosti).
Budu rad, kdyz mé budete upozoriovat na nedostatky v tomto textu.

11
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1.1 Uvod

V tomto stru¢ném uvodnim oddilu chci neformalné pfedstavit zakladni koncepty teorie funkci
vice proménnych, a to spolecné s prisluSnym znacenim. Dohodnéme se uz na tomto misté, Ze
budeme uvaZovat redlné proménné (tedy s hodnotami v R), nebude-li explicitné fec¢eno jinak.'
Pro vétsi prehlednost délim text ivodu do nékolika odstavct.

1) Nezavisle proménna vs. zavisle proménna: Mozna si vzpomenete, Ze i u funkci tvaru
y = f(x), napiiklad y = x2 + 1, jsme obcas pouZili tyto pojmy: x je nezdvisle proménna
(miiZeme dosadit ,,co chceme), zatimco y je zdvisle proménnd (jeji hodnota zavisi na x). Je
celkem pfirozené, Ze néjaka veli¢ina miize v béZnych situacich (v Zivote) zaviset na vice nez jen
jediné proménné: mizZe byt funkci vice nezavisle proménnych.

Napriklad funkce V(x,y,z) = x -y -z pro x, ¥,z > 0 lze chdpat jako vyjadieni zavislosti
objemu kvadru na délkach jeho vzdjemné kolmych stran. Objem kvadru zde tedy pfedstavuje
zavisle proménnou, a to zdvislou na tfech (nezdvisle) proménnych x, y, z. Pro vétsi geometrickou
nazornost se miZzeme, ale nemusime, omezit pozadavkem x, y, z > 0; funk¢ni predpis ovSem
ddva smysl i pro nekladné hodnoty proménnych. Jisté by pro vds nebyl problém pfijit s dalSimi
prirozenymi piiklady funkci vice proménnych.

Naproti tomu mizZeme také uvazovat ,.funkce* jediné nezavisle proménné (feknéme pro-
ménné ¢, kterou miZeme interpretovat jako cas), které nicméné maji vice zavisle proménnych:
vice veli¢in se méni v zdvislosti na hodnot¢ jedné nezavislé veli¢iny (tou mize byt napiiklad
cas). Takovou situaci 1ze obvykle pfirozené chédpat jako parametrizaci kiivky v prostoru, jehoz
dimenze odpovida poctu zavisle proménnych.

Tak tieba funkce x(z) = ¢ a y(tr) = 100 — 2 miZzeme sdruZit do uspoiddané dvojice

@(1) = (x(2), y(t)) = (¢.100 — 1?).

Zde tedy ¢ znadi zobrazeni, které kazdému &islu ¢ € R pfifadi dvojici (¢, 100—72) € R?, a jedna
se tedy o zobrazeni ¢ : R — R2, pficemzZ x, y jsou zdvisle prom&nné a nezavisle proménn4 je
pouze t. V béZné terminologii pouZzivané v analyze se proto nejednd o funkci (ta by méla mit
hodnoty v R, popiipadé v C), nybrz o zobrazeni.”

My se i v pribéhu tohoto stru¢ného tvodu setkame s fadou podobnych zobrazeni, ktera
budeme chdpat souhrnné jako ktivky, a to kiivky parametricky zadané. Smysl této terminologie
tkvi v tom, Ze mame jednu nezdvisle proménnou ¢ (,,parametr*), chdpanou Casto intuitivné jako

!Je bé&Zné pracovat napiiklad i s komplexnimi proménnymi nebo proménnymi z jinych &iselnych obort.
Komplexni analyza je odnoZ matematické analyzy zabyvajici se funkcemi komplexni proménné (a s komplexnimi
hodnotami). Cely tento text se ovSem soustfedi na analyzu v redlném oboru.

2V analyze a dal§ich b&Znych matematickych disciplinich je skute¢né zvykem pojmy ,.funkce* a ,,zobrazeni*
rozliSovat, ale v teorii mnoZin, kterd je obvykle povazovéna za zdklad moderni matematiky, se jednd o synonyma.
My se zde samoziejmé budeme drZet béZného zplsobu vyjadfovani a oba terminy budeme rozliSovat s tim, Ze
funkce je specidlni piipad zobrazeni, ale ne kazdé zobrazeni je funkce.

3
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&as, jejiz kazdé hodnoté odpovida néjaky bod v R? (resp. v obecném piipadé bod v R¢, kde
d > 1 je dimenze prostoru, v némZ kfivku mame). Parametricky zadanou kfivku tedy mizeme
chépat jako pohyb bodu v roviné (prostoru), pricemz v kazdém case si (podle predpisu) miZzeme
vypocitat jeho ,,aktudlni polohu®. Je proto rozumné rozliSovat mezi k7ivkou ¢ (ta obsahuje
informaci o aktudlni poloze pro kazdy Cas) a jeji trajektorii (@), ktera je pouze mnoZinou vsech
pozic, které pohyblivy bod navstivil (viz déle).

2) Typy zobrazeni a jejich znaceni: Obecné miizeme mit vice nezavisle proménnych nebo
vice zavisle proménnych (popr. oboji). Obvykle jejich pocet budeme znadit d, tj. d € N a
d > 1, v n¢kterych situacich ale miiZeme pouzit i jiné pismenko. Je dobré si uz ted’ uvédomit, Ze
pfipoustime i situaci d > 3, dokonce d > 1000, takZe obecné nemusi stacit pismenka abecedy
k oznaceni vSech proménnych. Pro obecné d tedy jednotlivé proménné obvykle odliujeme
pomoci indexu:

X1, X2y 0., Xd—1,Xd-

e Funkci f, kterd mé d nezdavisle proménnych a jedinou zdvisle proménnou, chapeme jako
funkci definovanou na R¢ nebo na n&jaké podmnoziné R?. O definiénim oboru se podrobnéji
zminim v pozdé€jSim odstavci, nyni predpoklddejme, Ze neexistuje Zddné omezeni na Zadnou z
nezdvisle proménnych, a funkce je tedy definovana na celém R?. V takovém piipadé piseme

f:Rd—>R a f(xl,xz,...,xd):=f((x1,x2,...,xd)), (1.1)

kde druhou uvedenou rovnosti minim to, Ze nasledujici dvé pojeti funkce f jsou rovnocenna:

(a) f lze vnimat jako funkci, do které dosadime d Cisel xq, x5, ..., x; (a ona ndm da vysle-
dek), nebo

(b) f lze vnimat jako funkci, kterd libovolnému bodu R¢ pfifazuje n&jaké &islo.

Mezi obéma pristupy (z nichZ prvni odpovidd levé strané a druhy pravé strané diskutované
rovnosti vyse) je samoziejmé pouze kosmeticky rozdil, povazuji viak za ticelné na né&j upozornit.’

e Zobrazeni ¢ s jedinou nezavisle proménnou a d zavisle proménnymi obvykle nazyvame
parametricky zadand kiivka. Je tedy ¢ : R — R¥, obecnéji I — R¢, kde I < R je interval.
Chépeme ho prosté jako d-tici obyCejnych funkcei I — R, kterym fikdme sloZky ¢ a znaCime je
@;. PiSeme

Q= ((pl,(pz,...,god), kde ¢;: 1 —>R,i=12,...,d.

Dosadit do této d-tice funkci konkrétni hodnotu proménné ¢ € R pak pochopitelné znamend

3T¥eba v konkrétnim pifpadé f(x, y) = x2+ y? lze f chdpat dvéma zplsoby: bud’to je &islo x2 + y? pfifazeno
bodu (x, y) € R2, nebo je toto &islo pifazeno spolecné dvéma jednotlivym &islim x € R a y € R. Dohodli jsme
se, Ze tento kosmeticky rozdil budeme ignorovat.
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dosadit ¢islo ¢ do kazdé z téchto d funkci, ¢imZ obdrZime d -tici redlnych Cisel:

@(1) = (p1(1). 2(1).....0a(1)) € RY.

Budeme pouzivat znaceni (@) := {@(¢): t € I} = H,, pro obor hodnot kfivky ¢, nazyvany téz
trajektorie @. Rozdil mezi ¢ a (¢) ilustruji na nasledujicim priklad¢.

Pojd'me se podivat na jiny konkrétni piiklad kiivky v R2. PoloZime ¢(f) = (cost,sint). Je
dobie zndmo uz ze stfedni Skoly, kde se pomoci tohoto faktu funkce sin, cos pfimo definuji, Ze
pro libovolné ¢ (které 1ze v tomto piipadé chépat také jako uhel) je ¢ (¢) = (cost,sint) prvek
jednotkové kruZznice se stfedem v pocatku. Kdyz ¢ probiha vSechny mozné uhly, ¢(¢) probihd
jednotkovou kruznici, pficemzZ kazdy interval délky 27, ktery ¢ probéhne, predstavuje jeden
ob¢h celé kruznice kolem dokola. Stanovime-li tedy defini¢ni obor ¢ napftiklad jako interval
[0,27), pak (¢) je jednotkova kruZnice (chdpand jako ,.statickd“ mnozina). Viz téz Priklad 1.2.

ProtoZe soufadnice v R? bé&Zné oznalujeme x a y (misto x; a x,), lze prvni slozku kfivky
@(t) = (cost, sint) chépat jako ,,x-ovou slozku*, druhou jako ,,y-ovou slozku®. V souladu s
tim je dalsi bézné znaceni kiivek, které nasleduje:

| x =cost opiipads | x(t) = cost
¢ y =sint ' POPHIP ¢ y(t) = sint

Pfirozené miizeme uvazovat i kfivky v R3; ty majf tfi slozky. Zde je nékolik dalsich (souvi-
sejicich) ptikladd k¥ivek, z nichZ prvni dva jsou kfivky v R3:

¥ (1) = (cost,sint,0),
n(t) = (cost,sint,t),
o(t) = (t cost,lsint).

Rychlé dvaha odhali, Ze ¥ je kruZnice v prostoru, kterd ma stied v pocatku a lezi v roviné
z = 0. Kfivka g je nekonecna Sroubovice (s konstantnim polomérem) ,,obto¢end* kolem osy z.
Koneéné o je spirala vychézejici z pocatku v R2.

Vzpomeneme-li si, Ze tieti soufadnice v R? se b&zné znali z, pak ndsledujici zdpisy kiivek
¥, p, o jisté prilis neprekvapi:

x(t) = cost x(t) = cost _
v y(t) =sint p: | y(@) =sint o: |: x(t[) :ttc9stt
2(t) =0 () =1 y() = tsin

e Poslednim typem zobrazeni, o kterém se chci zminit, zahrnuje pfedchozi dva (tedy funkce
vice nezdvisle proménnych a kfivky) jako specidlni pfipady: miZeme totiZ uvazovat obecna
zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory F : R — R¥ kde d,k € N. Obecné F: U — R¥,
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kde U € R?. Pak pochopitelné
F = (Fl,Fz,...,Fk), kde F:U —R,i=1,2,...,k,

tj. F lze chapat jednodusSe jako k-tici funkci F;: U — R, z nichZ kazd4d ma stejnych d
(nezévisle) proménnych. To znamen4, Ze

F(x{,x2,...,xq3) = (Fl(xl,xz,...,xd),Fz(xl,xz,...,xd),...,Fk(xl,xz,...,xd)) c R,

3) Dale k znaceni a terminologii:
e B&zné funkce typu z R do R zna¢ime obvykle malymi pismeny, typicky f. g, h apod.
e Kiivky obvykle zna¢ime malymi feckymi pismeny ¢, ¥, o,  apod.

e Obecnd zobrazeni z R do R pro d, k > 1 zna&ivame velkymi pismeny F , G, H apod.

Eukleidovské prostory R¢ chapeme soucasné jako vektorové prostory, takze jejich prvky
muzeme oznacovat jako ,.body* nebo jako ,,vektory‘; tato slova pro nds tedy nesou stejny
vyznam. I my se ale budeme pro jeden nebo druhy termin rozhodovat v zavislosti na kontextu,
pricemz plati, Ze Casto jedno slovo Iépe vystihuje podstatu véci neZ druhé. Snad neni potfeba moc
podrobné vysvétlovat pojem bodu; prisluSny vektor si pak predstavujeme jako Sipku vychazejici
z potétku a konéici pravé v tom bod&. Casto miZe byt G¢elné piedstavovat si vektory posunuté
z pocatku do jinych bodud prostoru, tato predstava vSak pro nds bude Cisté heuristickd, bez
zachyceni v nasem formalismu. Formalné vzato jest

RY := {(xl,xz,...,xd): X1,X2,...,X4 GR},

prvKy jsou tedy prosté usporadané d -tice redlnych Cisel.

Bude pro nds bézné pouZivat vektorovy zdpis, tj. zapisovat vektory pomoci jediného (tu¢ného)
pismene, pficemz miZeme, ale nemusime, toto pismeno opatfit Sipkou béZné znacici vektory
tieba ve fyzice. Jsme tak oprdvnéni psat jak

x = (xX1,X2,...,Xg), taki

X = (x1,X2,...,Xq).

Jisté jste si uz vS§imli, Ze kfivky nebo obecnd zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory znacime,
podobné jako vektory, tu¢nymi pismeny. Diivodem je, Ze jejich hodnoty leZi v néjakém prostoru
R9, typicky pro d > 1; tyto hodnoty jsou tedy vlastn& vektory. Je-li ¢ : [0, 1] — R¢ kiivka, pak
napf. ¢(3) je bod (vektor) v R. Ozna¢ime-li ho tfeba znakem x, mdme pak x = ¢(3) € RY;
je tedy vidét Ze tu¢ny font pro ¢ dav4 dobry smysl.*

“Tuény znak tedy pouZijeme pro viechna zobrazeni do prostoru R¢ pro n&jaké d > 1; jinak feceno: pro
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Ve vektorovém prostoru R miZeme pracovat s tzv. kanonickou bdzi sestavajici z vektort
1 _ 2 _ d _
e =(1,0,0,...), e“=(0,1,0,...,0), ..., e“=1(0,0,...,0,1).

Tedy e’ je vektor ktery m4 na vSech pozicich 0 s vyjimkou pozice i-té, kde m4 1. Je znimé
(a zfejmé) Ze téchto d vektori tvoii bazi R¢.

Prod = 2mime e! = (1,0) ae? = (0, 1). Pokud d > 2, tytéZ symboly zna&i jiné vektory;
z kontextu ale bude vzdy jasné, o jaké dimenzi je fec, a k omylu nedojde. Kuptikladu pro d = 3,
neboli v R3, mame kanonickou bazi sestdvajici z vektori:

e' =(1,0,0), e>=(0,1,0), e3=(0,0,1).

Réd bych uvedl jesté jednu poznamku formalniho charakteru. Formélné vzato je rozdil mezi R4 % a R4 x R,
ackoliv prvky jedné i druhé mnozZiny jsou urceny piesné d + k redlnymi Cisly v pevném poradi. Pro¢ tomu tak je,
se stane srozumitelnéj$im, pfipomeneme-li definici kartézského soucinu: jsou-li 4, B libovolné mnoZiny, pak

Ax B ={(a,b): a€ A b e B},

kde symbolem (a, b) rozumime usporadanou dvojici (prvkd a a b). Z této zakladni definice vyplyva, Ze
RY x R¥ = {(x,y): X € ]R{d,y € Rk} = {((xl,xz,...,xd),(yl,yz,...,yk)): X € Rd,y € Rk}.

Vidime tedy, Ze prvky R? x R jsou tedy, alespoti striktn& formdln& vzato, uspoiddanymi dvojicemi (pfi¢em? prvni
slozka vzdy obsahuje néjakou d-tici a druhd slozka néjakou k-tici redlnych Cisel). Nejde tedy o stejné objekty, jako
jsou prvky mnoZiny R4+ coz jsou uspoiddané (d + k)-tice redlnych &isel.

My ovSem ucinime umluvu, Ze tento drobny rozdil budeme zanedbdvat, a prislusné objekty ztotoZnovat.
Neformalné fe¢eno u prvkia R? x R¥ budeme ,,ignorovat vnitini zavorky“ a uplatiiovat timto domluvenou rovnost

((xl,xz,---,Xd),(ylsh,---,yk)) = (X1,X2, -+, Xd, Y1, Y25+ +» Vk)-

Podobna pozndmka se tyka také znaCen{ pro hodnotu funkce f vbodé x = (x1, x2, ..., xg); viz (1.1). Protoze
x ve své definici zahrnuje zavorku sdruzujici jednotlivé slozky do usporadané d -tice, méli bychom tuto zavorku
opsat i pti dosazeni za x, tj. psat

fx) = f((x1.x2,....x4)).

Je to forméln& spravné prosté proto, Ze striktn& formaln& vzato ma funkce f: R¢ — R jedinou prom&nnou, a
to x, za které mizeme dosadit libovolny prvek R¢. Tento pohled na véc ale nenf piili§ prakticky, je lepsi funkci
f vnimat jako funkci s d proménnymi, z nichZ za kazdou smime dosadit redlné ¢islo; tomu odpovida zapis
f(x) = f(x1,x2,...,xq). Aby byla tato mozna formalni namitka uvedena na pravou miru, dohodnéme se na

viechna zobrazeni s vice slozkami. Tfeba zobrazeni F : RY — RF (k > 1) se d4 zapsat jako k-tice funkci
F = (F1, F;, ..., Fy), ma tedy k sloZek. Naproti tomu kazd4 funkce f : R4 — R, at’ ma kolik chce proménnych,
ma jen jednu slozku: hodnotou je vZdy Cislo, nikoliv vektor o dvou ¢i vice slozkach. Proto pro takovou funkci tuény
znak nepouZijeme. Samoziejmé také jednotlivé slozky F; zobrazeni F jsou funkce s hodnotami v R, a nejsou tedy
oznaceny tucné.
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definici

f(x1,x2,...xg4) 1= f((xl,xz,...,xd)).

Jinymi slovy jsme se domluvili, Ze i v tomto pfipadé smime a budeme ,,zanedbdvat vnitin{ zdvorky*.

4) Definicni obor, graf a obor hodnot funkce: Je-li funkce ddna néjakym predpisem (coZ
obvykle je), jeji definini obor Casto neni a priori jasny a je potreba se zamyslet, ve kterych
bodech je funkce definovédna a ve kterych ne. Pfi formulaci obecného tvrzeni vSak obvykle
predpokladame, Ze definicni obor je ndm znam (uz jsme ho urcili). Skutecnost, Ze funkce f je
definovana na n&jaké podmnoZiné U C R? budeme zapisovat takto:

f:UcCR? - R.

Tento z4pis tedy neznamend, 7e by funkce f byla definovana na celém R¢; misto toho mame na
mysli, Ze Dy =U aU C R¢. Pochopitelné mame také moZnost defini¢ni obor oznacit jinym
pismenkem, napiiklad f: G € R? — R apod.

Chceme-li specifikovat pouze pocet proménnych funkce a nikoliv defini¢ni obor, miZzeme
také pouZit termin redlnd funkce d proménnych pro libovolnou funkci f z R4 do R.

M¢éjme funkci f z R? do R; pfipomefime, Ze pouZiti piedloZek ,,.z*, resp. ,,do*, znamen4,
7e Df C R?, resp. Hy € R. V tomto pfipadé je tedy defini¢ni obor podmnoZina roviny, a
spotfebujeme tedy obé dimenze béZného papiru Ci tabule jen na to, abychom nacrtli samotny
defini¢ni obor, nikoliv graf. Zatimco v prvnim semestru, kdy jsme probirali funkce jediné
proménné, jsme si k nakresleni grafu vystacili s obrazky dimenze 2, nyni bychom k nacrtnuti
grafu potfebovali dimenzi 3 (pro funkci 2 proménnych).

Pfipomenime si nyni definici grafu funkce:

Gy = graf(f) := {(x,f(x)): X € ]Df}.

Je dobré si vSimnout, Ze tato definice funguje jak pro ptipad funkce jediné proménné, tak i pro
funkce, které maji proménnych vice; jediny rozdil je v tom, Ze v prvnim pfipadé chiapeme x
jako proménnou zastupujici jediné ¢islo, zatimco v pripadé, Ze f ma d-proménnych, je nutno x
chdpat jako d-tici redlnych Cisel, jde tedy o vektorovy zdpis. Budeme-li chtit vektorovy zapis

rozepsat podrobné po slozkach, pro funkci f: U € R¢ — R dostaneme

Gy = {(x., f(x)): x eDs} = {(xl,xz,...,xd,f(xl,xz,...,xd)): X € ]D)f}.

Viimnéte si, Ze (X1, X2, ..., X4, f(x1,X2,...,xq)) je uspofadand (d + 1)-tice redlnych &isel,
takZe jde o element R¢*1. Vidime tedy, Ze pro libovolné d € N, graf funkce d proménnych je

SPfipomindm standardni terminologii, podle niZ pfi pouZiti spojky ,.z* neminime tvrdit, Ze by funkce byla
definovéna na celém Rd; mysli se tim pfesné to, Ze Dy C R4, (Podobné spojka ,,do* znacf, Ze H s € R;neznamend
totéZ co spojka ,,na“, kterou je minéna rovnost, j. Hy = R.)
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podmnozina R4+, tj. prostoru dimenze o jedni¢ku vétif, neZ je pocet proménnych.

Pravé z toho divodu je tézké kreslit grafy funkci vice proménnych; v pripadé pouhych
dvou proménnych nam pomiiZe pocitaé, ktery vykresli velmi hezké projekce takovych grafii na
dvojrozmérnou plochu (napfiklad monitor), v pfipadé vétsiho poctu proménnych si vSak musime
pomadhat riznymi jinymi zndzornénimi, kterd ndm pomdhaji véc pochopit ,,po ¢astech*. Nastésti
ale praxe ukazuje, Ze velkou ¢ast (pocetnich) metod souvisejicich s funkcemi vice proménnych
staCi poradné pochopit pro nizs§i dimenzi (v niZ se mizeme opfit o spolehlivou geometrickou
intuici) a pak je lze uspésné aplikovat analogicky i v ptipadech, kdy uz nase geometrické chapani
selhava.

Posledni pozndmka se tyka oboru hodnot. Miizeme opét pouzit definici z prvniho semestru:

Hy := {f(x): x € Dy}.

I zde miizeme ,.x * chépat jako &islo nebo jako vektor v R podle toho, jestli f ma jednu
proménnou, nebo vic. V kazdém piipadé vsak plati, Ze f(x) € R, nebot’ uvazujeme funkce,
které jsou ,.do R*. Je tedy H s C R.

Podivame-li se na obecnéjsi situaci zobrazeni F : R4 — R*, pak ovSem HFr C R%.

5) Zpusoby zadani kfivek: Smyslem tohoto tivodu je i navozeni uréitych piredstav a podporeni
vasi intuice ve vyssi dimenzi. K tomu ndm poslouZi i porovnani riiznych zptisobil zadani , kiivek*.
Slovo ,.kiivka* pfitom davdm do uvozovek, protoZe a priori neni jasné, co bychom jim méli nebo
chtéli rozumét; moznych pojeti je vice a i dnes, kdy uzZ ma matematika za sebou spoustu slepych
ulicek a v mnoha smérech nasla optimdlni ptistupy, existuji rizné (rozumné a obhajitelné)
definice pojmu kiivky. Tti zdkladni pfistupy, které si predstavime, souvisi se zpisobem zadani.

(a) Parametrické zadani kiivky: Kiivku v R? chdpeme prosté jako d-tici funkci (viz vyse), tj.
prosté, kiivka je zobrazeni ¢: I € R — R? (kde I C R je né&jaky interval) a

o(t) = (¢1(0), 92(t), ..., 0a(t)) €eRY, 1€l

Obecné neni potieba, aby interval I byl roven R, ale tuto moZnost nevyluCujeme. Ter-
minologie ale kolisd ve véci poZadavku, které je potfeba naloZit na jednotlivé slozky
@; i = 1,2,...d). Obvykle se nicméné pozaduje pfinejmensim jejich spojitost, coz
garantuje, ze trajektorie takové kiivky bude ,,souvisld mnoZzina“, tj. nebude se skladat ze
dvou nebo vice ,,oddélenych* &asti. Casto se ale (z dobrych diivodit) pozaduje splnéni
silngj§ich predpokladii, napiiklad ¢; € C1(1),i = 1,2,...,d apod.

(b) Implicimi zadani kiivky: Kiivku chdpeme jako mnoZinu bodd v prostoru R¢, které spliiuji
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vhodné rovnice. Obecné pro kiivku v R¢ je typicky potieba d — 1 rovnic tvaru

Si(x1,x2,...,x4) =0,
fz(Xl,Xz,---,xd) =0,

Ja-1(x1,x2,...,xq) =0.

To je velmi obecny popis, ke kterému by navic bylo potieba pfidat dodatecné predpoklady,

aby bylo zajisténo, Ze mnoZina bodu spliujicich tuto soustavu rovnic skutecné ,,vypada
jako to, co si predstavujeme pod pojmem ,kiivka“.

Mozna 1épe pochopitelné budou konkrétni priklady. Pro d = 2 je podle vySe uvedeného
potfeba zadat jedinou rovnici. Naptiklad

3x +2y =-2 nebo x2+y% =4,

Prvni rovnice je, jak zndmo uZ na SS, rovnici piimky v rovin&. Snadno lze z této rovnice
vyjadrit y = —%(3x + 2), a dostat tak onu piimku jako graf této linearni funkce. Druha
rovnice je také zndma uZ na SS, popisuje kruznici se stfedem v po¢atku a polomérem 2.°
Priklad pro d = 3 vyZaduje, abychom zadali d — 1 = 2 rovnice. Mé&jme nasledujici dvé
(linearné nezavislé) linearni rovnice:

xX+y+z=0,
3x —4y —z = 5.

Jak zndmo, jde o obecné rovnice roviny v prostoru R3. Pokud tyto roviny nejsou rovno-
bézné (to tyto nejsou), je jejich prinikem néjaka piimka v prostoru, kterd je mnoZinou
pravé viech bodi (x, y,z) € R3 spliiujicich danou soustavu. Skuteéné tedy tyto dvé
rovnice uréuji n&jakou ,kiivku*, v tomto piipadé piimku.’

Dalsi priklad je nésledujici soustava, ktera také dava dobre predstavitelny vysledek:

xX+y+z=0,
X+ y*+z2=0.

Prvni rovnice odpovida roviné s normalovym vektorem (1, 1, 1) prochdzejici poc¢atkem
R3, druh4 rovnice odpovid4 sféie (povrchu koule) se stiedem v po&dtku a polomérem 3.
Prinik téchto dvou ploch je samoziejmé kruZnice. Sami si predstavte, jak tato kruZnice
vypada4 a jak je umisténa v prostoru.

®To si Ize snadno rozmyslet pomoci Pythagorovy véty, protoZe podle ni vyraz \/x2 + y2 odpovid4 vzdalenosti
bodu (x, y) od po&étku. Tedy x? + y? je druhd mocnina vzdalenosti od po¢dtku, a ta je podle nasf rovnice 4.
"P¥{mku povaZujeme za specidlni piipad kiivky.
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Z uvedenych prikladl se da vytusit, Zze kazd4 jednotliva rovnice sama o sobé typicky
urcuje mnozinu dimenze d — 1, tj. o 1 mensi nez dimenze celého prostoru. Soustavu rovnic
pak fesi body leZici v priniku téchto mnozin piislusnych rovnicim v soustavé, pri¢emz
mam-li 2 takové mnoZiny (tj. soustava ma 2 rovnice), 1ze ocekavat dimenzi priniku d — 2,
pro prunik 3 takovych mnozin (tj. pro 3 rovnice) ¢ekdme dimenzi d — 3 atd. Zaddnim
kazdé dalsi rovnice dimenze feseni klesd o 1. Ze systému bodi, které nasi soustavu spliiuji,
se zadanim kazdé dalsi rovnice ztraci dalsi ,,stupent volnosti®, tj. dimenze klesa. Je tak
piirozené, Ze k zadani kiivky (tedy objektu dimenze 1) v R® jsou typicky potfeba 4 rovnice
a podobng.®

Podstatny rozdil oproti parametrickému zadédni kiivky mj. je, Ze a priori nemusi byt Zadny
»casovy pribéh* kiivkou; neni Zadny parametr t € [ (Cas), jehoZ kazdé hodnoté by
odpovidal néjaky bod kiivky.

(c) Explicitni zadani kiivky: Kfivku Ize zadat také prosté jako graf funkce f: I C R — R.
Takto samoziejmé dostaneme pouze nékteré kiivky v R2. Je-li ov§em g: U € R? — R,
tj. g je funkce dvou proménnych, pak graf g je obvykle n&jakd plocha v R3.

1.1 Priklad (Piimka). Pojd’me v rychlosti porovnat rizné zptlisoby zadani primKy. Parametrické
zadani piimky v R¢ se miize pohodIné zapsat ve vektorovém tvaru takto:

p:t—a+t-v,

kde ¢ je parametr probihajici R, @ = (a;,as, ...,aq) € R? je libovolny ,,vychozi* bod (prostd
né&jaky bod na té piimce) a ¥ = (v, va, ..., vq) € R¥ je tzv. smérovy vektor. TutéZ pfimku tak

muZeme zapsat také po slozkéch:
p(t) = (al +tvy,a, +tvy,...,ag + tvd).

Oba zépisy jsou zjevné ekvivalentni a samoziejmé oba funguji tak, Ze kazdé hodnoté parametru
t (tj. néjakému ,,bodu v Case*) pfiradi jisty bod piimky, pficemz ¢asu ¢t = 0 odpovida ptimo
bod a, neboli p(0) = a, jak je ihned patrné z predpisti. Dalsi body piimky se od a 1isi o rizné
nasobky smérového vektoru.

Pokud bychom nyni chtéli tutéz piimku vyjadfit implicitné, museli bychom najit d — 1
vektort kolmych na v, které spoleéné s v tvoii bazi R¢ (4. jinak feceno, tyto vektory chceme
mit linedrn& nez4vislé). Jim potom uZ snadno pfifadime obecné rovnice nadrovin v R¢, jejichz
prinikem je nase piimka.

$Uvahy o dimenzi feSeni soustavy rovnic plati v ,rozumnych piipadech. Z toho se vymyka napiiklad situace,
kdy mame 3 (linedrni) rovnice rovin v R3, které nejsou linedrn& nez4vislé. V ten moment feseni nenf jednoznacné
urceno, a dimenze feseni je vétsi neZ d — 3 = 3 — 3 = 0. Konkrétnéji, pokud zaddam jednu (netrivialn{) linedrni
rovnici a dal$i dvé z ni odvodim tak, Ze vezmu dvojndsobek a trojndsobek té prvni, je jasné, Ze soustava vsech ti{
téchto rovnic nese stejnou informaci, jako samotna prvni rovnice. Dimenze feSeni tak buded —1 =3 -1 = 2.
Presnéji se touto problematikou zabyvat nebudeme.
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Podivejme se na konkrétni pfipad pro d = 3; uvaZujme tieba piimku
p:t—(1,1,-1)+1-(-2,1,0),
tj. vychozi bod je @ = (1, 1, —1) a smérovy vektor je v = (-2, 1, 0). Je ziejmé, ze u = (0,0, 1)

aw = (1,2, 0) jsou kolmé na v, a v&fim, Ze byste tyto vektory snadno sami vymysleli.” Hledané
rovnice rovin, jejichz prinikem je (p), jsou tedy tvaru

S

(x,y,2) = A,

Sl

-(x,y,2) = B,
Kde ,,-“ zna¢i v tomto piipadé skaldrni soucin vektord.!” To jest, jde o rovnice

z=A,
xX+2y=B8B

a zbyva najit hodnoty ,,neurcitych koeficienti* A, B. To provedeme dosazenim nékterého
zndmého bodu p. Obecné lze pouZit kterykoliv bod (tfeba ten, ktery odpovida hodnoté r = 729),
ale nejprirozenéjsi je pochopitelné pouZit piimo bod @ = (1, 1, —1); dosad’me ho tedy do obou
rovnic. Dostaneme A = —1 a B = 3. Implicitni vyjadfeni piimky p je tedy nésledujici soustava

linearnich rovnic:

z=-1
x+2y=3

Kdybychom se o tom chtéli presvédcit ,,zkouskou*, neni nic jednodussiho nez dosadit dva
rizné body piimky p, tfeba pro hodnoty parametrut = 0 at = 7, do téchto rovnic a ovérit,
Ze jsou splnény. Pro 1 = 0 je to zfejmé piimo z vypoctu, podivejme se tedy na t = 7. Jest
p(7H={,1,-1)+7-(-2,1,0) = (—13, 8, —1). Dosazenim vidime, Ze skutecné obé rovnice
v tomto bodé plati. Ony dvé rovnice tedy popisuji néjakou piimku, kterd ma nejméné dva body
spolecné s pfimkou p, a jedna se tedy skutecné o jednu a tu samou primku.

Pochopitelné se miiZe stit, Ze mame dano implicitni vyjadieni pfimky a nasim cilem je najit
néjaké jeji vyjadieni parametrické. Nebudu zde podrobné rozebirat priklad na prechod mezi
obéma vyjadfenimi v tomto sméru, pouze podotknu, Ze v linedrni algebfe jste se tomu nemohli
vyhnout, nebot’ feSeni soustavy 2 linedrné nezavislych rovnic se 3 nezndmymi pfirozené obsahuje

Vv

9V piipadé, Ze by viechny slozky ¥ byly nenulové, situace by byla malinko sloZit&j3i, i tak byste si ale snadno
poradili pomoci rovnice v1x + voy + v3z = 0. Jeji feSeni jsou pravé viechny vektory # = (x, y, z), pro které
u - v = 0 (skaldrni soudin), tj. pravé vSechny vektory splfiujici # L ¥ (kolmé na v). Snadno byste mezi nimi vybrali
dva linearné nezavislé.

19Pozdé&ji (Znaceni 1.11) budeme z praktickych diivodfi pouZivat pro skaldrni vektort # a v symbol (i, v),
pficemz uz nebudeme pouZivat Sipek pro oznaceni vektort. V tuto chvili si vystac¢ime s oznacenim skalarniho

soucinu pomoci tecky.
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jeden parametr a letmy pohled prozradi, Ze jde de facto o parametrické vyjadieni pfimky. A

1.2 Priklad (KruZnice). Zminim se jesté struéné o pfipadu kruZnice v R2. UvaZzujme kruZnici
zadanou parametricky

k- |: x(t) = cost

y(t) = sint

ProtoZe sin® 4 cos? = 1, je x2(t) + y2(¢) = 1 pro viechna ¢ € R. Jinak fe¢eno viechny body
k(t) = (cost,sint) € R? spliuji implicitni rovnici kruZnice

x24+y?=1. (1.2)

Na druhou stranu pro libovolny bod (x, y) € R? splitujici rovnici (1.2) najdeme (s pomoci
cyklometrickych funkcei) thel ¢ € [0, 27) takovy, Ze (x, y) = k(t), takZe ob& vyjadreni (tedy
parametrické a implicitni) skute¢né urcuji tutéZ mnozinu. To lze zapsat rovnosti

(k) = {(cost,sint): t € [0,271)} = {(x,y) eR?: x> +y? = 1}.

Explicitni vyjadieni celé kruznice pomoci jediné funkce neni mozné, protoZe kruznice neni
grafem zadné funkce (existuji totiz svislé pfimky, které tato kiivka protina ve dvou rtiznych
bodech). Miizeme ale explicitné€ vyjadfit ,,horni* a ,,dolni* pulkruznici tak, Ze prosté vyfesime
implicitni rovnici pro nezndmou y (a ,,parametr x); dostaneme

y =+v1—x2

PouZijeme-li znaménko ,,+“, jde o kladnou funkci, a jeji graf je horni pilkruznice; znaménku
»— - odpovidd dolni ptlkruznice.

Je mozna dobré si vSimnout, Ze v rovnici (1.2) neni a priori Zadny rozdil mezi ,,rolemi*
proménnych x a y. Analogicky jako vySe y bychom tedy z této rovnice mohli vyjadrit x, a
dostat tak

x=x1-y2
kde znaménku ,,+* odpovida prava pilkruznice a znaménku ,,—* leva ptilkruznice. To by tedy
bylo jiné explicitni vyjadfeni kruZnice, v némz si nezdvisle a zavisle proménnd ,,prohodi* své
role. A

1.3 Priklad (Hyperbola). Dalsi znima rovnice kiivky v roviné je
x2—yr=1, (1.3)

pricemZ mnoha lidem je zndmo, Ze se jedna o rovnici hyperboly v roviné, jejiz asymptoty jsou
pfimky y = x a y = —Xx a kterd md levou a pravou vétev (nikoliv horni a dolni), jak si lze
snadno rozmyslet napiiklad dosazenim x = O: je vidét, Ze rovnice pak nema reSeni, kiivka tedy
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neprotind osu y (ta mé rovnici x = 0).
Co je moznd méné znamé, je skutecnost, Ze tuto kfivku 1ze elegantné parametrizovat pomoci
tzv. hyperbolickych funkci, zejména hyperbolicky sinus a hyperbolicky kosinus. S témi uz jsme
se letmo setkali napiiklad pfi vypoctech primitivnich funkci, pro jistotu ale jejich definice
zopakuji:
chx = coshx := M, shx = sinhx := u
2 2
Lze si v§imnout, Ze ch x 4+ shx = e*, pfiemz ch je sud4 a sh je lichd; nékdy se proto fik4, Ze
ch je suda Cast exponencidly a sh je lichd ¢ast exponencidly. Jednoduchy vypocet také prozradi,
ze
e2x+2+e—2x er_2+e—2x_2_|_2_

ch?x —sh®>x = —
4 4 4

tj. ch? x — sh? x = 1. Polozime-li tedy

1,

x(t) = cht
y(t) = sht

pak @(t) = (x(¢), y(¢)) spliuje rovnici hyperboly (1.3) pro vSechna ¢ € R. Po zamysleni je
patrné, Ze x(t) > 0 pro viechna 7, a ¢ je tedy parametrizace pouze pravé vétve hyperboly.'!
Levou vétev lze parametrizovat jako ¥ (t) = (—cht,sht). A

6) Skladani funkci vice proménnych: Méjme dvé obecna zobrazeni mezi eukleidovskymi
prostory dimenzi k,[,m,n € N

F:R¥F - R!, G:R™— R".

Jedna se o velmi obecnou situaci, kterd zahrnuje v§echny ndmi uvazované ptipady. Kdy je mozné
obé zobrazeni slozit? Jsou dvé moznd poradi skladani: F o G a G o F; podivejme se na prvni
moznost. Zobrazeni F o G (pokud existuje, Cili toto sloZeni je moZné) funguje tak, Ze bodu x z
defini¢niho oboru G pfifadi

FoG(x)=F(G(x)).

Spravné bychom méli dokézat jesté to, Ze kdyZ ¢ probihd R, pak ¢(t) probihd skute¢né celou pravou vétev
hyperboly. Podobné jako u kruznice jde prosté o rovnost dvou mnozin, zde {(cht,sht): t € R} = {(x,y) €
R2: x2—y2 =1 A x > 0}; pfitom v hlavnim textu uz jsme dokdazali inkluzi ,,C*: libovolna dvojice tvaru
(x,y) = (cht, sht) skute¢né spliiuje podminku x?>—y? = 1 A x > 0. Opac¢nd inkluze, tedy ,,D*, znamen4, Ze pro
libovolny bod (x, y) € R? spliiujici x> — y2 = 1 A x > 0 jsme schopni najit ¢ € R tak, Ze (cht,sht) = (x, y).
Jakmile ovSem zpozorujeme, Ze sh je prosta funkce a jeji obor hodnot je celé R, 1ze pro dané (x, y) z pravé vétve
hyperboly stanovit piislu§nou hodnotu parametru jako ¢ = sh™!(y) a vypo¢itat, Ze pak nutn& x = cht. Celkem pak
budeme mit, Ze (chz,sht) = (x, sh(sh™! (y))) = (x, y), coZ nés uspokoji. Zbytek dikazu je tedy prosté vypocet,
jehoZ podrobnosti rad pfenechdm vam.
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Tj. nejprve najdeme obraz x pfi G, a ten pak opét zobrazime pomoci F. Ponékud neformalné,
ale prehledné, to miizeme znazornit takto:

FoG:x S Gx)d> F(G(x))
FoG:R" SR =R E R

Z druhého radku je jasné patrné, co musi byt splnéno, aby slozeni F o G davalo smysl: je k
tomu potieba R” = R¥, neboli musi platit # = k: dimenze cilového prostoru prvniho zobrazeni
(tj. G) musi byt rovna dimenzi vychoziho prostoru druhého zobrazeni (tj. F).

Nyni by mélo byt jasné, Ze k tomu, aby ddvalo smysl sloZeni obou zobrazeni v opaéném
poradi G o F, je nutné, aby [ = m.

Uvazujme nyni specidlni pfipad vylozené obecné situace, kdy vnitini zobrazeni bude ktivka
a vn¢jsi zobrazeni bude funkce:

e vnitini kiivka @: I € R — RY;
e vn&jii funkce f: RY — R.

Jak si 1ze predstavit sloZeni f o @? Zkusme to na konkrétnim piipadé, kdy f = Vg je funkce
popisujici zdvislost nadmoiské vyiky na tizemi Ceské republiky na soufadnicich vyjadfenych
pomoci zemépisné délky (proménnd x) a Sitky (proménnd y). Naptiklad soufadnice Karlinské
budovy MFF (Sokolovska 83) jsou zhruba x = 14,4505° (vychodni délky) a x = 50.0939°
(severni $itky), pricemz nadmorska vyska hlavniho vchodu je 186 metrd. Je tedy (desetinnou
¢arku zde ze zfejmého diivodu vyjimecné zna¢im teckou):

Ver(14.4505, 50.0939) = 186  a podobné napriklad
Ver(15.7396, 50.7359) = 1603 (vrchol Snézky).

Funkci Vg mizeme slozit s kiivkou ¢: [8:00,17:00] — R2, kterd reprezentuje Casovy
prubéh naseho vyletu, ktery zacal v 8 hodin rdno a skoncil v 5 odpoledne. Predstavme si, Ze §lo
o vylet z Pece pod SnéZkou na Snézku, jejihoz vrcholu jsme dosdhli ve 13:00. Pak plati

¢(8:00) = ,;soufadnice v Pecip. S.“ a VCR((p(S:OO)) = 769
¢(13:00) = (15.7396, 50.7359) a V(:R(<p(l3:00)) = 1603.

Na tomto piikladé je snad jasné patrné, Ze Vi o @ je funkce jediné proménné (Casu, ktery je
v tomto piipadé v intervalu [8:00, 17:00]), kterda udava zavislost nadmoiské vysky na Case v
priibéhu naseho vyletu. Jinak feCeno dosazenim Casu ¢ dostaneme nadmotskou vysku Veg ((p (t))
toho mista, na kterém jsme se v Case ¢ nachézeli.
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1.4 Pfiklad. Necht f: R? — R je ddna pfedpisem f(x,y) = xy a mnozina M C R? je
definovdna jako M = {(x, y) € R?: x? + y? = 4}. Najdéte extrémy funkce f vzhledem k
mnoziné M. (Toto je tedy dloha na hledani tzv. vdzanych extrémii funkce f.)

Reseni. Teorii k extrémiim funkce vzhledem k mnoZin& probereme pozdé&ji (Oddil 1.8). V tuto
chvili si pfedstavme, Ze defini¢ni obor funkce f omezime pouze na M, tj. uvazujeme restrikci
f|m» a nasledn€ hleddame extrémy pouze této restrikce. Jinymi slovy nds zajimaji nejvetsi a
nejmensi hodnoty, kterych f nabyva na mnoziné M .

Vime, Ze M je kruznice se stiedem v pocatku a polomérem 2; jde tedy o jistou kiivku. Lze
si snadno predstavit, Ze M predstavuje trajektorii naSeho vyletu v jisté bizarni krajiné, kde
nadmorskd vyska v bodé (x, y) je ddna jednoduchym vzorcem x - y. Chceme urcit nejvyssi a
nejniz$i body takového vyletu.

Oproti pfedchozim dvahdm s vyletem na SnéZzku, pfi kterych jsme méli k dispozici presny
Casovy pribéh naseho vyletu ¢, neboli vlastné parametrizaci té kiivky (vyletu), nyni mame
kiivku M zadédnu implicitné. Nic ndm ovSem nebrani pouZit geometrického ndzoru a prejit od
implicitniho vyjadreni k parametrickému:

: |:x(l):2cost  reo.27].

y(t) = 2sint

Je ziejmé, Ze @ : [0, 2] — R? je parametrizaci kruZnice se stfedem v po¢atku a polomérem 2;
tj. ovSem presné¢ mnozina M . Jinak feceno (@) = M.

Uvazujme nyni funkci g :== f o ¢, tj. prot € [0,2x] jest g(t) = f(¢(¢)) hodnota funkce
f v bodé ¢(t) nasi kruznice. Pokud bychom ¢ chdpali jako ¢asovy pribéh naseho vyletu po
kruznici M (ktery probihd ,,v krajiné f ), pak g zfejmé popisuje zavislost nasi nadmotské
vysky na Case. Doufdm, Ze tak neni uplné neviditelné, Ze ndm v podstaté staci urCit extrémy g
(a pak tyto vysledky spravné interpretovat).

Pojd’me se tedy podivat na funkci g konkrétné; jest

g(t) = f(p(t)) = f(2cost,2sint) = 2cost-2sint = 4costsint = 2sin 2.

Hledame tedy extrémy funkce g(¢) = 4 cost sint na intervalu [0, 27], coZ je tloha na metody
prvniho semestru. Jest
g'(t) = (2sin2t) = 4 cos2t.

Tedy g'(¢) = 0, pravé kdyZz cos 2t = 0, coz je (pro t € [0, 2] ¢ili 2¢ € [0, 47]) ekvivalentni

n 3n 5m Iw .
216{—,—,—,—}, neboli
22 22
E{n 3w 5w 771}
4° 47 47 48

jak je snadno vidét tfeba z grafu funkce cos. Mame tedy stacionarni body funkce g na [0, 27].
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Mezi body ,,podezielé z extrému‘ bychom striktné vzato méli zahrnout jesté krajni body
defini¢niho oboru, tedy 0 a 277.'> Uvedené hodnoty ¢ odpovidaji ndsledujicim bodim ¢ (¢) € R2:

= (V2VE). o) = (V2N2)
) = (V2~V2). p(E) = (V2. —V2).

9(0) =(2,0), (%
p(2m) = (2,0), o(3

N

el

»|

Nyni ihned vidime, Ze napf. f((o(%”)) = f(=+v2,v2) = (—v2) - v/2 = -2 atd. Je tedy
vidét, Ze f nabyvéd na mnoZin& M maxima s hodnotou 2 v bodech (v/2,v/2) a (—+/2, —+/2).
Déle nabyva minima s hodnotou —2 v bodech (— «/5 NG ) a ( \/5 -2 )

Nez tento priklad docela opustim, chci vds jeSté upozornit na dalsi prirozeny, byt o néco
méné elegantni, zptisob feseni, ktery ovS§em pouze naznacim; detailni vypocet si mizZete provést
samostatné. Kromé parametrického vyjadfeni kruznice M totiZ miiZzeme vyuZzit i vyjadieni
explicitniho, tj. mnoZinu M popsat jako sjednoceni grafi (dvou) funkei:

ki(x) =~v4—x%2 a ky(x)=—+v4—x2

Zaméime se nejprve na kq, analogické kroky lze pozdéji provést i pro druhou funkci. Je dilezité
si v§imnout, Ze do funkce f, kterda ma dvé proménné, nemizeme dosazovat pfimo hodnoty
funkce k1, protoZe to jsou redlna ¢isla, nikoliv body v roviné. Nés zajimaji extrémy funkce f na
kruznici M, musime tedy do f dosazovat body této kruznice — tj. body grafu funkce k;. OvSem
graf funkce k; je

Gr, = {(x.k1(x)): x € [-2,2]}.

Do funkce f tedy dosazujeme body tvaru (x, kq(x)); tim vznikne funkce jediné proménné x a
my opét miZeme metodami 1. semestru vySetfit jeji extrémy:

g1(x) i= f((x, k() = f(x.ki(x) = f(x,V4—x2) = x - V4 —x2,

Zbytek feseni zvladnete sami, jen nezapomenite na dolni pilkruZnici; pozor také na krajni body
defini¢niho oboru funkci g; a g,: mohlo by se totiZ stat, Ze se extrému nabyva v nékterém z
nich. A

7) Parcidlni funkce: Vyse jsme sklddali funkci f: RY — R s kfivkou ¢: R — R?. Pfi
reSeni Prikladu 1.4, kde jsme méli f(x,y) = xy a ¢ byla parametrizace kruznice, jsme pak
sloZzenou funkci f o ¢ derivovali, abychom nasli extrémy jeji, a tedy i extrémy funkce f na oné
kruznici.

Nyni se zaméfime na (jeSté jednodussi) pfipad, kdy do néjaké funkce f dosadime para-
metricky zadanou piimku ¢. Neni t€Zké si uvédomit, co tim dostaneme: trajektorie kiivky ¢,

127 periodicity g je oviem celkem snadno vidét, Ze o body extrému nejde. Tato tivaha je v§ak asi pfece jen

vvvvvv

hodnot nenabyv4.
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tj. mnoZina (@), je prosté néjaka piimka v defini¢nim oboru f a my si v podstaté miZeme
predstavovat, Ze funkci f restringujeme (uméle omezime defini¢ni obor) na tuto primku (tj.
body D lezici mimo (@) pfestaneme vnimat).

Mgéjme tedy parametricky zadanou pfimku ¢ : R — R¢ definovanou takto:

g t—>a-+t-v,

kdea = (ay,a,,...,a4) € R4 je vychozibod a v = (vy,vs,...,04) € R4 je smérovy vektor
piimky. Zapis téze kiivky ¢ ,,po slozkach* je

¢(Z)=(a1+t-v1, a, +1t-vy, ..., ad-l—t-vd)

1. slozka ¢@ 2. slozka ¢@ d-td slozka @

Vv

Toto je obecnd situace, my se ov§em zaméifme pouze na specidlni piipad, kdy vektor v je
rovnob&zny s nékterou soufadnicovou osou. V piipadé, ze v = (1,0,0,...,0), tj. v je prvni
vektor kanonické baze R?, vypadé zobrazeni ¢ takto (a my ho ozna¢ime ¢'):

o' () =0)=(ar+1 ,ax as, ..., ag)
—— —

nekonst. slozka ¢

Pokud v = (0, 1,0, ...,0) (tj. druhy vektor kanonické béze), pak

@9*(1) =) = (a1, ax+1 . as, ..., aq)

nekonst. slozka ¢@

a tak ddle; podobné definujeme ¢’ pro vechnai = 1,2,...,d, tj. ¢' odpovida i -tému vektoru
kanonické baze R¢.

Jak vypada sloZeni f o ¢@'? ProtoZe ¢’ umime rozepsat po slozkich, nenf nic jednodusiiho
nez dosadit:

fi@) = f(@'®) = flar.....ai—1, ai +1, Giy1.....aq). (1.4)

To je ovsem funkce jediné proménné ¢ € R. Ano, do funkce f je sice potieba dosadit celkem d
hodnot, v§echny az na jednu (a to tu i-tou) jsou ale zafixovany na pevné hodnoté (j-t4 pozice je
obsazena pevnym Cislem a; pro j # 7). Jedind proménnd je nicméné 7.

1.5 Definice (Parcidln{ funkce). Je-lia € R? ai € {1,2,...,d}, pak funkci f; definovanou
rovnici (1.4) nazyvame i -tou parcidlni funkci funkce f v bodé a.

1.6 Poznamka. (a) Pdvodni f je funkce d proménnych, ov§em libovolna parcidlni funkce

ma proménnou jednu.

(b) Parcidlni funkce f; zavisi (krom& proménné ¢) také na volbé parametrid a; pro i =
1,2,...,d, tj. ma d parametrii, jejichZ jinou volbou miZeme dostat jinou parcidlni
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funkci (byt' v ,tomtéZ sméru*). Z vyse uvedeného by mélo byt jasné, Ze parcidlni funkci
uvazujeme vzhledem k jisté pfimce, kterd ma vychozi bod a = (ay,as,...,aq) a je
rovnobéZna s nékterou souradnicovou osou. Je jasné, Ze kdyz budeme uvazovat jiny
vychozi bod, miizeme dostat jinou parcialni funkci.

(¢) Z divodu predchozi poznamky znaceni f; neni pfili§ presné, protoZe obsahuje informaci
pouze o sméru, ve kterém se z né¢jakého vychoziho bodu vydame (totiZ rovnobézné s i -tou
soufadnicovou osou), ale neobsahuje informaci o tomto vychozim bodé. Tento nedostatek
se da snadno odstranit zavedenim znaceni

fi(a]’az"“’“") = f*:= f;, pokud f; odpovidd volbé parametrd (a;,as, . ..,dq).

Toto znaceni je vSak ponékud krkolomné a nebudeme jej pouZivat; misto toho se vzdy
ujistime, Ze jsou jasné stanoveny hodnoty parametri a;, takZe nehrozi nedorozuméni."”

Derivovanim parcidlnich funkci podle ndm ddvno znamych pravidel derivovani funkci
jediné proménné dostavame parcidlni derivace ptivodni funkce. Parcidlni derivaci f podle i-té
proménné definujeme jako derivaci i -té parcidlni funkce f;; neni snad pfilis$ t€Zké nahlédnout,
7e popisuje rychlost riistu f na piimce (@’) ve sméru i -té souradnicové osy. Viimnéte si jestg,
7e¢'(0) =a +0-v = a, takZe f((pi (0)) = f(a). Pokud tedy derivuji f o ¢’ vbodét = 0,
odpovida to rychlosti rtstu funkce f v bod€ a (ve sméru i-té osy). Parcidlni derivace jsou
tématem pro nasledujici oddil.

3Podobnd pozndmka o nejednoznadnosti znaceni se vztahuje i na piimky ¢': k jejich plnému uréeni nestadf znat
smér (ten je ddn indexem soutadnicové osy, se kterou je piimka rovnobéznd), i zde je potfeba urcit vychozi bod.
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1.2 Parcialni derivace

Piipominam, Ze pojmem redind funkce d (redlnych) proménnych mame na mysli funkci z R?
do R, tedy funkci s hodnotami v R takovou, kter4 je definovdna na néjaké podmnozing R¢.'*
Necht' f je redlnd funkce d proménnych. Chovani f v blizkosti bodu a = (ay,as,...,aq)
v R? miZeme zkoumat nasledujicim zptisobem. Zvolime jednu proménnou, napiiklad prvni, a
budeme se divat, jak se méni hodnoty funkce f, kdyZ mé€nime pouze tuto proménnou a ostatni
soufadnice zlistavaji rovny piislusnym souradnicim bodu a. (To odpovida prvni parcialni funkci
—viz vySe v Gvodu.) Pfirtstek funkéni hodnoty pak porovndme se zménou prvni souradnice, tj.

zkoumdme vyraz
pevné hodnoty

—— ——
f(xl, aZ,---aad)_f(alvaz,---aad)
X1 —dy ’

ktery 1ze vektorové zapsat té€Z jako

fla+ (x1—ae') = fl@) _ fla+te')— fla)

X1 —daq t

kde t = (x1 — ay) je strucnéjsi zapis za zmeénu prvni souradnice, kterou jsme provedli tim, Ze
jsme se posunuli z pivodni hodnoty a; na hodnotu x;. Ukazuje se, Ze tento stru¢né&jsi zapis je v
mnoha piipadech prehledné;jsi, a proto ho pouzijeme i v nasledujici definici, ke které nas tyto
tvahy privedly.

1.7 Definice (Parcidlni derivace). Necht f je redlnd funkce d proménnych, a € R¢ ai €
{1,...,d}. Pak parcidlni derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme predpisem

U (@) — 1im L@+ 1) = @)

a_xi t—0 t

(1.5)

Symbolem A oznatujeme parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj. funkci z R¢ do

0x;
o LU

R definovanou predpisem
ax,- ' 3x,-

V nékterych pfipadech se pouziva misto symbolu g—){i(a) i znaceni d; f(a) a podobné. V piipadé,
Ze d < 3, je zvykem proménné znacit postupné x, y, z misto X, X, X3; pak miZeme pro
strucnost psat fy(a) misto %(a).

1.8 Poznamka. (a) Parcidlni derivace je definovdna jako jistd limita a ta samoziejmé z riz-
nych diivodii nemusi existovat. Napiiklad zcela jisté nebude existovat, pokud @ ¢ Dy;
muZe se ale stat, Ze limita onoho vyrazu neexistuje kvili tomu, Ze vyraz ,,0sciluje, pri-
padné existuji rizné jednostranné limity apod. V pfipadé, Ze limita existuje a je kone¢na,

14Samoziejmé piipoustime i celé R¥, nebot’ kazdd mnoZina je sama sob& podmnoZinou.
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(b)

(©)

hovotime o viastni parcidlni derivaci. Pokud je nekonecnd, jednd se o nevlastni parcidlni
derivaci."”

Vzhledem k tomu Ze parcidlni derivaci g—f(a) muzeme (zkouset) pocitat v libovolném

bodé a, l1ze 2L s chapat jako funkci z R? do R, jak je ostatné vysvétleno piimo v definici.
To znamen4, Ze ,,proces par01alnﬂ10 derivovani podle i-té proménné* vytvoril z pivodni
funkce f novou funkei 22 a -. Symbol 5 L 1ze tedy chdpat jako zobrazeni, které kazdé funkci

g z R? do R piifadi novou takovou funkc1, ato %. Takovym zobrazenim nékdy fikdme
operatory.

Stejné jako u funkci jediné proménné i zde je jasné, Ze se nemusime zastavit hned po
prvnim derivovani. Zderivovanou funkci miiZeme opét derivovat, a to tfeba i podle jiné
proménné. V feCi predchozi poznamky to znamend postupné na f aplikovat rtizné opera-
tory tvaru 5 - (muzeme volit libovolnd 7). Je tak zcela zfejmé, co je minéno kuptikladu

zapisem 3 of
vz (o)

Funkci f nejprve derivujeme podle x;, ¢imZ dostaneme novou funkci af kterd ma
stejnych d proménnych jako f. Tuto novou funkci posléze derivujeme podle podle x,.
Vyslednou funkci, tedy f derivovanou nejprve podle prvni a pak podle druhé proménné,
znaCime (vSimnéte si poradi)

0% f

8x28x1 .

1.9 Znaceni (Parcialni derivace vys$sich fada). Budiz f redlnd funkce d proménnych. Jak uz
bylo naznaceno v predchozi poznamce, f lze v principu ,,parcidlné derivovat® opakované, a to
v kazdém kroku podle libovolné proménné. PopiSeme pouZivané znaceni druhych parcidlnich

Vv s

derivaci s tim, Ze znaCeni derivaci vysSich fadi ndm uZz bude zfejmé.
Pokud funkci f derivuji nejprve podle i-té a posléze podle j-té proménné, obdrZim funkci

0% f of
0x;0x; = 0x; (Bxl)

V ptipadé, Ze i = j, neboli derivuji dvakrat podle proménné x;, pouZziva se téZ znaceni

’f af
Wiz C0x; (8x,>'

I5Pro jistotu poznamendm, Ze nekone¢nou derivaci pfipoustime jako vyjimku ve specidlnim bodg, ale nepfi-

af

it . of 55 U (q) = Lo i
poustime nekonecnou hodnotu funkce e V bodech a, pro néZ 3 x,t (@) = o0, funkci y; hepovaZujeme za

definovanou. Diivodem je, Ze u Zadné funkce (a tedy ani u funkce %) nepfipoustime nekone¢né hodnoty; jedna se
o funkce do R, tj. v§echny hodnoty jsou prvky R, a tedy jsou to konecn4 Cisla.
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) Ve, s e . W . o 2 v . . . .

Je dulezité vSimnout si poradi indexu: symbol % znamena, ze jsme funkci f derivovali
J 1

nejprve podle x; a az potom podle x;. Zplsob, jakym jsme k uvedenému znaceni dospéli, snad

¢ini divody pro tento fakt zfejmymi.

1.10 Priklad (Praktické vypocty parcidlnich derivaci). Praktické pocitani parcialnich derivaci se
jen malo 1i${ od vypoctl derivaci funkci jediné proménné. Pokud totiZ mame tieba funkci f(x, y)
a chceme pocitat jeji parcidlni derivaci podle x, sta¢i povazovat proménnou y za fixovanou
neboli za konstantu. V pfipadé derivace podle y bude zafixovdno naopak x. Proto napfiklad

0
a(x2y+y3+xy2+x+5) =2xy +0+y>+1+0,
d
a—(x2y+y3+xy2+x—l—5) =x2+3y>+x2y +0+0.
y
Derivovani polynomu je obecné jednoduché a vyZaduje skutecné jen zakladni znalost. Zname-li

vsak vzorce pro derivaci souinu, podilu a slozené funkce pro funkce jedné proménné, mizZeme
je aplikovat 1 ve vyS$si dimenzi. Uvedu jesté jeden priklad.

%(exZ—i-xy . sin(x + y2) + lnx) — ex2+xy(2x + y) . sin(x + yZ) 4+ ex2+xy . COS(X 4+ y2) + %
ai(exzﬂy -sin(x + y?) + lnx) =¥ty sin(x + y?) + ety -cos(x + y?)2y +0.
y

Oproti latce prvniho semestru je zvysSeni obtiZnosti plynouci z pfitomnosti vice proménnych
vcelku malé; je pouze potieba peclivé hlidat, co je proménnd a co konstanta. A



KAPITOLA 1. FUNKCE VICE PROMENNYCH 22

1.3 R? jako metricky prostor

Na eukleidovské prostory je mozno nahliZzet mnoha zptlisoby; my je ztotoZiiujeme s prostory
R4 (d € N), diky éemuZ na nich mame strukturu vektorového prostoru (linearni strukturu) a
soufadnicovy systém (kartézské souradnice). To ale samoziejmé neni v§echno, co miizeme délat:
Pythagorova véta umoznuje méfit vzdalenosti mezi body. Pravé tato vlastnost, moZnost méfit
vzdalenosti, je charakteristickd pro tzv. metrické prostory, jimiZ se zabyva celd jedna kapitola
tohoto textu. Méfeni vzdélenosti pfirozenym zpisobem souvisi také s pojmy skaldrniho soucinu
a normy na vektorovém prostoru, zacneme tedy od nich.

1.11 Znaceni (,.,Kanonicky “skaldrni soucin na R9). Jsou-li x = (X1,Xx2,...,Xxg)ay =
(1. Y2 - ... ya) dva vektory v R?, pak jejich skaldrni souéin (x, y) definujeme takto

d
(x,y) = <(X1,X2, o Xa), (V1 vz, ,yd)> = xivi.
i=1

Skalarni soucin je ve skute¢nosti obecné€jsi pojem, ktery je definovany pomoci nékolika
axiomu (podobné jako tieba niZze norma — viz Poznamku 1.14), a oznaCeni vySe je pouze
specialnim pifpadem, pro nase téely dostatecnym. Je nicméné dobré si uvédomit, e na R?

existuji 1 jiné skaldarni souciny, pro jisté ucely stejné dobte pouZitelné, jako ten vySe uvedeny
kanonicky .

1.12 Definice (Eukleidovsk4 norma na R, pojem okolf). Pro vektor x = (x1, X2, ..., xq) € R?
definujeme eukleidovskou normu x jako

[xl2 = v (x.x). (1.6)

Proa € R? a § > 0 dile definujeme okoli (resp. prstencové okoli') bodu a o poloméru § jako

B(a,§) :={x e R%: ||x —al, <8}, resp.

. (1.7)
P(a.§):={x eR%: 0<|x —al, <8 = B(x,8)\ {a}.

Mnozina B(a,d) se také Casto nazyva oteviend koule se stfedem a a polomérem § (viz téz
Definici 2.3). Dolni index ,,2° u normy obvykle vynechavame, tj. piSeme ||-|| ve smyslu ||-||5.

1.13 Pozorovani. Pro libovolné x = (x1,Xx2,...,Xq) € R4 plati:

d 1

2

x|, = \/xf+x§+...+x§ = (lez) .
i=1

Specidlné pro x = (x1,x2),y = (x1, x2) € R? plati

1y —xll2 = V(1 — x1)? + (y2 — x2)%
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Pozorovéni, neni-li vim zfejmé okamzité, dokdzete prostym dosazenim do definice. Pod-
statné je vSimnout si, Ze eukleidovskd norma vektoru x neni nic jiného nez vzdalenost bodu x
od pocatku. Stejné tak |y — x| je vzdalenost x od y v tom nejbéZnéjsim smyslu: jak bychom ji
spocitali pomoci Pythagorovy véty.

1.14 Poznamka (Obecné o pojmu normy, metrika indukovana normou). Normou na vektorovém
prostoru X rozumime zptisob méfeni ,,délky‘ vektord, ktery splnuje jisté zdkladni vlastnosti
(uvedené nize); takovych zplisobd muiize byt v jediném vektorovém prostoru vice. Vyse defino-
vani eukleidovsk4 norma je jen jednim pifkladem normy na R¢ z mnoha.

Necht’ X je vektorovy prostor nad télesem R. Rekneme, Ze funkce ||-||: X — [0, 00) je
norma na X, jsou-li splnény nasledujici axiomy:

i) VxeX: ||x]| =0 x =0;
(i) Vx € X Ve e R: Jlex| = |c|- I1x]; (homogenita)
(i) Vx,y e X: ||x+y| < x|+ lyI. (trojiihelnikovd nerovnost)

Dvojici (X, ||-||) pak nazyvame normovany linedrni (t€z: vektorovy) prostor.

Na kazdém vektorovém prostoru existuje mnoho riznych norem.'® Eukleidovskd norma na
R je tedy velmi specidlnim pifpadem obecného pojmu normy.

Je-li (X, ||-|]|) normovany linearn{ prostor, je pfirozené méfit vzdalenost mezi body x,y € X

jako normu rozdilu, ¢ili ,,délku vektoru, ktery ty dva body spojuje:||y — x||. MiZeme definovat
zobrazeni p: X x X — [0, 00) pravé timto vzorcem:

plx,y)=lly —x[l, x,yeX.

Z axiomu normy se snadno odvodi, Ze takto definované zobrazeni p je metrika (viz Definici 2.1)
na X, Cili ,,zpisob méfeni vzdalenosti“. Libovolny normovany linedrni prostor se timto pfiroze-
nym zptsobem dé chépat jako prostor metricky.

Speciélné tedy v eukleidovském prostoru (R¢, ||-||») mé&fime vzdilenost dvou bodi x =

(x1,x2,...,x4),y = (¥1,Y2,...Va) € R4 jako

ly — x| =

To je v souladu s nasi intuici pocitat vzdalenost pomoci Pythagorovy véty.

1.15 Poznamka.

16y piipadg, Ze dimenze prostoru je nekoneénd (my oviem pracujeme typicky v situaci X = R, takZe
dim(X) = d je kone¢nd), miZe se stat, ze dv€ rizné normy jsou odli$né opravdu podstatnym zptisobem.
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(a) Eukleidovska norma je skutecné norma podle definice z pfedchozi poznamky. Jinymi
slovy spliluje vSechny tfi uvedené axiomy. Ovéfit prvni dva je snadné cviceni pro vis,
dikaz trojihelnikové nerovnosti je ale pomérné t€zky, a my ho vynechdme; geometricka
intuice ndm ostatné nedovoluje o jeho platnosti pochybovat.

(b) Na R¢ je mozné definovat nekonec¢né¢ mnoho dalSich (vzdjemné odliSnych) norem. Uve-
deme je bez dalSiho komentare; je mozné ukdazat, Ze vSechny vzorce niZe skuteéné definuji
normy:

d
el =" lxl:
i=1

d 1
Il = (S hul?) . e p e (1.0 )

i=1
[xllo = max [x;].
i=1,....d
(c) Eukleidovskd norma je specidlnim piipadem normy |||, pro p = 2, jak je ze vzorci
ihned patrné. Dolni index 2 u eukleidovské normy tedy nesouvisi s dimenzi prostoru, ale s
exponenty, které se ve vyskytuji ve vzorci (1.6).

(d) Je dobré si v§Simnout, Ze B(a, §), tedy tzv. oteviend koule, skute¢né ,,vypada jako koule*
bez hranice. Pokud jsme tedy napiiklad v dimenzi dva, jednd se o vnitfek kruhu; v R3
jde o vnitfek koule (v béZném slova smyslu), tedy o kouli ochuzenou o hrani¢ni sféru
(kulovou plochu). To je ddno tim, Ze v definici okoli (oteviené koule) (1.7) vystupuje
pravé eukleidovskd norma, ktera odpovida standardnimu zpiisobu méteni vzdalenosti
pomoci Pythagorovy véty. Pokud ale v definici koule pouZijeme misto ||-||» tfeba normu
|I-Il, vysledna mnoZina bude mit jiny tvar a nebude ,.kulata“. Toho se tyka Cviceni 1.16.

1.16 Cviceni. Pokuste se nakreslit, jak bude v R? vypadat jednotkov4 koule B(0, 1), oviem ne
vzhledem k eukleidovské normé&, nybrz vzhledem k ||-||; a vzhledem k ||-||oo. Mohli bychom
odlisit znaceni koule podle toho, vzhledem k jaké normé kouli uvazujeme, protoze to ale v
nejblizsi dobé nebudeme potiebovat, zavadime toto znacCeni zatim pouze pro ucely tohoto
cvicent:
By(a.8) :={x eR?: |x —al, <8}

pri¢emz pfipoustime libovolny index p € [1, o] (tj. v€etné oo). Pro definice viz (1.8).

Zadani tedy lze reformulovat takto: Nakreslete B1(0,1) a B (0, 1), kde symbolem ,,0
znacime (jak je bézné) pocatek v daném prostoru, zde tedy bod (0, 0).

Ndpovéda: Obé koule budou ve skute¢nosti &tverce. Reseni je znazornéno na Obrézku 2.1.

1.17 Definice (Limita posloupnosti v R?). Posloupnost {x,}>>, prvkii R? definujeme jako
zobrazeni N — R, které kazdému piirozenému &islu n pfifadi bod x,, € R,
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Podobné jako u posloupnosti redlnych Cisel i v tomto pfipadé budeme pripoustét také
posloupnosti definované jen pro nékterd prirozena Cisla, poptipadée také posloupnosti indexované
od 0 a podobné. Budeme také pouZzivat neformdlni znaceni {x,}°>, C R¥.

Posloupnost {x,}°° , :{(x;,x,%, coxd }f;lg R4 md limitu @ = (ay, s, ...,aq) € R,

a pisSeme lim, o, X, = a, jestlize

Vie{l,2,....d}: lim x! =a;.

n—o0
1.18 Lemma. Bud’ {x,}%, € R¥ posloupnost, a € R?. Pak NVJE:
(i) lim, 00 X, = a;
(ii) lim, o ||x, —a] = 0.

Duikaz. Necht' nejprve plati (ii), dokazeme (i). Zvolme tedy libovolné j € {1,2,...,d}; mame
dokdzat, Ze lim, o Xj = a ;. K tomu ndm pomiZe nasledujici odhad:

Ovsem lim, ., ||x, — a| = 0 (podle (ii)), takze Lemma o dvou policajtech (pro posloupnosti
realnych ¢isel) dava limy, o |x,{ —aj| = 0. Tedy opravdu pro kazdé j jest lim, X} =a e

Naopak, necht’ plati (i) a dokazme (ii). Podle Véty o aritmetice limit pro posloupnosti
redlnych Cisel (1. semestr) a podle predpokladu (1) jest

d d d
- i 2 _ - i N2 _ _
nlgglo ;(xn —a;)" = ;nll)rrolo(xn a;)” = ;O = 0.

Podle Heineho véty ovSem dostdvdme stejny vysledek i po aplikaci odmocniny:

lim ||x, —a| = lim O
n—>oo n—oo
1.19 Poznamka. e Definice 1.17 fik4, Ze limita posloupnosti vektorl se pocita po slozkdch:

lim (x;,x,zl,...,x,‘f) = (lim x;, lim x,zl,..., lim x,‘f).
n—oo n—oo n—oo n—oo

e Vsimnéte si, Ze Definice 1.17 definuje limitu pomoci limity. Nejednd se ovSem o defi-
nici kruhem, protoZe v definici pouzivame pouze limitu ¢iselné posloupnosti, a tu jsme
definovali uz v prvnim semestru.
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e Podobné i podminka (ii) pfedchoziho lemmatu vyuZiva pojem limity ve smyslu limity
posloupnosti ¢isel: ve vyrazu se sice vyskytuji vektory x,, @, ovSem ||x, — a|| je redlné
Cislo pro kazdé n. Opét tedy jde o vypocet limity posloupnosti Cisel.

e K Lemmatu 1.18 lze pridat dalsi ekvivalentni podminky:
(iii) Vp € [1,00]: limy— || X, —a|, = 0; (Zde ||-||, je definovdna v Pozndmce 1.15.)
(iv) Ve >03dng e NVn =>ng: ||x, —a| <e

Podminka (iii) v podstaté fikd, Ze je jedno, kterou z nekonecné mnoha norem ||-||, (v€etné
IIll1 a ||-]loo) pouZijeme. Podminka (iv) neni nic vic neZ podminka (ii) Lemmatu 1.18
rozepsand podle definice limity posloupnosti Cisel (rozmyslete si to!).

1.20 Priklad. Spocitejme limitu posloupnosti vektord {x,}5> | v prostoru R*, kde

32 + 1 N \
X, = (7, m, (1 +Z) , 2arctgn) e R*.

Jak jsme si uvédomili v pozndmce, limita takovéto posloupnosti se pocitd po slozkach. Tedy

1\"~
lim 7, lim =" fim (14 ), lim 2arctgn) = (1.3/2.e.7). A
n n—00

lim X, = )
n—oo n—oo 2n2 —6n n—oo

n—oo

( 3n+1
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1.4 Lokalni (volné) extrémy

1.21 Definice (Extrémy a lokalni extrémy funkci vice proménnych). Necht' f je funkce d
proménnych, @ € R?. Rekneme, Ze

e a je bodem ostrého (globdlniho) maxima funkce f, jestlize
Vx eDr:x #a = f(x) < f(a);
e a je bodem (globdlniho) maxima funkce f, jestlize
Vx €Dy: f(x) < fla):

e a je bodem ostrého lokdlniho maxima funkce f, jestlize

38 >0Vx € P(a,d): f(x) < f(a);

e a je bodem lokdlniho maxima funkce f, jestlize

35 > 0Vx € P(a,d): f(x) < f(a);

Analogicky definujeme riizné pojmy minima (vSechny definice se zméni pouze obracenim
nerovnosti). Je-li @ bodem maxima f, fikdme téz, Ze f nabyva v bodé @ maxima apod. V
pripadé, Ze f nabyva v bodé a (globalniho, resp. lokdlniho) maxima nebo minima, fikdme, Ze
f nabyva v bodé a (globalniho, resp. lokalniho) extrému.

1.22 Poznamka. Vsimnéte si, Ze v definici lokdlniho maxima (popf. minima) 1ze misto P(a, )
ekvivalentné psat B(a, §). Rozmyslete si, pro¢ u ostrych extrémi tuto moznost nemame, tj. pro¢
je v definicich ostrych extrému podstatné pouZit prstencovd okoli.

Dile je dobré si v§Simnout, Ze tyto definice jsou v souladu s definicemi extrému pro funkce
jediné proménné, které jsme probrali v prvnim semestru. Jinymi slovy, pro d = 1 nyni vlastné
mame dvé definice (napfiklad) ostrého lokalniho maxima: tu pravé vyslovenou a tu z prvniho
semestru. To ale nevadi, protoZe obé definice jsou navzdjem ekvivalentni, jak je ihned patrné. Ve
skutecnosti jsme nyni udélali jedinou véc navic: rozsifili jsme pojmy okoli a prstencového okoli
i do prostori R pro d > 1 (zatimco pro d = 1 definice ziistala stejnd).

1.4.1 Nutna podminka pro extrém

Nez se podivame na extrémy funkci vice proménnych, pfipomeiime si tzv. Fermatovu vétu
z prvniho semestru, kterd formuluje nutnou podminku pro existenci extrému funkce jedné
proménné.
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Véta (Fermat). Bud’ f funkce z R do R, kterd md v jistém bodé a € R lokdlni extrém. Potom
bud’to f'(a) = 0, nebo derivace f'(a) neexistuje.

Jinymi slovy, pokud v bod€ lokdlniho extrému funkce derivace existuje, je nutné nulova.
Pokud tedy najedeme bod, v némZ ma funkce f nulovou derivaci, neni vylouceno, Ze jde
o bod lokalniho extrému; ale v bodech, kde je existuje derivace rtizna od nuly, to uvedenou
vétou vylouceno je. Pfipomindam, Ze body, které jsme takto nevyloucili, se Casto oznacuji jako
,podezrelé body“. Nyni zformulujeme analogickou vétu pro funkci d proménnych.

1.23 Véta (Nutna podminka lokdlniho extrému). Bud’ f redlnd funkce d proménnych, kterd md
v bodé a € R? lokdlni extrém. Pak

a
Vie{l,2,....d}: / (a)=0 Vv (a) neexistuje.
8x,~ 8x,~
Diikaz. Zvolme i € {1,2,...,d} apolozme

g(t) = f(ala'--’ai—laai +t9ai+1a---9ad)’

tj. g je i-ta parcidlni funkce f v bodé€ a (viz Definici 1.5). Pfedpokladejme, Ze existuje derivace
g—f; (a) = g’(0) (pokud ne, jsme hotovi). Ale g ma v bod¢€ 0 lokdlni extrém, protoze g(0) = f(a),
pfi¢emZ a je bod lokdlniho extrému f podle piedpokladu véty.!”

Podle Fermatovy véty (vySe) dostivame g’(0) = 0, takze také E‘;’—)’;(a) =0. O]

Vratime-li se k terminologii oznacujici body s nulovou derivaci jako ,,podezielé z extrému,
1ze z tohoto diikazu nahlédnout, Ze v piipadé funkce vice proménnych jsou ,,podezielé“ ty body
a, pro néZ je bod 0 ,,podezrely* pro kazdou parcidlni funkci funkce f piislusnou bodu a.

1.24 Poznamka (Nutnd podminka lokalniho extrému pomoci gradientu). Bud’ f funkce d
proménnych, @ € R?. Necht' f je na okoli bodu a ,dostate¢né pékna* (pfesné: existuje totdlni
diferencial df (a) — viz Definici 1.69). Pak definujeme gradient funkce f v bodé€ a jako vektor
prvnich parcidlnich derivaci v bodé a:

i
8x1

0 )
(a), —f(a), e %

Vila) = ( i

mOeR¢

Pokud Vf(a) =0 = (0,0,...,0), nazyvame bod a staciondrnim bodem.

Existuje-li tedy V f(a), Véta 1.23 implikuje: Jestlize f ma v bod¢€ a lokalni extrém, pak
Vfa)=0.

7Podrobnéji 1ze argumentovat takto: Podle definice lokélniho extrému (fekn&me, Ze jde tieba 0 maximum)
existuje § > 0 takové, Ze pro kazdy bod x € B(a,d) jest f(x) < f(a). Nyni si sta¢i v§imnout, Ze oviem
pro libovolné ¢ € (—4,9) je @(t) := (a,..., ai—1,a; +t,ajyq,..., ag) € B(a,d) (protoze |@(t) — a|| =
,...,0,z,0,..., 0)|| = |t] < 8),atedy g(t) = f(p()) < f(a) = g(0). Tedy 0 je bod lokdlniho maxima
funkce g.




KAPITOLA 1. FUNKCE VICE PROMENNYCH 29

Je dobré si v§Simnout, Ze Véta 1.23 je nicméné ponékud obecnéjsi, neZ pravé uvedeny jeji
diasledek: vztahuje se totiZ i na (v praxi pomérné idké) piipady, kdy gradient neexistuje.

1.25 Poznamka. Vétou 1.23 jsme popsali nutnou podminku pro ptitomnost lokdlniho extrému.
Pii praktickych vypoctech konkrétnich piikladd tuto podminku obvykle spliiuje pouze nékolik
malo bodi, coZ je pro nds dobra zprava: A priori, kdyZ o funkci nevime nic vic neZ jeji funkéni
predpis, miZe byt extrém v libovolném bodé€; po pouziti tohoto vysledku obvykle drtivou vétsinu
bodi vylouc¢ime a ziistane jen velmi nepocetna (typicky kone¢nd) mnozina ,,podezielych boda*.

Jak ale pro funkce vice proménnych zjistit, zda se v daném bodé& skutecné extrém nachdzi?
Obecné to muize byt dost slozité, alespon ¢aste¢nou odpovéd’ nicméné dame (bez dikazu)
v Oddilu 1.4.4 skrze formulaci jisté postacujici podminky pro piitomnost extrému.'® N&7 se
pustime do formulace (ponékud slozité;si) postacujici podminky, podivejme se nejprve na vcelku
nazornou situaci, kterd panuje v dimenzi d = 1 a kterd je ndm v podstaté zndma z prvniho

semestru.

1.4.2 Postacujici podminky pro extrémy

Postacujici podminka pro funkci jedné proménné: M¢éjme funkci f: R — R, kterd ma
v jistém bodé a € R nulovou prvni derivaci. Bod a je tedy to, ¢emu jsme v prvnim semestru
nékdy fikali staciondrni bod f, a je ,,podeziely z extrému*. Fermatova véta fik4, Ze takovy bod
spliiuje nutnou podminku pro pfitomnost extrému. Jak ale zjistit, zda se skutecné jednd o bod
extrému?

Pfi vySetfovani priabéhu funkce jsme v prvnim semestru obvykle postupovali tak, Ze jsme
vySetfili rovnou intervaly monotonie (nic podobného ovSem pro funkce vice proménnych
nemame), a tak bylo jasné, Ze kdyZ na interval, kde funkce roste, navazuje interval, kde klesa,
v jejich spole¢ném krajnim bodé (tj. v bodé, ktery oba intervaly od sebe oddéluje) se nachazi
maximum apod.

Mohli jsme vSak postupovat jesté jinym zpusobem. Pokud bychom napiiklad védéli, Ze
funkce je na celém definicnim oboru konvexni, pak stacionarni bod je zjevné bodem (dokonce
globdlniho) minima. Pokud je funkce f konvexni na intervalu I = (c,d),a € I a f'(a) =0,
pak a je zjevné bodem lokalniho minima. To je geometricky zcela ziejmé a ani podrobny dikaz
by nebyl prilis tézky. Pro lokdlni extrém ve skutecnosti staci jesté trochu méné: konvexita neni
potfeba na celém intervalu ,.kolem* stacionarniho bodu.

Véta P (Postacujici podminka pro extrém funkce jedné proménné). Necht' f je funkce z R do
R abod a € R je takovy, Ze f'(a) = 0. Potom:

e jestlize f”(a) > 0, pak f ma v bod¢€ a ostré lokdlni minimum.

e jestlize f”(a) < 0, pak f ma v bodé€ a ostré lokdlni maximum.

18Chce se mi zddraznit, Ze to bude jind podminka, neZ ta vySe zmifiovand podminka nutnd z Véty 1.23. MiZe se
tedy stat, Ze existuji body extrému, které tuto postacujici podminku nespliiuji (nutnou samoziejmé ano).
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Diikaz. DokéZeme pouze prvni tvrzeni, necht’ tedy f”(a) > 0. To jest

f//(a) di_f lim f/(x) - f/(a) > 0.

x—a X —a

Podle definice limity tedy
[0 = f@)

X —da

1§ >0Vx € P(a,d):

neboli, neformélné feceno, ,,8-blizko bodu a je uvedeny zlomek kladny . ProtoZe ale napravo od a, tj. pro x > a,
je jmenovatel kladny, musi byt kladny i Citatel. Podobné nalevo je zase jmenovatel zdporny, takze i Citatel musi byt
zaporny (aby cely zlomek byl kladny). Dostdvame tedy:

Vx € Py(a,8): f/(x)— f'(a)>0 a
Vx € P_(a,8): f'(x)— f'(a) <O.

Ovsem f’(a) = 0 podle predpokladu véty, takZe (také diky spojitosti f* v bod& a) dostdvame:

Vx €(a,a+38): f/(x) >0 =  fjerostoucinala,a +38) a
Vx e(a—6,a): f'(x) <0 = f jeklesajicina (a —§,a].

Celkem tedy f je klesajici na (a — 8, a] a rostouci na [a,a + §), v bod€ a je tedy ostré lokaln{ minimum. O

1.26 Poznamka. Uvedend Véta P je jednodimenziondlni predzvésti Oddilu 1.4.4, ve kterém
zformulujeme analogické podminky pro funkce vice proménnych. Podstatou této véty je, Ze
pomoci studia druhého derivace dokdzeme v nékterych pripadech rozpoznat konvexitu nebo
konkavitu funkce, a diky tomu konstatovat pfitomnost extrému ve stacionarnim bodé¢.

Pomoci studia parcidlnich derivaci druhého fddu budeme v nékterych piipadech schopni
poznat lokdlni chovani funkce, a rozhodnout tak o pfitomnosti extrému, i v piipadé vice promén-
nych. Podminky druhého fadu pro funkci vice proménnych jsou vSak o néco komplikovanéjsi a
k jejich efektivni formulaci je potreba fici nejprve néco o kvadratickych formach.

1.4.3 Vsuvka o kvadratickych formach

Stru¢né pripomenu nékterd fakta z linedarni algebry, kterd se ndm budou hodit k formulaci a
pouziti postacujicich podminek pro pritomnost lokalniho extrému funkce vice proménnych.

1.27 Znaéeni. V této asti budeme prvky R¢ povaZovat za sloupcové vektory, jak je zvykem
v linearni algebfe. MnozZinu vSech matic o m fadcich a n sloupcich budeme znacit M (m x n).
Je-li A € M(n x n) Ctvercova matice, symbolem |A| zna¢ime determinant A.

1.28 Definice (Kvadratickd forma). Necht A € M(d x d) je matice. Rekneme, 7e A je
symetrickd jestlize plati A = AT, kde AT zna&{ transponovanou matici.'”

YTransponovana matice vznikne tak, 7e fadky plivodni matice zapiSeme ve stejném poradi do sloupc.
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Necht A = (a;;)} ;= € M(d xd) je symetrickd matice. Pak funkci ¢ : R? — R definované
predpisem ¢(u) = u” Au, neboli (rozepsano po slozkach)

dayp diz2 -+ did 23]

dz1 dzz -+ dag Uz
gp(ul,uz,...,ud):(ul,uz,...,ud)- .

aq1 Aqdz -+ 4dd Uq

d d
i=1j=1

fikdme kvadratickd forma. Rikdme, 7e A je reprezentujici matice formy ¢.

1.29 Poznamka. e Je-li p: RY — R kvadratickd forma, pak pro kazdé u € R4 ac € R
plati ¢(cu) = c?¢(u), jak je snadno vidét z nésledujici maticového ndsobeni, do niZ si
sami v duchu dosad’te cu = (cuy,cus,...,cug) zau.

e Kazd4 kvadratickd forma ¢ : R — R (4. pfipad d = 1) je tvaru ¢(x) = ax?. Soucin ax?
1ze chdpat jako x T Ax, kde x = (x) (vektor o jediné slozce) a A = (a) € M(1 x 1).

1.30 Poznamka (Dulezity typ kvadratickych forem). Necht' f je funkce d proménnych a
a € R je bod, na jehoZ néjakém okoli jsou viechny druhé parcidlni derivace spojité (jakoZto

funkce d proménnych). Potom zobrazeni ¢ : R¢ — R definované pro x = (X1, X2, ...,Xq)
predpisem
d_d_ o I
px)=> Y OL (1.9)

i=1j=1

je kvadratickd forma, jejiz reprezentujici matice je
02 g
A = ( / (a)) .
ax i 0x j ij=1

Toto je netrividlni fakt vyZadujici dikaz, protoZe implicitné zahrnuje informaci o symetrii

matice A; symetrie je totiz poZadovdna v definici kvadratické formy, a bez ni by tedy zobrazeni
¢ z rovnice (1.9) nebylo kvadratickou formou.

Symetrie matice ovSem plyne z dileZité véty , kterd v piipadé spojitosti druhych parcidlnich
derivaci garantuje, Ze u nich nezdleZi na potadi derivovani; matice tak je za danych predpokladii
skute¢né symetricka.

Uvedené skute¢nosti zde miiZeme prijmout bez diikazu, podstatnd je zde pro nas hlavné
samotnd kvadratickd forma (1.9), s jejiz pomoci budeme pozdéji schopni zformulovat postacujici
podminky pro lokalni extrém funkce vice proménnych.
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1.31 Definice (Definitnost forem). Bud’ ¢ : R? — R kvadratickd forma. Rekneme, e ¢ je

e pozitivné definitni (PD), jestlize

VueRY: u+#0= o) >0;

e negativné definitni (ND), jestlize

VueRY: u+#0= o) <O0;

e pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize

VYu e RY: ¢(u) = 0;

e negativné semidefinitni (NSD), jestlize

VYu e R: ¢(u) <O0;

o indefinitni (ID), neplati-li nic z predchoziho, tj.

Ju,v e RY: g(u) > 0 A @(v) < 0.

1.32 Priklad. V trividlnim piipadé d = 1 jsme si uz uvédomili, Ze libovolna kvadraticka forma
je tvaru ¢(x) = ax? (viz Poznamku 1.29). Sami si z definice rozmyslete, co znamen4, Ze ¢ je
PD, ND, atd. MiiZe se stét, Ze kvadratickd forma na R je ID?*° A

1.33 Poznamka. Je dobré si viimnout, Ze libovoln4 kvadratickd forma ¢: R — R, ¢(u) = u” Au na libovolné
primce v R? je kvadratickd funkce. Pojd’me si to rozmyslet podrobné.

UvaZujme piimku zadanou parametricky p: ¢ — a + tv, kde @ € R? je vychozi bod a v € R¢ je smérovy
vektor pfimky p. Nyni sloZime formu ¢ s piimou p, tj. podivime se, jak se forma chova v bodech pfimky:

o(p() = p0)" Ap(t) =(a” + 1v")A(a + tv)
=aTAa +aTAtv+1vTAa + 1vT Arv
=g(a) +taT Av + tvT Aa + t2¢(v)
=g(a) +taT Av +taT ATv + 129 (v)
= p(a) + 2taT Av + t2¢p(v),

kde v posledni nerovnosti vyuZivime symetrie A. Ozanéime-lia = ¢(v), b = 2a’ Av a ¢ = ¢(a), coZ jsou
konstanty nezavislé na ¢, celkové dostdvame

@) = @(p(t)) = at® + bt + c;

20Je PD pravé pro a > 0 a ND pravé pro a < 0. Pro a = 0 je sou¢asné PSD i NSD z trividlnich divodi. ProtoZe
timto jsme probrali vS§echny moznosti, jak mtiZe kvadraticka forma na R vypadat, je ziejmé, Ze ID neni v Zidném
pripadé.
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vidime tedy, Ze, jak ¢ probiha R (a tedy p(¢) probiha body pfimky p), slozeni <p( p (t)) nabyva hodnot kvadratické
funkce (oznacili jsme ji f,, protoZe zavisi na volbé piimky p).

Vime-li, Ze forma ¢ je kupf. PSD, pak f, nabyvé nezdpornych hodnot, coz samoziejmé implikuje, Ze a = 0.
Pokud je forma ID, miZe se (ale nemus) stit, Ze f, nabyva kladnych i zdpornych hodnot (pak o a nelze automaticky
nic fict).

Pokud ovSem piimka p prochdzi pocatkem, miizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, Ze jeji vychozi bod
je pravé pocatek, tj. a = 0, a pak je zfejmé z jejich definic, Ze koeficienty b, ¢ jsou nulové. Tedy

fp() = at?, kdykoliv p prochazi po&atkem,

takZe forma na kazdé takové primce nabyva bud’to vyhradné nezapornych hodnot, nebo vyhradné hodnot neklad-
nych.

Z toho je zfejmé, Ze na zdklad€ pozorovani kvadratické formy ¢ na jediné pfimce p prochdzejici pocatkem
nemdame Sanci ur€it jeji typ: pro pochopeni uvazujte ID formu ¢. Podle definice ¢ nabyva zapornych i kladnych
hodnot, tj. existuji vektory u, v € R? takové, Ze

o) >0 a o) <0 (1.10)

Nyni poloZme
pu:t—=>0+tu a py:t—0+rtv.

Vime, Ze ¢(py(t)) = a,t? a podobné ¢(py(t)) = ayt?. Z predpokladu (1.10) je patrné, Ze nutné a, > 0, a, < 0.
Speciélné tedy p, a py jsou dvé rizné piimky.

Pouceni plynouci z téchto tvah je, Ze podstata rozliseni mezi PD, ND, PSD, NSD a ID je v chovani formy v
rtiznych smérech (tj. na riznych pfimkach prochézejicich pocatkem). ID forma se v nékterém sméru ,,chova jako
PD* (Cili jako kladnd parabola), v jiném jako ND (zdporna parabola). To se pochopitelné nemuze stit v dimenzi 1
(mdme pouze jeden smér).

1.34 Definice. Rekneme, 7e matice A = (aij);{ j=1 je diagondlnt, je-li a;; = 0, kdykolivi # j.

d
i,j=1

1.35 Lemma. Necht’ je matice A = (a;j) diagondlni. Pak plati:
(i) A je PD, prdvé kdyZ a;; > 0 pro vSechna i;
(ii) A je ND, pravé kdyz a;; < 0 pro vSechna i;
(iii) A je PSD, pravé kdyZ a;; = 0 pro vSechna i;
(iv) A je NSD, prdvé kdyZ a;; < 0 pro vSechna i;
(v) A je ID, prdveé kdyZ existujii, j € {1,...,d}: a;i >0Aajj <O.

Diikaz. Dokéazeme napriklad druhy bod, ostatni ditkazy jsou podobné lehké. Bud’ tedy nejprve A
ND a bud’ ¢ kvadratickd forma reprezentovana matici A. Budiz dano kterékoliv j € {1,...,d};
méme ukdzat aj; < 0. Pak pro e; (j-ty vektor kanonické baze R4) plati

ND
0> ¢le;) = ejTAej = ajj.
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Naopak, necht’ je a;; < 0 pro viechna i a je dan vektor u = (uy,ua, ..., ug) € R?\ {0}
Matice A je diagondlni, takZe v nasledujici dvojité sumé vypadnou vSechny scitance, pro nézZ

i #j:

d d d
T 2
gD(ll) =u' Au = ZZaijuiuj = Zaiiui < 0.
i=1j=1 i=1
Posledni nerovnost je ddna tim, Ze a;; < O pro vSechna i, a protoze u # 0, pro nékteré i jest
u; #0, 4. u? > 0. O

1.36 Definice. Bud’ A € M(d x d) matice. Symetrickou elementdrni iipravou matice A
rozumime fadkovou elementdrni dpravu bezprostiedné ndsledovanou pfislusnou tpravou sloup-
covou.’! Symetrickd transformace je kone¢na posloupnost symetrickych elementarnich tprav.

Pfipomindm, Ze mezi Fddkové elementdrni uipravy matice lze pocitat ndsobeni fadku ne-
nulovou konstantou, pficteni ndsobku fadku k jinému fadku, pripadné také prohozeni dvou
radkd.

1.37 Véta. (i) Symetrickd transformace zachovdvd symetrii matice.
(ii) Symetrickd transformace zachovdvd definitnost matice.
(iii) KaZdd symetrickd matice se dd symetrickou transformaci prevést na diagondlni.

1.38 Poznamka. e Dikaz pravé uvedené véty vynechdme, je ale dobré se zamyslet nad
tim, co z ni plyne. Je-li ddna symetrickd matice, pak symetrickou transformaci nemt-
Zeme ,,pokazit* jeji symetrii; pokud ndm tedy pfi praktickém vypoctu vznikne matice
nesymetrickd, vime, Ze jsme udélali chybu.

e Véta poskytuje nasledujici metodu urCovani definitnosti matice: Je-li ddna symetricka
matice A € M(d x d), jejiz typ bychom radi ur¢ili, staci ji pomoci symetrickych tprav
prevést na diagondlni matici D. (To lze vZdy podle tfetiho bodu véty.) Typ D uréime
snadno podle Lemmatu 1.35. OvSem ten stejny typ piislusi i pivodni matici A, protoze
podle druhého bodu véty se typ matice symetrickymi dpravami neméni. Takze pokud
napiiklad D je PD, musi byt PD i A atd.

Dalsi nastroj k urceni definitnosti symetrické matice poskytuje nésledujici véta.

2IPfesn4 definice: Bud' C € M(d x d) matice n&jaké elementdrni fadkové tpravy. Pak transformaci matice A
podle nasledujiciho vzorce nazyvame symterickou elementarni tipravou: A ~> CACT.

Tuto definici Ize jednoduse odvodit: Na matici A nejprve aplikuji faddkovou tpravu (odpovidajici matici) C,
vysledek transponuji a aplikuji na néj znovu tutéz rddkovou tGpravu (ne sloupcovou, protoZe ptivodni sloupce jsou
nyni, po transponovani, napsany v fadcich). Vysledek ,transponuji zpét*, a je to. Postupné tak dostavam nasledujic{
matice:

A; CA; T =4TcT; caTcT; cATchHT = cacT.
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1.39 Véta (Sylvesterovo kritérium). Necht’ A = (a; j)z j=1 € M(d x d) je symetrickd. Matice
A je

(i) pozitivné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1, ...,d} plati

apn - dig
> 0;

k1 - Akk

(ii) negativné definitni, pravé kdy? pro kazdé k € {1,...,d} plati

ayp - 4k
(-1 : : > 0;
agr - Ak
(iii) pozitivné semidefinitni, prdavé kdyZ pro kazdou k-tici indexii 1 < i} < ... < i} < d,
k e{l,...,d}, plati
aiyi, ailik
= 0;
Aigiy  * Qigig
(iv) negativné semidefinitni, pravé kdyZ pro kaZdou k-tici indexu 1 < iy < ... < iy < d,
kef{l,...,d}, plati
ai1i1 e ailik
(=D >0
igiy " Qigig

1.40 Poznamka. e V bodé (i) (a taky v bodé (i1)) Sylvesterova kritéria se Zada vypocitat
celkem d subdeterminantd, které ,,postupné vyristaji z levého horniho rohu, az nakonec
vyplni celou matici*.

e Permutujeme-li fddky a ndsledné stejnou permutaci prohdzime i sloupce, jednd se o
symetrickou transformaci. TakZe vyslednd ,,symetricky permutovand‘ matice ma stejnou
definitnost jako matice ptivodni podle Véty 1.37.

e Z toho plyne, Ze pfi ovéfovani podminek z bodu (i), resp. (ii) neni podstatné zacinat zrovna
v levém hornim rohu. MiZeme zacit také tfeba vpravo dole, nebo dokonce v nékterém
jiném (,,prostfednim*) prvku diagondly.

e Specidlné to napriklad znamen4d, Ze pokud ma matice A na diagondle né¢jaké nekladné
¢islo, nemuze byt PD. Skute¢né, po vhodné symetrické dpravé se totiZ tento nekladny
prvek ocitne vlevo nahote, a ovéfovani podminky pro PD selZe hned v prvnim kroku.
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Ovsem podle Véty 1.39 je tato podminka ekvivalentni pozitivni definitnosti A. Takze A
neni PD.

Analogicky, nezdporny prvek na diagondle znamend, Ze matice nemiZe byt ND.

e V bodé (iii) (a stejné tak i v bodé (iv)) Véty 1.39 je popsdna podminka, k jejimuz ovéreni
je potfeba spocitat 2¢ — 1 subdeterminantl (oproti pouhym d z podminek (i,ii)) matice A.
Tento pocet je dan tim, Ze z mnoZziny indexd {1, 2, ..., d } vybirame libovolnou neprazdnou
podmnozinu a je pfitom zndmo, Ze celkovy pocet podmnozin d prvkové mnoziny (vCetné

Vv,

prazdné) je 2¢. Je jasné, Ze pro d > 3 tento postup nemusi byt nejjednodussi mozny.
Mimochodem vsSimnéte si, Ze to stile nejsou vSechny subdeterminanty; v podminkéch
(i11,1v) se jednd o pravé vSechny determinanty matic, jejichz diagondly jsou obsazeny v
diagondle celé matice A. (Tj. jde pouze o ,,symetricky umisténé podmatice*.)

a ¢

1.41 Dusledek. Méjme symetrickou matici A = ( b
c

). Matice A je

(i) PD, pravé kdy?a > 0, |A| > 0;

(ii) ND, prdavé kdyZa < 0, |A| > 0;
(iii) PSD, pravékdyfa =0,b =0, |A| = 0;
(iv) NSD, pravé kdyZa <0,b <0, |A| = 0;

(v) ID, prdvé kdyz |A| < 0.

Diikaz. Prvni Ctyfi body jsou trividlnim disledkem Sylvesterova kritéria. Podivejme se na bod posledni. Podle
definice matice je ID, pravé kdyZ nemd Zadnou z ostatnich ¢tyf moznych vlastnosti, tj. neni PD, ND, PSD, ani NSD.
ProtoZe ale PD implikuje PSD a ND implikuje NSD, je matice ID, praveé kdyZ neni PSD, ani NSD (a tim pddem uZz
automaticky nenf ani PD nebo ND).

V nasem piipadé tedy A je ID, praveé kdyz —PSD A =NSD, tj.

AjeID & =(a=20Ab=Z0A|A|Z0A-(@<O0Ab<SO0AIA|=0)
S @<0Vvb<OVIAl<O)A@>0vb>0VIAl<O0)
©|A|<0v<(a<0vb<0)A(a>0vb>0)>

& |A| <0V (a, b maji opaéné znaménko).

Dostali jsme tedy, Ze A je ID, pravé kdyZ |A| < 0 nebo ab < 0. OvSem determinant |A| = ab — c?, takZe je
zaporny, kdykoliv ab < 0. Vidime tedy, Ze podminka |A| < 0 v sob€ zahrnuje i moznost ab < 0, a tedy A je ID
prave tehdy, kdyz |A| < 0, jak bylo dokézat. O

1.4.4 Podminky 2. fadu pro lokalni extrémy

Podminkou druhého fddu mame na mysli podminku vyuzivajici fundamentdlnim zptisobem
druhych parcidlnich derivaci funkce. V tomto oddilu se omezime pouze na formulace zminénych
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podminek pro tcely pocetni praxe; pro podani jejich dikazi v tuto chvili nemdme dostate¢né
vybudovanou teorii.

1.42 Definice. Bud’ f funkce d proménnych, @ € R¥. Pak tzv. Hessovu matici (matici druhych
parcidlnich derivaci) funkce f v bodé a definujeme a znacime takto:

) d
sz(a)=( ) (a))

0x;0x;

i,j=1

1.43 Véta (Nutné podminky 2. fadu). Bud’ f funkce d proménnych se spojitymi druhymi
parcidlnimi derivacemi druhého Fdadu na néjakém okoli bodu a € R¢. Potom plati:

(i) Je-li a bodem lokdlniho maxima funkce f, pak matice V? f(a) je NSD.
(ii) Je-li a bodem lokdlniho minima funkce f, pak matice V? f(a) je PSD.

1.44 Véta (Postacujici podminky 2. fadu). Bud’ f funkce d proménnych se spojitymi druhymi
parcidlnimi derivacemi druhého ¥ddu na néjakém okoli bodu a € R¢. Necht' a je navic
staciondrnim bodem funkce f. Potom plati:

(i) Pokud V? f(a) je ND, pak f nabyvd v bodé a ostrého lokdlniho maxima.
(ii) Pokud V? f(a) je PD, pak f nabyvd v bodé a ostrého lokdlniho minima.
(iii) Pokud V? f(a) je ID, pak f nenabyvd v bodé a lokdlniho extrému.

1.45 Poznamka. Jak vidno, posledni dvé véty davaji celkem pét podminek odpovidajicich viem
péti typim kvadratické formy. Dvé z téchto podminek jsou pritom nutné a tii postacujici; Zadna
neni oboji sou¢asné. MiiZe se stdt, Ze uréenim typu matice V2 f(a) nezjistime, jestli se v bodé a
nachézi extrém (popf. jaky).

Napiiklad pokud V2 f(a) je PSD, pak vime, Ze a miiZe byt bodem lokélniho minima f', coZ
neni prili§ zajimava informace. Ale pfimo z definic PSD a NSD navic plyne (rozmyslete)

A je PSD a zdrovein NSD = A je nulovd matice.

Obmeénou dostdvame, Ze kdyZ A je nenulovd, pak nemiiZe byt soucasné¢ PSD a NSD.

Pokud je tedy A = V? f(a) nenulov4 matice (coZ typicky je) a zjistili jsme, Ze je kupifkladu
PSD, pak uz nemtize byt NSD. Podle Véty 1.43 (i) tedy nemiZe byt v bod¢ a lokdlni maximum
funkce f.
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1.5 Limita a spojitost

Smysluplné definice limity a spojitosti vyZaduji néjaké prostfedky k vyjadieni pojmu ,,blizkosti‘
mezi body. Pro nds tuto dlohu pfirozené plni pojem (libovolné malé) vzdalenosti mezi body.
V prvnim semestru jsme se zabyvali limitou a spojitosti funkci jedné proménné, stacilo tedy
umét mefit vzdalenost v R: pro x,y € R jsme uvazovali jejich vzdalenost |x — y|. Nyni
se pohybujeme v dimenzi d a pro méfeni vzdalenosti pouzivame eukleidovskou normu z
Definice 1.12: vzdalenost mezi body x,y € R%, x = (x1,X2,....%4), ¥ = V1, V2 .-, Vd)s
je22

le =yl =

d

> i =) (1.11)
i=1

Pripomernime definici limity pfi jedné proménné. Necht' f je funkce z R do R.

lim f(x) = A <= Ve > 035 > 0 Vx € P(a,8): f(x) € B(4,6).  (1.12)

xX—a

Za zminku mozna stoji také definice spojitosti f v bodé€ a. Je mozno volit mezi dvéma ekviva-
lentnimi zptisoby, jak tento pojem definovat:

1) limy—, f(x) = f(a);

(ii) stejn€ jako (1.12), kde misto A pisSeme f(a), tj.

Ve>036>0Vx € P(a,d): f(x) e B(f(a),e) (1.13)

Z prvniho semestru si asi pamatujete, Ze zatimco v definici limity je podstatné psat ,,P(a, )", v
definici spojitosti (1.13) je mozné ekvivalentné psat také ,,B(a, §)“. Je to dano tim, Ze limita z
podstaty véci nemd zdviset na hodnoté v bodé&, u spojitosti je tomu naopak.

Definice limity a spojitosti pro funkci vice proménnych nebo dokonce pro zobrazeni z R¢
do R¥ jsou stejné, jen je potfeba rozsifit definice okolf a prstencového okoli do prostoru vyssi
dimenze. To uZ jsme udélali v Definici 1.12, takZe (1.12) (resp. (1.13)) Ize i pro f: R¢ — R¥
povaZovat za definici limity (resp. spojitosti). My ale tyto definice chceme vyslovit v ponékud
obecnéjSim piipadé, a k tomu se ndm hodi pfipomenout a okomentovat jesté jeden pojem z
prvniho semestru: jednostrannou limitu a spojitost.

Je-li f funkce zR do R, a, A € R, definujeme limitu f v bod€ a zprava takto:

lim f(x) = A <= Ve > 038 > 0 Vx € P(a.8) N (a,00): f(x) € B(A,¢).

X—>a

22ProtoZe zatim nebudeme potiebovat rozliSovat mezi vice riznymi normami, nebudeme normu opatfovat
indexem e nebo 2 indikujicim, Ze se jedna o eukleidovskou normu. K nedorozuméni nedojde.
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V prvnim semestru jsme v definici limity zprava misto P(a,d) N (a, oo) psali P4 (a, §) neboli
(a,a + §), coz je vSechno stejné. Zména v této definici oproti (1.12) je v tom, Ze nyni néco
pozadujeme pouze od téch §-blizkych bod, které jsou navic prvky mnoziny (a, 00), tj. pouze
od téch napravo od a. Jinymi slovy na pravostrannou limitu funkce f v bodé¢ @ mohou mit
vliv pouze prvky (a, oo) a na v§echny ostatni body miiZeme klidné zapomenout. Pravostrannou
limitu v bodé a 1ze tedy chépat jako limitu vzhledem k mnoZiné M = (a, 00).

V piipadé funkce d proménnych, kde d > 2, mame fadu dal$ich moznosti. Kuptikladu by
nds mohla zajimat limita po svislé pfimce, nebo jen po jedné svislé polopiimce. Nebo pocitdme
limitu v pocédtku a zajim4 nds limita pouze vzhledem k prvnimu kvadrantu. Takto bychom mohli
pokracovat. Je tedy zfejmé, Ze uz nevysta¢ime s pouhymi dvéma pojmy (limita zleva vs. limita
zprava), mdme nekone¢né¢ mnoho dalSich zajimavych moznosti. Proto je pfirozené zavést limitu
i spojitost vzhledem k mnozing, jak to provedeme v definici nize. Musime ovSem zajistit néjaky
vztah bodu a, kde chceme definovat limitu, a mnoZinou M, vzhledem k niZ budeme limitu
uvazovat. (Ani v dimenzi 1 bychom asi nechtéli uvazovat tieba limitu v bodé 3 vzhledem k
mnoziné (4, co) atd.) Jak by tedy mél tento vztah vypadat? Na to ddme odpovéd’ nyni.

1.46 Definice (Hromadny a izolovany bod mnoziny). Necht' d € N (pfipoustime i dimenzi 1),
M C R?, a € R?. Rekneme, 7e a je hromadnym bodem mnoZiny M , jestlize

V6 >0: P(a,0) N M # @.

Mnozinu v§ech hromadnych bodti mnoziny M zna¢ime symbolem M.
JestliZze b je prvek M a neni to hromadny bod M, pak b nazveme izolovanym bodem M .

1.47 Poznamka. e Podle definice, libovolné blizko hromadnému bodu najdeme body mno-
Ziny M . Je ovSem dilezité zpozorovat, Ze v této definici mame prstencové okoli. Tim je
zaruceno, ze ony blizké body jsou rizné od samotného bodu a.

e Snadno se miiZe stét, Ze néjaky hromadny bod M neni prvkem M . Pfikladem je tieba
mnozina {1/n: n € N} C R, kterd ma (jediny) hromadny bod 0, a ten do ni nepatfi.

e Na predchozim piikladé také vidime, Ze ne vSechny body M musi byt hromadné body M :
v tomto pfipadé je snadné si uvédomit, Ze dokonce Zadny bod M neni jejim hromadnym
bodem; tj. vS§echny body M jsou izolované.

e Z ptedchozich dvou bodt je zfejmé, ze obecné neplati ani jedna z inkluzi M < M/,
M’ C M. Pochopitelné se ale mize stat, Ze jedna (nebo obé) inkluze plati — napiiklad pro
M = [0, 1] C R plati rovnost M = M’, jak si snadno rozmyslite sami.

1.48 Definice (Limita a spojitost vzhledem k mnoZin&). Bud’ F : R — R* zobrazeni, a € R,
A € R¥. Bud’ dile M € R? mnoZina. JestliZe a je hromadny bod M, definujeme limitu F v
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bodé a jako A apiSeme lim F(x) = A, kdykoliv?’

x—a,xeM

Ve>036>0Vx € P(a,§)NM: F(x) € B(A,¢).

Pokud a € M ,** pak fikdme, Ze zobrazeni F je v bodé& a spojité vzhledem k mnoZiné M,
jestlize plati
Ve>036 >0Vx € B(a,5) N M: F(x) € B(F(a),s).

Rekneme, Ze F je spojité na mnoziné M, jestlize F je spojité v kazdém bodé M vzhledem
k mnoziné M, tj.

Ya € M: F je spojité v bodé a vzhledem k mnoZiné M .

V pripadech, kdy uvaZzovand mnozina M je z kontextu jasnd, miZeme zminky o ni vynecha-
vat: psat pouze lim a hovofit prosté o limité (spojitosti) — bez upfesnéni mnoziny M .
X—a

1.49 Umluva. Zapis li_r)n F (x) chapeme jako limitu vzhledem k D . Analogicky se domluvme
1 pro spojitost: ,,spoji)'zos‘tl“ bez uptfesnéni mnoziny tedy bude chdpana jako spojitost vzhledem k
celému defini¢nimu oboru.

Diisledkem této timluvy je napiiklad limy,_,o /X = 0, ackoliv 4/x je definovana pouze pro
nezdpornd ¢isla x. Podle dmluvy totiZ musime uvaZovat limitu vzhledem k definicnimu oboru,
coz je zde [0, 00), a jedna se tedy vlastné o limitu zprava, ktera skutecné existuje a je rovna 0, jak
zde tvrdim. Podobné miiZzeme nyni fikat, Ze /x je v bod& 0 spojita, i kdyZ v prvnim semestru
jsme byli povinni doddvat, Ze je tomu tak pouze zprava.

Nasledujici tvrzeni ma trividlni dikaz — pfimo z definice.
1.50 Pozorovani. Necht' F : Dr € R? — R¥ je zobrazeni. Pokuda € M N M', pak NVJE:
(i) F jev bodé a spojité vzhledem k M ;
(ii) x_)lai’rjrcleM F(x) = F(a).

1.51 Poznamka. Vsimnéte si predpokladu: pozadujeme, aby bod a byl bodem M (aby bylo
mozno hovofit o spojitosti vzhledem k M) a soucasné aby také byl bodem hromadnym bodem
M (aby bylo moZzno hovorit o limité vzhledem k M).

V ptipadech, kdy jedna, nebo druhd, podminka neplati, nelze uvedenou ekvivalenci smyslu-
plné zformulovat.

20d vyse uvedené definice (1.12) se tato definice 1i¥{ mimo jiné tuénymi znaky pro nékteré proménné (tim
naznaCujeme, Ze jde o vektory) a interpretaci symbolt ,,P(a,§)“ a ,,B(a, §)*. Prvni z nich znali prstencové okoli
v R?, druhy zna&i (obycejné) okoli v R¥. Je tedy mozné, e jde o okoli v prostorech rizné dimenze.

24V definici spojitosti tedy nepoZadujeme, aby a byl hromadny bod M, misto toho chceme, aby a byl prvek M
(coZ v definici limity naopak potfeba neni).
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1.52 Cviceni. Dokazte tvrzeni: Necht F: Dp € R¢ — R je zobrazeni, M C Dp, a €
M \ M’ (4. a je izolovany bod M). Pak F je v bodé a spojité vzhledem k M.

Tvrzeni mizZe plsobit ponékud zvlastn€, protoze nevime viibec nic o F kromé toho, Ze je
definované asponi na M. Navic a je v mnozZiné M izolovany, takZe co viibec znamend hovofit o
spojitosti v takovém bodé? Inu, pfesné to, co je napsdno v definici. Zkuste si to rozmyslet.

Diikaz. Necht a € M je izolovanym bodem mnoZiny M ; podle definice tedy neni jejim bodem hromadnym, tj.
neplati vyrok V8 > 0: P(a,§) N M # @. Negaci tohoto (neplatného) formélniho vyroku ihned vidime, Ze plati

35> 0: P(a,8)N M = 0.

Toto § nyn{ bude fungovat pro jakékoliv & > 0 — budiz takové dano: Jediny bod x € B(a,8) N M je pravé x = a
(skutecné, prinik s prstencovym §-okolim je totiZ prazdny a bod @ sdm do mnoziny M patii), takze trividlné plati
F(x) = F(a) € B(F(a),¢). O

1.53 Poznamka (Nevlastni limita a limita v nevlastnim bod¢). e Pro funkci f: R — R
1ze definovat nevlastni limitu pfirozenym zptusobem, staci uvazovat definice okoli co, resp.
—00, které jsme zavedli uz v prvnim semestru: Pro ¢ > 0 piSeme

B(oco,¢) = P(00,¢) := (é,oo) CR a

B(—00,8) = P(—00,¢) := (—oo,—é) C R.

Nyni miZeme pouZit Definici 1.48 pro A = +00;” piSeme

lim f(x) = to0.

x—a,xeM

e Podobn& miizeme definovat limitu v nevlastnim bodé pro kiivku ¢ : R — R, do Defi-
nice 1.48 dosadime Fo0o za a; piSeme

)m¢m:AeN

a podobné pro limitu v —o0.

e Stejné jako v prvnim semestru, pokud bychom chtéli dokézat ,,zndmé véty“ o téchto
pojmech (tj. o nevlastni limité a limité v nevlastnim bod¢), museli bychom to v nékterych

bNY3

pripadech udélat ,,zv1ast «.

e Vsimnéte si, Ze piipad nevlastni limity v nevlastnim bod¢€ se nutné tykd pouze funkci z R
do R, nebot’ v R? pro d > 1 jsme nevlastni body nijak nedefinovali. Tento jediny moZny

pfipad jsme uZ probrali v prvnim semestru. (Tfeba lim x? = oo je takov4 limita.)
X—>—00

23V tomto piipadé tedy A4 neni vektor, ale nevlastni bod v R*; proto nyni nepi¥u tuény znak ackoliv v definici se
pfipousti moZnost A € R¥).
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1.54 Priklad. e Plati lim ——— = 00; to je potfeba ovéfit z definice nebo pomoci
(x,)=(0,0) x> + y?
Sikovného pouziti limity sloZené funkce (cvi€eni pro vas).

e Uvazujme kfivku ¢ : R — R? definovanou jako @(¢) = (e_’ cost, e”! sint). Pak
lim @(r) = lim (e™* cost, e " sint) = (0,0).
t—>00 t—>00

V tomto piipadé (@) je spirdla v R?, pfic¢emZ nechat ¢ b&Zet do oo znamen4 jit po této
spirdle smérem k pocatku.
A

Shriime nyni zdkladn{ vlastnosti limit funkci vice proménnych, které jsou analogické vétdm
znamym z prvniho semestru pro funkce z R do R. Diikazy skoro v§ech bodl vynechame, jsou
ostatné analogiemi piisluSnych dikazl z prvniho semestru. Nize ale podrobnéji dokdZeme
spojitost polynomtl vice proménnych, a to se zavedenim novych pomocnych pojmii.

1.55 Fakt. (i) Limita je jednoznacné urcend; Tento bod dokazuji niZe z definice.
(ii) Funkce je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu, kde md limitu;
(iii) Limita a nerovnosti, Lemma o dvou policajtech, ,,omezend-nulovd “;
(iv) Véta o aritmetice limit; Cést o limit& soudtu dokazuji niZe.

(v) Heineho véta: Necht’ F: R? — RK, M C R?, a € M'. Pak limy 4 xepm F (x) = A,
pravé kdyZ pro libovolnou posloupnost {x,}5>, < R?, kterd spliiuje lim, o0 X, = a
a zdroven x, # a, plati lim, o, F (x,) = A.

(vi) Veéta o limité sloZené funkce (s podminkou (P) nebo (S));
(vii) Spojitost sloZeného zobrazeni:

F:R? - Rk Jje spojité na M
G : R* — R! je spojité na M, = G o F je spojitd na M;.
F(M,) C M,

Diikaz. Pro lepsi prehlednost nejprve uvazujme piipad obycejné limity, posléze okomentujeme
jesté zmény, které je v dikazu potieba provést, aby fungoval i pro limitu vzhledem k mnoZiné.

Necht’ F: RY — R¥ m4 v bod& a € R4 limity A, B € R*. Zvolme nyni libovolné malé
¢ > 0. Vyuzivajice definice limity, vidime, Ze mizeme najit 61, 5, > 0 takova, Ze

Vx € P(a,$,): F(x) e B(A,e/2) azaroven
Vx € P(a,$,): F(x)e€ B(B,e/2)
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Zvolime-li nyni libovolny bod x € P(a, ;) N P(a,d3), pak F(x) € B(A,e/2) N B(B,¢/2).

Odtud
P

&
l4 =B <llA-F@®|+[Fx) -8Bl <5 +3

=e.
Ovsem ¢ > 0 bylo nami zvoleno zcela libovolné, takze plati

Ve>0: ||[A—-B| <e,

ajetedy |4 — B| = 0,tojest A = B, coz jsme méli dokazat.

Stejny ditkaz funguje i pro limitu vzhledem k mnoZiné M C R?, jejimZ je @ hromadnym
bodem; drobné zmény v diikazu by spocivaly v nahrazeni P (a, 6;) prinikem P(a,8;) N M a
podobné pro §,. Podstatnéjsi rozdil by byl v nesamoziejmosti existence bodu x, ktery bychom
nyni volili jako néktery prvek P(a, ;) N P(a,d,) N M; jeho existence plyne z predopkladu, Ze

a € M’, neboli Ze a je hromadny bod M . ]

1.56 Poznamka. Praveé uvedeny dikaz jednoznacnosti limity funkce vice proménnych je na-
schvél proveden jinym postupem nez jak jsme to provedli v prvnim semestru pro limitu funkce
jedné proménné; tehdy jsme v zasadé predpokladali, Ze A # B a dovedli tento predpoklad
ke sporu. Mohli jsme ovSem postupovat i jako zde: o téch dvou limitdch nepredpoklddat nic a
stejnym argumentem odvodit, Ze jejich vzdalenost je mensi neZ jakékoliv kladné ¢islo (a jsou
tedy stejné).

1.57 Definice. Necht' F : D € R — R¥. Rekneme, 7e

o F je izometrie na M, jestlize plati

Vx,yeM: |F(x)—F )| =Ilx-yl.

e F je lipschitzovské (s konstantou L = 0), jestlize
Vx,yeM: |[F(x)-F(y)|<L-|x—y]|

Konstantu L miiZeme nazyvat konstantou lipschitzovskosti nebo lipschitzovskou konstan-
tou zobrazeni F a samo zobrazeni F pak také oznacujeme jako L-lipschitzovské.

1.58 Poznamka. Uvedené definice maji jednoduché interpretace: Izometrie je kazdé takové
zobrazeni, které zachovava vzdélenost mezi body. Lipschitzovské zobrazeni je obecnéjsi pojem,
ktery pouze pozaduje, aby zobrazeni piili§ ,,neroztahovalo‘ nebo ,nenafukovalo. Mam-li
kuptikladu x,y € R¢ spliiujici ||x — y|| = 2 a L-lipschitzovské zobrazeni F na R?, pak
vzdalenost obrazi je nejvyse 2L.

1.59 Lemma. Necht' F je zobrazeni z R¢ do R¥, které je lipschitzovské na néjaké mnoziné
M C R4, Pak F je na M spojité.
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Diikaz. Predpokladejme, 7e L > 0 a F je L-lipschitzovské na M € R¢.Necht a € M ag > 0
jsou ddna. PoloZme § = . Nyni pro libovolné x € B(a,8) N M dostidvame, Ze

|F(x)—F(a)|<L:|x—al <L5:L%:g_

Tedy skute¢né F je spojité v bodé a, a diikaz je hotov. U

1.60 Priklad. Uvazujme nejprve funkci jedné proménné f(x) = 4x + 9. UkdZeme, Ze je
4-lipschitzovskd na R: Skutecné, pro libovolné body x, y € R jest

|f(x) = f)] = [(4x +9) — (4y + 9)| = [4x — 4y| = 4|x — y|.

Je tedy splnéna definice lipschitzovskosti funkce f s konstantou 4. (Dostali jsme dokonce
rovnost misto pouhé neostré nerovnosti, kterd se poZaduje v definici. Plati-1i rovnost, tim spiSe
samoziejmé plati neostrd nerovnost.)

Nyni dokdZeme lipschitzovskost funkce g(x) = sin x; to je o néco tézs8i a odkdzeme se pri
tom na Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté. Necht’ tedy x, y € R a (bez Gjmy na obecnosti)
predpokladejme, Ze x < y. Ovéime predpoklady Lagrangeovy véty pro funkci g na intervalu
[x, y]: funkce je skute¢n€ na celém intervalu spojita (vCetné krajnich bodid) a v kazdém bodé
otevieného intervalu (x, y) md derivaci. Lagrangeova véta za téchto pfedpokladl garantuje
existenci néjakého bodu £ € (x, y), pro néjz plati

— sin y — sin
EW=80) _ ey odkud ST o ossl.
— y_
Dostavame tedy, Ze
|siny —sinx| =|cosé&|-|y —x| <1-|y—x|.

Funkce sin je tedy lipschitzovska s konstantou 1 na celém R.

Vsimnéte si pozorné pravé provedeného postupu: protoZe absolutni hodnota derivace funkce
g(x) = sinx je omezend hodnotou 1 (tj. | cos x| < 1), je funkce g 1-lipschitzovska. To dava
smysl, nebot’ derivace vypovidad o rychlosti zmény funkénich hodnot; pokud tato rychlost neni
velkd, znamena to, Ze funkéni hodnoty nejsou od sebe o mnoho vic vzdaleny nez jim piislusSné
body, a pravé to je podstata lipschitzovskosti. A

Pravé uvedeny piiklad s funkci sin se dd zobecnit do nasledujiciho lehkého tvrzeni.

1.61 Tvrzeni. Bud’ I C R interval, f: 1 — R spojitd a necht’ | f'(x)| < L pro kaZdy vnitini
bod x intervalu I. Pak f je L-lipschitzovskd.

Diikaz. Necht x,y € I, x < y;pak [x, y] C I, takze f je spojitd na /. Ddle interval (x, y)
samoziejmé obsahuje vyhradné vnitini body 7, takZe v kazdém bod¢ ¢ € (x, y) existuje derivace
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f(¢) (o které navic podle predpokladu vime, Ze | f/(¢)| < L). Jsou tedy splnény predpoklady
Lagrangeovy véty pro funkci f na intervalu [x, y], a existuje tedy £ € (x, y) spliujici (po
aplikaci absolutnich hodnot na ob¢ strany rovnice)
SO - fx)
‘— =1/ ®l<L,
y—Xx

odkud ihned dostavame | f(y) — f(x)| < L - |y — x|. ProtoZe body x,y € I byly voleny
libovolné, je funkce f lipschitzovska na /. ]

1.62 Poznamka. Lipschitzovské funkce z mnoha dlivodl hraji dileZitou roli v pokrocilejsi
matematické analyze. Nejsou sice nutné tak ,,pekné‘ jako funkce se spojitou derivaci apod.,
zaroven je jich ale mnohem vic; definice lipschitzovskosti zkratka neni tak restriktivni, a
presto zaruCuje veelku dobré chovani funkei. Ilustraci tohoto faktu jsou véty Lebesgueova a
Rademacherova, které zde mohu vyslovit pouze intuitivné, nebot’ jeSté nezname vSechny pojmy
v téchto vétach se vyskytujici.

Bud’ f: R? — R lipschitzovskd. Pak f md skoro vSude derivaci.

Pfesny vyznam spojeni ,,skoro vSude®, se dozvite v dalSich kurzech matematické analyzy,
intuitivné vzato ale znamend, Ze mnozina bodd, v nichZ derivace neexistuje, je velmi (az
zanedbateln¢) mald. Tuto vétu dokazal (pocatkem 20. stol.) nejprve H. Lebesgue prod = 1 a
H. Rademacher ji pozdé&ji rozsifil i na pifpad d > 1.%°

Tato dutlezita véta nds informuje o tom, Ze ackoliv lipschitzovska funkce nemusi byt vSude
diferencovatelna (tj. mit vlastni derivaci nebo totdlni difirenciél), m4 k tomuto idedlu relativné
blizko. Ovérit nebo zaridit, Ze funkce spliuje onu jednoduchou podminku z Definice 1.57,
pritom byva pomérné jednoduché; kdybychom vSak chtéli ptimo (bez pomoci Lebesgueovy
nebo Rademacherovy véty) dokazovat existenci derivace, ¢asto bychom narazili na obtiZny
problém.

1.63 Lemma (Spojitost souradnicovych projekci). Necht’ k € {1,2,...,d}, tj. k je index
nékteré souradnice v R?, a uvazujme funkci wy: RY — R definovanou piedpisem®

nk(xl, X2, .nn ,xd) = Xk.
Pak 1y je 1-lipschitzovskd, a tedy i spojitd, na R¥.

Diikaz. Zvolme x,y € R4 libovolng, x = (x1,X2,...,%42),y = (1, ¥2,...,ya). Pak

d

> i —yi)? =lx =yl

i=1

|k (x) — e (¥)] = |xk — vl = vV (xk — yx)? <

%6Pro d > 1 derivaci nahradil totlni diferencial, o némz pi¥u niZe.
Y"Funkci m nazyvame k-tou soufadnicovou projekci.
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Dostali jsme |7 (x) — mx(y)| < 1 - ||x — y||, takZe 7y je lipschitzovska s konstantou 1. Podle
Lemmatu 1.59 je tedy i spojita. [

1.64 Priklad (Dilezity; spojitost polynomu vice proménnych). UvaZujme funkci
h(x,y) =xy>+2x+y+6

a dokaZme, Ze je spojitd na R2. K tomu pouZijeme Vétu o aritmetice limit (resp. spojitosti) pro
funkce vice proménnych a pravé dokazany fakt, Ze nejjednodussi nekonstantni polynomy (tj.
souradnicové projekce) jsou spojité.

Uvédomme si nejprve, Ze konstantni funkce vice proménnych je spojita. Bud’ k: R — R
konstantni, k(x) = K vkazdém bodé x € R¢. Pak |k(x)—k(y)|=|K—K|=0=0-||x—y]|,
takZe k je dokonce O-lipschitzovskd na R, a je tedy spojitd. (To lze ostatné ukdzat trivialné i
piimo z definice spojitosti, protoze pro libovolné & ndm postaci tieba volba § = 729. Rozmyslete
si to jako opakovéani na definici spojitosti.)

Nyni se podivejme znovu na funkci /; symbolem __ budu znalit postupnd pouZiti naSich
informaci o spojitosti; zacneme u elementi: konstant a projekei (funkce (x, y) — x a (x, y)
y jsou spojité podle pfedchoziho lemmatu); v dal$Sim kroku aplikujeme aritmetiku spojitosti pro

soudin a na zaver pouzijeme aritmetiku spojitosti pro soucet Ctyf spojitych funkei:

h(x,y):xy2—|—2x+y—l—6:|)_cll)_)“)_fl+

L

+y+8

2X
et
—_

Je zfejmé, Ze analogickym postupem bychom mohli dokézat spojitost libovolného polynomu
vice proménnych. Obecné tvrzeni garantujici spojitost v§ech polynomt Ize dokazat napriklad
indukci podle stupné€ polynomu. A

1.65 Lemma (Norma je lipschitzovskd). Eukleidovskd norma na R? jakozto funkce x — ||x||
je lipschitzovskd (s konstantou 1), a tedy i spojitd.

Diikaz. Mé&jme libovolné body x, y € R?. Pak podle trojihelnikové nerovnosti plati:

€l =lle =y +yl <llx—=yl+Ilyl tedy

Il =yl < llx =yl
a analogicky odvodime i nerovnost ||y | — ||x] < ||x — » |, j. celkem
el =lyl] < llx =yl

To ovSem podle Definice 1.57 znamena piesné to, Ze funkce x +— ||x|| je lipschitzovska s
konstantou 1. Je tedy také spojitd podle Lemmatu 1.59, a diikaz je hotov. ]

1.66 Piiklad (Dal3f spojité funkce). e Funkce (x, y) > e*?”+25T¥+6 je spojitd na R2. To
plyne z véty o limité (spojitosti) sloZzené funkce spolecné se spojitosti obou zii€astnénych
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funkci, tedy funkce vnitini (polynom ve dvou proménnych v exponentu) a funkce vné;jsi
(exponencidla na R). Nejsou Zadnd omezeni na definicni obor, a funkce je tedy spojitd na
R2.

e Funkce f: (x,y) — /1 —x2?— y? je definovana pouze na mnoziné vSech takovych
bodi (x, y) € R2, 7e 1 — x2 — y? = 0, tj. na mnoZing

Dy = {(x,y) e R?: x* +y* < 1}

coZ je uzavieny jednotkovy kruh (se sttedem v pocatku). Ze sklddani spojitych funkci
plyne, Ze f je na této mnoZiné€ spojitd, nebot’ jak funkce vnéjsi, tak i funkce vnitini jsou
spojité. Poznamendvam pro jistotu, Ze v bodech hraniéni kruZnice jde pouze o spojitost
vzhledem k mnoZiné& (viz Definici 1.48 a Umluvu 1.49). A

1.5.1 Limity pomoci polarnich souradnic
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1.6 Derivace funkci vice proménnych

UZ jsme strucné probrali parcidlni derivace (PD), ty vSak nejsou hlavnim tématem tohoto
oddilu. Budeme se zabyvat pojmem fotdlniho diferencidlu (TD) funkce vice proménnych, Casto
nazyvaného prosté ,.derivace‘ (bez ptivlastku ,,parcidlni*). Jeho Definice 1.69 neni nijak slozita
a jisté je mozné ji bez komentare vyslovit a pak rovnou zacit zkoumat jeji vlastnosti. Myslim
ale, Ze pro dobré pochopeni tohoto pojmu je potfeba motivace a priprava; tém se vénuji na
ndsledujicich stranach.

Jak pozdéji uvidime, totdlni diferencidl by se klidné mohl jmenovat ,,iiplnd derivace* —
v protikladu k terminu ,,parcidlni derivace*: narozdil od PD, kterd vypovida o chovani funkce
pouze v jistém pevném sméru (napiiklad PD podle x vypovida o rychlosti riistu funkce ve
sméru osy x), TD vypovida o rtistu v libovolném sméru. V jistém smyslu tedy do sebe zahrnuje
vSechny PD a k tomu navic i vSechny ostatni sméry (tj. i ty, které nejsou rovnobézné s Zddnou
ze souradnicovych os).

Madme-li v8ak funkci vice proménnych, feknéme f: R? — R, a jisty bod @ € R?, pak
v tomto bodé miZzeme zkoumat dvé PD; existuji-1i, kazda z nich je néjaké ¢islo. Chceme-li v bodé
a najit néjakou Sikovnou ,,iplnou derivaci®, kterd v sobé mimo jiné uchovava informaci o obou
PD, tézZko miZeme Cekat, Ze tato ,,iplnd derivace* bude v rozumném smyslu reprezentovana
jedinym Cislem. Totdlni diferencidl f v bodé a tedy ,,neni ¢islo®, jak jsme na to vlastné zvykli
u funkce jedné proménné,”® nybrZ né&jaka funkce: zhruba feceno takov4, kterd kazdému sméru
h € R? piifazuje rychlost riistu funkce f, ,,vyddme-li se z bodu a podle vektoru k.

1.6.1 Motivace pro pojem totalniho diferencialu

V oddilu 1.2 o parcidlnich derivacich ndm Slo hlavné o jejich znaceni a metodu vypoctu;
nezajimali jsme se pfiliS o geometrickou interpretaci toho pojmu. Jsme-li obstojné sezndmeni s
pojmem derivace v pfipadé funkce jediné proménné, definice PD samozifejmé jistou interpretaci
nabizi: je to derivace parcidlni funkce, a vypovida tedy o rychlosti zmény parcidlni funkce.
Maiame-li funkci f: R? — R, pak %(a, b) a %(a, b) vypovidaji o zméné f ve sméru osy x,
resp. y, na okoli bodu (a, b). V béznych dobre predstavitelnych situacich, kdy graf funkce f
1ze chépat jako jistou (obvykle kiivou) plochu v R3, ndm tyto dvé informace (rychlost zmé&ny ve
sméru jedné 1 druhé souradnicové osy) davaji dobrou predstavu o chovani funkce na celém okoli
bodu (a, b), tedy i ve vSech ostatnich smérech. Tak tomu ale neni vZdy; existence kone¢nych
parcidlnich derivaci funkce f v bod¢€ (a,b) sama o sobé nezarucuje dokonce ani spojitost
funkce f v tom bodé (tim méné pak tieba existenci te¢né roviny ke grafu). To se d4 ilustrovat
jednoduchym, byt’ ponékud umélym, prikladem:

28Pro funkci jediné proménné v podstaté splyvaji pojmy derivace, parcidlni derivace a totdlniho diferencidlu.

Parcidlni derivace je vlastng€ jen jedna, a to béZnd derivace.
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1.67 Priklad. M¢é&jme funkci f(x,y) = sgn(xy). Tuto funkci neni t€Zké si predstavit: na
souradnicovych osidch m4 zjevné hodnotu nula, didle m4 hodnotu 1 v otevieném 1. a 3. kvadrantu
a hodnotu —1 v otevieném 2. a 4. kvadrantu; jiné hodnoty nema.

Neni dale té€zké nahlédnout, Ze tato funkce nema limitu v Zddném bodé€ lezicim na nékteré
ze souradnicovych os. To 1ze dokézat snadno jak z definice, tak kupfikladu dosazenim pfimky
y = x azkoumanim limity takto sloZené funkce v nule: lim, ¢ sgn(x-x) = 1 # 0 = sgn(0-0).
Vidime, Ze sloZena funkce neni spojitd v 0, a tedy ani pavodni funkce f(x,y) = sgn(xy), neni
spojita v bodé (0, 0). Presto tam ale ma obé parcidlni derivace: Napf. %(O, 0) je derivace
parcialni funkce ve sméru osy x, a ta je konstantni nulovd; derivace je tedy rovna 0. Stejné se
ukdze i nulovost derivace podle y.

Shrnuti: kone¢né parcidlni derivace podle obou proménnych v bodé (0, 0) existuji (jsou
nulové), presto vSak funkce neni v tom bodé spojita. A

Vidime tedy na konkrétnim ptikladg, Ze sama existence kone¢nych parcidlnich derivaci neni
postacujici podminkou ani pro spojitost funkce. Pfitom z prvniho semestru si urCité pamatujete
nasledujici tvrzeni, které pfipomenu radéji i s diikazem (ten se nim hodi déle):

1.68 Tvrzeni (O funkci 1 proménné). Necht’ [ je funkce jedné proménné, kterd md v bodé
a € R vlastni derivaci. Pak f je v bodé a spojitd.

Diikaz. Chceme dokazat, ze limy_,, f(x) = f(a), Cili ekvivalentné limy_,( f(x)— f(a)) = 0.
Pocitejme tedy druhou z téchto limit:
lim (f(x) — f(a)) = lim f&) — fla)
x—a x— X —a

a

(x—a) = f(a)- lim(x —a) = f'(a) -0 = 0.

V druhé rovnosti pouzivime Vétu o aritmetice limit a definici derivace; musime ovSem ovéfit,
Ze prava strana ma smysl. ProtoZze vSak f'(a) je konecna, jest f'(a) - 0 = 0, takze P.S. smysl
skute¢né m4, a vypocet je tedy korektni. ]

Kontrast mezi Tvrzenim 1.68 a Ptikladem 1.67 jasné ukazuje, Ze piipad vétSiho poctu

vvvvvv

podivat na pojem derivace funkce jedné proménné — pokusim se navodit takovy pohled na véc,
Ze jeho zobecnéni do vyssi dimenze dé ,.tu spravnou‘* analogii pojmu derivace.

Tecna ke grafu funkce 1 proménné: Dilezity pojem souvisejici s derivaci funkce jedné
proménné, je tecna. Ma-li f v bodé a € R vlastni derivaci, definujeme tecnu v piislusném bodé
jako ptimku (lineédrni funkci)

y=f@)+ f(@)(x—a), neboli T(x)= f(a)+ f(a)(x—a).

Je snadné si rozmyslet, Ze toto je rozumna definice; predné m4 tato pfimka evidentné pravé
takovy sklon, jaky ma i funkce f v bod€ a: jeji smérnice je totiZ rovna Cislu f'(a). Je déle
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snadno vidét, Ze tuto rovnici splituje bod (x, y) = (a, f(a)), tj. pifimka tim bodem prochazi.
Tyto dvé véci dohromady davaji pravé to, co si predstavujeme pod pojmem tecna: ,,dotyka* se
grafu funkce v tom spravném bod¢€ a ma ten spravny smér.

Z nasich uvah 2. semestru také vime, Ze tecna vlastn€ nenf nic jiného nez Tayloriv polynom
1. fadu a Ze ze vSech primek pravé tahle nejlépe aproximuje chovani funkce f na okoli bodu
a. Miru presnosti této aproximace pritom presné vyjadiuje nasledujici rovnost, kterou vzapéti
(znovu) dokazu:

f(x)—Tx) =0(x—a), x —>a. (1.14)
Skutecné,
i S -T® &)~ fla) - fla)x—a) = f@) - fa) = 0.
x—a X —a x—a X —da

¢imzZ je rovnost (1.14) dokazana.
Rovnost (1.14) se da zapsat fadou evidentné ekvivalentnich zptisobti:

fx)—Tx)=o0(x—a), x —>a
< fa+h)—T@+h)=o00h), h—0
< f(a+h)— f@a)— f'(a)h = o(h), h - 0.

Posledni uvedenou formulaci rozd€lim na nékolik ¢asti, které opatiim slovnimi popisy takto:

fl@a+h —f@ —f'@-h= o) ,h—o0. (1.15)
ph’rﬁstmkce f piirastek 7' mald chyba

rozdil obou pfirdstkd

Jak je snad z uvedeného ziejmé, pririistkem funkce f zde minim zménu funk¢ni hodnoty pfi

zméné argumentu o 4, tj. rozdil f(a + h) — f(a); jde tedy o pfirGstek pii ,.kroku* A, ktery

u¢inime z bodu a. ProtoZe smérnice teCny k f v bodé€ a je f'(a), je jasné, ze f'(a) - h je prosté

pifristek hodnoty te¢ny pii kroku /4.> Rovnice (1.15) intuitivné vzato ik4, Ze oba piirdstky

(tedy pfirtstek funkce a pfirtstek tecny) se od sebe pro ,,velmi maly“ krok £ 1isi ,,velmi malo*.
Oznacime-li rozdil obou priristkd pii kroku 4 znakem n(h), tj.

n(h) = [f(a+h) - f(@]~[f"@)-h]

pak tedy (1.15) tika, Ze n(h) = o(h), h — 0. Pfipomenme opét latku 2. semestru, podle niz

2A pokud by to pfece na zdkladé tohoto argumentu jasné nebylo, miiZete si piiriistek spoéitat dosazenim do
definice te¢ny takto: T (x + 1) — T(x) = [ f(a) + f/(@)(x + h—a)| = [ f(@) + f'(@)(x —a)] = f'(a) - h.
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tento zapis znamen4, Ze 7, Cili ona chyba, je nekone¢né mald ve srovnani s i pro 4 — 0; presné:
. n(h)
m — =

I T AR O) bl PEOR

=0.
h—>0 h h—0 h

To jsou vlastné jen dalsi reformulace (1.14), resp. (1.15).
Zaméfime se nyni na Clen [ f(a) - h], tedy na piirtstek tecny. Jak jej miZeme interpretovat?
Jsou dvé hlavni moZnosti, které chci nastinit:

s vz

e Jde o ,linedrni ¢ast pfirastku* funkce f.
(Rozumi se: prirtistku funkce f odpovidajiciho bodu a a kroku 4.)

e MiiZeme se vSak na tento ¢len divat také jako na funkci /# — f/(a) - h; ozname tuto
funkci L. Pak tedy
L(h)y= f'(a)-h, L:R—R, (1.16)

je linearni funkce proménné /; grafem je pfimka prochézejici pocatkem se smérnici f'(a).

Druhé pojeti tedy je, Ze Clen f'(a) - h pfedstavuje prosté néjakou linedrni funkci L (k). Pfi tomto
znaceni se ndm rovnice (1.14), resp. (1.15) proméni do tvaru

f(a+h)— f(a)—L(h) =0(h), h -0, .

. fa+h)— f(a)— L(h) (1.17)
lim =0.
h—0 h

Pravé toto pojeti se ndm hodi k zobecnéni na libovolny pocet proménnych.

Pro d = 2, tj. pracujeme-li s funkcemi dvou proménnych, mizeme o véci pfemyslet velmi
podobnég, oviem s tim podstatnym rozdilem, Ze krok & € R? je nyni vektor, miZe tedy mifit
do mnoha riznych smérti. Analogie linearni funkce z (1.16), resp. (1.17), tedy bude né&jaka
linearni funkce L: R? — R. Ta bude, intuitivné vzato, popisovat ,linedrni ¢ast prirustku*
funkce, vyddme-li se z bodu a krokem k. Jist€, povolené kroky k jsou nyni prvky R? a pifslusnd
funkce L musi umét kazdému z nich priradit prislusnou hodnotu, onu linedrni ¢ast prirdstku.
Musfi tedy skutené byt linearni na R2. Obecné pro funkce d proménnych budeme uvaZovat
linedrni funkce L: R? — R. I ve vy$si dimenzi viak stdle bude platit, Ze graf L ,,prochdzi
poc¢itkem*, jinymi slovy L(0) = 0. Linearni funkce splilujici tuto dodate¢nou podminku se
obvykle nazyvaji linedrni formy; tento pojem se zavadi v linedrni algebfe, ale my si ho zde pro
jistotu pfipomeneme.

1.6.2 Vsuvka o linearnich formach

Kviili zachovani kontinuity vykladu je tato pasaZ velmi stru¢nd, doporucuji ale precist si také
(velmi elementérni ale obSirny) Dodatek A o linedrnich formach, kde se pokousim o jednoduché
pripomenuti, které je nicméné snad dostatecné obsazné, abyste si 0 pojmu linedrni formy upevnili
jasnou predstavu. Zde tedy strucné:
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Je-1i V' vektorovy prostor nad R, pak linearni zobrazeni L: V' — R se nazyva linearni
forma. Je zndmo, Ze kazdé linearni zobrazeni (a specidlné tedy i forma) je uréeno hodnotami
v prvcich né&jaké baze V. Je-li tedy L: R? — R linedrni forma, stadf (pro viechna i) ozna&it
o; := L(e"), a tato &isla «;, zvana nékdy koeficienty formy L, ji plné urduji.

Skute¢né, libovolny vektor i € R¢ Ize toti psit jako linedrni kombinaci vektord (kanonické)
baze takto: h = (hy,hy, ..., hg) = Zle h;e’. Po dosazeni do L tedy dostdvame

d d d
LM):L(E:Me?::E:M-Lwﬁzzijmm
i=1 i=1 i=1

Jinak feceno, zndme-li o; = L(e’), zname celou formu. Je zvykem linedrni formy vnimat
jako fadkové vektory svych koeficientil; formalné lze tedy psat [L] = (o1, o2,...,02), kde
L] znadi reprezentujici matici linearniho zobrazeni L. Pak pro vektor & € R miizeme psét
(kde ,,-*“ znaCi maticové nasobeni)

hy
Ly = (o ar oaq)| [ = (fem) = (e h).
ha
Pokud si formu napiSeme nejjednodussim zpiisobem jako
L(h) =a1hy +ohy + ...+ aghy,

vidime, Ze se jedna prost€¢ o polynom prvniho stupné (pokud aspon jeden jeji koeficient je
nenulovy) v proménnych &y, h,, ..., he. Jde tedy o specidlni piipad linedrni funkce;*° rozdil
mezi linedrni formou a linedrni funkci je pfitom pouze ten, Ze u formy je nulovy konstantni ¢len.
Pro linedrni formu L tedy nutné plati L(0) = 0, zatimco obecna linedrni funkce ma v pocatku
povolenou i jinou neZ nulovou hodnotu. Je jasné, Ze kazd4 linedrni funkce f: R? — R se d4
vyjadiit ve tvaru f(x) = L(x) + C, x € R? kde L: R? — R je linedrni formaa C € R je
vhodna konstanta (navic samoziejmé plati C = £(0)).

Grafem linearni funkce je nadrovina (dimenze d) v prostoru R¢; v piipadé linearni formy je
to nadrovina prochdzejici pocatkem.

1.6.3 Totalni diferencial

V predchozim jsme motivovali definici totdlniho diferencidlu, kterd prijde v této Casti: ptjde
o linearni formu spliujici podminku velmi podobnou (1.17) (pouze prizptisobenou kontextu
vys§iho poctu proménnych, tj. vyssi dimenze).

3Linedrni funkci rozumime polynom prvniho stupng. Ten ale miize mit i konstantni Elen.
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1.69 Definice (Totalni diferencidl funkce d proménnych). Bud’te f funkce d proménnych,
a € R?, L: R? — R linedrni forma. Rekneme, Ze L je totdlni diferencidl (TD) funkce f v
bod¢ a, jestlize plati

i f@t ) — fla)— L) _

0. (1.18)
h—0 7]

Pokud existuje TD funkce f v bodé a, fikdme, ze f je v bod¢€ a diferencovatelnd. Diferencova-
telnost na mnoZiné pak pochopitelné znamena diferencovatelnost v kazdém bodé té mnoZiny.

1.70 Znaceni. Totalni diferencial funkce f v bodé a zna¢ime df (a), v predchozi definici je
tedy df (a) = L.>' To znamen4, Ze pro dané a je df (a) linedrni forma na R¢, jejiz hodnotu v
bodé h je nutné znacit df (a)(h).

V jinych textech je mozné se setkat také se znaCenim f”(a) pro totdlni diferencidl, tj. v
kontextu funkci vice proménnych je f’(a) = df(a), ale my toto znaCeni pouZivat nebudeme.

1.71 Poznamka (Ekvivalentni definice TD). Nésledujici reformulace definice TD miiZete
porovnat s pozndmkami o teéné ke grafu funkce, kterymi jsem definici TD motivoval. Je vidét,
Ze hlavni rozdily jsou v tom, Z¢ misto bod v R mame nyni body R¥, takze se zde vyskytuje
hodné tu¢nych znakd. Je ale dobré si v§imnout i rozdilu ve jmenovateli limity (1.18): protoze h
je vektor, nedava smysl délit piimo &, a délime tak jeho eukleidovskou normou ||| ¢ili jeho
velikosti.

o fla+h)— f(a)—L(h) =o(|h]). h — 0;
e fla+h)— f(a)=L(h)+o(|r]). h — 0
o fla+h)— f(a)= L(h) + n(h),kde n(h) = o(||k]), h — 0,1.

im Lh) = 0;
h—0 ||k ’

1.72 Véta (Koeficienty TD jsou 1. PD). Necht’ f je funkce d proménnych, kterd md v bodé a €
R4 totdlni diferencidl; jeho koeficienty oznacme (o1, 0z, ..., aq), ti.proh = (hy,ha, ... hg) €
R4 je vyjddren vzorcem

d
df(a)(h) = L(h) = ) _aih;. (1.19)
i=1
Pak existuji vSechny 1. parcidlni derivace funkce f v bodé a a jsou to prdavé koeficienty
df (a), 4. plati
0
o = —f(a), jei{l,2,...,d}. (1.20)
an

3Toto znaceni odrazi (snad samoziejmou) skute¢nost, Ze TD zileZi na bodé a podobné jako hodnota derivace
funkce jedné proménné mize bod od bodu vychdzet jinak.
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1.73 Poznamka. Jediny predpoklad Véty 1.72 je diferencovatelnost f v bodé a, tj. existence TD
v a. Aby se ale véta dala pohodlné a prehledné zformulovat, je dobré si néjak oznacit koeficienty
linearni formy df (a), a tak se ,,opticky‘ zda Ze véta ma predpokladi vice.

Stru¢na reformulace je, Ze koeficienty TD v bodé jsou (ve stejném poradi) vsechny 1. PD
funkce v tom bodé. Spojenim rovnic (1.19) a (1.20) dostdvdme stru€nou verzi vzorce:

d

df (a)(h) =)

i=1

a
—f(a) - h;. (1.21)
8x,~

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje totdlni diferencidl L = df (a) funkce f v bodé a; oznacme
koeficienty formy L poradé oy, s, ..., 04, tj. L(h) = Z?=1 a;h;. Nyni spocCitame derivaci
podle j-té proménné piimo z definice:

gy = tim L@ 1) = f@ _ o Slatie))— fla) = Lie)) + Lite))
0x; =0 ¢ 150 ;
= lim fla +te)) —tf(a) —Le)) | lim ;L(tej)
_pm L@ Fle) = J@ L) el L(ej) = qj.
=0 llze; | t 10

N— —
omezend

nulovd®, tj. jdouci k nule

Druh4 limita na poslednim fddku vypoctu je limita konstanty, tj. jeji hodnota je L(e;) = «;.
Staci tedy uvédomit si, Ze prvni limita je skuteCné tvaru ,,nulova krat omezena®, jak je ve
vypoctu naznaceno.

Predné€, z definice totalniho diferencialu vime, Ze

i @t — fla)— L) _

0,
h—0 17211

a pouZitim Véty o limité sloZené funkce s touto vn&jsi funkci a s vnitini funkci*? (kterou
dosadime za h) tvaru ¢ — ¢ - ¢; skuteCné dostaneme Zddany zavér, Ze prvni ¢ast zkoumaného
vyrazu skutecné je ,,nulova“, neboli ma limitu 0. Zbyva ovéfit omezenost druhého Cinitele ve
zkoumané limité. Jest pro ¢ # 0

lze;ll ] |t
— = —||e; :—-1:5 n[’
p p llej |l " g

coz je jisté omezend funkce, a vypocet je dokonceny.
N X ke % Of _ » : P - .
Shrnuti: VySlo nam, ze E(a) = «;, a to piimo z definice korektnim vypocCtem limity (prava
strana m4 smysl); specidlné tedy ona derivace existuje a navic m4 tu spradvnou hodnotu. Dikaz

z Xz

32V tomto piipadé nejde striktng vzato o funkci, nybrZ o vnitini zobrazeni ¢ > re;, které &islu 7 piitazuje vektor
(a to vektor na j-té soufadnicové ose; jednd se vlastné o jeji parametrizaci).
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je tedy hotov. ]

1.74 Definice. Bud’ f funkce d proménnych, ktera ma totalni diferencial v bodé a € R¢. Pak
definujeme a zna¢ime™* gradient funkce f v bod& a jako vektor

Vf(a) = (;—f(a), i(a), e i(a)) .
X1 0xo 0xg

Pokud Vf(a) = 0 = (0,0,...,0), nazyvame bod a staciondrnim bodem.

1.75 Poznamka (Vyjadieni TD pomoci skalarntho soucinu s gradientem). V definici gradientu
je vlastné uvedeno, Ze V f(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuje df (a). Pfipomenme, Ze df (a)
je linedrni forma na R¢, kterd md podle Véty 1.72 koeficienty poradé %(a), %(a) atd., coz
jsou podle definice presné slozky V f(a) (v tomtéz poradi). Je tedy ziejmé (viz téZ vzorec

(1.21)), Ze hodnota TD v libovolném bodé h = (hq, h,, ..., hy) € R4 je

df (@)(h) = (V f(a). h).

1.76 Poznamka (Znaceni v linearni algebre). Stoji za pfipomenuti, Ze v linearni algebie (a v
odvozenych kontextech, je-li vyZadovana takova mira presnosti) je zvykem vektory chédpat jako
sloupcové matice. Striktné vzato bychom tedy méli psat pro h € R?

i 75 @)
h A (a
h = (hy,ha, ... hg)T = ,2 nebo napiiklad V f(a) = axz_( )
ha A C)

1.77 Definice (Te¢nd nadrovina). Necht' f je funkce d proménnych, kterd ma v bodé a totalni
diferencial df (a) = L. Pak tecnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)) € R4+!
rozumime graf linedrni funkce

y(x) = f(a) + L(x —a), 4.
y(x) = f(a) + df (a)(x —a).

1.78 Poznamka (Smysluplnost definice tecné nadroviny). V prvni fad¢ si uvédomme, Ze pokud
napiiklad d = 2, tj. mame funkci dvou proménnych, pak samoziejmé i funkce y z predchozi
definice m4 dvé proménné, a grafy obou funkci jsou tedy obsaZeny v R3. V tomto piipadé tedy
1ze hovotit o te¢né roviné (a pro d = 1 hovorime o pfimce). Pro 3 a vice proménnych uz se
b&7né& nehovoii o roving, nybrZ o nadroviné, coz je ddno mj. tim, Ze jeji dimenze v R4*! je
rovna d, tedy presné o 1 méné. (V obecné situaci, pokud by rozdil dimenzi byl vétsi nez 1,
bychom hovofili prosté o afinnim podprostoru.)

3Symbol ,,V* je standardnim oznacenim gradientu a éteme ho ,,nabla“ nebo prosté ,.gradient*.
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Je zfejmé, ze bod (a, f(a)) je skutecné ,,bodem dotyku* grafu funkce f a te¢né nadroviny,
nebot’ oba grafy tento bod obsahuji. Od ,tecného* objektu ale chceme vic, tykd se to sméru.
Skute¢né z Véty 1.72 dostaneme, Ze obé funkce, tedy f a y maji v bodé a vSechny 1. PD stejné.
Pro prehlednost opét oznacme

d
L] = [df @] = (@1.02.....00). 4. L) =df@k) =) ahi.

i=1
Z toho je jednoduchou derivaci linedrni funkce vidét, Ze

dL S y : af ,
— =, pficemzpodle Véty 1.72je o = —(a), j=1,....d.
8xj ij

Spojenim téchto informaci tedy dostdvame, Ze

D=0+ @y =a; = (@
ox j ox j ox j
Skutecné tedy te€nd nadrovina a funkce maji v bodé€ a vSechny prvni parcidlni derivace stejné.
Navic pfimo definice totdlniho diferencidlu ndm tik4, Ze teCnd nadrovina poskytuje ,,velmi
dobrou“ aproximaci funkce f na okoli bodu a; ve skutecnosti nejlepsi ze vSech aproximaci line-
arnich. Lze tedy fici, Ze definice te¢né nadroviny je rozumnd, nebot” vlastnosti takto definovaného

objektu spliiuji nase ocekdvani.

1.79 Véta (TD implikuje spojitost). Necht’ existuje totdlni diferencidl funkce f v bodé a € R4,
Pak f je v tomto bodé spojitd.

Diikaz. Chceme dokazat, ze limy_,, f(x) = f(a), neboli ekvivalentné (po substituci h =
X — a) chceme dokazat

m (f(a+ h)— f(a)) =0.

li

h—0
Tuto rovnost oveéfime prostym vypoctem, pii némz pomoci standardnich trikti vyuZzijeme pred-
pokladu existence totalniho diferencidlu df (a), ktery pro prehlednost zapisu oznacme L:

. . + h) — —L(h
Jim (7@ + )~ (@) = Jim (O TOZER g L)
fat - f@ - L) |
= 1A * Jimy 1] + Jimy (k)
— 0.0+ L(0)=0.

Upravy ve vypoctu jsou snad jasné, pojd'me si ale zdivodnit, pro¢ je kazda ze tif zavére¢nych
limit nulova, jak zde tvrdim. Prvni limita je nulovd podle definice totdlniho diferencidlu, protoze
L = df(a), tj. L je TD funkce f v bodé€ a. Druha limita je nulova, protoZe norma je podle
Lemmatu 1.65 spojitd, takze limitu lze pocitat prostym dosazenim: limy—¢ ||| = ||0]| = O.
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Treti limita je nulovd z podobného divodu, linedrni forma L je spojita (je to polynom, viz
Priklad 1.64), takZe opét staci dosadit: limy o L(h) = L(0) = 0. Dlkaz je hotov. ]

Nasledujici dilezitou vétu dokazuji v Dodatku B (viz Vétu B.10), protoZe jeji dikaz, byt
zvladnutelny, je pfece jen ponékud technicky ndrocny a vyzaduje urCitou piipravu.

1.80 Véta (Existence TD). Necht’ f je funkce d proménnych, a € R? a viechny prvni parcidlni
derivace f jsou v bodé a spojité. Pak existuje df (a).

1.81 Definice. Je-li f/ funkce d proménnych, kterd ma ve viech bodech mnoziny G € R?
spojité viechny 1. parcidlni derivace, fikdme, ze f je tfidy C' na G a piSeme f € C!(G).

1.82 Poznamka. Bud’ f funkce d proménnych, @ € R¢, a uvazujme ndsledujici vyroky. (Pozor,
nejsou ekvivalentni!)

(A) Vsechny 1. PD funkce f jsou v bod€ a spojité.
(A)
(B) Existuje df (a).

B
(C) Existuji vSechny 1. PD funkce f v bodé¢ a. /( )\

©) (D)

(D) Funkce f je v bodé a spojita.

Mezi témito vyroky obecné plati jen nékteré implikace, které jsou naznaceny ve schématu.
Vsechny ostatni implikace je mozné celkem snadno vyvratit pomoci protipiikladd. Zejména chci
znovu zdiraznit, Ze obecné (C) neimplikuje (D), coz dosvédcuje protipriklad f(x, y) = sgn(xy)
(viz Ptiklad 1.67). Jako protiptiklad na implikaci (D)=>(B) (kter4 tedy neplati) poslouZi tfeba
funkce f(x,y) = |x|; kdyby totiZ existoval TD této funkce (napf.) v bodé¢ (0, 0), musela by
existovat i jeji PD podle x, kterd ovSem zjevné neexistuje.

1.6.4 Derivace podle vektoru

1.83 Definice (Derivace podle vektoru). Bud’ f: Dy C R? — R anecht a,v € RY. Definu-
jeme derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v jako

fla+m) - fl@)
!

Dy f(a) = }E)I(l)

1.84 Poznamka. e MiZe se stat, Zze D, f(a) € {—o0, 00}, my ovSem budeme obvykle
pracovat pouze s koneCnymi hodnotami derivace podle vektoru.

e Pro A € R plati Dy, f(a) = AD, f(a), coz jednoduse plyne z definice (a trividlni aplikace
véty o limité slozené funkce s linearni vnitini funkei ¢ — At:

fla+tAv) — f(a)
tA

Djv f(a) = A lim = AD, f(a).
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e 7 predchoziho bodu je zfejmé, Ze na hodnotu derivace D, f(a) ma vliv kromé sméru
vektoru v také jeho velikost; neformalné: zndsobim-li vektor v tfikrét, bude derivace podle
n¢j trojndsobna.

e B&zné se definuje také derivace ve sméru vektoru®*; pro nenulovy vektor v je definovana
jako Dﬁ f(a), tj. jako derivace podle jednotkového vektoru urcujiciho smér v. (Vime, Ze
to je pravé vektor ”:—”.)

e Derivace funkce f v bodé a ve sméru vektoru v # 0, jak je snad z jiZ uvedeného jasné,
nezdvisi na velikosti v, pouze na jeho sméru.

® Pro dany nenulovy vektor v Ize definovat smér vektoru v jako vektor ”z—” S touto definici pak derivace ve

sméru vektoru v neni nic jiného nez derivace podle sméru vektoru v. Rozmyslete si tuto terminologickou

hricku.
1.85 Véta. Necht’ md f v bodé a € R? totdlni diferencidl. Necht’ v = (v, Vs, ...,0q) € R?.
Pak plati
d_ 4 f
Dy f (@) = df (@)(v) = ) =—(a) -v;

i=1

Diikaz. Platnost druhé rovnosti je ndm znama z Véty 1.72 (viz téz (1.21)), jde tedy o dikaz
prvni rovnosti. Pro prehlednéjsi zapis oznacme L := df (a) a také predpokladejme, Ze v # 0
(v opacném ptipadé¢ je véc trividlni, obé strany rovnosti jsou zjevné nulové). Ddle budeme
postupovat velmi podobné jako v dikazu Véty 1.72. Pocitejme z definice:

Do) = iy T4+ =S @

. fla+1tv)— f(a) — L(tv) + L(tv)
= lim

t—0

t
fla+1tv)— f(a) — L@v) o]

lzv]] !

——

= L(v) 4+ lim
t—0

—

—>0 (VOLSF) omezena

DokéZzeme-li, Ze posledni limita je skutecné tvaru ,,nulové krat omezend*, bude celkovy vysledek
vypo&tu skutené L(v), jak bylo dokézat. Zdivodnim nejprve omezenost druhého ¢initele:*

levll _ Jel o)l _ t-sgne
t t t

vl = sgnz - Jlofl, £ € R\{0}.

34Je potieba peclivé rozliSovat mezi derivaci podle vektoru z Definice 1.83 a derivaci ve sméru vektoru.
3 Srovnej s diikazem Véty 1.72.
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Nakonec se podivdme na to, Ze prvni Cinitel ve zkoumané limit€ m4 limitu nula. Nejprve
uvazme, Ze podle definice totdlniho diferencidlu jest®

i @t — fl@)— L) _
1m =

0
h—0 12

Dosazenim vnitini funkce ¢ +— fv za h a pouZitim véty o limité sloZzené funkce dostaneme
pozadovany zavér. O

Nyni pfipomenu definici gradientu funkce f v bodé a € R¢:

0 0 0
Vf(a>=( / (a),—f<a),...%(a)).

8_x1 8x2
1.86 Diisledek. Bud’ f diferencovatelnd v bodé a € R?. Pak:
(i) df(a)(h) = (Vf(a). h);

(ii) Dy f(a) = (Vf(a),v).
Diikaz. Necht' tedy existuje df (a). Pak poradé podle Véty 1.85, Véty 1.72 a definice gradientu

dostavame pro libovolny vektor v = (v, v;,...,04) € R4:
d 8f
D.f(@) = df @) = Y 7@ = (V/(@).v).
i=1 "'
coz dokazuje ob¢ tvrzeni disledku (v pfipadé€ (i) v hraje roli &). ]

1.87 Priklad. Mé&jme né&jakou funkci f : R, pro kterou uz jsme spocitali, ze Vf(—1,—1,—1) =
(2,3,5). Zajimaji nas derivace f v bod¢ (—1,—1,—1) podle vektord u = (7,5,-2), v =
(—3,2,0). Podle Duisledku 1.86 staci spocitat prislusné skalarni souciny, nuze:

D, f(=1,—1,-1) = (Vf(a),u) =((2,3,5), (7.5,-2)) =2-74+3-54+5-(=2) = 19,
D, f(-1,—1,—1) = (Vf(a),v) = ((2,3,5), (-3,2,0)) =2-(-3) +3:24+5-0=0.

Pokud bychom se déle zajimali o derivaci ve sméru vektord u a v, pak v druhém piipadé
vyjde samoziejmé opét nula; v pfipadé prvnim nejprve spocitime |u| = ||(7,5,-2)| =
V7% + 52 + (—=2)2 = /78. TakZe derivace funkce f v bod& (—1,—1,—1) ve sméru vektoru u
je

1 19
Du« f(-1,-1,—-1) = —D, f(-1,—-1,—-1) = —.
Hullf | uf ) /78

7z vz

Vsimnéte si, Ze pfi feSeni Zddné ¢4sti tohoto piikladu jsme nepotfebovali vyuZit informaci,
Ze se jedna o derivaci v bodé @ = (—1,—1,—1); v béZné situaci bychom informaci o tomto

36Viz pozndmka pod ¢arou 35.
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bodé pouZili k zjiSténi konkrétni hodnoty gradientu, ktery ov§em v této tloze byl zndmy pfimo
ze zadani. A

1.88 Véta (Smér maximalniho réistu je pravé gradient). Bud’ f diferencovatelnd v bodé a € R¢.
Pak

(i) max{D, f(a): [[v[| =1} = [Vf(@)|;
Vf(a)

(i) pokud df (a) # 0, pak tohoto maxima se nabyvd prdvé pro vektor v = Vi@l

Diikaz. Pfipomefime nejprve, Ze pro dva vektory x, y € R plati vzorec

{(x, ¥) = lxll- Iyl - cos e,

kde o je velikost tihlu sevieného obéma vektory. Je zfejmé, Ze ,,maxima se nabyva pro o = 0.

Dokazme nyni oba body véty nardz, k cemuz si zvolme jednotkovy vektor v, ¢ili vektor
spligjici ||v|| = 1. Pak podle Véty 1.85 jest

D, f(a) = (Vf(a).v) = [Vf(@)] - |[v] - cosa = |[Vf(a)]| - cos a,

kde « je velikost thlu sevieného vektory Vf(a) a v. Z pribéhu funkce cos je zfejmé, Ze pro
o = 0 je tato hodnota maximalni. Pokud df (a) = 0, tj. ekvivalentné Vf(a) = 0, je funkce
a — ||Vf(a)| - cosa konstantni nula. V opacném piipadé je tato funkce jistym kladnym
nasobkem kosinu, a tedy pro o = 0 se nabyva ostrého maxima (jak je zfejmé z pribéhu funkce
cos), jehoZ hodnota je ||Vf(a)|| - cos0 = ||Vf(a)||. Tim je véta dokdzana, uvédomime-li si, Ze

V(@) je jednotkovy vektor (tj. ||[v|| = 1) ve stejném sméru jako Vf(a), tj. « = 0. O

V= Vi@l

1.6.5 Derivace sloZené funkce vice proménnych

Nasledujici véta je dileZitou analogii VEty o derivaci sloZené funkce, kterou zndme z prvniho
semestru, pro funkce vice proménnych. Jeji nasledujici formulace pro funkce je ponékud kr-
kolomn4, ovSem na pocetnich prikladech pro vés nejspiS nebude t€Zké pochopit ten vcelku
jednoduchy princip. Navic se tato véta d4 zformulovat podstatné strunéji a prehlednéji (ovSem
také abstraktnéji) pro obecnd zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory (tedy nikoliv nezbytné
funkce, které maji své hodnoty v R).

1.89 Véta (Retizkové pravidlo). Necht’ maji (vnitini) funkce 1, ¢a, . .., ¢x: RY — R v bodé

a € R totdlni diferencidl. Necht’ md (vnéjsi) funkce f: R¥ — R totdlni diferencidl v bodé
b= (gal(a), pa(a), ..., ek (a)) € RK. Definujme (slozenou) funkci F : R¢ — R predpisem

F(x) = f(p1(x), 2(x), ... gk (x)), xR
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Pak F md v bodé a totdlni diferencidl a plati

k
0 0Q;
o
1 9Vi X;

oF
g(a) = (a).

J
1.90 Poznamka. Funkce ¢q, ¢,, ... ¢ usporddané do k-tice lze chédpat jako zobrazeni ¢ =
(@1, 02, ...90k): Dy C R4 — R ¥ které funguje podle pfirozeného piedpisu

@(x) = (p1(x). 2(x).... g (x)). x € R%.

Pii tomto vektorovém zdpisu tedy je b = @(a) a nemame k-tici vnitinich funkci, nybrZ prosté
jedno vnitini zobrazeni ¢, které ma prave tolik sloZek, kolik vnéjsi funkce f ma proménnych,
tj. pravé k. Mzeme tedy psat F = f o ¢.

Zobecnéni na situaci, kdy mdme ne jednu, ale nékolik, naptiklad m, vnéjSich funkci (kazda
o k proménnych), se nabizi. Lze pak psat f = (fi, far...» fm): Dy € R¥ — R™ a také
F = f o ¢. Pomoci fetizkového pravidla miizeme zkoumat derivace kazdé slozky zv1ast’, jsme
tedy uz schopni spocitat parcidlni derivace pro libovolné sloZzené zobrazeni.

Navic ale existuje elegantni zplisob, jak vétu o derivaci sloZené funkce (alias fetizkové
pravidlo) vyjadfit v této obecné situaci.

Definice 1.69 zavédi pojem totalniho diferencialu pouze pro funkce z R¢ do R. Je-li F : R4 — R™, Ize totalni
diferencidl dF (a) v bodé a € R? definovat analogicky jako linedrni zobrazeni L : R¢ — R™ splitujici

F(a+h)—F(a)—L(h) _

0.
h—0 7]

Lze ukazat (podobné jako jsme to udé€lali pro funkci ve VEt€ 1.72), Ze matice reprezentujici totdlni diferencial
dF (a) se skladd ze vSech 1. parcidlnich derivaci F = (Fy, F», ..., Fy) v bodé a:%*

@ gl - a}%(u)
) E2(g) ... (g
ax ax 0x
[dF (a)] = ' S ¢
For@ FE@ o g

Tuto matici lze chdpat tak, Ze v fadcich jsou poradé zapsdny totdlni diferencidly jednotlivych sloZek zobrazeni F .
Matice [dF (a)] se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bod¢ a.

Totalni diferencial F je tedy prosté linearni zobrazeni, které ,.funguje* mezi prostory stejné dimenze jako
F samo. Mame-li tedy obecné dvé zobrazeni F a G mezi eukleidovskymi prostory néjakych dimenzi, ktera se
dajf slozit kuptikladu v pofadi G o F,* lze v tomtéZ poradi sklddat i jejich totdlni diferencialy jakoZto linedrni
zobrazeni, protoZe i pro toto samoziejmé ,,dimenze souhlasi®, nebot’ jsou stejné jako u ptivodnich zobrazeni.

vevs

Nésledujici véta, kterd je zobecnénim Véty 1.89 a je nejobecnéjsi verzi véty o derivaci sloZeného zobrazeni v

3Je snad jasné, 7e defini¢ni obor ¢ je mnozina viech bodii R¥, ve kterych je definovéana kazd4 ze slozek
zobrazeni ¢. To jinak feceno znamend D, = ﬂle Dy, .

38Matici reprezentujici linedrni zobrazeni L zna¢ime [L].

39Tj. dimenze cilového prostoru F je rovna dimenzi vychoziho prostoru G.
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konecné dimenzi, fika prosté, Ze diferencidl sloZeného zobrazeni je sloZeni prislusnych diferencidlii.

ProtoZe skladani linedrnich zobrazeni odpovida nasobeni pfislusnych matic, 1ze nésledujici vétu formulovat
dvéma zpisoby: bud’to pomoci sloZenf totdlnich diferencidlid jakoZto zobrazeni nebo pomoci ndsobeni pfislusnych
reprezentujicich matic té€chto diferenciélt.

1.91 Véta (O derivaci sloZzeného zobrazeni). Méjme zobrazeni ¢ : Dy < R4 — Rk 4 f:Dy C R* — R™,
pFicemZ ¢ md totdlIni diferencidl v bodé a a f md totdini diferencidl v bodé b = @(a). Pak f o ¢ md v bodé a
totdlni diferencidl a plati
d(f o @)(@) = df (b) o dg(a),
[4(f o 0)@)] = [4f 8] [do(@)].

1.6.6 Zaménnost parcialnich derivaci vyssiho radu
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1.7 Véta o implicitni funkci

63



KAPITOLA 1. FUNKCE VICE PROMENNYCH

1.8 Vazané extrémy
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2.1 Definice a priklady MP

Dosud jsme pracovali takfka vyhradné s eukleidovskymi prostory, tj. R? s eukleidovskou normou
zaloZenou na Pythagorové vété. Norma vektoru x € R¢ je definovéna (viz Definici 1.12) jako
x| =/ Z;i=1 x? a jeji geometricky vyznam je prosté vzddlenost bodu x od polatku soustavy
soufadné, tj. bodu 0 = (0,0,...,0).

Dulezité je, ze analogicky jsme schopni mérit vzddlenost mezi libovolnymi dvéma body
x,y € R¥; jejich vzdilenost je (jak jsme si uz rozmysleli, viz (1.11)) prosté ||x — y/||. Diky
tomu jsme schopni definovat okoli a prstencové okoli jako B(x,d8) = {y: ||x — y|| < d} a
P(x.,8) = B(x,8)\ {x}. Reteno slovy, B(x, §) je mnozina takovych bodd y, jejichZ vzddlenost
od stiedu x je mensi nez polomér §, a je tedy prirozené B(x, §) nazyvat koule se stiedem x a
polomérem § (popripad¢€ kruh, je-li d = 2 a interval pro d = 1).

Eukleidovské prostory jsou tedy naddny mozZnosti mérit vzddlenosti mezi body, diky cemuz
Ize definovat okoli neboli ,.koule*. A to ndm staci k tomu, abychom mohli vyslovit definice
limity a spojitosti funkce (viz Definici 1.48 a téZ poznamky na zacatku Oddilu 1.5). ZbéZné
prodtent téchto definic prozradi, Ze se v nich nepouZivaji Z4dné specidlni vlastnosti R¢ (tfeba
struktura vektorového prostoru), staci ndm pojmy okoli a prstencového okoli a pro ty zase staci
mit moZnost mérit vzddlenost.

Kromé eukleidovskych prostora existuje velké mnozZstvi dalsich ,,prostori* (mnozin), v
nichZ dava dobry smysl méfit néjakym zptisobem vzdalenosti mezi dvojicemi prvkd. Tim padem
je moZzné (a Casto ucelné) v takovych prostorech budovat podobnou teorii limity a spojitosti zob-
razeni, jakou mame v R (a jakou jsme v R? pouze naznaéili bez diikazii). ProtoZe v§ak takovych
ptipadu je skute¢né mnoho, nebylo by praktické v kazdém konkrétnim piipadé budovat ,tutéz*
teorii, opakovat stdle stejné myslenky ditkazd. Misto toho je vhodné se podivat na to, co maji
vSechny tyto prostory spole¢né, a ostatni podrobnosti ignorovat. Tim se samoziejmé mizeme
pripravit o moZnost dokazovat véci, které plati pouze v nékterém specifickém kontextu a v jiném
ne, zato ale budeme mit obecnou teorii, kterou miizeme aplikovat v libovolném konkrétnim
pfipad€. Tim jednoticim prvkem, o kterém bude fec, je pravé moZnost mérit vzddlenosti; tato
moznost definuje strukturu metrického prostoru.

2.1 Definice. Bud’ M mnozina. Funkce p: M x M — [0, co) se nazyva metrika na M , plati-li
Vx,y,z€ M:

@) px,y) =0 = x = y;
(i) p(x,y) = p(y,x); (symetrie)
(i) p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2). (trojithelnikovd nerovnost)

Je-li p metrika na mnoZiné¢ M , usporadanou dvojici (M, p) nazyvame metricky prostor.
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2.2 Poznamka. DileZitou soucasti definice metriky je i nezapornost jejich hodnot (protoze
p: M x M — [0,00). Interpretace metriky je, jak bylo naznaceno v tivodu k této kapitole,
méreni vzdadlenosti mezi body M. Proto by neddvalo smysl, kdyby metrika mohla nabyvat
zapornych hodnot; vzdadlenost nemiiZe dost dobfe byt zdporna. Muze ovSem byt nulov4, a to
prave tehdy, kdyZz méfime vzdélenost néjakého bodu od sebe samého, jak Zadd axiom (i). Jinak
feceno, kdykoliv mame dva riizné body x, y € M, vzdélenost p(x, y) mezi nimi je nutné kladna.

Vsimnéte si, Ze metrika na M je striktné vzato funkce na M x M . To je samoziejmé, protoze

vV,

metrika méfi vzdalenost mezi néjakymi dvéma body. To znamend, Ze tfeba metrika na R je
formalné vzato n&jak4 funkce definovana na R2. Nenechte se tim zmd4st.

2.3 Definice (Oteviena koule). Bud’ (M, p) metricky prostor, x € M, § > 0. Pak definujeme
otevienou kouli se stiedem x a polomérem ¢ jako mnoZzinu

B,(x,8):={yeM: p(x,y) <§}.

Dolnf index ,,0* v symbolu ,,B,(x, ) budeme Casto vynechdvat a psit pouze ,,B(x,§)".
Pochopitelné tak budeme Cinit pouze v pripadech, kdy nebude hrozit nedorozumeéni (tj. v
pripadech, kdy bude jasné, kterou metriku mame na mysli).

2.4 Priklad (Metrika vznikne z normy). e ProM =Rax,y e Mijep(x,y) = |x—y]
standardni metrika na R. Rozmyslime si, Ze se skutecné jednd o metriku ovéfenim vSech
tif axiomt. K ovéfeni (i) si pouze uvédomime, Ze pro redlna Cisla x, y je p(x,y) =
|x — y| = 0, jedin€ pokud x = y (v opacném piipadé je p(x,y) = |x — y| > 0).

K ovéfeni axiomu (ii) staci jednoduchy vypocet:
p(x,y) =[x =y =D =) =|=1]-|y =x[ = |y —x[ = p(y, x).
Trojuhelnikova nerovnost, tedy axiom (iii), je ndm také zndma uz z prvniho semestru:
p(x.2) =lx =zl =[x =)+ -l < |x=y[+]y—z| = plx,y) + p(y,2).

Vidime tedy, Ze (R, | - — - |) je metricky prostor." To specidlné znamen4, Ze veskera teorie,
kterou dokdZeme v této kapitole, se mj. vztahuje i na R se standardni metrikou (tj. vlastné
na latku prvniho semestru).

e Je-li (X, | - ||) normovany linearni prostor (viz Poznamku 1.14), pak funkce p: X x X —
[0, 00) definovand pro x, y € X predpisem

p(x,y) = |lx =y (2.1)

1Zde symbolem | - — - | myslim funkci (x, y) — |x — y|, tj. za kaZdou tecku lze dosadit jiné &islo.
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Obrazek 2.1: Jednotkové koule v rtiznych metrikdch

je metrika. Ovéreni vSech axiomu probiha stejné jako v predchozim prikladé standardni
metriky na R. Tento piiklad je dilezity, nebot’ ukazuje, Ze z libovolné normy na libovol-
ném vektorovém prostoru vznikd prostfednictvim vzorce (2.1) metrika. To samoziejmé
znamend, Ze libovolny normovany linedrni prostor 1ze chdpat specidlné jako prostor met-
ricky, a tedy veskera teorie metrickych prostord se vztahuje na kazdy normovany linedrni
prostor.

e Na zdkladé piedchoziho bodu Ize zpozorovat, 7e mnoZina R? sama o sobé& nedefinuje
metricky prostor, je potieba fici jakou normu (potazmo metriku) na této mnoZiné budeme
pouzivat. Pfi volbé riznych norem mohou vzniknout metrické prostory odlisSnych vlast-
nosti. Pozndmka 1.15 (b) definuje n&kolik réiznych norem na R¢. Jim piisluiné metriky
miiZeme oznacit stejnymi indexy, tj. mdme riizné metriky p1, pp, Poo. ProtoZe pro kazdé
p € (1, 00) dostaneme jinou metriku p,, madme nyni nekone¢né mnoho riznych metrik
na téZe mnoziné R?. Je zajimavé, Ze jednotkova koule (tj. koule se stiedem v pocatku a
polomérem 1) vzhledem k riznym témto metrikim vypada riizné; kruh v bézném slova
smyslu je to pouze pro p = 2. A

2.5 Priklad (Diskrétni metrika). Definujeme diskrétni metriku kuprikladu na mnoziné R,
je ovSem mozné analogickym zplisobem zadat diskrétni metriku na libovolné mnoZin€. Pro
x,y € R polozme

0, pokud x =y,

palx,y) =
‘ 1, pokud x # y.

Je snadné cviCeni (proved’te) ovérit, Ze pq spliiuje vSechny axiomy metriky. Metrika pq se nazyva
diskrétni metrika a prostor (R, pg) se nazyva diskrétni prostor.
Vsimnéte si, Ze tato metrika nabyva pouze dvou riznych hodnot, a sice 0, pokud body jsou

Vv s

stejné a 1, jsou-li rtizné. Jde tedy vlastné o nejjednodussi predstavitelnou metriku, kterd je ,,praveé
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tak sloZitd*, aby vyhovéla axiomu (i) z Definice 2.1. Jediné, co tato metrika ,,méfi“, je ,,identita
vs. riznost*. Je tedy napiiklad

pa(1,10) =1, pq(mw,e) =1, pa(—2,-2) =0.

Rozmyslime si jesté, jak vypadaji oteviené koule (podle Definice 2.3) v R vzhledem k
metrice pq. Zvolme nejprve néjaky stied x € R. Zvolime-li polomér § > 1, pak B,,(x,§) =
{y e R: pa(x,y) <8} = R, protoZe vSechny vzdalenosti jsou 0, nebo 1 (a jsou tedy mensi nezZ
§). Naopak, zvolime-li polomér § € (0, 1], pak By, (x,8) = {x}, protoZe pouze sim bod x ma
od sebe vzdalenost mensi nez § < 1. Pro lepsi predstavu uvedu nékolik konkrétnich piiklada.

1 11

Bo(7.5) =17 BaB.D =18} B,(90)=R A
2 10

2.6 Definice (Podprostor). Bud’ (M, p) metricky prostor a N C M. Pak metricky prostor
(N, p|nxnN) se nazyva podprostor prostoru (M, p) a znaci se (N, p).

2.7 Poznamka (K definici podprostoru). Symbolem p|yxy mame pochopitelné na mysli re-
strikci metriky p: M x M — [0, co) na podmnoZinu N x N svého defini¢niho oboru. Omezenim
defini¢niho oboru na N x N tedy vznikne funkce p|yxny: N X N — [0, 00), u niZ je snadné
vidét, Ze se jednd o metriku na N, tj. Ze pro vSechna x, y,z € N spliiuje ony tfi axiomy z
definice metriky. Skutecné, p spliiuje ty axiomy dokonce pro vSechna x, y, z z vét§i mnozZiny
M, tim spiSe tedy z N.

V definici se dale piSe, Ze metricky prostor (N, p|yxn) budeme znacit (N, p), tj. budeme
vynechdavat informaci o tom, Ze ve skuteCnosti uvazujeme restrikci metriky p piivodné definované
na néjaké vétsi mnoziné. (To proto, Ze tato informace je skoro vZdy z kontextu zfejma.)

2.8 Piiklad (Dvé metriky na kiivce v R?). Uvazujme né&jakou hladkou kfivku ¢: [0, 1] — R2.
Pripominam, Ze kiivka je v tomto smyslu prosté zobrazeni s uvedenym defini¢nim oborem [0, 1]
a cilovym prostorem R?; jeji obor hodnot, tedy mnoZinu vSech bodd, které kiivka ,,navstivi*,
zna&ime (@). Pravé obor hodnot je ve skute¢nosti ona mnoZina v R2, kterou vnimdme jako
kiivku v geometrickém slova smyslu, tedy jako jistou mnozinu bodu.

Zaméime se na (R2, p,), tedy R? jako metricky prostor se standardni eukleidovskou normou
(tj. vzdalenosti pocitanou pomoci Pythagorovy véty) a uvazujme podprostor ((¢), p2) ==:
(M, p2),tj. M := (¢). Zvolme libovolny bod na kfivce, tj. bod ¢ € M a néjaky polomér 4. Jak
v podprostoru (M, p,) vypada piislusnd koule B(c, 6)? Prirozené musi byt podmnozinou M, a
nejednd se tedy o geometricky kruh. Misto toho jde o priinik pfislu§ného kruhu v celém R? s
mnozinou M. Véc je zachycena v levé Casti Obrazku 2.2. Tento zpisob méfeni vzdalenosti tedy
jako by umoziioval piechdzet mezi body kiivky po nejkratsi spojnici v R?; jde tedy vlastné o
meéreni vzdalenosti ,,vzdu$nou ¢arou*.

Na tomtéz obrazku je ale zachycen jesté druhy zputsob, jak na kiivce méfit vzdalenost: jde o
zpuasob ,,vnitini*, kdy jsme v pohybu omezeni pouze na kfivku. Tento zptisob zndme dobie z
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Bias(c. )

@(to — 6)

Obrazek 2.2: Vzdalenost mérena vzdusnou ¢arou vs. vzdalenost mérena casem

vyletd, které vlastné predstavuji trajektorie pohybu nasich tél parametrizované casem. Snadno si
1ze predstavit, Ze se v jistém bod¢ ¢ vyletu zastavime a zamyslime se, kde jsme byli pred casem &
a kde budeme v Case o § pozdéjsim; miZeme si pfi tom i piedstavit cely usek vyletu odpovidajici
tomuto Casovému intervalu. Tento dsek vyletu se da interpretovat jako koule B(c, §) vzhledem k
,,casové metrice*.

Druhy, ,,vyletovy“, zpisob méfeni vzdalenosti urcité¢ dava dobry smysl. Pokud nesledujeme
mapu, Casto si ani nemusime vSimnout, Ze se na na$i trase dostaneme do blizkosti (vzduSnou
¢arou) néjakého mista, kde jsme byli o mnoho hodin dfive — a ani nds to nemusi zajimat. Z
pohledu vyletu je zajimavéjsi otdzka ,.kdy uz tam budeme‘* nez otdzka ,,jak daleko je nas cil
vzdusnou Carou. A
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2.2 Zakladni pojmy v MP

2.9 Definice (Limita posloupnosti v metrickém prostoru). Bud’ (M, p) metricky prostor a
{x, 52, n&jakd posloupnost prvki mnoZiny M .> Rekneme, Ze prvek x € M je limitou posloup-
nosti {x,}5>, a piSeme x = lim,_, o X, jestliZe plati

lim p(x,,x) =0. (2.2)
n—0o0

Pokud {x,}°2 , md limitu, nazveme ji konvergentni.

2.10 Poznamka. Uvedenou definici je vhodné porovnat s Definici 1.17 a zejména pak s Lem-
matem 1.18. V piipadé R? jsem se z n&jakého diivodu rozhodl limitu posloupnosti definovat
pomoci konvergence po slozkach a ndsledné v lemmatu dokdzat, Ze tato definice je ekvivalentni
tomu, Ze ,,vzdalenost od limity jde k nule. V pfipadé metrického prostoru nemdme moznost
limitu posloupnosti definovat pomoci ,,slozek* (body obecného prostoru M nemusi Zadné
,»sloZKy *“ mit).

Vysledek je, Ze mame nékolik riznych definici limity posloupnosti, a je tieba si ujasnit, Ze v
pripadech, na které se vztahuje vice neZ jedna z nich, jsou vymezené pojmy stejné (tj. definice
jsou navzajem ekvivalentni). Pro eukleidovské prostory je toto obsahem Lemmatu 1.18.

Podivejme se na to trochu podrobnéji pro R se standardni metrikou (tj. pro a,b € R je
p(a,b) = |a — b|). To je metricky prostor, takZe Definice 2.9 se vztahuje i na néj, a v tomto
zékladnim prostoru tak nyni mame dvé definice limity posloupnosti (jedna nova a jedna z
1. semestru). Nastésti jsou vzdjemné ekvivalentni, coZ v podstaté vime také od prvniho semestru:
pro posloupnost {x,}5>; € R totiZ plati

lim x, =x <= lim |x, —x| =0.

n—>oo n—-oo
Prava strana ekvivalence je pfitom jen jiny zdpis pro lim,—. p(x,,x) = 0, kde p je ona
standardni metrika na R; tzn. prava strana odpovid4 Definici 2.9.

s v oz

Zavér tedy je, Ze nevznikd zZadna kolize znaCeni, nebot’ pravé definovany pojem limity
posloupnosti v obecném metrickém prostoru je v prislusnych pfipadech ekvivalentni diivéjsim

vvvvvv

2.11 Poznamka. Vsimnéte si, Ze v Definici 2.9, tedy v definici limity, pouZivdme pojem limity.
Samoziejmé nejde o definici kruhem, protoze v (2.2) jde o limitu posloupnosti redlnych cisel (a
tu mdme definovanou od prvniho semestru).

ZPosloupnosti prvk mnoZiny M rozumime prosté zobrazeni N — M, jak jsme zvykli uz z prvniho semestru,
kdy roli M hrdla mnoZina R. Podobné jako v diivéjSich ptfipadech pfipoustime i tak zvané zobecnéné posloupnosti,
kdy naptiklad neni potfeba indexovat od 1, pro kone¢né mnoho indexti # nemus{ byt definovan prvek posloupnosti
X, apod. K pojmu posloupnosti tedy naddle pfistupujeme ponékud volné.
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2.12 Cviceni. Bud’ (M, p) metricky prostor, {x,}5>, € M posloupnost, x € M. Dokazte, Ze
lim x, = x, pravé kdyz plati

n—>oo
Ve>03dnge N Vn =ng: p(x,,x) <e.

Vsimnéte si dile, Ze misto p(x,, x) < ¢ lze ekvivalentné psét x, € B(x, ¢), jak je ziejmé z
definice oteviené koule (2.3).

2.13 Definice (Oteviend mnoZina, vnitiek). Bud’ (M, p) metricky prostor, A € M libovolna
podmnoZina.

e Rekneme, Ze bod x € A je vnitini bod mnoziny A, pokud

de > 0: B(x,e) C A.

e Vnitfek mnoZiny A je mnoZina vSech vnitfnich bodi A4, tj.

A° =1Int(A) := {x € A: x je vnitini bod A4}.

e MnoZina A se nazve oteviend, pokud vSechny jeji body jsou vnitini body A.
2.14 Lemma. Bud’ (M, p) metricky prostor, A € M libovolnd podmnoZina. Pak:
(i) MnoZina A je oteviend, pravé kdy; A = A°.
(ii) Libovolnd oteviend koule v M je oteviend mnoZina.

Diikaz. Prvni bod lemmatu je okamzitym dasledkem definic; rozmyslete si sami.

Pro dtikaz (ii) zvolme libovolny bod ¢ € M a libovolny polomér § > 0; témito volbami je
dana (libovolnd) oteviend koule B(c, §), oznaCme ji B a dokazme, Ze je to oteviend mnoZina
podle Definice 2.13. Mame tedy dokdzat, Ze kazdy bod koule B je vnitini bod B. Budiz tedy
dan libovolny bod x € B = B(c, §). Pak (podle definice této koule) je p(c, x) < §. Oznacme
e :=68—p(c,x); pak & > 0. Tvrdim, Ze B(x,¢) € B(c,d) = B (¢imz bude dokazano, Ze x je
vnitini bod B):

Pro diikkaz uvedené inkluze staci zvolit libovolny bod y € B(x, ¢) a dokdzat y € B; bud’
tedy ddano y € B(x, ¢), tj. p(x, y) < e. Odhadujme (s pouzitim trojihelnikové nerovnosti pro
metriku p) vzdalenost y od ¢ (chceme, Ze je mensi nez §):

plc,y) < ple,x) + p(x,y) < p(c,x) + & =34. (2.3)

Tedy y € B(c,); protoze y € B(x, ¢) bylo libovolné, je B(x,e) € B(c, d). To dokazuje, Ze
libovolny bod x € B je vnitini bod B, takze B je oteviend. [
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2.15 Poznamka. e Dokdzali jsme, Ze oteviend koule je oteviend, coZ vim moZzn4 piipada
zv1astni. Snad jste ale uz nahlédli, Ze v Definici 2.3 je ,,otevienost* Cisté terminologie a
pouziti toho slova jsme si klidné mohli odpustit. Pravé dokdzané lemma ukazuje, Ze to
Jje terminologie dobr4, tj. Ze ,,oteviend“ koule skuteCné je oteviend ve smyslu obecnéjsi
Definice 2.13.°

e Snad jste také nahlédli, Ze pro otevienost oteviené koule je podstatné, Ze v jeji definici
najdeme ostrou nerovnost; pravé diky tomu je e6 — p(c, x) kladné. Kdyby koule byla
definovdna neostrou nerovnosti, takto definované ¢ by mohlo byt nulové a v takovém
ptipadée by dikaz skoncil netispéchem.

2.16 Véta (Vlastnosti otevienych mnozin). Bud’ (M, p) metricky prostor. Plati:

(i) Mnoziny M a @ jsou oteviené.
n
(ii) Jsou-li Ay, As, ..., An C M oteviené mnoZiny, pak i ﬂ A; je oteviend.
i=1
(iii) Je-li I libovolnd mnoZina ,,indexii “,* a je-li pro kaZdy index o € I ddna néjakd oteviend
mnoZina Ay, pak U Aqy je oteviend.
ael

2.17 Poznamka. Obsah tietiho bodu véty se da shrnout slovy: Jakékoliv sjednoceni otevienych
mnoZin je oteviend mnoZina. Neni zde pfitom duileZity pocet t€éch mnozin; klidné jich muze byt
napiiklad nespocetné mnoho a tvrzeni stéle plati.

Naproti tomu v tvrzeni (ii) se omezujeme pouze na pruniky konecné mnoha otevienych
mnoZin; ty oteviené jsou, nekonecné pruniky ale oteviené byt nemusi. Stru¢na formulace (ii)
tedy zni: Konecné sjednoceni otevienych mnoZin je oteviend mnozina.

Diikaz. Prvni bod tvrzeni je trividlni. Pro¢ je trividlni? Rozmyslete si to.’

K dikazu bodu (ii) méjme dany libovolné oteviené mnoZiny Ay, A,,... A, € M. Mame
dokazat, ze kazdy bod jejich priniku je jeho bodem vnitinim; budiZ tedy dan libovolny bod
x € (i, Ai. Pak x je prvkem kazdé jednotlivé mnoZiny A; a z jejich otevienosti plyne, Ze
pro kazdéi € {1,2,...,n} mizeme zvolit n¢jaké &; > 0 takové, ze B(x, ;) C A;. Je pfitom
snad jasné, ze mensi polomér bude fungovat taky: pro § < §; je samoziejmé také B(x,d) C A;,
protoZze B(x,8) € B(x,d;). Nyni tedy mame vybrany poloméry §; > 0,i € {1,2,...,n}, a

3]de skute¢né o obecng&js definici, protoze (jak asi cekdte) obvykle existuji i jiné oteviené mnoZziny neZ oteviené
koule.

4Ve skute¢nosti staci psat prost& libovolnd mnoZina, nebot” jakykoliv objekt miiZe hrit roli indexu. Jinak fe¢eno
jakdkoliv mnoZina miZe byt vnimana jako ,,indexovd mnozina“.

SMnoZina M, tj. cely prostor, je oteviend, protoZe kazd4 oteviena koule (s libovolnym stiedem z M a libovolnym
kladnym polomérem) je obsazena v M. Tim padem kazdy bod x € M je vnitinim bodem M, coz dosvédci tieba
koule B(x, 1337); ta je totiz obsazena v M . Praizdnd mnoZina je zase oteviena z toho divodu, Ze skute¢né kaZdy
Jjeji bod x spliuje ,,podminku®. Je uz jedno, o jakou ,,podminku® se jednd (zde je to tedy to, Ze x je vnitini bod 9),
protoZe Zadny bod neobsahuje. Jedna se tedy o prazdny poZadavek, a ten je splnén automaticky.
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vybereme si z nich ten nejmensi: polozme § := min{é;: i € {1,2,...,n}}. Pak § > 0, ovSem
§ < §; pro kazdé i, takze také B(x,8) € B(x,d;) € A; pro kazdé i. To ovS§em znamena, Ze
B(x,8) € ()/_; 4i. Bod x je tedy vnitinim bodem onoho priniku, jak bylo dokazat.
Dokazme bod (iii). Bud’te dany oteviené mnoZziny A, € M, o € I, a zvolme libovolny
bod x € |J,c; Aa- Pak existuje index g € I, pro n&jz x € A, (protoZe x lezi ve sjednoceni
Ay pres vSechny indexy). OvSem mnoZina A, je oteviend, takZe existuje § > 0 takové, Ze
B(x,8) € Aqy. OvSem Ay, S |Jyes A takZe celkem i B(x,8) € (J,e; Ao, coZ dokazuje,
Ze x je vnitinim bodem toho sjednoceni. ProtoZe x bylo libovolné, je dikaz hotov. ]

2.18 Definice (Hranice, uzaviend mnozina). Bud’ (M, p) metricky prostor, A C M.

e Bod x € M je hranicni bod mnoZiny A, pokud plati

Ve>0: B(x,e) NA#@AB(x,e) N A° # 0. (2.4)

e Hranice mnoZiny A je mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny A4, tj.

H(A) :={x € M : x je hrani¢ni bod mnoZiny A}.

e Uzdvér mnoziny A je mnoZina A := A U H(A).
e Mnozina A je uzavrend, jestlize H(A) C A.
2.19 Pozorovani. Bud’ (M, p) metricky prostor, A C M. Pak plati:
(a) A°N H(A) = 0.
(b) A C A°U H(A).
(c) A°= A\ H(A).
(d) A= A°U H(A).
(e) A je oteviend < AN H(A) = 0.
(f) H(A) = H(A°).
(g) M = A° U H(A) U (A°)°. KaZdé dvé mnoZiny napravo jsou navic disjunktni.
(h) (A)" = (49"
(i) AC B = A° C B°.

(j) ACB = ACB.
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Diitkaz. Ad (a): Je-li x € A°, pak podle definice existuje € > 0 tak, Ze B(x,¢) C A. Pak ale
B(x,e) N A° = 0, a z definice hranice je ihned vidét, ze x ¢ H(A).

Ad (b): Necht’ x € A a predpokladejme, Ze x ¢ A°, tj. Ve > 0: B(x,e) € A, tj. Ve >
0: B(x,e) N A° # 0. K tomu ovSem trividlné plati také Ve: B(x,e) N A # @, protoze
x € B(x,¢e) N A. Zkombinovanim téchto dvou postieht dostavime x € H(A). Dokazali jsme,
Ze pokud x € A anelezi v A°, nutné lezi v H(A), ¢imZ je tvrzeni dokazéno.

Ad (c): Podle definice a (b) je A° € A C A° U H(A), takze

A° = A°\ H(A) € A\ H(4) € (4° U H(A)) \ H(A) = A°,

kde prvni i posledni rovnost plynou z (a). ProtoZe tedy tato série inkluzi zacind i kon¢{ stejnou
mnoZinou, musi vSude nastavat rovnost, specialné tedy A° = A \ H(A), coZ jsme méli ukazat.
Ad(d): AE AUHA)'Z (A\ H(A) U H(A) 2 4° U H(A).

Ad (f): Protoze A = (A°)¢, Ize psat pro libovolné x:

x€ HA) <= Ve>0: B(x,e)NA#OD AN B(x,e) NA° # @
<= Ve>0: B(x,e) N (A)  # B A B(x,e) N A £ 0
< x € H(A").

Tim je dokazano, Ze mnoziny H(A) a H(A¢) maji pfesné stejné prvKy, a jsou tedy stejné.

Ad (e) ,,= “: Je-li A oteviena, pak podle definice A = A°,ajest AN H(A) = A°H(A) @ @.

»<=“:Pokud A N H(A) = 0, pak vzpomenme na (b), tj. A € A° U H(A). Z téchto dvou
vztahi plyne A € A°, ¢ili A je oteviena.

Ad (g): Necht x ¢ A° U H(A). Pak podle (b) x ¢ A, tj. x € A°. OvSem podle (b) a (f) to
znamend x € A€ C (A°)° U H(A¢) = (A°)° U H(A), odkud x € (A°)° U H(A), tj. x € (A°)°
nebo x € H(A). My ovSem vime, Ze x ¢ H(A), takZe musi platit x € (A€)°. Dostali jsme tedy,
Ze kterykoliv bod x € M, ktery neni prvkem A° ani H(A), musi byt prvkem (A°)°, ¢imZ je
dokazdna proklamovand rovnost.

Zbyva zdlivodnit, Ze kazdé dvé mnoziny na pravé stran€ rovnosti jsou disjunktni. MnoZiny
A° a H(A) jsou disjunktni podle (a) a tentyZ argument dokazuje i disjunktnost (A¢)° a H(A°),
pricemz ale H(A¢) = H(A) podle (f). Konecné¢ A° C A a (A€)° C A€; protoZze A a A€ jsou
disjunktni, totéz plati i pro jejich podmnoZiny A° a (A€)°.

Ad (h): Plyne okamzité z (g) (zde pouzijeme i dodatku o disjunktnosti) a (d).

Ad (i): Pfedpoklad x € A° znamend existenci ¢ > 0, Ze B(x,¢) C A. ProtoZe vSak A C B,
platii B(x,e) C B,tj. x € B°. Tedy A° C B°.

Ad (j): ProtoZze A C B, plati A° D B¢. Podle (i) tedy také (A¢)° D (B€)°. Podle (h) tedy
dostdvame

(A) = (A)° 2 (B =(B), atedy ACB. O

2.20 Lemma. Bud’ (M, p) metricky prostor, A € M. Pak A je uzaviend mnozina.
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Diikaz. Chceme dokézat, Ze H( A) C A. Podle definice A = A U H(A), takze staci dokézat

H(A) € H(A).Zvolme tedy x € H(A); to podle definice hrani¢niho bodu (2.4) znamend
Ve>0: B(x,e)NA#G A B(x,e)N (A)° # 0. (2.5)

Protoze A C A, je A° 2 (A)°, takze kdyZ B(x, ¢) protind (4)°, tim spfie protind A¢. Z toho
az (2.5) dostavame
Ve > 0: B(x.e) N A° £ 0. 2.6)

BudiZ nyni dédno ¢ > 0; z (2.5) vime, ze B(x,¢&) N A # ), a chceme dokazat, Ze dokonce
B(x,e) N A # @. Zvolme bod y € B(x, &) N A (vime, Ze n&jaky existuje). Pokud y € A, jsme
hotovi, nebot’ to znamend, Zze y € B(x,¢) N A, tj. tento prinik je neprazdny. Pokud naopak
y ¢ A, pak nutné y € H(A), protoze méme y € A = A U H(A).

Mame tedy y € B(x,e)NH(A). Koule B(x, €) je ale oteviena mnoZina podle Lemmatu 2.14,
takze y je vnitini bod B(x, ¢), tj. existuje polomér § > 0 takovy, Ze B(y,6) € B(x, €). Podle
definice hranice (a skutecnosti y € H(A)) je ale B(y,5) N A # @. Tim paddem mnoZinu A
protind i vétsi koule B(x, ¢), tj. B(x,&) N A # 0.

Protoze ¢ > 0 bylo libovolné, dostdvame

Ve>0: B(x,e)NA#Q. (2.7)

Spojenim (2.6) a (2.7) dostdvame, ze x € H(A), ¢imz je dikaz dokoncen. ]

2.21 Poznamka. N¢které body Pozorovani 2.19 je mozné (a snadné) dokazovat piimo z definice
misto pouZiti pfedchozich bodd lemmatu. Vysledny ditkaz mozna nebude nejkratsi mozny, miize
ale byt vice pfimocary a prirozené¢j$i (a diky tomu i snazs8i na zapamatovani). Napfiklad (c) Ize
dok4zat takto:

Nejprve dokazeme inkluzi A° € A\ H(A), necht’ tedy x € A°. Pak x € A podle definice
vnitiku (2.13) a zbyva dokazat x ¢ H(A). Protoze vSak podle predpokladu x € A°, musi
existovat né¢jaké ¢ > 0 takové, ze B(x, &) C A, coz je v rozporu s definici hrani¢niho bodu (2.4),
nebot’ pro toto ¢ mame B(x, &) N A = @. Tedy x ¢ H(A).

Diikaz opacné inkluze, tedy A° O A\ H(A), zahdjime volbou x € A\ H(A).Jetedy x € A
a zaroven x ¢ H(A), tj. pro x plati negace (2.4), tj. plati

Je > 0: B(x,e)NA =@V B(x,e) N A° = 0.

Mg¢jme tedy takové ¢ > 0. Zfejmé ale nemiiZe platit prvni z obou alternativ, protoZe x € A
(atedy x € B(x,e) N A). Je tedy nutné B(x, &) N A° = @, coZ ovSem znamena presné to, Ze
B(x, &) C A. Dostali jsme tedy, Ze x € A°, ¢imZ je dokoncen dikaz druhé inkluze. ProtoZe plati
inkluze na obé strany, mnoZiny jsou si rovny.

2.22 Véta (Charakterizace uzavienych mnozin). Bud’ (M, p) metricky prostor, A € M. Pak
Jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
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(i) A je uzavrend,
(ii) A€ je oteviend;
(iii) A = A;
(iv) Pro kaZdou konvergentni posloupnosti {x,}o>, € A je lim, . x, € A.

Diikaz. V dikazu se odkazujeme na riizné body Pozorovéni 2.19. Nejprve dokdZeme vzdjemnou
ekvivalenci prvnich ti{ vyroki a pak pridame jesté Ctvrty.

(i)=(ii): JelikoZ A je uzaviend, jest H(A) 2 H(A) C A, takze H(A°) N A¢ = 0. Tedy
A€ je oteviend podle (e).

(i1)=(ii1): Podle (h) a predpokladu (i1) plati (Z)c = (A°)° = A°, odkud (prechodem ke
komplementu na obou strandch rovnice) A=A, tj. plati (iii).

(iii)= (i): Podle pfedpokladu a definice uzavéruje A = A = A U H(A), takze H(A) C A,
atedy A je uzaviena.

(ii))=(iv): Bud’ A€ otevfend a necht’ {x,}5>, € A je konvergentni; chceme dokdzat, Ze
x = lim,— 0 X, € A. Sporem: kdyby x € A¢, najdeme (z predpokladu otevienosti A°) polomér
e > 0,7e B(x,e) € A°. Nyni oviem podle definice limity posloupnosti existuje ny € N takové,
ze

Vn =ng: x, € B(x,¢).

Specidlné tedy tieba hned x,, € B(x,¢) C A, tedy x,, ¢ A, coz je spor s piedpokladem, Ze
vSechny Cleny {x,}22 | lezi v A.° TakZe musi byt x € A, a (iv) plati.

(iv)=>(i): Necht’ plati (iv) a necht’ je dan libovolny bod x € H(A); chceme dokdzat, Ze
x € A, ¢imZ bude dokazédno H(A) C A, tj. uzavienost A. Podle definice hrani¢niho bodu (2.4),
kterou aplikujeme s ¢ = %, pro kazdé n € N existuje n¢jaké

X, € B(x,%) NA#Q.
Vyberme tedy takovou posloupnost {x,}° ;. Pro kazdé n € N pak plati 0 < p(x,x,) < ,%,
a Lemma o dvou policajtech implikuje lim,, .o p(x, x,) = 0, neboli lim,_,, X, = x (podle
Definice 2.9).
K bodu x jsme tedy nasli posloupnost {x,}>>, € A s limitou x. Podle (iv) je tedy x € A4, a
jsme hotovi. [

2.23 Poznamka (O dualité otevienych a uzavienych mnozin). Bud’ (M, p) metricky prostor,
G C M. Pak G je oteviend, pravé kdyz G je uzaviena.

Pro dikaz tohoto faktu staéi polozit A = G¢ a aplikovat predchozi vétu, pfi¢emz mame na
paméti, Ze (G°)¢ = G, neboli Ze ,.komplement komplementu je pivodni mnoZina“.

6Zjistili jsme, Ze od indexu n¢ dal dokonce Zddny Elen posloupnosti {x, 150 | neleZi v A, to nds ale nemusi

zajimat; staci jeden takovy. (Tj. staci ndm jeden spor, nepotfebujeme jich mit nekone¢né mnoho.)
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V naésledujicim uZ budeme s naprostou samoziejmosti tuto ,,dualitu‘ mezi otevienymi a
uzavienymi mnoZinami pouzivat: JestliZe mnoZina je oteviend, pak jeji komplement je uzavieny;
jestlize mnoZzina je uzaviena, pak jeji komplement je otevieny. A samoziejmé, zjistime-li, Ze
komplement naSi mnoZiny je tieba uzavieny, bude ndm jasné, Ze naSe mnoZina je oteviena apod.
Téchto fakt budeme Casto uZivat bez dal§tho komentare.

Za pozornost stoji v tomto kontextu dikaz Véty 2.26 o vlastnostech uzavienych mnozin,
kterou na zdkladé zminované duality dokdZzeme z Véty 2.16. Je dobré si vSimnout podobnosti i
rozdili mezi obéma vétami.

2.24 Poznamka. Je-li A libovolnd mnoZina v metrickém prostoru (M, p), pak podle Lem-
matu 2.20 je A uzaviend. Podle Véty 2.22 (kde za A dosadime A) je tedy A = A. Celkem tedy
pro libovolnou mnoZinu A plati

A= A.

2.25 Priklad (Intervaly v R jako oteviené a uzaviené mnoziny).

e Uvazujme mnozinu [a,b] C R pro néjaka ¢islaa < b, a,b € R. Protoze H([a,b]) =
{a,b} C [a,b], je [a,b] uzaviena mnozina. ProtoZze hrani¢ni body nejsou vnitini, zaroven
vidime, Ze [a, b] nen{ uzaviena.

e Naproti tomu interval (a, b) pro a,b € R* je oteviend mnoZina, protoZe vSechny jeho body
jsou vnitini. To Ize ukézat napriklad pfimo z definice: bud’ dan libovolny bod x € (a, b). To
znamend, 7ze a < x < b, tedy § := min{x —a,b—x} > 0,a B(x,) = (x —8,x + ) C (a, b).
Tedy x je vnitini bod (a, b), a protoZe bylo zvolen libovolné, jsou vnitini vSechny, tj. (a, b) je
oteviend mnoZina.

e Specidlné tedy dostdvame, Ze intervaly (—oo, b) a (a, 0o) jsou oteviené mnoZziny. Jejich
komplementy jsou tedy (podle Véty 2.22) uzaviené mnoZziny. Tj. intervaly tvaru

(—oo,al =R\ (a,00) a [b,o0) =R\ (—00,b) jsouuzaviené mnoZiny.

e Pomoci komplementti a Véty 2.22 lze podat jiny snadny dikaz toho, Ze interval [a, b] C R je
uzaviena mnozina: Ponévadz

[a.6] =R\ ((=00.a) U (b.00) ),

—_——
oteviena

je [a, b] uzaviena mnozina, jsouc komplementem mnoZiny oteviené.
e Dile se zaméfime na tzv. polouzaviené (tj. polooteviené) intervaly, tj. intervaly tvaru [a, b)
nebo (a,b],kde a < b, a,b € R. (VSimnéte si, Ze je nyni fe¢ pouze o omezenych intervalech.)
Zamériime-li se tfeba na prvni pripad, tj. [a, b), s tim, Ze druhd moZnost je symetrickd, mizeme
si v§imnout, ze H ([a, b)) = {a,b} & [a, b), takZe neni uzaviend. Na druhou stranu ale n¢jaky
prvek své hranice obsahuje (konkrétn€ a); ten neni vnitfni, takZe mnoZina neni ani oteviend.

Z toho plyne zdsadni pouceni: MnoZiny nejsou jako dvere. MiiZe se totiz (na rozdil od dver)

stat, Ze mnoZina neni oteviend, ani uzaviena.
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e Jednobodova mnoZzina, napft. {1} je uzaviend, neni oteviend. Diikaz uzavienosti lze provést
napiiklad pfes komplement:

(1} =R\ ((—oo, 1)U (1,00)).

e Konecné si vSimneme, Ze existuji také tzv. obojetné mnoziny, tj. mnoZziny, které jsou za-
roven oteviené i uzaviené. Konkrétné v R jsou takové pravé dvé, a to @ a R. Obé jsou totiz
oteviené podle Véty 2.16, a jelikoZ jsou vzajemné svymi komplementy, jsou také obé uzaviené
(komplement oteviené je uzaviend). A

2.26 Véta (Vlastnosti uzavienych mnozin). Bud’ (M, p) metricky prostor. Plati:

(i) MnoZiny M a @ jsou uzavrené.
n
(ii) Jsou-li Ay, A, ..., A, € M uzaviené mnoZiny, pak i U A; je uzavrend.
i=1
(iii) Je-li I libovolnd mnoZina ,,indexii“, a je-li pro kazdy index a € I ddna néjakd uzaviend
mnoZina Ay, pak ﬂ Agy je uzaviend.
ael

Diikaz. Dtikaz neprovedeme piimou cestou, ackoliv by to bylo podobné snadné. Misto toho
vyuzijeme dualitu mezi otevienymi a uzavienymi mnoZzinami (viz Pozndmku 2.23) a Vétu 2.16.
Ad (1): vime, Ze @ je oteviena (Véta 2.16 (1)), takze komplement M = (¢ je uzaviena.
Analogicky je uzaviend @, protoZze ¥ = M je oteviena.
Ad (ii): pouzijeme De Morganiv vzorec:

n n
M\ Jai =M\ 4).
. . haad
i=1 i=1 uz.
N ——
oteviend
Podle Véty 2.16 (ii) je prinik otevienych mnozin oteviend mnozina. Tedy mnoZina na pravé
stran& rovnosti vyse je oteviend. Takze M \ | Ji_, A4; je oteviend, a | J7_, A; je (jakoZto kom-
plement oteviené) uzaviena.
Ad (iii): pouzijeme druhy (,,dudlni*

M\ (4= (M \ 42).

ael ael

) De Morgantv vzorec:

Na pravé strané rovnosti je mnozina zapsana jako sjednoceni otevienych mnozin (komplementt
uzavienych mnozin Ay ), a je tedy oteviend podle Véty 2.16 (iii). TakZe (),c; A« je (jakoZto
komplement oteviené) uzaviena. []
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2.27 Poznamka (Dtkaz vlastnosti uzavienych mnozin bez De Morganovych vzorct a odkazu
na oteviené). Pro ilustraci se podivejme tfeba na dikaz druhého bodu Véty 2.26 bez pouziti
znalosti o otevienych mnoZinach:

Bud’te tedy mnoZiny Ay, A,, ..., A, C M uzaviené a budizZ dana libovolnd konvergentni
posloupnost {xx }Z":l - U?:l A; s limitou x = limg_, o x%. Podle Véty 2.22 sta¢i dokdzat, Ze
x € |J_, A, §j. z toho sjednocenti ,,nelze vykonvergovat*, a je tedy uzaviené.

ProtoZe posloupnost {xx }7° ; je nekonecnd a mnoZin A; je kone¢né mnoho (konkrétné jich
je n), v jedné z nich se musi nachdzet nekone¢n¢ mnoho ¢lend; tj. presné feCeno, musi existovat
p €{1,2,...,n} arostouci posloupnost indexd’ {k; 172, © N tak, Ze xi, € Ap pro vSechna
J- OvSem {xy, }:’;1 je podposloupnost konvergentni posloupnosti {xx }7> ;, a md tedy stejnou
limitu.* Mdme tedy lim; Xk, = X, pfiemz xi, € Ap pro vechna j. Ale A, je uzaviend
podle predpokladu, takZze x € A, (z A, nelze vykonvergovat). Tedy x € (J/_, 4;, a jsme
hotovi.

"Pfipomeiite si, Ze vybrana posloupnost (neboli podposloupnost) z n&jaké posloupnosti je ddna rostouct
posloupnosti téch indexd, které do tohoto ,,vybéru* zafadime. Vizte definici vybrané posloupnosti v prvnim dilu
skript.

8Cviceni pro vis je dokdzat toto tvrzeni v kontextu metrickych prostord; diikaz je v principu stejny jako v
prvnim semestru pro posloupnosti redlnych Cisel.
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2.3 Spojita zobrazeni mezi MP

2.28 Definice (Spojitost a limita). Bud'te (M, p) a (N, o) metrické prostory, f: D € M — N
zobrazeni. Rekneme, 7e f je spojité v bodé a € M, jestlize plati

Ve>030 >0Vx e M: x € By(a,8) = f(x)e€ Bs(f(a),e).

Rikdme, Ze f je spojité (na M), jestlize f je spojité v kazdém bodé M.
Dile definujeme limitu zobrazeni. Rikdme, Ze bod b € N je limita f v bodé& a, a piSeme
limy_,, f(x) = b, pokud plati

Ve>036>0VxeM: x € By(a,8) \{a} = f(x)e Bs(b,¢).

Analogicky jako v Definici 1.48 bychom mohli ddle definovat také spojitost a limitu zobra-
zeni vzhledem k mnoZiné, ale v této kapitole takové pojmy nebudeme potiebovat.

2.29 Lemma (Aritmetika spojitosti). Bud’te (M, p) metricky prostor a f,g: M — R spojité
funkce. Pak f + g, f - g jsou spojité na M a f Jje spojitd ve vSech bodech svého definicniho
oboru.

Diikaz. Doplnim pozdé&ji, nebudu zkouset. O

2.30 Véta (Heineho definice spojitosti). Necht’ (M, p), (N, o) jsou metrické prostory, f: M —
N je zobrazeni a c € M. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:

(i) [ je spojité v bodé c;

(ii) Y{xn}52; S M: limyoo Xy = ¢ = limyo f(xn) = f(0).

Diikaz. Doplnim pozdéji, nebudu zkouset. Od dikazu Heineho véty, ktery jsme probrali v 1. semestru, se dikaz
lis1 pouze v kosmetickych detailech. O

2.31 Znaceni (Vzor mnoziny pii zobrazeni). Bud’ f: M — N jakékoliv zobrazeni mezi
mnozinami M a N anecht B € N je podmnoZina. Pak vzor mnoziny B pfi zobrazeni f
znacime a definujeme takto:

fYB)={xeM: f(x) € B} (2.8)

2.32 Poznamka (Kolize znaceni vzoru a inverzniho zobrazeni). Je dileZité si pfipomenout, Ze
zde je (bohuZel standardni) kolize znadeni: f~! znadi také inverzni zobrazeni k f, které oviem
nemusi existovat. Pokud inverzni zobrazeni existuje (coz plati pravé tehdy, kdyz f je prosté),
pak mnoZina f~!(B) chdpand jako obraz B pii zobrazeni f~1: N — M je piesné stejna jako
f~Y(B) chdpand jako vzor podle rovnice (2.8).°

Toto tvrzeni samoziejmé potiebuje diikaz. Ten si miiZete rozmyslet jako jednoduché cviceni.
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Zminéna kolize znaceni tedy neni nijak tiZiva, nebot’ v ptipadé, Ze ke kolizi skute¢né dochazi
(tj. obé interpretace jsou dobie definované), nezélezi na tom, kterého chapani se pridrzime,
nebot’ obé€ daji tutéZ mnozinu. Problém je ovSem paradoxné v situaci, kdy inverzni zobrazeni
neexistuje; pak totiz zdpis f ~!(B) mize budit opaény dojem, tedy Ze inverzni zobrazeni vlastné
existuje.

V nésledujicim nebudeme predpoklddat prostotu zobrazeni, s nimiZ pracujeme, neni pro nas
v tomto kontextu nijak podstatni. Symbolem tvaru f~!(B) apod. budeme tedy vZdy myslet
vzor podle definice (2.8).

2.33 Lemma (O vzorech). Bud’ f: M — N zobrazeni mezi mnoZinami M a N a necht’
A, B € N. Pak plati:

(i) fTHAUB) = T (AU f7(B);

(i) f7HANB) = f~1(A) N f71(B);
(iii) [ (AN B) = [~ (A)\ f7(B);
(iv) f7HA%) = (f71(A);

(v) jestliZe A C B, pak f~1(A) € f~Y(B).

Diikaz. Pro ilustraci ukaZu bod (iii), jehoz je bod (iv) okamzitym dasledkem a ostatni body
se dokdzi podobné. Z nésledujicich ekvivalenci prvni a tfeti plati pfimo z definice vzoru (2.8),
zatimco druhd a Ctvrta ekvivalence jsou z definice mnoZinového rozdilu.

xe fTY(A\B) <= f(x)eA\B
< f(x)eA AN f(x)¢ B
— xef A Axé¢ fUB)
— xe f A\ f(B).
To dokazuje rovnost (iii). O

2.34 Véta (Charakterizace spojitosti pomoci vzort). Necht’ (M, p) a (N,o) jsou metrické
prostory a f: M — N je zobrazeni. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:

(i) f je spojitd na M ;
(ii) VG € N: G je oteviend = f~1(G) je oteviend,
(iii) VF C N: F jeuzaviend = f~1(F) je uzaviend .

Diikaz. Nejdiiv dokazeme ekvivalenci prvnich dvou bodut. Pfedpokladejme tedy nejprve, Ze
plati (i), tj. f je spojitd na M, a dokazme (ii); budiz tedy dana libovolna oteviend mnoZina
G C N.Maiame dokézat, Ze jeji vzor f~1(G) = {x € M : f(x) € G} je oteviend mnoZina, coZ
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provedeme piimo z definice otevienosti. Je tedy d4n libovolny bod a € f~1(G), tj. takovy, Ze
f(a) € G, acilem je ukdzat, Ze jde o vnitfni bod f~!(G). Protoze G je oteviend a f(a) € G,
existuje ¢ > 0 takové, Ze B,(f(a),e) C G. Zobrazeni f je ale spojité, je tedy spojité i v bode
a, a existuje tedy (k tomuto & piislusné) § > 0 takové, Ze

VxeM: x € By(a,8) = f(x)€ Bs(f(a),e).

Z toho vyplyva prvni z nasledujicich inkluzi; ta druhd plyne z bodu (v) Lemmatu 2.33 a toho, Ze
(podle volby ¢) je Bs(f(a),e) € G:

By(a,8) S 7 (Bs(f(a).e)) € f71(G).

Celkem tedy B,(a,8) € f~1(G), takZe a je vnitini bod f~'(G), a jsme hotovi s dikazem
prvni implikace.

Predpokladejme nyni platnost (ii), zvolme libovolné a € M a dokazme spojitost f v bod€ a
(tim bude dokazan vyrok (i)). BudiZ pro to ddno ¢ > 0, mdme najit prislusné 6. Oznacime-li G =
Bs(f(a),e),pak G € N je oteviena podle Lemmatu 2.14. Z predpokladu (ii) nyni plyne, Ze
fY(G) je oteviend v M . Pfitom samoziejmé a € f~1(G) (protoze f(a) € G = B, (f(a), ¢)),
takZe z otevienosti existuje § > 0 takové, Ze B,(a,8) € f~(G). To oviem podle definice
vzoru znamena piesné to, Ze

Vx € By(a,d8): f(x) e G = Bs(f(a),e),
tj. nasli jsme ,,vhodné“ § > 0, a f tedy opravdu je spojitd v bodé a. Tim je dokoncen dikaz

ekvivalence prvnich dvou bodd.

Dukaz véty bude dokoncen, dokazeme-li jesté ekvivalenci (ii) a (iii). Necht' plati (ii);
dokdZeme (iii). Bud’ tedy ddna libovolnd uzaviena I’ C N. Pak podle Lemmatu 2.33

(f7HE) = f7H(F),

pii¢emZ F¢ je oteviena (jakoZto komplement uzaviené), takze f ! (F ") je oteviena podle
predpokladu platnosti (ii) (vzor libovolné oteviené je oteviend). Celkem jsme tedy dostali, Ze
komplement mnoZiny f~!(F) je otevieny, takZe ona sama je uzaviend. Diikaz opa¢né implikace
je analogicky a pienechdvdm ho laskavému &tendfi jako dobrovolny tkol (DU). [
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2.4 Kompaktnost

Cilem této sekce je vyvinout prakticky zpiisob, jak rozpoznat mnoZiny v R?, na kterych
(libovolnd) spojitd funkce zarucené nabyva svych extrémil. Weierstrassova véta z prvniho
semestru je prikladem takového tvrzeni: fika totiz, Ze tuto vlastnost maji uzaviené, omezené
intervaly v R. Presné feceno, kazda spojitd funkce na [a, b] € R nabyvd maxima i minima. Ve
vyS$s8i dimenzi ale pracujeme se sloZitéjSimi mnoZinami, takZe je potfeba obecné;jsi kritérium.
Takovou postacujici podminkou je pravé kompaktnost; je ovS§em potieba také umét kompaktni
mnoziny rozpoznat.

s 7

Kromé samotné definice kompaktni mnoZiny tato sekce piinasi dvé hlavni informace:

e V¢ta 2.38 garantuje, Ze jakakoliv spojitd funkce na jakékoliv kompaktni mnoZin€ nabyva
svych extrémi pfes tuto mnoZzinu.

e Véta 2.43 pak poskytuje pohodIny zpiisob, jak rozpoznat kompaktni mnoZinu v R¢.

Pouzitim téchto dvou néstroju jsme schopni v konkrétnich pocetnich ulohach zarudit, Ze zkou-
mané funkce skute¢né nabyvaji extrémi, které se (jinymi metodami) snazime najit. Zejména u

téz8ich problémi je dilezité (a uklidniujici) uz od zacatku védet, Ze feSeni existuje, a Ze se tedy v
potu tvafe neZeneme za neexistujici chimérou.

2.35 Definice (Vybrana posloupnost). Necht' {x,}°°, je posloupnost prvkid mnoZiny M."
Je-li {nx 72, rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel (,,indexi), pak se posloupnost {x,, }72
nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti {x, } > ;.

Vybrana posloupnost je tedy dana, kdykoliv je dana piislusna rostouci posloupnost indexti
{nk 3>, Zaroven kazdd vybrana posloupnost pifsluSnou posloupnost indexi urcuje. Jiny termin
pro vybranou posloupnost je podposloupnost.

2.36 Definice (Kompaktni mnoZina). Bud’ (M, p) metricky prostor a necht K € M. Rekneme,
Ze mnozina K je kompaktni, jestlize kazda posloupnost {x,}5>; € K md konvergentni vybranou
posloupnost s limitou v K. Rikdme, Ze (M, p) je kompaktni metricky prostor, pokud M je
kompaktni a kompaktni mnoZiné Casto fikdme zkracené kompakt.

2.37 Poznamka. Uvedena definice je v nasem kontextu dobie aplikovatelnd, ,,spravn&jsi* by
ale bylo definovat kompaktnost mnoziny K € N vyrokem (ii) niZe, ktery nyni uvadim bez
dikazu jako charakterizaci kompaktnosti. Nuze:

Bud’ (M, p) metricky prostor a necht’ K € M. Pak NVJE:

(1) K je kompaktni;

(i1) z kazdého pokryti K otevienymi mnoZinami lze vybrat kone¢né mnoho, které stdle K
pokryvaji.

19Je nyn{ lThostejné, o jakou mnoZinu M se jedn4 (nemusi jit ani o metricky prostor). Mohl jsem tedy napsat
prosté ,bud’ {x,}52 ; jakdkoliv posloupnost®.
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Abych nemusel definovat nové pojmy, je (ii) formulovdna ponékud krkolomné. Standardni
formulace zni: Z kaZdého otevieného pokryti K lze vybrat konecné podpokryti. Tato (ekviva-
lentni) definice kompaktnosti v metrickych prostorech ma fadu vyhod, jejich rozbor je vSak
mimo ramec tohoto kurzu.

2.4.1 Nabyvani extrému

2.38 Véta (Spojita funkce na kompaktu nabyva extrému). Bud’ (M, p) neprdzdny kompakini
metricky prostor. Necht' f: M — R je spojitd funkce. Pak f nabyvd svych extrémii na M. To
Jest, existuji body a,b € M takové, Ze

fl@) = inf f(x)
fb) = sup f(x).

xeM
Diikaz. Bud® M kompaktni a f: M — R spojitd; dokdzeme, Ze f nabyva minima pies M
(diikaz nabyvani maxima je analogicky). Polozme

m = xigng f(x).

Pak m € [—00, 00), tj. a priori neni jasné, Ze f musi byt zdola omezend, a musime tedy zvazit i
mozZnost m = —oo. At tak Ci tak, z definice infima vyplyva

Ve>03x e M: f(x)e€ B(m,e), kde

(m—e,m+e¢e), pokudm € R,

(—oo,—l), pokud m = —oo.

&

B(m,¢) =

Rekurzi pro ¢ = % vybereme posloupnost {x,}5>, € M takovou, Ze f(x,) € B(m, %),
n € N. Pak lim,_, o, f(x,) = m. Skutecné, pokud m > —o0o, pak pro v§echna n € N mame
m< f(x,) <m+ %, a podle Lemmatu o dvou policajtech tedy lim, o f(x,) = m. Pokud
by platilo m = —oo, pak bychom pro vS§echnan € N méli f(x,n) € B(—oo, %) = (—o0, —n),
takze f(x,) < —n, a podle Lemmatu o jednom policajtovi je lim, . f(x,) = —o0.

Midme tedy posloupnost {x,}>>, € M, pro niz lim, . f(x,) = m. Diky kompaktnosti
M miZeme najit vybranou posloupnost {x,, }7> ,, kterd md v M limitu; oznaCme ji x =
limg o Xy, . ProtoZe v§ak vybrand posloupnost (z posloupnosti { f(x,)}5> ;) ma stejnou limitu
jako posloupnost piivodni,'' plati také limg e f(xn,) = m.

Podle predpokladu spojitosti f na M (a specialné tedy v bod€ x) a Heineho véty 2.30 plati
limg 00 f(Xn,) = f(x). Celkem tedy mdme

T 1ze snadno ukdzat z definic a v prvnim semestru jsme tak uginili.
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lim f(x) = f(x):
k—o00
lim f(x,,) = m.
k—o0
Jelikoz limita je urlena jednozna¢ng,'? dostdvdme f(x) = m. V bod& x se tedy nabyva

infima vSech hodnot, tj. minima. Nyni uZ je jasné, ze m > —oo, tj. m € R, nebot’ m je hodnota
funkce f v jistém bod€ a my pfipoustime pouze hodnoty konec¢né. Tim je diikaz dokoncen. []

Dtikazem Véty 2.38 je dokoncena prvni kli¢ova myslenka oddilu o kompaktech: uz vime, Ze
spojita funkce na kompaktu nabyva extrémi. Zbyva naucit se kompaktni mnozinu rozpoznat,
kdyz se s ni setkdme. To je obsahem zbytku oddilu.

2.4.2 Rozpoznani kompakti v R?

Nejprve se hodf pfipomenout, Ze R? (pro d € N) chapeme jako metricky prostor se standardn{
eukleidovskou metrikou, kterd vychdzi z Pythagorovy véty: pro vektory x,y € R?, x =

(X1, %2,....Xa), ¥ = (V1. Y2..... Ya) je

p(x,y) = llx =yl =

Pfipomeiime také, Ze pro posloupnost vektord {x,}°°, € R aa € R je podle Lemmatu 1.18

limx, =a <= Ilim ||x,—al| =0.
n—oo n—>oo
Miame-li posloupnost vektorti {x ,}5° , a zajimdme-li se o sloZky jednotlivych ¢lend posloupnosti,
pouzivame znaceni jednotlivych sloZek pomoci hornich indexd, tj.
X, = (x;,x,f,...,x,‘f) c R<.
Pro formulaci nasi charakterizace kompaktnosti (Véty 2.43) je potieba jesté jeden standardni
pojem teorie metrickych prostort:

2.39 Definice (Omezend mnozina a posloupnost). Bud” (M, p) metricky prostor, a necht’
A C M. Rekneme, 7e A je omezend, jestlize existuji ,,sttred” x € M a ,,polomér* R > 0 takové,
ze A C B(x, R). Posloupnost {x,}72, € M je omezend, je-li omezend mnoZina jejich hodnot
{x,: n € N} Neni-li mnoZina (nebo posloupnost) omezen4, nazyva se neomezend.

12To plati v kazdém metrickém prostoru, zde ale navic jde o posloupnost redlnych &isel { f(xy, ) re > takZe ndm
staci véta o jednoznacnosti limity posloupnosti dokdzana uz v prvnim semestru.
13Vzpomeiime, e posloupnost (tj. n&jaké zobrazeni) je néco jiného nez mnoZina jejich hodnot. Tfeba mnoZina
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2.40 Poznamka (Dvé ekvivalentni definice omezenosti.). Podle definice je A € M omezena,
jestlize
dx e M 3R > 0: A C B(x, R).
Receno slovy, A se nazyvd omezend, pokud je obsaZena v n&jaké oteviené kouli (pokud ji
,»pohlti“ né&jaka koule). Nic se pritom nefika o stiedu této koule: miize byt kdekoliv a tvrdi se
existence pouze jednoho takového stfedu. Intuice z eukleidovskych ndm ale napovid4, Ze na
volbé stfedu by nemélo prili§ zdlezet, mdme-li svobodu vzit podle potreby vétsi polomér.
Tvrdim, a zdhy také dok4Zu, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:'*

(i) A je omezend;
(i) Vx € M 3R > 0: A C B(x, R);
(iii) diam(A) < oo, kde diam(A) := sup{p(x, y): x,y € A}.

Diikaz. Predpokladejme M # . Pak trividlné plati (ii)=>(i): za stfed koule pohlcujici mnoZinu
A lze volit (s vhodnym polomérem) dokonce libovolny bod M, urcité tedy existuje asponi jeden
takovy bod (diky neprazdnosti M ).

Dokazme opacnou implikaci, tj. (i)=>(ii): Podle (i) miiZzeme najit x € M a R > 0 tak, Ze
A C B(x, R). Dokédzeme (ii); budiZ tedy dano libovolné y € M (kvili kolizi znaceni volim
jiné pismenko). Ozna¢me S := R + p(y, x); pak A € B(y, S), coz nyni dokdzu. Budiz dian
libovolny bod z € A. Pak pouZzitim trojuihelnikové nerovnosti a vztahu z € A C B(x, R)
dostaneme

p(y,z2) < p(y.x)+p(x,2) < p(y.,x)+ R=S,

tedy p(y,2) < S,tj. z € B(y, S). Protoze z € A bylo libovolné, znamenato A € B(y, S). K
libovolnému y € M jsme tedy nasli vhodny polomér S > 0 tak, Ze A C B(y, S), a dikaz (ii)
je tedy hotov.

Princip je, Ze kdyz existuje néjakd dand koule B(x, R), kterd obsahuje A, a je dan libovolny
(jiny) ,,stied* y, staci vzit tak velky polomér S, aby B(x, R) C B(y, S). Pak samoziejm¢ také
A C B(y,9).

Diikaz ekvivalence bodu (iii) s body (i) a (ii) vam pfenecham jako jednoduché cviceni s
napoveédou: Ad (i)=>(ii): DokaZte a aplikujte: C € D = diam(C) < diam(D). Ad (ii))=(i):
Zvolime-li néjaky bod x € A, pak libovolny dalsi bod y € A spliuje p(x, y) < diam(A4). O

2.41 Cviceni (Podposloupnost ma stejnou limitu). V dikazu Véty 2.38 jsme pouzili fakt z
prvniho semestru, Ze vybrand posloupnost z konvergentni posloupnosti redlnych cisel je také

hodnot konstantni posloupnosti je jednobodova. A miize se také stat, Ze dvé rtizné posloupnosti maji stejné mnoZiny
hodnot — kupf. posloupnosti {a, }32 ,, {b,}52, dané vzorci a, = (—1)", b, = (—1)"*! se neshodujf ani pro jeden
index, a pfitom plati {a,: n € N} = {b,: n € N} = {—1,1}.

14To ovSem pro neprdzdny metricky prostor M. V§imnéte si, Ze pro prazdny metricky prostor M = @a A = M
mnozina A neni omezend, protoZe Zadny ,,stfed* viibec neexistuje; naproti tomu vyrok (ii) bude platit i v tomto
pripadé.
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konvergentni a ma stejnou limitu. Diikaz nésledujici véty pouziva obdobu tohoto tvrzeni pro
posloupnosti v obecném metrickém prostoru:

Bud’ (M, p) metricky prostor a {x,},>, € M konvergentni posloupnost s limy, -, X, = X.
Pak libovolnd vybrand posloupnost {x,, 72| md tutéz limitu, tj. limg o X, = X.

Diukaz tohoto tvrzeni je analogicky tomu z prvniho semestru. Proved’te ho.

2.42 Cviceni (Konvergentni posloupnost je omezend). Bud’ (M, p) metricky prostor a méjme
posloupnost {x,}°2 ; € M. Je-li {x,};>, konvergentni, pak je omezena.

Diuikaz tohoto tvrzeni lze provést analogicky jako v prvnim semestru pro posloupnosti
redlnych ¢isel. Napoveéda: oznaéme x = lim,_, o, X,. Podle definice limity jsou vSechny Cleny
od jistého no dal v kouli B(x, 1) (pro & = 1). Staci tedy polomér 1 dostatecné zvétSit na R > 1
tak, aby koule B(x, R) pohltila také vSech kone¢né mnoho ¢lend s indexy < ny.

2.43 Véta (Charakterizace kompakti v R?). Mnozina M C R? je kompaktni, pravé kdyz je
omezend a uzaviend.

Diikaz. Predpoklidejme, 7e M C R je kompaktni; dokdZeme nejprve uzavienost, a to skrze
podminku (iv) Véty 2.22. Zvolme tedy libovolnou konvergentni posloupnost {x,}>>, € M.
Kompaktnost M implikuje existenci konvergentni podposloupnosti s limitou v M ;!> ov§em tato
podposloupnost musi mit stejnou limitu jako {x, }52, (viz Cviceni 2.41). Proto lim, . X, € M.
Mnozina M je tedy uzaviend (nelze z ni vykonvergovat).

Nyni dokdZeme, Ze kompaktnost implikuje kromé uzavienosti také omezenost, a provedeme
to sporem. Stdle tedy pfedpokladdme, Ze M je kompaktni, a pro spor navic predpokladejme,
Ze neni omezena. Idea je, ze v M najdeme neomezenou posloupnost, ktera navic nebude mit
zadnou konvergentni podposloupnost (protoZe 1 kazda podposloupnost bude neomezend); to
bude spor s kompaktnosti.

NapiSme si, co pfesné znamend neomezenost M. NuZe, M neni omezend, pravé kdyz

—(M je omezend) <— —'(Elx eRY3IR>0: M C B(x, R))
= VxeRYVR>0: M & B(x,R)
«— VxeRYVR>0: M\ B(x,R) # 0.

MizZeme zvolit libovolné x odpovidajici vyroku za posledni ekvivalenci, zvolme tedy tfeba
x=0=(0,0,...,0) € Rd;pakplatl’

VR >0: M\ B(0,R) # 0. (2.9)

SDefinice kompaktnosti pripousti i konvergentni posloupnost z niZ vybirdme (konvergentn{) podposloupnost.
Obe€ posloupnosti (tedy ta ptivodn{ a ta z ni vybrand) pak maji tutéZ limitu.
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Rekurzi vybereme posloupnost {x,}52, takovou, Ze
VneN: x, € M\ B(0,n). (2.10)

Je zfejmé, Ze to lze provést, protoZze mnozina M \ B(0, R) je (podle (2.9)) pro sebevétsi R
neprazdna; takze M \ B(x,n) je neprazdna pro kazdé n € N, a v kazdém kroku konstrukce
{xn}5, tedy ,,mame z Ceho vybirat®.

Z (2.10) plyne {x,}52, € M a také neomezenost mnoziny hodnot {x,: n € N}. Kdyby
totizZ byla omezend, pak by podle Poznamky 2.40 muselo existovat R > 0 takové, Ze {x,: n €
N} € B(0, R); takové ovSem neexistuje, nebot’ pro kazdé R najdeme pfirozené ¢islon > R
a (2.10) pak implikuje x,, ¢ B(0, R). Stejnym argumentem se dokaZe neomezenost libovolné
posloupnosti vybrané z {x, }72 ;.

Miéme tedy posloupnost {x,}5>, € M, jejiZ Zddna podposloupnost neni omezend, a tedy
(podle Cviceni 2.42) neni konvergentni. To je spor s kompaktnosti M. MnoZina M proto nemiiZe
byt neomezen4, a je tedy omezena.

Zbyva dokdzat opacnou implikaci. Pfedpoklddejme, Ze M je omezend a uzaviend, a do-
kazme, Ze M je kompaktni. BudiZ pro to ddna libovolnd posloupnost vektorl {x,}5>, =
{(x,i,x,%, . ,x,‘f)}:ilg M ; mdme najit jeji podposloupnost s limitou v M. Protoze M je
(podle predpokladu) omezen4, je omezend i posloupnost v M obsazena. Je snadné si uvédo-
mit, Ze z toho plyne také omezenost posloupnosti jednotlivych slozek; tj. tvrdim, Ze kazda z

2 cs 2 s ~ ~ N . z. 1) ° 2\ d
ndsledujicich d posloupnosti redlnych &isel je omezend: {x,} _ . {x7} _ ... {xZ} "~ .

Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty (prvni semestr) ovSem kazdd omezend posloupnost
redlnych Cisel ma konvergentni vybranou posloupnost. Existuje tedy rostouci posloupnost indext
{ni}7>, takovd, Ze pfislusnd vybrand posloupnost z posloupnosti {x,ﬁ}zozl je konvergentni;
limitu této vybrané posloupnosti ozna¢ime

ai:= lim x, €R.

Neni ovSem Zddny divod se domnivat, Ze pravé tato posloupnost indexl {ny}7> , zaiidi
konvergenci prislusné podposloupnosti pro jiné souradnice nez prave tu prvni. Nastésti ale mii-
Zeme zpozorovat, Ze {x,zl f }:o:1 je stale omezena (jsouc podposloupnosti omezené posloupnosti
{xﬁ}:ozl ). Druhou aplikaci Bolzanovy-Weierstrassovy véty tedy z této podposloupnosti mizeme
vybrat podposloupnost (,,podpodposloupnost* neboli vybranou posloupnost z vybrané posloup-
nosti) odpovidajici indextim {n,(cz)} C {nx: k € N}. To jest, druhy vybér indexti (naznaceny
superskriptem ,,(2)) provadime pouze z indexti vybranych v prvnim kole vybirani. Oznacme

as = 111’1’1 xz(z) S R,
k—oo Mk

pfi¢emZ nezapominejme, Ze tento druhy vybér ,,nezrusil benefit vybéru prvniho®, neboli Ze plati
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(diky tomu, Ze podposloupnost konvergentni posloupnosti ma stejnou limitu)
= lim x' €R.
@ = Jlim xo €
Timto zpisobem pokracujeme, az konec¢né po d aplikacich Bolzanovy-Weierstrassovy véty

dostaneme vybrané indexy ,,d -tého Fadu* (sub-sub-. . . -subvybér) {n,(cd)}zo:1 C N takové, 7e
pro vSechnai € {1,2,...,d} plati

a; = lim x',, €R.
' k—o00 nl(cd)
Oznaéme a = (ay,as,...,ay). Pak tedy vybrana posloupnost {xnm)};o_l konverguje po sloz-
D=

kach k a. Podle Lemmatu 1.18 to znamena, ze limg oo p(xngn , a) = 0.

o0
k=1
jsou prvky uzaviené mnoZiny M, takze i limita této posloupnosti musi byt prvek M podle

Zbyvéa ukazat, ze a € M. To ovSem plyne z toho, Ze vSechny ¢leny posloupnosti {x n;(d)}

Véty 2.22 (,,nelze vykonvergovat z uzaviené mnoZziny *).
Pro danou posloupnost {x,}5>, jsme nasli konvergentni podposloupnost s limitou v M.
Tedy M je kompaktni. [

2.4.3 Praktické dukazy kompaktnosti

V dvodu k této sekci (2.4) jsem se zminil, Ze naSim hlavnim cilem je umét zarucit nabyvani
extrému spojité funkce. To nemusi byt mozné vzdy, je-li ale fe€ o extrémech vzhledem ke
kompaktni mnozZiné, je jejich existence garantovdna Vétou 2.38. V tomtéZ tvodu také pisi,
7e otdzka rozpoznani kompaktnich mnozZin je vyfeSena Vétou 2.43. V zdsad¢ bychom tedy
mohli na pojem kompaktni mnoZziny zapomenout a formulovat nasledujici dusledek, ktery plyne
bezprostfedné ze zminénych dvou vét:

2.44 Dusledek. Bud’ M C R¢ uzaviend a omezend. Bud’ f: M — R spojitd. Pak f nabyvd
svych (globdlnich) extrémii (vzhledem k M ).

To je pozoruhodny vysledek. I kdybychom se ale rozhodli pod jeho dojmem na pojem
kompaktnosti docela zapomenout (coZ bych nerad), stdle by zilistala otdzka, jak snadno dokazat
omezenost a hlavné uzavienost dané mnoziny. MnoZiny jsou rtizné a Casto je potieba pfijit s
reSenim ,,na miru“ konkrétnimu pfikladu, mnoho standardnich pocetnich situaci vSak lze vyfesit
pouzitim Véty 2.34. Pojd’me si to predvést na prikladé.

2.45 Priklad. Dokazme kompaktnost mnoziny
M = {(x,y) e R?: x? + )2 $4}.

K tomu podle Véty 2.43 staci (a je nutné) dokdzat, ze M je omezend a uzaviend.
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Omezenost M podle definice znamen4, Ze existuje né&jaka koule v R? (¢ili otevieny kruh),
kterd M obsahuje. V tomto pripadé je jasné, Ze tuto vlastnost ma napiiklad nasledujici koule:

B(0.3) = B((0,0),3) = {(x,y) e R*: x>+ y>* <9} D M.

Uzavienost M dokdzeme, moznd ponékud prekvapivé, pomoci Véty 2.34. Idea je, Ze
mnozinu M vyjadiime jako vzor uzaviené mnoZiny pifi néjakém spojitém zobrazeni (zde
funkci). Podle zminéné véty tim bude dokédzino, ze M je uzaviend. Konkrétné: poloZme
f(x,y) = x> + y%. Pak

M={(x,y)€R2: x2—|—y2$4}
={(x,y) €eR*: f(x,y) <4}
= {(x,y) € R?: f(x,y) € (—00,4]}
= f7!((—o00.4]).

Jsouc polynomem, f je spojitd; interval (—oo, 4] je uzaviend mnozina, protoZe jeho komplement
(—00,4]° = (4, 00) je mnoZina oteviend. Podle Véty 2.34 je tedy f~'((—o0, 4]) uzaviend
mnozina, tj. M je uzaviend (podle rovnosti vySe). Dokézali jsme, Ze M je omezend i uzaviend,
je tedy kompaktni. A

2.46 Poznamka. Hlavni novd myslenka postupu v feSeni Pfikladu 2.45 je vyjadreni dané
mnoziny ve tvaru vzoru (uzaviené) mnoziny pfi spojitém zobrazeni. Cilem je prevést problém
uzavienosti (moZnd docela sloZité) mnoZiny M na problém uzavienosti néjaké mnoZiny v R (a

YV

spojitosti jisté funkce). Neprili§ prekvapivé byva otazka uzavienosti podmnoZzin R jednodussi

Vv s

nez ve vyssi dimenzi.



Kapitola 3

Posloupnosti a rady funkci

3.1 Definice (Bodova konvergence posloupnosti funkci). Bud’'te f, (n € N) a f redlné funkce
definované aspoi na mnoziné M (lhostejno jakého typu). Rekneme, Ze posloupnost funkci
{fn}52, bodové konverguje k f na M, piSeme ,,f, — f na M “, jestliZe plati

Vx e M: nli)rgo fo(x) = f(x).

3.2 Definice (Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci). Bud'te f,, (n € N) a f redlné
funkce definované aspoii na mnoZiné M (lhostejno jakého typu). Rekneme, Ze posloupnost
funket { 1,152, stejnomérné konverguje k f na M, piSeme ,,f, = f na M “, jestliZe plati

Ve>03dnoe NVn=>nyoVxeM: }f,,(x)—f(x)‘<e.

3.3 Tvrzeni (Stejnomérnd konvergence zachovavd omezenost a neomezenost).
Bud'’te f,, f (n € N) redlné funkce definované aspori na M a necht’ f, = f na M. Pak

(i) Jestlize vSechny funkce f, jsou omezené (n € N), pak i f je omezend.
(ii) JestliZe vSechny funkce f, jsou neomezené (n € N), pak i [ je neomezend.
3.4 Lemma. Bud'te f,, f (n € N) redlné funkce definované aspori na M.
(i) (fa 3 fnaM) = (fu — f naM).
(ii) (fa =3 fnaM) = (fut1 = f naM).
(iii) Jestlize AC M a f, = f na M, pak f, = f na A.

(iv) JestliZe f, = f na kaZdé z mnoZin My, M, ... M, (kde p € N je pocet téchto mnoZin),
pak fu = f na\JP_, M;.

(v) Je-li M konecnd, pak (f, = f na M) < (fy, — f naM).

92
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3.5 Pripomenuti. e V eukleidovskych prostorech jsme definovali hromadny bod mnoZiny
v Definici 1.46 jako bod, jehoz kazdé prstencové okoli protind onu mnoZinu. Stejny pojem
lze definovat i pro obecné metrické prostory:

Bud’ (X, p) metricky prostor, M C X, a € X. Rekneme, Ze a je hromadny bod M, je-li
Vé6>0: P(a,0) N M # @.

Mnozinu v§ech hromadnych bodi M oznaCujeme opét M'.

e V prvnim semestru jsme definovali tzv. Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro posloupnost
{xn 35, platnosti vyroku

Ve>03dnge N Vm,n=ng: |xm—xu| <e.

TotéZ mliZzeme definovat v metrickém prostoru (M, p) pro posloupnost {x,}°>, € M,
staci pouze v zavéru vyroku psat p(x,x,) < & misto |x,, — x,| < &. Pro obecné
metrické prostory pak hovofime o cauchyovské posloupnosti (misto posloupnosti spliiujici
Bolzanovu-Cauchyovu podminku).

3.6 Poznamka. Metricky prostor (X, p) se nazyva iiplny, pokud kazda cauchyovska posloupnost
{x,}02, € M je konvergentni.

Z prvniho semestru vime, Ze R se standardni metrikou je dplny. Tento vysledek se da
snadno roz§ifit na vys$3i dimenzi a dokazat, Ze viechny prostory R¢ se standardni eukleidovskou
metrikou jsou uplné.

3.7 Véta (Moore-Osgood). Bud’ (X, p) metricky prostor, M C X, a € M'. Bud’te ddle f,, f
(n € N) funkce definované aspori na M takové, Ze f, = f na M. Necht ddle pro kaZdé n € N
existuje limita



Priloha A

Dodatek k linearnim formam

Linedrni funkci d proménnych bézné rozumime libovolnou funkci f: R? — R tvaru (kde

a1, Q,...,0q,b € R jsou pevné koeficienty)
f(x)= f(x1,X2,...,Xq) = 01X1 +®2Xx3 + ... +agxqg + b. (A.1)
Piipoustime tedy moZnost, Ze graf f neprochdzi pocitkem R4*! nebot’ £(0,0,...,0) = b,

coz nemusi byt 0. Jiny termin oznacujici stejny typ objektu je polynom stupné nejvyse 1 v
proménnych x1, x», ..., xg. Koeficient b oznatujeme jako konstatntni ¢len.

Naproti tomu linedrni formou se obecné mini linedrni zobrazeni vektorového prostoru do
prislusného ¢iselného oboru, v naSem piipadé do R. Obecné linedrni zobrazeni (tedy ne nutné
forma) z vektorového prostoru X do prostoru Y (oba nad télesem T') je takové zobrazeni
L: X — Y, Ze pro libovolné vektory x, y € X alibovolné skalary o, 8 € T plati

L(ax + By) = aL(x) + BL(y). (A.2)

Z toho plyne, 7Ze L(0x) = L(0-x) = 0-L(x) = Oy, kde Oy je pocatek v X a Oy je poCatek v Y.
Vidime tedy, Ze linedrni zobrazeni vZdy zobrazi pocCatek na pocatek (v ptisluSnych prostorech).

To ovSem znamend, Ze pro b # 0 linearni funkce f definovana rovnici (A.1) neni linearni
forma, protoZe nezobrazuje po&atek na pocatek.' Pro b = 0, je oviem linedrni funkce f z (A.1)
soucasné linedrni formou: jest

f(ax + By) = ... trividlni Gpravou ... = af(x) + Bf(y).

V nésledujicim odstavci si z cvicnych divodu (znovu, jak doufam) uvédomime, Ze tvaru (A.1)
s b = 0 je kazdd linedrni forma na R¢, tj. kazd4 funkce L: RY — R spliiujici (A.2).?

1Zde pocitek v cilovém prostoru je prosté 0 € R.
2Uvédomte si, Ze toto vymezeni explicitné neifk nic o tom, jakym vzorcem se d4 L popsat; vime pouze, Ze L
ma hodnoty v R a spliiuje vlastnost (,,axiom*®) (A.2).
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Jak vypadaji linearni formy na R?: Bud L: R¢Y — R linedrni forma a uvaZme libo-
volny vektor x = (x1, X2, ...,xg) € R%. Vektor x samoziejmé miiZzeme napsat jako line4rni
kombinaci kanonickych bazovych vektori e’ takto:

x = (x1,x2,...,Xq) = (x1,0,...,0) 4+ (0,x2,0,...,0)+... 4+ (0,...,0,x4)
=x1(1,0,...,0) + x2(0,1,0,...,0) + ... + x4(0,...,0,1)

d
:x1e1 —I—x2e2+...+xded = E x,-ei.
i=1

Pouzitim linearity L tak nyni dostdvdme

d d
L(x) = L(Z xiei) = Zx,-L(ei). (A.3)
i=1 i=1
Oznacime-li hodnoty L na jednotlivych vektorech kanonické baze
oy = L(e'), ap:=L(e?), ..., ag:=L(e?),

apiSeme-li ¢ = (a1, a2,...,04) € RY, prechdzi vyjadreni (A.3) do tvaru (viz Znaceni 1.11)

d
L(x)= Za,-x,- = (&, x)

neboli (A.1) s b = 0. Dostavame tedy

A.1 Pozorovani. Linedrni formy na R? jsou prdvé vsechny linedrni funkce na R¢ s nulovym
konstantnim clenem, tj. funkce L: R¢ — R, pro néZ existuji koeficienty & = (aq, 02, . .., 0q) €
R4 tak, ze pro x € R?

L(x) = (&, x), neboli L(-) = (a,-). (A4)

Koeficienty a dostaneme dosazenim vektorii kanonické bdze R : o; = L(e?),i =1,....d.

Maticovy zapis: V linedrni algebie (LA) je zvykem psit vektory v R¢ jako matice o d fadcich
a jediném sloupci, tj. vektory jsou formdlné sloupce. Jak vidno z vyse uvedeného, i linearni formy
R¢ — R odpovidaji v jistém smyslu vektorim v R, protoZe kazd4 forma jednozna¢né odpovida
néjakému vektoru « = (o1, @2, ..., q) svych koeficienti ve smyslu vzorce L(x) = (o, x).
Linearni formy na R¢ se v LA reprezentuji pomoci matic o jediném fadku a d sloupcich, tj.
jsou to vlastné ,,fadkové vektory“. Je-li [L] fadkova matice (o1, oz, . . ., &g ) koeficient formy
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L ax € R je vektor (zde automaticky chapany jako matice o jednom sloupci), pak
X1
X2
Lx)=[L]-x = ( o Qy - 0g ) : = ((oc,x)), (A.5)
Xd

kde ,,-* zna¢i maticové nasobeni. Formdlné tedy v LA vektory jsou sloupce a formy jsou radky,
pricemz aplikovat formu na vektor znamena prosté maticové vyndsobit fddek sloupcem (v tomto
poradi), ¢imZ vznikne matice 1 x 1 obsahujici jediné Cislo, které je skalarnim soucinem fadku a
sloupce.’

To jsou ovSem pouze formality; podstatné je, Ze linearni forma je ddna svymi koeficienty a
funguje jako skaldrni soucin s vektorem téchto koeficientli podle vzorce (A.4). To je ta podstatnd
véc, kterou je potfeba pochopit a zapamatovat si.

Ukazu jesté jeden prikladek, ilustrujici druhou ¢ast Pozorovani A.1, tentokrat pro d = 4
a pomoci maticového zépisu linedrni formy: Mé&jme linedrni formu L: R* — R s matici

[L] = (a1, 2,03, a4) a podivejme se na jeji hodnotu po dosazeni vektoru e® = (0,0, 1, 0).
Dostavame
0
3 0 3
Le)=(o1 ar a3 a4 )- | :((oc,e)):(cx3):oz3.
0

Linearni zobrazeni RY — R¥: V linedrni algebie je obvyklé nejprve vyloZit linedrni zobra-
zeni obecné a pak zkoumat linedrni formy jako specialni ptipad. Zde volim pro ilustraci opacny
pristup, ackoliv definice linedrniho zobrazeni pozadavkem splnéni (A.2) zlistdvd samoziejmé
stejnd. Cilem je ukazat (snad dobfe zndmy) fakt, Ze linedrni zobrazeni se daji reprezentovat
pomoci matic. Uvédomime si pfi tom, Ze jednotlivé fadky takové matice odpovidaji linedrnim
formdm, z nichz se celé linearni zobrazeni pfirozenym zpisobem sklada.

Méjme nyni linedrni zobrazeni L : R¢ — R (drZim se nasi konvence znacit zobrazen,
jehoz hodnoty jsou vektory, tuénym pismenem), tedy L = (Ly, L», ..., Ly), ¢ili pro x € R¢ je
hodnota L vektor

L(x) = (Li(x), La(x),..., Lk(x)) € R¥.

VSimneme si nyni, Ze jednotlivé slozky L; jsou linedrni formy; ozna¢ime-li totiZ e 1 e2 ... ek
vektory kanonické baze v R¥ (pozor, nikoliv R?!), vidime, Ze plati:
Li(x) = (L(x),e"), (A.6)

3Matici 1 x 1 pochopitelné ztotoZiiujeme s &islem.
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ov§em zobrazeni x > (L(x),e’) je linedrni pro kazdé i = 1,...,k, coz dokazuje nasledujici
,vypolet®, vnémz x, y € R? jsou libovolné vektory a o, B € R libovolné skalary:

Li(ax + By) "= (L(ax + By).e') = («L(x) + BL(y),¢')
(0%

_ (A6)

(L(x).e') + B{L(y).e") =" aLi(x) + BLi(y).
Dostali jsme

A.2 Pozorovani. Je-li L: R? — R¥ linedrni zobrazeni, L = (L1, Lo, ..., Ly), pak vSechny
jeho slozky L; jsou linedrni formy.

Nyni chei na prikladé ilustrovat maticovy zdpis obecného linearniho zobrazeni. Pro jednodu-
chost zvolime linedrni zobrazeni L : R* — R? (tj. d = 4 a k = 2), na némZ snad dostatecng
rozpozname obecny princip. Vime, 7e L = (L, L,), kde L, L,: R* — R jsou linedrni formy.
Koeficienty L, oznacime e = (o1, &2, @3, @4) a koeficienty L, ozna¢ime 8 = (B1, B2, B3, Ba),
takZe pro vektor x = (X1, X2, X3, x4) € R* mame

Li(x) = {@.x). Ly(x) = (B.x). atedy L(x)=(Li(x).La(x)) = ({a.x). (B.x)).

K urc¢eni hodnoty L (x) tedy staci spocitat k = 2 skaldrnich soucinti. ProtoZe maticové nasobeni
je zaloZeno na opakovaném pocitani skalarnich soucint (,,(fddek)-(sloupec)*), vidime, Ze proces
vypoctu L(x) se s jeho pomoci da snadno zachytit, a to nasledujicim (snad dobie zndmym)
zptisobem. Matici [L] utvorime tak, Ze do fadki zapiSeme koeficienty linearnich forem, z nichz
se L = (L1, L,) sklad4; fadky tedy budou & a 8. Opét musime dodrzet konvenci LA, Ze linearni
formy se zapisuji do radki a vektory do sloupcu.

_ oo o2z s | | X2 | (o, x) _ [ Li(x)
L(")_[L]x_(ﬂl B2 Br ﬁs) s ((/Lx)) (Lz(x))'

MiZzeme si i v§imnout, Ze kdyZ do L dosadime néktery vektor kanonické baze RY = R*,
dostaneme piislusny sloupec matice [L]; napfiklad dosazenim x = (0, 0, 1, 0) dostavame

_ [ {«.(0,0,1,0)) \ [ @3
L((O,O,I,O))_[L]-(O,O,I,O)T_...—((ﬂ’(o,o’l’o)) =\ 4 )

To ddva navod, jak pro dané line4rni zobrazeni L : R¢ — R¥ ur¢it pfislusnou matici [L]: jeji
sloupce dostaneme postupnym dosazenim viech kanonickych bazovych vektori R¢.
Dostali jsme nasledujici shrnujici vysledek, ktery mj. v podstaté zobeciiuje Pozorovani A.1:
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A.3 Pozorovani. Je-li L: RY — R¥ L = (Ly, L,, ..., Ly) linedrni zobrazeni, existuje matice
[L] typu k x d (tedy majici k ¥ddkii a d sloupcii) tak, Ze pro x € R¢

L(x)=[L] x.

Rddky matice [L] jsou tvoFeny koeficienty linedrnich forem L;. Jsou-li tedy ot; = (o} 02, ..., alfl ) €
R koeficienty formy L; (proi = 1,... k), pak

o al a? ... af
=] =] e
a.k oz,i oz,f a.,‘cl
Navic plati, Ze sloupce y’ = ()/lj, )/zj, ceeh y,f)T e RX, (pro j =1,...,d) matice [L] Ize ziskat

dosazenim vektorii kanonické bdze R4 : plati y/ = L(e”). Pak tedy

yiovi o Vlj
[L]:(yl )’2 . yd): VZI )/22 LY )/2

N D VP . ‘o x oy N B
Samoziejmé plati, Ze obé vyjddreni daji tutéZ matici L (ta je jednoznacné urcena), takZe o; = y;
provsechnai = 1,...,k avSechna j =,...d.

Shrnuti: Z vysSe uvedeného bychom si méli odnést:

e Je-li L: R? — R linedrni forma, pak se d4 reprezentovat pomoci vektoru koeficienti e,
pficemz L(x) = (e, x) (viz Pozorovani A.1).

e Pii maticovém zdpisu se linearni formy zapisuji do fadka a vektory, které do téchto forem
dosazujeme, do sloupct (viz rovnici (A.5)).

e Linedrni formy jsou pravé vSechny linedrni funkce s nulovym konstantnim Clenem, tj. ve
vzorci (A.1)je b = 0.

e Obecnd linedrni zobrazeni L: R¢ — R¥, L = (Ly, L, ..., Lg) jsou prosté k-tice
linedrnich forem (Pozorovani A.2). Pfi maticovém zapisu ma matice [L] zobrazeni L
presné k radka, které odpovidaji jednotlivym formam L;.

A.4 Poznamka (O ostatnich bazich). Ackoliv je toto opakovani zaméfeno hlavné na pojmy
potiebné v hlavnim textu, slusi se na tomto misté poznamenat, Ze vSechna vySe uvedena vyjadieni
linearnich zobrazeni (vCetné linedrnich forem) pomoci matic jsou pouze vzhledem ke kanonické
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bazi. Je ovS§em moZné (a v kurzech linedrni algebry se to standardné déld) vyjadrit linedrni
zobrazeni i pomoci matice vzhledem k jinym béazim. Pfipomenu, jak se to zhruba ud¢la.

Necht L: R? — RF je linedrni zobrazeni a B = {b',b>,...,b%} je n&jakd baze R¥.
Sestavme matici A ze sloupct tvaru y* = L(b') € R¥. Déle uvazujme x € R¢ se soufadnicemi
{x}p = (uy,uy,... ug)! vzhledem k bazi B;* to znamend, 7e x = (X1, X2,...,Xq) € R4 se

dé vyjadfit ve tvaru x = ub' + ub% + ... ugb? = Z;izl u;b' 5 Pak ale

Ui
Uz

d d
L) =Y wLk®)=Y wy' =(py' y> - y?)-| [ |=4-{xls
Ug

Dostali jsme, Ze A je tzv. matice L vzhledem k bazi B (v definicnim oboru) a kanonické
bazi (v cilovém prostoru). Jedna z obou pouZzitych bézi je tedy stale ,,pouze* ta kanonicka.

Pokud bychom chtéli matici L vzhledem k B a n&jaké jiné bazi, feknéme C = {c!,c2,...,c*},
cilového prostoru R¥, museli bychom jeji sloupce utvofit z vektord {L (bi)} ¢~ PoloZme tedy

D=({LBY}e LG} - {LBD). ). (A7)

Slovy: bazové vektory vychoziho prostoru b bychom zobrazili pomoci L a pak uréili soufadnice
vzniklych obrazi vzhledem k bézi C; nakonec bychom tyto souradnicové vektory naskladali za
sebe do sloupcii matice — tuto matici jsme oznacili D. Pro ni plati nasledujici rovnost, jiz vzapéti
dokézu:

{L(x)}. =D-{x}p, x e RY. (A.8)

Diikaz. Utvorime jesté dvé nové matice. Tém se obvykle fika matice prechodu (mezi jistymi
bazemi). Matice B typu d x d a matice C typu k x k bud’te definovany ,,po sloupcich* takto:

]B%z(b1 b* ... bd) a (Cz(c1 c? .- ck).

Z definice maticového ndsobeni je ziejmé, Ze jsou-li {x}p = (uy,u,,...,uy)T souradnice
vektoru x € R? vzhledem k bazi B, pak

d
B-{x}pg =) ub' =x. (A.9)

i=1

4Na rozdil od vektorti, které chdpeme jako sloupce, ,,vektory soufadnic* se &asto zapisuji do Fadkd. Pro
jednoduchost je ale v této poznamce chédpu také jako sloupce.

SPodle predpokladu je B baze R, takze kazdy vektor z R? se da jednoznalné zapsat jako linedrni kombinace
prvkd B. Soufadnice toho vektoru vzhledem k B jsou definovany jako koeficienty této linearni kombinace.
Soufadnice vektoru x = (x1,X3,...,Xg) vzhledem k bdzi B zna¢ime symbolem {x}g. Pokud B je ndhodou
kanonickd béze (oznatend ve stejném pofadi, tj. b* = e’ pro viechna i), pak {x}p = x, protoze x = Zflzl x;el.
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Podobné méame pro vektor y € R¥ se soufadnicemi {y}c = (vi,va,..., k)7 :

C-{ylc=y.

Matice C je ovSem reguldrni, protoZe jeji sloupce jsou prvky baze C, a jsou tedy linearné
nezavislé. Proto posledni rovnost 1ze ekvivalentné psat také jako

{(ylc=Cy. (A.10)

Proto dostdvame (pripomenme, Ze [L] je matice zobrazeni L (vzhledem ke kan. bazim)):

(A9)

L(x)=[L]-x ="[L]-B-{xjs,

coZ je prvek R¥, a miizeme se tedy zajimat o jeho soufadnice vzhledem k bazi C. Jest

(A.10)

{Lx)}. ={[L]-B-{x}p}. = C'-[L]-B-{x}s.
takZe porovnanim s Zadanou rovnosti (A.8) vidime, Ze staci si uvédomit
D=C ' [L]-B.

Zde bychom vlastné mohli skoncit, protoZe uz vime, jak (v konkrétnich ptipadech) spocitat
matici linedrniho zobrazeni vzhledem k néjaké dané bazi vychoziho prostoru a néjaké dané bazi
cilového prostoru.

Diikaz bude dokon&en zamyslenim o tom, jak vznikaji sloupce matice C~' - [L] - B. Ze
totiZ vznikaji uplné stejné jako sloupce matice D podle jeji definice (A.7). Postupujeme zprava:
vezmeme i-ty sloupec matice B, tj. podle jeji definice vektor b’ € B. Vyndsobit ho zleva
matici [L] znamen4 dostat jeho obraz pii zobrazeni L, tj. [L]-b' = L(b"). Toto dile nasobit
zleva matici C ! oviem podle (A.10) znamena napsat (do sloupce) soufadnice vektoru L (b")
vzhledem k bazi C, tj. C™' - [L] - b’ = {L(b")} ., coZ je podle definice I jeji i-ty sloupec.
Ovsem b’ je i-ty sloupec matice B, takze C~! - [L] - b je i-ty sloupec matice C~! - [L] - B.
Matice D a C~! - [L] - B maji tedy stejny i-ty sloupec; oviem i € {1,2,...,d} bylo libovolné,
takZe maji stejné vSechny sloupce, a jsou tedy stejné. [



Priloha B

Dodatek k totalnimu diferencialu

V tomto dodatku dokdZu, Ze funkce f: Dy C R¢ — R, kterd ma v bodé a € R? v§echny prvni
parcidlni derivace spojité, md v tom bod¢ totdlni diferencidl. K tomu budeme potfebovat jedno
pomocné tvrzeni, které je v jistém smyslu analogii Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, kterou
zname uZz z prvniho semestru, a kterou navic vyuzijeme k dikazu. Pfipomenme ji:

B.1 Véta (Lagrangeova véta — jednorozmérny pripad). Bud’ f: [a,b] € R — R spojitd a
necht’ existuje f'(x) pro kazdé x € (a,b). Pak existuje & € (a, b) takové, Ze

f®) = fl@) = (b —-a) f'¢).

B.2 Definice (Vicerozmérny interval). Necht' Iy, I5,...,I; € R jsou neprdazdné oteviené
intervaly. Pak jejich kartézsky soucin I; x I, x ... x I; € R? nazyvame otevienym intervalem
v R?. V ptipadg, Ze intervaly I; (j = 1,...,d), nazyvdme I uzavienym intervalem. Nékdy se
hovoii také o zobecnéném obdélniku (otevieném, resp. uzavieném) v R?, pii¢emz v piipadé
d = 2 jde primo o béZny obdélnik v roviné (jehoz strany jsou rovnobézné se souradnicovymi
osami).

B.3 Véta (Slabd véta o stfedni hodnot& pro funkce vice proménnych). Necht' f: Dy C R4
md vSechny prvni parcidlni derivace konecné v kazdém bodé otevieného intervalu I € R¢ a
a=(ay.as,....aq),b = (b1,bs,....,by) € 1. Pakvintervalu I existuji body £',€2,... &%,
pro které plati

of

8x,~

(&)

d
f®B) = fla) =) (bi —ai)-
i=1
Diikaz. Dukaz rozdélime podle dimenze d, pfi¢emz nejprve probereme piipad d = 1. Podle
predpokladu existuje vlastni derivace' f nacelém I C R, atedy f je na tomto intervalu spojit4.

s Y/

V tom piipadé @ = a, b = b jsou redlna Cisla, kde a, b € I C R, I je otevieny (jednorozmérny

'Funkce jediné proménné ma oviem jedinou prvni ,,parcidlni* derivaci, a to je samozfejmé obycejnd derivace,

s of _ df
t_]a—a—f’

101
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interval). Pokud @ = b, rovnost trividlné plati s §! = £! = a (nebo s jakymkoliv jinym &islem
¢ € I), protoZe na obou stranidch dokazované rovnosti stoji 0.

Pokud a < b, jsou splnény piredpoklady Lagrangeovy véty (vCetné spojitosti f na intervalu
[a,b]), a tedy Z4dané &' existuje. Pokud naopak b < a, vime, Ze f je spojitina [b,a] € I am4
derivaci na (b, a), takze Lagrangeova véta garantuje existenci £! = £ € (b, a) takového, Ze

fa) = f(b) = (@—=Db)f"(§).

Tuto rovnost ovSem staci vyndsobit (—1), a dostaneme rovnost v Zddaném tvaru. Tim je tedy
dikaz dokoncen pro d = 1.

Pro vétsi srozumitelnost proberu zvlast’ jesté pripad d = 2, ackoliv striktné vzato to neni
nutné. Necht' tedy I = I, x I, € R?, kde I;, I, € R jsou oteviené intervaly. Necht' déle
a = (ay,az) ab = (by, by) jsou rizné body I (ptipad a = b je opét trividlni). Oznacme jesté
pomocny bod p = (by,a,) (dalsi vrchol obdélnika ur¢eného body a a b). Uvédomme si, Ze
celkovy pfirastek f se da napsat jako soucet dvou pfirdstki (,,pfes pomocny bod“) takto:

fb) - fla@) = (f®) - f(p)) + (f(p) — f(@)).

Oba prirtistky na pravé strané uz odpovidaji iseckdm rovnobéZnym s nékterou souradnicovou
osou, a tedy se daji vyjadrit pomoci jednorozmérné Lagrangeovy véty s pomoci parcidlnich
derivaci (tj. derivaci ve sméru souradnicovych os). Pomiizeme si v tomto diikazu uz probranym
pripadem d = 1 (ktery pfipoustél i moznost b < a). Polozme fi(x) = f(x,a»); pak f; je
spojitd na uzavieném intervalu [ay, b;] nebo [by, a;], protoZe tam md vlastni derivaci: f](x) =
%(x, a).” Existuje tedy &islo n; mezi ay a by, pro néjz je f1(by) — fi(ar) = (br—a1)- f{ ().
PoloZime-li nyni £' = (11, a,), dostavame

)
f(p)— fla) = fi(b1) — fila1) = (b1 —ay) - f1,(771) = (b1 —ay) - %(&1)-

Nyni uvazujme druhou parcidlni funkci, ato f>(y) = f(b1, y); ta je (z analogickych divodt)
spojitd na uzavieném intervalu [a,, by] nebo [b,, a,] a ma vlastni derivaci uvnitf toho intervalu,
takZe opét mizeme aplikovat ,pripad d = 1 a obdrZet 1, mezi a, a b,, pro néjz plati
fa(b2) — fo(az) = (b — az) - f3(n2). Polozime £ = (by. 7>) a dostaneme

of

f(b) — fla) = fa(bs) — fa(az) = (b —a2) - le(ﬁz) = (by —ay) - 5({5‘2)-

Celkem tedy

of f

)
fb) - fla) = (b1 —ay) - a(’él) + (b —as) - @(ﬁz)-

2Zde f je parcidlni funkce, a tedy jeji derivace je parcidlni derivace — piesné podle definice PD.
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Pripad obecné dimenze d > 2 se dd odvodit matematickou indukei nebo i pfimym postupem
analogickym pfedchozimu; zvolime druhou moznost. Pro k = 0, 1, ..., d definujeme pomocné
body

k
Pr=a+) (bi—a)e* =(bi.... .be.axs....aq).

i=1
Pak p° = a, p? = b aplati

d

f®B) = f@ =Y _(f(p") = f(p* ™).

k=1

KaZdy z d dil¢ich pfirtstkl na pravé stran¢ odpovida tsecce rovnobézné s nékterou souradni-
covou osou, a tedy se jednd v podstaté o ,,pripad d = 1. Analogicky jako v predchozi Casti
dikazu najdeme body ‘g‘k el,k=1,...,d,takové, ze

£ = F*) = F(0F + (b —ap)e®) — F(pF) = %(bk _ap).

Sectenim téchto rovnosti pies vSechna k = 1,2,...,d dostavime pozadovanou rovnost. O

Nyni bychom mohli pfistoupit rovnou k diikazu avizované véty o existenci totalniho dife-
rencidlu. Abychom si ho vS§ak ponékud zjednodusili (a ucinili ho elegantnéjSim), nejprve se na
okamzik vrat'me k pojmu normy na R?.

Poznamka 1.15 (b) definuje, kromé té eukleidovské, jesté nekonecné mnoho dalSich norem
na R%. Ty se li§f riiznymi vlastnostmi, z nichZ nejvice o¢ividné jsou rozdily v tvaru p¥islusnych
jednotkovych kouli (viz téZ Obrazek 2.1). VSimnéte si, Ze v Definici 1.69 je pouZita norma
eukleidovskd; tu jsme se dohodli znacit kratCeji ||x || misto obsirnéjsiho |x||,, kde index ,,2*
pochézi z obecné definice normy [|x ||, a odpovidd exponentu p = 2 pouZitém ve vzorci.®

Ackoliv se jednotlivé normy -] ,, p € [1, oo] li{ svymi geometrickymi vlastnostmi, v jistém
smyslu jsou ekvivalentni.

B.4 Definice (Ekvivalence norem). Rekneme, Ze dvé normy ||-|| 2 @ |||l na vektorovém prostoru
X jsou ekvivalentni, pokud existuje konstanta C > 0 takova, Ze pro vSechna x € X plati

-1
Clxlly < llxlly < Clixllp

Nisledujici tvrzeni ndm sta&i uvaZovat pouze pro X = R¢, plati oviem pro libovolnou
dvojici ekvivalentnich norem na libovolném vektorovém prostoru X . Limitu funkce definované
na podmnoziné R¢ miiZzeme chapat v obvyklém smyslu Definice 1.48; v piipadé obecného

3Prosté: eukleidovskd norma se de facto poéita pomoci Pythagorovy véty, v niZ se jednotlivé s¢itance umociuji
na druhou; proto tedy v tomto piipadé p = 2, a eukleidovskou normu znac¢ime || x||,.
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vektorového prostoru se musime opfit o Definici 2.28, v niZ metriku p na X indukovanou
normou ||| definujeme vzorcem p(x,y) = ||y — x| prox,y € X.

B.S Tvrzeni. Bud’te ||-||, a ||-||, ekvivalentni normy na vektorovém prostoru X, bud’ a € X
libovolny bod a méjme néjakou funkcir: D, € X — R. Pak plati (md-li jedna strana smysl)

r(x r(x
(x) _ ) _,
x—a x|, x=a x|
Diikaz. Ukédzeme implikaci zleva doprava. Pfedpoklddejme tedy limy ., X — g pocitejme

lxTq
limitu na pravé strané dokazované ekvivalence nésledujicim (jedinym moznym) zptsobem;

posledni rovnost je vysvétlena pod vypoctem

@) ) xl
afx], ~ xvafxll, ¥,

b

kde posledni rovnost plati na zakladé tvrzeni typu ,,nulova-omezend*: skutecné, prvni Cinitel
v limit€ jde k nule podle pfedpokladu dokazované implikace. Pokud jde o druhy Cinitel, je
omezeny, protoZe podle definice ekvivalence norem existuje C > O tak, Ze pro kazdé x € X
plati

Il _

<
1 115

Opa¢nd implikace se dokéze zcela stejné, jen misto C musime pouzit C !, protoze normy si
vymeéni své role. O]

B.6 Tvrzeni. Libovolné dvé normy na R¢ jsou ekvivalentni.

Dikaz provedeme pouze pro normy ||-||;, |||, @ |||, Vic jich nebudeme potfebovat. Dikaz

Vv,

Diikaz. UvaZzujme nejprve libovolnd redlnd ¢islao; = 0,7 = 1,...,d. Rozndsobenim jeji levé
strany je jasné patrnd platnost nerovnosti:

d d

( ai>2 = ol

i=1 i=1

Bud’ x € R libovolny prvek. Z nerovnosti vy3e vidime

d d 5
2 2 2
%13 = D" bal? < (3 bal)” = Nl
i=1 i=1

takZe || x|, < | x||;, x € R4,
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Dile ovSem pro viechna j = 1,...,d ziejmé& plati |x;| = |/x? < VI x2 = |x],a
tedy i [|x |l = max;=i,..q [xi| < [|x]5, x € R4,

Konecné je také ziejmé, Ze ||x ||, = Zflzl |xi| <d - -maxj=1, q|xi| =d-||x]s-

Spojenim vSech vySe uvedenych pozorovéni tedy dostdvame:

1
7 lxlly s llxllee < llxlly < flxlly- (B.1)
Z toho uz je ziejmé, Ze libovolné dvé z uvazovanych norem jsou vzajemné ekvivalentni. ]

B.7 Poznamka (Izomorfni prostory, ekvivalentni normy). Lze ukdzat, Ze libovolny normovany linedrn{ prostor
(X, |I-I]) kone¢né dimenze d € N je izomorfni prostoru R? (s libovolnou normou). To znamend, Ze existuje linedrni
bijekce T: X — R?, 7e T i T~ jsou spojité.

Snadno si miZete rozmyslet, Ze normy |||, ||:||, na vektorovém prostoru X jsou ekvivalentni, pravé kdyz
identické zobrazeni Id: (X, ||-||,) — (X, |I|l5) (tj. Id(x) = x pro vSechna x € X) je lipschitzovské a zaroven
Id ! je lipschitzovské. (V takovém piipadé fikdme, Ze zobrazeni je bilipschitzovské.)

ProtoZe linearni zobrazeni je spojité, prave kdyz je lipschitzovské (dilezity fakt, ktery miZete dokazat jako
cviceni), jiny zplsob jak fict totéZ, je, Ze Id je izomorfismus (X, ||-||,) na (X, ||-||) (popf. v opacném potadi).

B.8 Poznamka (Topologie, topologicky pojem). Systém vSech otevienych mnozin libovolného metrického (a
tedy i normovaného linedrniho prostoru) se nazyva topologie. Lze ukdzat, Ze ekvivalentni normy generuji stejnou
topologii (to je vcelku snadné cviceni). Z toho ovSem plyne, Ze celd fada pojmid vyjde vzhledem k riznym
ekvivalentnim normam na stejno: naptiklad spojitost zobrazeni zavisi pouze na topologii (viz Vétu 2.34), a je
tedy z hlediska spojitosti jedno, kterou ekvivalentni normu si zvolime na vychozim/cilovém prostoru. V kontextu
definice je, Ze dv€ normy na prostoru M jsou ekvivalentni, generuji-li stejnou topologii.

Pojmy, které zavisi pouze na topologii, se nazyvaji ropologické pojmy. V predchozim odstavci jsem naznacil,
Ze mezi né patii spojitost zobrazeni. Dalsi topologické pojmy jsou tieba vnitfek a uzavér mnoziny, hranic¢ni bod
a hromadny bod mnoZiny, konvergence a limita posloupnosti, limita funkce, kompaktnost metrického prostoru,
separabilita metrického prostoru (tj. existence spocetné husté podmnoZziny) a fada dalsich.

Je dobré si v§imnout, Ze ackoliv zakladni definice pojmu miZe vyuZivat konkrétni metriku (napiiklad spojitost,
viz. Definici 2.28), miZe se jednat o topologicky pojem.

B.9 Lemma. V definici totdlniho diferencidlu (Definice 1.69) lze ekvivalentné uvaZovat, misto

eukleidovské, kteroukoliv normu na R¥. Specidiné to tedy plati pro normy ||-||;, |||l o-

Diikaz. Méjme f: Dy C R4 — R, a € R? alinedrni formu L: R? — R (jako v definici TD).
Oznacme r (h) Citatel z definice TD, tj. plati

r(h) = f(a+h)— f(a) — L(h).
Definice fika, Ze forma L je TD funkce f v bodé a, pokud

r(h)
im =0
h—0 ||k ||,

(B.2)



PRILOHA B. DODATEK K TOTALNIMU DIFERENCIALU 106

Podle Tvrzeni B.5 je vyrok (B.2) ekvivalentni vyroku

rt) _
w0 [,

’

kdykoliv je ||-||, ekvivalentni normé ||-||,; to ovS§em podle Tvrzeni B.6 plati pro kazdou normu
na R?, specidlng tedy i pro normy |-|I;, |||l Tim je diikaz dokoncen. O

B.10 Véta (Existence TD). Necht' f je funkce d proménnych, a € R? a vSechny prvni parcidlni
derivace [ jsou v bodé a spojité. Pak existuje df (a).

Diikaz. Podle Véty 1.72 existuje jediny kandidat na totdlni diferencidl f v bod¢ a, kterym je
linedrni forma L: R¢ — R dan4 vzorcem

d
L(h) = L(l’ll,hz, . ,hd) = Z g)]:

i=1

(a)-h;, heR?.

PoloZime-li, pro h € R4,

r(h) = fla+h)— f(a) = L(h),

stac¢i nam podle Definice 1.69 dokézat, Ze limp—.¢ % Podle Lemmatu B.9 je to ovSem ekviva-

lentni vyroku
r(h)
B0 |||,

(B.3)

ten dokdZeme z definice limity (viz 1.48).

Budiz tedy dano libovolné ¢ > 0. ProtoZe f ma spojité PD v bodé a, miZeme najit § > 0
takové, ze prokazdéi = 1,...,d akazdybod & € I := (a; —6,a; +6) X (a —§,a, + §) x
... %X (ag —§8,aq + 0) plati

‘ af af

o, (&) — o, (a)

Je-li nyni dén libovolny bod & € P(0,§), pak ziejmé plati b := a + h € I. Podle Véty B.3
tedy existuji body &' € I,i = 1,...,d takové, Ze

< €.

d 3 . d_ 4 .
flath) = f@ = )~ @)=Y s —a) 5 E) =3 4@
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Nyni s pomoci trojihelnikové nerovnosti dostdvdme

[r(h)| = [f(a +h) — f(a) — L(h)|

d
b .
-3 a—i(&’)-hi—_ @)
d 3f
\Zax,@
i=1
d
<Y e |h|—eZ|h|—s||h||1

i=1

Tedy pro libovolné h € P(0,8) mame il < ¢. Tim je dokdzdna rovnost (B.3), a tedy L je

TD f v bodé a. ]
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