Lokalni extrémy funkci
Urcete lokalni extrémy funket:
1. f(x,y) = 22 + zy* + 5% + 32,
2. f(z,y,2) = 2® + 9% + 2% + 122y + 22,
3. 2 =3z —z\ /Yy + ¥,
4. f(z,y) =" +y* —day + 1,

b f(z,y2) =L+ + 240

Reseni:
1.

gradf(z,y) = (fo(z,y), fy(z,y)) = (62> + y* + 10z, 22y + 2y) =0
622 +y* + 10z =0,
2z +1)=0=>y=0Az=—1,

Pro y = 0 dostaneme 6z% + 10z = z(6x + 10) = 0, tedy 2 = 0Az = —3. Pro z = —1
dostaneme 6 + y? — 10 = y2 — 4 = 0, tedy y = £2. Body, ve kterych by mohl byt lokalni
extrém, tedy jsou [0,0], [-3,0], [-1,2] a [-1. — 2].

Uréeme druhé parcidlni derivace funkce f, tedy fu.(z,y) = 12z 4+ 10, fo,(z,y) = 2y a
fyy(@,y) =22 +2.

I. Resme tlohu pomoci Hessovy matice

A few few \ [ 122+10 2y
H(f)_( fyo fy,Z >_( 2y 2z 42 >

i) Pro bod [0, 0] dostaneme
10 0
= (0s)

tedy 10 > 0 a det(H) = 20 > 0, a proto je matice H pozitivné definitni = funkce
f mé v bodeé [0, 0] lokalni minimum.

ii) Pro bod [—2,0] dostaneme
—-10 0
i)

tedy —10 < 0 a det(H) = 4 > 0, matice H je negativné definitni = funkce f md
v bodé [—3,0] lokdlni maximum.



iii) Pro bod [—1, 2] dostaneme
-2 4
()

tedy —2 < 0 a det(H) = —16 < 0, a proto nemd funkce f v bodé [—1, 2] lokdlni

maximum.
-2 —4
i-(33):

iv) Pro bod [—1, —2] dostaneme
tedy —2 < 0 adet(H) = —16 < 0, a proto nemé funkce f v bodé [—1, —2] lokdln{
maximum.

II. Re$me tlohu pomoci kvadratické formy
Q(h) = frxh? + 2fuyhiha + fyyhs = (122 + 10)hT + dyhiha + (22 + 2)h3.
i) Pro bod [0, 0] dostaneme
Q(h) = 10hT + 2h3 > 0,Vh # 0.

Tedy Q(h) je pozitivné definitni a funkce f ma v bodé [0, 0] lokdlni minimum.
ii) Pro bod [—2,0] dostaneme
4

Q(h) = —10ht — 2

h3 < 0,Yh # 0.

Tedy Q(h) je negativné definitn{ a funkce f méa v bodé [—2,0] lokalni maximum.
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iii) Pro bod [—1,2] dostaneme
Q(h) = —2h7 + 8hyhy,

tedy Q(1,0) = =2 < 0a Q(1,1) = 6 > 0. Proto Q(h) je indefinitni a funkce f
tedy nemd v bodé [—1, 2] lokdlni extrém.

iv) Pro bod [—1, —2] dostaneme
Q(h) = —2h? — 8hyhs,

tedy Q(1,0) = =2 < 0 a Q(1,—1) =6 > 0. Proto Q(h) je indefinitni a funkce f
tedy nema v bodé [—1, 2] lokdln{ extrém.

gradf(z,y, 2) = (fa(z,y, 2), fy(x, v, 2), f-(z,y,2)) = (3332 +12y,2y + 122,22 +2) =0
322 + 12y =0,
2y + 12z =0 =y = —6x,
224+2=0=2z=—-1.

Tedy 322 — 720 =3z(x —24) =0=>2 =0,y =0Ax =24,y = —144. f, , = b6z, f,, = 12,
Jr:=0, fyy =2, fy.=0a f,, =2



I. Resme tlohu pomoci Hessovy matice

fea foy fa 6x 12 O
H(f) = fy,:x fy,y fy,z = 12 2 0
fz,x fz,y fz,z 0 0 2

i) Pro bod [0,0, 1] dostaneme

0 12 0
H=|12 2 0|,
0 0 2
0 12
tedy det(a1,1) = a1,1 =0, det = 2 0 )= —144 < 0 a det(H) = —288 < 0,

proto je matice H indefinitni = funkce f nemd v bodé [0, 0, 1] lokdln{ extrém.
ii) Pro bod [24,—144, —1] dostaneme

144 12 0
H=| 12 2 0 |,
0 0 2
144 12 . .
tedy 144 > 0, det = 12 9 =144 > 0 a det(H) = 288 > 0, proto je matice

H pozitivné definitn{ a funkce f nemd v bodé [24, —144, —1] lok&ln{ minimum.

II. Resme tlohu pomoci kvadratické formy

Q(h) = fw,;rh% + fu,yhg + fz7zh/§ + 2fa:,yh/1h2 + wa,zhth + ny,zh2h3
= 6zhi + 2h3 + 2h3 + 24hi ho.

i) Pro bod [0,0, —1] dostaneme
Q(h) = 2h3 + 2h3 + 24h; hs.

Tedy Q(—1,1,0) =2—-24 = —-22 < 0a Q(1,0,0) =2 > 0 a proto je kvadratickd
forma indefinitn{ a funkce f nemd v bodé [0,0, —1] lokdln{ extrém.
ii) Pro bod [24,—144, —1] dostaneme

Q(h) = 144h2 + 2h3 + 2h3 + 24h1hy = (12hy + ho)? + h3 +2h% > 0,Yh # 0,
Tedy Q(h) je pozitivné definitni a funkce [ md v bodé [24, —144, —1] lokdln{

minimum.

grad f(z.y) = ({2 ), fy (2,9)) = (2x 3= Vi 1) 0
20 -3 —-y=0,

X
Y =0 a=23
NG vy

20 -3—-y=0=>y=1=y=1z=2.



I. Resme tlohu pomoci Hessovy matice

_ fa:,:c fx, _ 2 _%

Po dosazeni bodu [2, 1] dostaneme

S

W~
<
ol

Tedy a10 =2 > 0 a det(H) = % > 0, matice H je pozitivné definitini a proto ma
funkce f v bodé [2, 1] lokalni minimum.

II. Res$me tlohu pomoci kvadratické formy

1 T
Q(h) = fgmhf + fy,yhg + 2fpyh1he = Zh% — ﬁhlhg + Zly—%h%

Po dosazen{ bodu [2, 1] dostaneme

3

1 1 1 1
Q(h) = 2h? — hyhy + §h§ =2(h? - 3hiha+ Zhg) =2(hy — Zh2)2 +3

h2 > 0,Vh # 0.

Kvadraticka forma Q(h) je pozitivné definitni a proto mé funkce f v bodé [2, 1] lokalni
minimum.

gradf(z,y) = (fo(2,y), fy(z,y)) = (42° — 4y, 4y° — 42) = 0
4o —dy=0=y=2a

I. Resme tlohu pomoci Hessovy matice

_ fww fw,y _ 12m2 _4 >
HU) = ( foae Jyu ) B < —4 12y )

i) Pro bod [0, 0] dostaneme
0 -4
(50,

tedy a1,1 = 0 a det(H) = —16 < 0 a proto funkce f nemd v bodé [0, 0] lokalni

extrém.
12 —4
=(5 )

ii) Pro bod [1,1] dostaneme
tedy a1,1 = 12 > 0 a det(H) = 128 > 0, matice H je pozitivné definitni a proto
mé funkce f v bodé [1, 1] lokdlni minimum.



iii) Pro bod [—1, —1] dostaneme

12 —4
i=(5%3)
tedy a11 = 12 > 0 a det(H) = 128 > 0, matice H je pozitivné definitni a proto
mé funkee f v bodé [—1, —1] lokdln{ minimum.

II. Res$me tlohu pomoci kvadratické formy

i)

ii)

iii)

Q(h) = fooh?+ fyyh3 +2feyhihe = 122203 — 8hyhy + 12y°h3.
Pro bod [0,0] dostaneme
Q(h) = —8hyhy,

tedy Q(1,1) = -8 < 0 a Q(1,—1) = 8 > 0, Q(h) je indefinitni a proto nem4
funkce f v bodé [0, 0] lokalni extrém.
Pro bod [1,1] dostaneme

P
Q(h) = 120} — 8hahy + 1203 = 12(h — Shahy + h3)

1 32
=12 (h% - 3h§) + ghg > 0,Yh # 0.

Kvadratickd forma Q(h) je pozitivné definitni a proto ma funkce f v bodé [1,1]
lokalni minimum.

Pro bod [—1, —1] dostaneme

2
QUH) = 120 = Shiha + 1213 = 12012 = Zhiha + 13)

1 32
=12 (h? - 3h§> + ghg > 0,Vh # 0.

Kvadratickd forma Q(h) je pozitivné definitni a proto mé funkce f v bodé [1,1]
lokalni minimum.
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I. Resme tlohu pomoci Hessovy matice

y° y
fz,m fm,y fm,z 23 ﬁ2 0
H=\| foo fou Joe |=| 5 %% FF
fz,a: fz,y fz,z 0 % % + ;%



i) Pro bod [%,1,1] dostaneme

4 -2 0
H=| -2 -15 -2
0 -2 6

4 =2
-2 15

pozitivné definitn{ a proto mé funkce f v bodé [% 1,1] lokdlni minimum.
ii) Pro bod [—1, -1, 1] dostaneme

tedy a1 =4 > 0, det ( ) =56 > 0 a det(H) = 320 > 0, matice H je

-4 2 0
H = 2 15 2
0 2 -6
4 9 .
tedy a1,1 = —4 < 0, det ( 9 _15 ) =56 > 0adet(H) =—320 < 0, matice H

je negativng definitn{ a proto ma funkce f v bodé [—1, —1, —1] lokaln{ maximum.
II. Res$me tlohu pomoci kvadratické formy
Q(h) = foah® + fyyhl + fozhd + 2foyhihe + 2fohihs + 2, 2hahs
- %hf + <21x - 2;;) b2+ <z + ;;) h2 - %hth - %hzhg.
i) Pro bod [%,1,1] dostaneme

Q(h) = 4h} — 15h3 + 6h3 — 4h1hy — 4hohs
= 4(h? — hihy + %h%) + 2(h3 — 2hohs + h3) + 12h3 + 4h3
= 4(hy — %hg)Q + 2(hg + h3)? + 12h3 + 4h3 > 0,Vh # 0.

tedy kvadratickd forma @Q(h) je pozitivné definitni a proto méd funkce f v bodé
[% 1,1] lokalni minimum.

ii) Pro bod [—1,—1,—1] dostaneme
Q(h) = —4h? + 15h3 — 6h3 + 4hihy + 4hohs
= —4(h? — hihy + %h%) — 2(h3 — 2hohs + h3) — 12h3 — 4h3
= —4(hy — %h2)2 —2(hg + h3)?* — 12h3 — 4h3 < 0,Vh # 0.

tedy kvadratickd forma Q(h) je negativné definitni a proto ma funkce f v bodé
[f%, —1, —1] lokdlni maximum.



