Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM201)
2. roc¢nik, zimni semestr — 3. termin dne 3. Gnora 2025

Pocetni ¢ast

Priklad 1. Najdéte vSsechna maximalni feSeni nasledujici rovnice. Najdéte jeji maximéalni feSeni spl-
nujici danou poc¢ateéni podminku: [15 body]
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Priklad 2. Provedte kvalitativni analyzu nasledujici rovnice a nakreslete graf zachycujici chovani
v8ech maximalnich FeSeni: [15 body

y' = /Iy* = 1] - arctgy.

Priklad 3. Najdéte viechna maximalni feSeni nésledujicich linearnich rovnic: [20 body]
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Hodnoceni:

Nutné podminky na hodnoceni dobrte:
e dosazeni asponi 10 bodi z Uloh A a B teoretické ¢asti;
e dosazeni aspon 16 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 42 bodi.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobre:
e dosazeni aspon 14 bodi z Uloh A a B teoretické Gasti;
e dosazeni aspon 21 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické casti;

e dosazeni celkového souc¢tu aspon 56 bodi.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:
e dosazeni aspon 30 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souc¢tu aspon 70 bodu.
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Teoreticka ¢ast

Uloha A.
(a) Definujte zobecnény Riemannuv integral. [2 body]|
(b) Zformulujte integralni kritérium konvergence nekoneénych fad. |2 body]|
(c) Definujte pojem feseni diferencialni rovnice. [2 body]|
(d) Zformulujte Picardovu vétu o existenci a jednoznacnosti FeSeni rovnice. [2 body]|
(e) Zformulujte vétu o existenci a jednoznac¢nosti feseni linearni rovnice n-tého radu. |2 body]|
Uloha B.

(a) Zformulujte a dokazte tvrzeni ,,0 spojitosti Riemannova integralu®, tj. tvrzeni, které fika néco o
limité Riemannovych integralu. [6 bod

(b) Definujte mnoziny funkei C(a,b), C*(a,b) (k € N), C*(a,b) a dokaZte, Ze se (s vhodnymi opera-
cemi) jedna o vektorové prostory. Muzete se opfit o fakt, ze mnozina vsech realnych funkei na (a, b)
tvori vektorovy prostor. [5 bod]

(c) Napiste linearni DR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty a pravou stranou f(¢), kde f je spojita

na intervalu (a,b). Dokazte, ze kazdé TeSeni této rovnice je na svém definiénim oboru t¥idy C”.
[5 body

Uloha C.

(a) Necht A € R je kotfen charakteristického polynomu rovnice y™ + a,_1y" ' 4 -+ + a1y’ + apy = 0.
Ovétte, Ze funkce ¢ — e je FeSenim této rovnice. [3 body]

(b) Je kazdé teSeni obecné diferencialni rovnice y' = f(x,y) spojita funkce?
Struéné zduvodnéte. [3 body]|

(c¢) Rovnice ¥ = /1 — y? mé stacionarni feseni y = +1. Uvazujte libovolné feSeni y s oborem hodnot

(—1,1). Urcete délku defini¢niho oboru y. [3 body]|

Uloha D.  Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.
(a) Dokazte, ze kazdé feseni autonomni diferencialni rovnice je monotonni. [15 body]

Nebo:

(b) Zformulujte srovnavaci kritérium pro konvergenci ur¢itého integralu a s jeho pomoci dokazte limitni
verzi tohoto kritéria (kterou také zformulujte). [12 body]

Pokud pouzivate néjakd pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znéte jejich znéni.



