
Ṕısemka z matematické analýzy pro učitele (NMTM201)
2. ročńık, zimńı semestr – 1. termı́n dne 16. ledna 2023

Početńı část

Př́ıklad 1. Najděte všechna maximálńı řešeńı následuj́ıćı rovnice:

y′ =
ey

x(1 + x2)
. [15 bod̊u]

Př́ıklad 2. Proved’te kvalitativńı analýzu následuj́ıćı rovnice a nakreslete graf zachycuj́ıćı chováńı
všech maximálńıch řešeńı:

y′ =
ln(y + 6) 3

√
y

y5 + 32
. [15 bod̊u]

Př́ıklad 3. Najděte všechna maximálńı řešeńı následuj́ıćıch lineárńıch rovnic a u prvńı rovnice nav́ıc
maximálńı řešeńı splňuj́ıćı danou počátečńı podmı́nku.

y′ − 2x

x2 + 1
y = x2, y(1) = π. [10 bod̊u]

y(4) = y. [10 bod̊u]

Hodnoceńı:

Nutné podmı́nky na hodnoceńı dobře:

• dosažeńı aspoň 16 bod̊u jak z početńı, tak i z teoretické části;

• dosažeńı celkového součtu aspoň 42 bod̊u.

Nutné podmı́nky na hodnoceńı velmi dobře:

• dosažeńı aspoň 21 bod̊u jak z početńı, tak i z teoretické části;

• dosažeńı celkového součtu aspoň 56 bod̊u.

Nutné podmı́nky na hodnoceńı výborně:

• dosažeńı aspoň 26 bod̊u jak z početńı, tak i z teoretické části;

• dosažeńı celkového součtu aspoň 70 bod̊u.



Ṕısemka z matematické analýzy pro učitele (NMTM201)
2. ročńık, zimńı semestr – 1. termı́n dne 16. ledna 2023

Teoretická část

Úloha A.

(a) Definujte prodloužeńı řešeńı a maximálńı řešeńı diferenciálńı rovnice. [2 body]

(b) Zformulujte Peanovu větu o existenci řešeńı jistého typu diferenciálńı rovnice. [2 body]

(c) Vysvětlete, co rozumı́me pojmem fundamentálńı systém. [2 body]

(d) Zformulujte větu o existenci a jednoznačnosti řešeńı lineárńı rovnice n-tého řádu. [2 body]

(e) Zformulujte integrálńı kritérium konvergence řad. [2 body]

Úloha B.

(a) Uvažujme nějaké řešeńı y úlohy y′ = g(y) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = y0.
Dokažte, že pokud g(y0) < 0, pak je funkce y na svém definičńım oboru nerostoućı. [3 body]

(b) Definujte množiny funkćı C(a, b), Ck(a, b) (k ∈ N), C∞(a, b) a dokažte, že se (s vhodnými opera-
cemi) jedná o vektorové prostory. Můžete se opř́ıt o fakt, že množina všech reálných funkćı na (a, b)
tvoř́ı vektorový prostor. [6 bod̊u]

(c) Necht’ y je řešeńı diferenciálńı rovnice tvaru y′ = g(y) na intervalu I ⊆ R. Dokažte, že pak yc(x) :=
y(x− c) je rovněž řešeńı. Nezapomeňte upřesnit interval, na kterém se jedná o řešeńı. [5 bod̊u]

Úloha C.

(a) Napǐste obecnou lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu s konstantńımi koeficienty. Dokažte, že
každé jej́ı řešeńı je tř́ıdy Cn. [5 bod̊u]

(b) Rovnici y′ = h(x)g(y) převád́ıme do tvaru y′

g(y)
= h(x) a pak integrujeme. Vysvětlete, v jakém

smyslu
”
integrujeme levou stranu podle y a pravou stranu podle x“, resp. proč je tento postup v

pořádku. [5 bod̊u]

Úloha D. Vyberte si jednu z následuj́ıćıch dvou možnost́ı.

(a) Napǐste obecnou homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu s konstantńımi koeficienty.
Dokažte, že množina všech jej́ıch maximálńıch řešeńı tvoř́ı vektorový prostor dimenze n. [16 bod̊u]

Nebo:

(b) Zformulujte srovnávaćı kritérium pro konvergenci určitého integrálu a s jeho pomoćı dokažte limitńı
verzi tohoto kritéria (kterou také zformulujte). [10 bod̊u]

Pokud použ́ıváte nějaká pomocná tvrzeńı, muśı být jasně patrné, že znáte jejich zněńı.


