
Písemka z matematické analýzy pro učitele (NMTM102)
1. ročník, letní semestr – 3. termín dne 11. června 2024

Početní část

Příklad 1. Spočtěte (pokud existuje) limitu [15 bodů]

lim
x→0

cosx−
√
1− x2 − x4

6

x6
.

Příklad 2. Spočtěte integrál [15 bodů]∫
x2 arctg(x+ 1) dx.

Příklad 3. Spočtěte délku křivky [20 bodů]

y = ex, ln
√
3 ⩽ x ⩽ ln

√
8.

Použijte k tomu vzorec pro délku grafu funkce f na intervalu [a, b]:

ℓ
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Teoretická část

Úloha A.

(a) Definujte symbol „malé o“ a symbol „∼“ . [2 body]

(b) Zformulujte Taylorovu větu s Lagrangeovým tvarem zbytku. [3 body]

(c) Vyjádřete funkci sinx jako součet Taylorovy řady. [1 bod]

(d) Definujte stejnoměrnou spojitost funkce na intervalu. [2 body]

(e) Jsou-li D,D′ dělení intervalu [a, b], definujte, co myslíme vyjádřením
„D′ je zjemnění D“ . Je D zjemněním D (tedy sebe sama)? [2 body]

Úloha B.

(a) Zformulujte a dokažte „Lemma o řádu“
(sloužící k důkazu Taylorovy věty s Peanovým tvarem zbytku). [6 bodů]

(b) Nechť g1, g2 a f jsou funkce definované na okolí bodu a.
Nechť platí g1(x) ∼ g2(x), x → a. Dokažte, že potom [5 bodů]

f(x) = o(g1(x)), x → a ⇐⇒ f(x) = o(g2(x)), x → a.

(c) Zformulujte Newtonovu-Leibnizovu formuli a s použitím
Základní věty kalkulu (viz Úloha D) ji dokažte. [5 bodů]

Úloha C.

(a) Buď f funkce definovaná na okolí nějakého bodu a ∈ R a buď T lineární funkce, jejíž graf je tečna
ke grafu f v bodě [a, f(a)]. Dokažte, že pak f(x)− T (x) = o(x− a), x → a.
Nápověda: Napište si definici tečny a definici „malého o“ . [5 bodů]

(b) Dokažte: Jestliže f je spojitá a nezáporná na intervalu [a, b), pak funkce F (x) =
∫ x

a
f má limitu

zleva v bodě b.
Nápověda: Jaký je vztah funkcí F a f , a jaké vlastnosti tedy bude mít funkce F? Jaké znáte
postačující podmínky pro existenci limity funkce? [5 bodů]

Úloha D. Vyberte si jednu z následujících dvou možností.

(a) Zformulujte a dokažte Základní větu kalkulu. [14 bodů]

Nebo:

(b) Nechť f je funkce, α ∈ R. Má-li její pravá strana smysl, dokažte rovnost∫ b

a

α · f(x) dx = α ·
∫ b

a

f(x) dx.

Pozorování o supremech a infimech, která asi použijete, stačí bez důkazu. [12 bodů]

Pokud používáte nějaká pomocná tvrzení, musí být jasně patrné, že znáte jejich znění.


