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Predmluva

Tento text bezprostfedné navazuje na md skripta MA1 a pfedpoklddd porozuméni latce prvniho semestru.
Ctendii doporuduji kazdou kapitolu alespoti jednou pofadné predist od zatdtku aZ dokonce a aZ pii druhém
Cteni se pripadné zaméfit jen na klicova nebo problematickd mista.

Nebude-li explicitné feceno jinak, budeme se i nadéle drZet definici a imluv zavedenych v prvnim
semestru, naptiklad:

e slovem funkce rozumime i nadéle redlnou funkci jedné redlné proménné;

e slovo posloupnost se vztahuje i na zobecnéné posloupnosti, tj. posloupnosti definované az od jistého
¢lenu (tfeba {v/n — 10}:021, ktera je definovand az od desatého ¢lenu);

e vlastni limita, derivace atd. znamena konecn4;

e divergentni posloupnost, fada atd. je takova, kterd neni konvergentni. Tj. limita (resp. soucet) je bud’to
nekonecnd nebo neexistuje;

e symbol log (bez indexu udédvajiciho zdklad) ma stejny vyznam jako In (i nadédle se ovSem budu snazit
pouzivat pouze In);

e pracujeme s rozSirenou redlnou osou R* = R U{—o00, oo} a definujeme nékteré operace s nekonecny,
jiné ne; co = +00;

e supremum shora neomezené (resp. infimum zdola neomezené) podmnoZiny R je oo (resp. —00);
e atd...

Kdo prostudoval predchozi dil, nebude mit potiZe se v tomto textu vyznat. V tomto semestru vSak budeme
Cislovat 1 definice a nékteré poznamky a priklady, ne pouze matematicka tvrzeni.
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Kapitola 1

Tayloruv polynom

1.1 Uvod - vyznam derivace

Pripomenime si nejprve centrdlni definici minulého semestru: Funkce f z R do R ma v bod€ a derivaci

definovanou jako
) — fim TS @
x>a X —a

Jak vime, pokud pismeno a interpretujeme jako proménnou misto konkrétnitho bodu, vlastné jsme takto
definovali funkci f” ve vSech bodech, v nichzZ tato limita existuje. Z definice je ddle jasné, Ze pokud existuje
f'(a), pak existuje i f(a), tj. funkce f je v bodé a definovana (to proto, Ze hodnota f(a) se vyskytuje
v definici derivace f'(a)). Takze plati Dy, € Dy, rovnost ale nastdvat nemusi — vzpomenme tfeba piiklad
funkce f(x) = |x|, kterd je definovdna na R, ale derivaci ma pouze na R \ {0}.

Uz jsme zjistili, Ze chovani derivace vypovidd mnoho o ptivodni funkci, nebot’ (a to je jasné i intuitivn¢)
vypovida o ,rychlosti ristu funkce*: ¢im vétsi hodnota f”(a), tim rychleji funkce v bodé€ a roste. Zaroven
bychom uZ méli mit pevné zakofenénou predstavu, Ze pokud pro néjakou funkci g a pevné zvoleny bod a
plati g'(a) = f'(a), pak ,,md funkce g v bodé a stejny smér jako funkce [ “ — viz téZ ¢tvrty bod seznamu
niZe a také Poznamku 1.2.

Trochu presnéji a podrobnéji feceno, pro derivaci jsme uz odhalili vSechna niZze uvedend vyuziti (a také
néktera dalsi):

(i) Jestlize existuje vlastni (tj. kone¢nd) derivace f'(a), potom f je v bodé a spojita.

(ii) Pokud f” je na n€jakém intervalu kladna, pak f je na tomto intervalu rostouci.
(Zaporna derivace znamend klesajici funkci.)

(iii) Pokud f” je na n¢jakém intervalu rostouci, pak f je na tomto intervalu ryze konvexni.
(Klesajici derivace znamena ryze konkdvni funkci.)

(iv) Pokud f’ = O naintervalu /, pak f je na I konstantni.
(Opacnd implikace plati také a dikaz je trividlni cviceni. Ujistéte se, Ze je vam toto jasné.)

(v) Pomoci derivaci je mozné zjednodusit vypocty nékterych limit funkci (I’ Hospitalovo pravidlo),
odhaluji se ndm tedy hluboké souvislosti mezi chovanim funkce a jeji derivace.

(vi) Je-li f'(a) konecna (vlastni), pak ma smysl hovofit o te¢né ke grafu funkce v bodé (a, f(a)).

Vsechny tyto véty jsou jisté¢ hezké, kdybychom ale neuméli derivaci vypocitat, byly by ndm malo platné.
Nastésti jsme z minulého semestru vybaveni také znalosti zakladnich pocetnich metod, zejména vzorce pro
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derivaci souctu, soucinu, podilu a sloZzené funkce. Kromé toho zndme derivace zdkladnich funkci, hlavné
polynomi a elementarnich funkeci.

Na druhou stranu je dobré si uvédomit, Ze v§echny vzorecky pro pocitani s derivacemi by byly jen samotcelnou hrou, kdyby
nebylo v seznamu vySe uvedenych (a dalSich) aplikaci. Ptéte-li se tedy na to, jaké aplikace maji derivace a pfislusné pocetni
metody, moje prvni odpoveéd’ je, Ze vdm ukdZu vySe uvedeny seznam; je z néj jasne patrné, Ze derivace jsou nesmirné silnym
nastrojem pro studium zakladniho pojmu, se kterym pracujeme, totiz funkce. OvSemZe nyni se nase diskuse muze posunout
dél: K ¢emu je nam studium funkci? A matematiky vibec? To jsou dobré otdzky, na které existuji uspokojivé odpovédi; ty zde
ovSem uz probirat nebudu, je mozné je postupné odhalovat ¢tenim (tfeba) populdrné naucné literatury, jakoZ i samotnym studiem
na MFF — prosté skrze vzdélani. (A vSimnéme si, Ze s t€émito otdzkami 1ze jit libovolné daleko. Ano, lidskd touha pochopit
matematiku méla prokazatelny vliv na ,.cenu chleba* — a leckoho tato odpovéd’ uspokoji — ale je moZné se zase zeptat, k Cemu
vlastné fo je. Odpovédi hledaji filosofové a teologové po celd tisicileti. Pfesto vam jednu stru¢nou odpoveéd’ nabidnu. Je to proste
krasné: matematika i Zivot sam.)

1.1.1 Pojem tecny

Nez se pustime do vykladu hlubsich zptisobl analyzy funkci pomoci pojmu derivace, pojd'me se kratce
zaméfit na posledni bod seznamu vySe: existuje-li kone¢na derivace f’(a), pak ma smysl hovofit v pfislus-
ném bod¢€ o tecné ke grafu funkce f. Jak tomuto prohlaseni rozumét? A co si viibec predstavujeme pod
pojmem teCna?

Stiedoskolska znalost tohoto pojmu se omezuje zejména na kruZnici: teCnou je libovolnd pfimka, ktera
kruZnici protind pravé v jednom bodé¢. Je pfitom ,,jasné*, Ze kazdym bodem kruZnice prochdzi jedina tecna,
protoZe jakakoliv jind pfimka prochézejici tim bodem kruZnici protind jeSté v jednom dalSim bodé€. Tecna
ke kruznici v daném jejim bodé je tedy jednoznacné urcend. A pravé tento fakt déld z teCny zajimavy pojem
— vSak koho by zajimala ,tecna* ke ctverci prochédzejici néjakym jeho vrcholem, kdyZ piimek s touto
vlastnosti existuje pro kazdy vrchol nekonec¢né mnoho? Od tecny k né€jaké kiivce (typicky ke grafu funkce)
budeme tedy poZadovat, aby byla jednoznacné€ urcena.

Daji se tyto pozadavky uplatnit kromé specidlniho pfipadu kruznice v né¢jakém obecnéjSim kontextu?
Pozadavek jednoznacnosti jisté, ten ndm ale sdim o sobé nebude stacit k definici. Pozadavek priniku v je-
diném bodé zni logicky pro kruZnici, pro obecnou kiivku je vSak pfili§ omezujici a navic, jak je vidét na
prikladu ,te¢ny ke Ctverci®, neni vlastné obecné zajimavy. Kdyz se vSak na piipad te¢ny ke kruZnici po-
divame poradné, vSimneme si, Ze v bodé dotyku maji kruZnice i teCna ,,stejny smér®, resp. spolu sviraji
,nulovy thel*, coz evidentné neplati v bod¢ prtiniku pro Zadnou secnu, a nic podobného nejde ani fict ve
vrcholu Ctverce. To nds muze inspirovat k definici (kterou jsme potkali uz v prvnim semestru):

Definice 1.1 (Tecna ke grafu funkce). Necht' ma funkce f vlastni derivaci f/(a) v bodé a. Pak te¢nou ke
grafu funkce v jeho bod€ (a, f(a)) rozumime piimku (resp. graf linearni funkce 7') popsanou rovnici

y=f@+ f(a)- (x—a), resp. T(x)= f(a)+ f'(a) (x—a). (1.

Pro zjednoduSeni budeme nékdy ,,tecnou* rozumét piimo funkci 7" misto jejtho grafu. Jinak feceno nebu-
deme pfili§ disledné rozliSovat mezi T (linedrni funkcf) a grafem 7" (pfimkou v roviné).

Pozdéji o teCné pohovoiime podrobnéji a vysvétlime, pro€ tato definice je dobrym zobecnénim jed-
noduchého pojmu te¢ny kruZznice — predevsim dokdZeme, Ze napliiuje poZadavek jedineCnosti, ktery jsme
vyslovili v tivahach vy3e, a Ze poskytuje nejlepsi moznou linedrni aproximaci' funkce f na okoli bodu a.
Prozatim ndm postaci nékolik jednoduchych postieht:

1pfibliienl’, odhad
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Y T(x)
lCl X

Obrazek 1.1: Te¢na T ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)).

Pozorovani o tecné: Uz ted’ si napiiklad miZzeme snadno uvédomit, Ze ,.teCna 7" ma v bodé dotyku stejny
smér jako funkce f . K tomu si nejprve v§imnéme, Ze pokud je bod a stacionarnim bodem f', tj. f'(a) = 0,
pak je pfislusnd tecna (definovand rovnici (1.1)) rovnobéznd s osou x (tj. T je konstantni funkce), protoze
v tom pfipadé je
T(x)=f@)+0-(x—a)= f(a)

a f(a) je samoziejmé konstanta (je to hodnota funkce f v pevné zvoleném bod¢ a). Ve stacionarnim bodé
je tedy teCna ,,vodorovna*‘.

Podobné trividlni pozorovani se ovSem da ulinit i pro pfipad nenulové hodnoty f'(a). Opét uvazujme
te¢nu jako linedrni funkci 7 proménné x, tj. T (x) = f(a) + f'(a) - (x —a) jako v Definici 1.1. Potom pro
kazdé x € R plati

T'(x) = (ﬂﬂ+ f'@) - (x—a) =0+ f'(@)-1= f'(a),
konstanta konstanta

takZe specidlné (po dosazeni a za x) dostdvame
T'(a) = f'(a), (1.2)

coZ v intuitivni rovin& znamena, Ze tena T opravdu ma stejny smér” jako funkce f v bodg a.

Vv

A samoziejmé bychom méli zpozorovat také (jeste jednodussi) fakt, ze T se skutecné ,,v bodé€ a dotyka
funkce f“. Podle (1.1) jest

T(a) = f(a) + f'(@)-(@a—a) = f(a)+ f'(a)-0 = f(a),
takZe
T(a) = f(a). (1.3)

Z rovnic (1.2) a (1.3) je ziejmé, Ze teCna je ve smyslu Definice 1.1 jednoznacné urcend, protoZe oba
stupné volnosti, které mame k dispozici pfi definici linedrni funkce, jsou t€émito rovnicemi vycerpany: jedna

2Vgimnéte si, Ze abychom dospéli k (1.2), potfebovali jsme znalost vzorci pro derivovani. I toto je tedy jednoduchy piiklad
toho, jak se proplétd expresivni sila derivace s nasi schopnosti derivaci vypocitat: jedno bez druhého by nemélo vyznam.
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rovnice uruje smér piimky, druhd jeji posunuti. Jesté jednou se ted’ porddné podivejte na ob& rovnice.
Rikaji ndm, Ze te¢na mé v bodé dotyku a stejnou hodnotu (1.3) a stejnou prvni derivaci (,,smér*) (1.2) jako
funkce f.

Z

Poznamka 1.2 (,,Derivace udava tvar kiivky, ne posunuti.*). NaSe interpretace rovnice (1.2) (totiZ Ze obé
funkce maji v bodé a ,,stejny sméer*) se do urcité miry opird o nasi intuici a porozuméni pojmu derivace.
Co kdyz ale mame dvé funkce, feknéme f a g, které maji stejnou derivaci v kaZdém bodé jistého intervalu
I = (a,b) C R, . f/ = g’ na I?V takovém piipad€ se o intuici potiebujeme opfit v podstatné mensi
mife, plati totiZ (pro x € I):
(f —8)'(x) = f'(x)—g'(x) =0,

takze funkce f —g je naintervalu / konstantni podle bodu (iv) seznamu aplikaci derivace vyse (Dusledek 51
prvniho dilu skript), tzn. existuje konstanta ¢ € R takov4, Ze pro vSechna x € [ jest

fx)—gx)=c, 4. f(x)=gkx)+ec.

To ovSem jinymi slovy znamen4, Ze kdyZ se na I shoduji derivace, pak se f a g na I 1i$i pouze o konstantu,
tj. jejich grafy maji Gplné stejny tvar, jenom jeden z nich je mozna posunuty vice nahoru. (Grafy f a g jsou
paralelni.)

1.1.2 Smérovani kapitoly

V tivahich vyse jsme si v§imli®, Ze te¢na T ke grafu funkce f v bod& a je pravé takova linedrni funkce®,
kterd ma v bod¢€ a stejnou hodnotu a stejnou (prvni) derivaci jako funkce f. Zaroven jsme si uvédomili,
Ze témito dvéma podminkami je linedrni funkce 7" jednoznacné uréena, protoZe v obecné definici linedrni
funkce — neboli polynomu (nejvyse) prvniho stupné v proménné x, tzn. vyrazu tvaru ax + b — mame pouze
dva stupné volnosti (které jsou dany dvéma redlnymi koeficienty a, b € R).

NasSe cile: Budeme chtit definovat aproximaci dané funkce f, kterd je na okoli bodu a presnéjsi nez
aproximace pomoci te¢ny (kterd je polynomem nejvyse prvniho’ stupné). Je pfirozené, Ze tak budeme
¢init pomoci polynomu stupné vyssiho nez 1, protoze budeme potfebovat vice stupiii volnosti. Napiiklad
polynomy stupné nejvyse 2 (v proménné x) jsou tvaru

ax?> +bx +c resp. cx> 4 c1x + co,

kde a, b, ¢ (resp. ¢z, c1,Co) jsou redlné koeficienty, a ty predstavuji celkem tfi stupné volnosti. Budeme-
li tedy hledat nejlepsi aproximaci® funkce f pomoci polynomu T stupné nejvyse 2 (tj. typicky pomoci
kvadratické funkce misto linedrni, jako tomu bylo v pfipadé teCny), miZeme kromé poZadavku splnéni
rovnic (1.3) a (1.2) pozadovat jeSté platnost tieti rovnice

T"(a) = f"(a). (1.4)

ProtozZe u polynomil stupné nejvyse 2 mame tii stupné volnosti, 1ze ocekavat, Ze se podafi najit polynom 7',
ktery tyto tfi rovnice spliiuje. Tak tomu skutecné je a tento polynom (stupné nejvyse 2) nazveme Taylorovym
polynomem’. V této kapitole ukdZeme, Ze tento polynom je jednozna&né uréeny a popiSeme presny smysl,
ve kterém 7" popisuje chovani funkce f na okoli bodu a 1épe nez pouhd te¢na. V tento moment lze fici toto:

3za predpokladu f'(a) € R

“Presndji: graf linedrni funkce. Viz imluvu v Definici 1.1.

3Zde a na mnoha podobnych mistech piSeme nejvyse toho a toho stupné, protoZe tfeba linedrni funkce je polynomem prv-
niho stupné pouze v pripad€, Ze je nekonstantni. V polynomu stupné nejvyse dva tedy pfipoustime nejvySe druhou mocninu x,
povolujeme vSak i nulové koeficienty. Tim padem kazda linedrn{ funkce je zaroven polynomem stupné nejvyse dva a podobné.

®na okolf bodu a

"Taylorovym polynomem f4du 2 funkce f v bodé a. Rozmyslete si, Ze o kvadratickou funkci se jednd, pravé kdyz f”(a) # 0.
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e Rovnost hodnot (1.3) zarucuje, ze v bod€ a vibec dojde k dotyku.
e Prvni derivace se vztahuje ke sméru funkce. Rovnost (1.2) tedy zaruCuje ze f a T maji stejny smér.

e Druha derivace se vztahuje ke k7ivosti funkce. Rovnost (1.4) tedy zarucuje, Ze f a T jsou na okoli
bodu a ,,stejné prohnuté*.

Doufam, Ze v tento okamzik se dal$i zobecnéni uz piimo nabizi. Pro¢ zistat jen u druhé derivace a polynomu
stupné nejvyse dva? MuiZzeme pokraCovat dél, pozadovat rovnost vétsiho poctu derivaci — a zaplatit za to
naro¢négjsi praci se slozit€jSim polynomem (tzn. polynomem vyssiho stupné).

Na obrazku 1.2 vidite pfiklady aproximaci goniometrickych funkci pomoci vhodnych polynomii; R(x)
hraje ve vSech ptipadech roli rozdilu obou funkci; v pfipadé funkce sin x je na funkci R dobfe patrné, Ze
aproximace v 0 pomoci linearni funkce x je sice dobrd, aproximace pomoci x — %3 je ale mnohem lepsi.

\ / \ 3 ,
\ o R(x) | R(x) X — %= R(x) y

\/' \/ \ sin(x) ) K
~ = \

. / WA sin(x)

cos(x) ~ o

1_ x> ' !
2 \ /

Obrazek 1.2: Funkce sin x, cos x a jejich aproximace pomoci polynomt.

Motivace: Aproximace funkce f na okoli bodu a pomoci Taylorova polynomu 7" miZe v jistém smyslu
byt — narozdil od aproximace pomoci teCny — libovolné pfesnd. O néco piesnéji feCeno to znamend, Ze na
jistém okoli bodu a budeme schopni zarudit, Ze chyba, které se dopustime, nahradime-li funkci f* funkci
T (4. velikost rozdilu | f — T|), je mensi nez libovolné malé predem piedepsané ¢ > 0. Pokud tedy pie-
depiSeme ¢ = 1076, budeme schopni napsat konkrétni vzorec, ktery ndm na konkrétnim okoli bodu a
umozni vypocitat priblizné hodnoty funkce f pomoci polynomu 7" s chybou mensi neZ jedna miliontina,
tj. (feknéme) s presnosti na pét desetinnych mist.

AC se to na prvni pohled moZna nezd4, aproximace sloZzitéjSich funkci pomoci polynomt je pro praxi
zcela zdsadni. A priori totiZ neni jasné, jak je moZné (alesponl pfiblizné) vycislit tfeba hodnotu funkce
sin napiiklad v bod¢ 2. Jisté to mizeme udélat s pomoci pocitace; zpisob, jakym se pocita¢ k vysledku
(ptibliznému, tfebaze velmi presnému) dopracuje ndm ovSem zlstane skryt. A budeme vibec veédét, ze
si pocita¢ nevymysli a vysledek opravdu je tak pfesny, jak se ndm snazi tvrdit? Podobné je to pro dalsi
elementarni funkce, jako cos, exp, In, cyklometrické funkce a rtizné slozitéjs$i funkce z nich poskladané. Jak
vypocitat jejich hodnoty?

Vyhoda polynomi oproti sloZitéjsim funkcim (jako je tieba sin) tkvi v tom, Ze jejich hodnotu v li-
bovolném bodé jsme schopni vypocitat pouze pomoci s¢itani a ndsobeni: tieba hodnota funkce f(x) =
2x3 +x2+2xvbodé3je f(3) =2-3-3-3+3-3+ 2-3.Zde k vysledku dospé&jeme snadno i z hlavy.
Pro slozitéj$i polynom v néjakém necelociselném bodé muiize byt vypocet sloZit€jsi, v principu je ndm ale
jasné, jak se k hodnoté dopracovat.

Pomoci Taylorova polynomu budeme schopni libovolné presné vypocitat hodnotu sin 2 (nebo v jakém-
koliv jiném bod¢€) pouze s tuzkou a papirem — nebo, pokud jsme technicky zaloZeni — naprogramovat tuto
funkci, vyuZivajice pfi tom pouze zdkladnich pocetnich operaci, které pocitac snadno zvlada.
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1.2 Asymptotické srovnavani funkci (Landauova notace)

V této Casti zavedeme dileZité znaceni, s jehoZ pomoci budeme pohodIné porovnavat rychlost riistu nebo
poklesu funkci. V jistém smyslu ddme presny vyznam vyjadienim typu ,,v Citateli je ten a ten Clen prevla-
dajici* nebo ,,ostatni Cleny jsou zanedbatelné*“ atd. Toho vyuZijeme hned v ¢asti nésledujici o Taylorové
polynomu. Zac¢neme definici.

Definice 1.3 (Symboly o, ~, O, <). Necht' f, g jsou funkce, @ € R*. Nasleduji definice vyznamu ti{
riznych zapist (symboll):

0 F0) = o). x >a &5 1im I o,
x—a g(x)
Tento zapis Cteme funkce f je v bodé a malé o od g.
(i) f(x)~gx), x —>a é lim /) = 1.
x—a g(x)
Cti: funkce f je v bodé a ekvivalentni g.
def. f(x)
(i) f(x) = O(g(x)), x >a <= 3IK>036>0Vxe Pa,é): ‘ ol <K
g(x

Cti: funkce f je v bodé a velké O od g.

. def.
(iv) f(x) xgx), x >a <= f(x)=0gKX), x >a A gx)=0(f(x), x >a.
Cti: funkce f je v bodé a slabé ekvivalentni g.

Vsimnéte si role bodu a; naptiklad v definici (i) mdme na pravé strané definujici ekvivalence limitu
lim, 4 %; informace o tom, ve kterém bod¢ se limita uvazuje, se tedy musi objevit v definovaném sym-
bolu. Proto tedy nepiSeme pouze f(x) = o(g(x)) a priddvame také ono ,.x — a*“.

Priklad 1.4. Nasledujici fakty si miZete ovéfit jako snadna cviceni. Ve skutecnosti nejde o nic jiného, nez
pochopit, co dany symbol znamend (tj. podivat se na Definici 1.3); limita, kterou je potfeba spocitat je pak
obvykle trividlni. Nejprve nékolik pfikladi se symbolem ,,0%; tfeba prvni bod v seznamu niZe interpretu-
jeme tak, Ze ,ln x je v nekonecnu (mame totiZ x — oo0) mnohem mensi nez x* (resp. tak, Ze z funkei x a
In x je v nekonecnu ,,pfevladajicim ¢lenem* x).

666

e Inx =o0(x), x > o0; x°°® =o0(e¥), x —> o0;

o x2 =0(x3), x = o0; (x=D*=o((x—1)%), x > 1;

o x3=0(x?, x = 0; x =o(l), x = 0.

Na druhou stranu neplati tfeba nasledujici:

e Inx =o0(x), x - 04; e sin(x) = o(1), x — o0;
2 3 ! <1> 0
_ . e — —=0\|\—), X —> 0L
e x“ =o0(x°), x > 0; 2 X

Symbol ~ interpretujeme tak, Ze se srovnavané funkce chovaji na okoli daného bodu stejné. Totiz: podle
definice f(x) ~ g(x), x — a nastava, pokud lim,_,, f(x)/g(x) = 1, coZ znamen4, Ze blizko bodu a
zhruba plati rovnost f(x)/g(x) = 1,tj. f(x) = g(x).
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Jako snadné cviceni si mlizete dokdzat, Ze relace ~ je symetrickd v tom smyslu, Ze

fx)~glx), x >a < g~ f(x), x —>a,

coZ je vlastnost, kterou symbol o pochopitelné nema (dokonce plati, Ze ~ je relace ekvivalence, tj. je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni — v§echny tfi vlastnosti jsou snadné cviceni). Nasledujici priklady pouziti
symbolu ~ jsou (az na posledni z nich) jiné formulace zndmych limit pro sin, cos a In:

e sinx ~x, x — 0; elnx~x—1, x > 1;
x2 ) i1
ol—cosx~7,x—>0, e arctgx ~ =, X = 00.

Symbol O (,,velké O) je pro nds méné uziteCny a uvadime ho hlavné pro tplnost. Neformalné feceno
f(x) = O(g(x)), x — a znamena, Ze funkce f neni na okoli bodu @ o mnoho vétsi neZ g. A to v tom
smyslu, Ze muzZe byt klidn¢ i tisickrat vétsi (pak by v definici postacila konstanta K = 1001), ale neni
,hekonecné-krat vétsi, takZze pomér mezi obéma funkcemi §-blizko bodu a zlistane omezeny pevnou kon-
stantou K. Zapis pomoci velkého O nachdzi uplatnéni zejména v informatice, kde se pouziva k popisim
Casové slozitosti algoritmd.®

Zbyva strucné se zminit o slabé ekvivalenci (tj. o symbolu <), kterou jsme definovali s pouZitim velkého
O. Pres tento fakt uz se slabou ekvivalenci mame néjaké zkuSenosti: neformalné feceno totiZ vyrok f(x) =
g(x), x — arika, ze funkce f a g se v bod¢ a ,,chovaji podobné* — a to v tom smyslu, Ze pomér mezi nimi
nikdy neni pfili§ blizko oo a nikdy pfili§ blizko 0; drZzi se zkrdtka v urcitém rozmezi. Jako snadné cviceni si
rozmyslete nasledujici ekvivalenci:

f(X)
g(X)

fx)<xgx), x >a <= 3FK>035>0Vxe P(a,§): — A

Poznamka. Definice 1.3 je formulovana pro funkce, je ale jasné, Ze se da stejné dobfe pouZit pro posloupnosti (ostatné posloup-
nosti jsou pro nas funkce definované v N): Tieba a, = 0(b,), n — oo (kde {a,}y=; a {b,}oe, jsou dvé posloupnosti) znamend
limy,— 0 Z—Z = 0 a podobné.

Napriklad Limitni srovndvaci kritérium konvergence tad pfevedené do feci asymptotické symboliky vypada takto:

Bud'te Y p2 an ay_pey by Fady s nezdpornymi ¢leny.

(i) Jestlize ay < by, n — oo, potom (Z by konverguje < Z —10n konvergu]e)
(ii) Jestlie a, = o(by), n — oo, potom (Z by konverguje = Y 7 | an konvergu]e)

(iii) JestliZe b, = o(ay), n — oo, potom (Z | b diverguje = > 07 | ay dlverguje)

Priklad 1.5. Funkce f(x) = x2/1000 je na okoli 0 mnohem (tisickrat) mensi neZ funkce x2. Piesto neplati
f(x) = o(x?), x — 0, protoZe

tim L) _ g X/1000 1 £0.

x—0 x2 x—0 x2 1000

Problém je pochopitelné v tom, Ze funkce f sice je mnohem mensi neZ x2, ale pom&r mezi nimi je kon-
stantni, a to 1 : 1000. Aby platil vyrok se symbolem o, musi jit pomér mezi obéma funkcemi k nule; tj. ta
mensi funkce musi byt nejen tisickrat mensi, ale na jistém okoli i milionkrat mensi a na jistém (asi jeSté
mensim) okoli miliardkrat mensi atd. — musi zkratka ,,byt v tom bodé€ nekonecné-krat mensi*‘. A

8Wikipedia nabizi vice informaci k tomuto tématu; podivejte se tfeba na znamy piipad algoritmu Quicksort s primérnou
Casovou naroc¢nosti O (n Inn).


https://en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation
https://en.wikipedia.org/wiki/Quicksort
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Umluva 1.6 (O interpretaci malého o v rovnicich a limitach). e Vyjadfeni f(x) = o(g(x)), x — a je pro
nds v tento okamzik nedélitelny symbol, jehoZ vyznam je dan Definici 1.3. Je ale velmi praktické symbolu
nasledujici zapis

f(x) = x*+o(x7), x =0, (1.5)
ktery v tento moment nemame definovany; existuje jedind rozumnd interpretace (které se odted’ budeme

drzet), a to
f(x)—x*=o0(x"), x =0,

coz md Definici 1.3 jednoznacné dany vyznam:

_ f(x) —x?
lim ———

=0.
x—>0 x7

vvvvvvvvv

ze funkce f je souctem x? a né&jaké dal3i funkce, kterd je na okoli nuly zanedbatelnd v porovnani s x7;
oznacime ji ¢(x) a rovnost (1.5) tedy interpretujeme takto:

f(x) =x%>+¢(x), kde ¢(x)=o0(x"), x = 0. (1.6)

Nyni by mélo byt patrné, jak bychom interpretovali vyskyt symbolu o v jinych rovnostech: zkratka bychom
si misto néj predstavovali néjakou funkci ¢, kterd je mald ve specifikovaném smyslu (tfeba v rovnici (1.6)
je mald vzhledem k x” na okoli 0).

e Dalsi typ situace nastavd, kdyZ se symbol o vyskytne v néjakém vyrazu ¢i rovnosti vickrit. Nejspis
pro vas nebude problém dat rozumny vyznam rovnici

x + o(x?)
x34+o0(e>7?)

fx) = x—0: (1.7)

Symbol o se sice vyskytuje dvakrat, jeho parametry se vSak lisi (v jednom vyskytu mdme x2, ve druhém
e_x_z), a tedy je pfirozené kazdy z obou symboli o interpretovat jako jinou malou funkci, tedy chapat
o0(x?) jako ¢(x), kdezto symbol o(e_x_z) chépat jako ¥ (x), kde

e(x) =0(x*), x > 0 adile v(x)= o(e_x_z), x — 0.

Rovnici (1.7) pak chapeme takto:
x + ¢(x)

X3+ y(x)

e Piipad, kdy ob& mald o maji rizné parametry (v tomto pifkladé x2? a e~
potieba si uvédomit, jak to bude fungovat, bude-li rovnice vypadat takto:

flx) =

X

™), je tedy jasny. Je ale

x + o(x*)

——, x> 0.
x3 4+ o(x%)

f(x) =

V tomto pifpadé mdme dvoji vyskyt o(x?), ale kaZdy z nich miiZe reprezentovat jinou funkci zanedbatelnou
blizko 0 vzhledem k x*. Tedy o(x*) v &itateli (resp. ve jmenovateli) chdpeme jako funkci ¢ (resp. ), kde

e(x) =o0(x*), x =0 adile Y(x)=o0(x*, x>0

a kde ¢ a ¥ miZou (ale nemusi) byt rizné funkce.
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e Konec¢né se musime také domluvit, jakym zptisobem budeme interpretovat situace, kdy se symbol o
vyskytne v néjaké limité. ProtoZe symbol pro limitu obsahuje informaci o tom, ke kterému bodu se blizi
proménna (,,x — a*“ apod.), nemusime to uz znovu opisovat za o(. . .). Napriklad

 (x=D*+o((x—7)?)
a (x—7)2

= (%)

ma jasny vyznam, kdyZ si misto o((x — 7)2) predstavujeme funkci ¢(x) spliujici
p(x) = o((x = 7)%), x =7, (1.8)
kde ,,x — 7 jsme vzali zpod symbolu limity. Vypocet pak probéhne nasledovné:

o((x — 7)2)) 4 dim o((x —=7)?)

=14+0.
=7 e T

(%) = lim (1 n
x—7
Posledni limita je nulova presné podle definice symbolu o, resp. podle jeho vyse uvedené interpretace uvnitf
limity — podle (1.8) totiZ mdme

M 1'&

xl—% (x —17)2 _x—>7(x—7)2:0'

N,

Poznamka 1.7. Pfi pouziti symbold o, ~, O, < nesmime zapomenout udat, ke kterému bodu se blizi x
(tj. nevynechat ono x — a). Bez této informace symboly postrddaji smysl a rovnice je obsahujici postrada
jakoukoliv informacéni hodnotu.

Je totiz potieba si uvédomit, Ze i kdyZ rovnost (1.5) (resp. rovnost (1.6)) vypada jako celkem bézna
definice n&jaké funkce f (prosté ,,f se rovna x2 + néco malého*), ve skute¢nosti ndm o funkci f poskytuje
informaci pouze ,,blizko bodu 0. Nikde jinde nevime vlastné nic a dokonce nevime ani, jak blizko u bodu
0 viibec néco vime. Jinymi slovy fe¢eno, vyznam rovnice (1.5) je tzce spjat s bodem 0; z perspektivy bodu
0 se na celou véc divame. (A je snad kazdému ziejmé, Ze kdyby v rovnici bylo napsdno x — a, uvazovali
bychom a misto 0.)

Priklad 1.8. Porovnejme chovéni vyrazu x* + x2? + sin x blizko oo a blizko 0:

o x>+ x2 +sinx = x3 4+ o(x3), x — oo. Skutecné, tvrzeni je ekvivalentni rovnosti x2 + sinx =
0(x?), x — 00, coZ je snadné ové&fit (x? je prevladajici ¢len atd.). Naproti tomu:

o x3 4+ x2 +sinx = sinx + o(x), x — 0. Zde tedy tvrdime, Ze x> + x? = o(x), x — 0, coZ je opét
trivialni z definice (ovéite).

Na tomto prikladé znovu vidime to, co by ndm uz mélo byt intuitivné jasné ze zkuSenosti s limitami prvniho
semestru, totiZ Zze v oo bude prevlddajici ¢len ten s nejvyssi mocninou, zatimco v 0 naopak ten s mocninou
nejmensi. V tomto priklad€ navic mdme sin x, ktery se ale u nuly chova jako x (jak vime, sinx ~ x, x —
0), a tedy v bodé¢ 0 hraje roli ptevladajiciho clenu. Obé€ pozorovani se daji taky otoCit a neformalné vyjadrit
takto:

N 24
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Priklad 1.9. (a) V predchozim piikladé jsme si rozmysleli, Ze plati
x3 4+ x? +sinx = sinx + o(x), x — 0.

Nyni chci na piikladech ukazat, Ze takovy vyrok miize, ale nemusi, zustat v platnosti, nahradime-li na pravé
strand této rovnice funkci sin x libovolnou funkci, kterd je s ni v nule ekvivalentni: tieba x nebo arctg x.’

x3 4+ x?+sinx =x+o0(x), x >0, resp. x>+ x?4sinx = arctgx + o(x), x — 0. (1.9)

Dokazme tieba druhé tvrzeni (prvni je jesté jednodussi). Podle Umluvy 1.6 toto druhé tvrzeni interpretujeme
jako vyrok

x3 4 x? +sinx — arctgx = o(x), x — 0,
ktery podle Definice 1.3 znamend Ze limita podilu levé strany a x je nulova. Nuze

3

lim = lim(— +

x3 + x2 + sin x — arctg x (
x—0 X x—>0 \ X

x? sinx arctgx
A )=0+0+1-1=0,
x

X X

a jsme tedy hotovi: vidime, Ze nezdleZi na tom, kterou z funkci sin x, x, arctg x na pravé strané¢ mame;
vyrok plati kazdopadné.

(b) Na druhou stranu miZeme uvazovat tieba nasledujici pravdivy vyrok:
sinx + x* = sinx + 0(x3), x — 0.

Vyrok je skuteéné pravdivy, a to trividlng, nebot’ podle Umluvy 1.6 znamend pouze to, Ze sinx + x* —
sinx = o(x?), x — 0, neboli x* = 0(x3), x — 0, coZ je jasné.
Nicméné nahradime-li na pravé strané funkci sin x prostym x, vyrok piestane platit:

Neplati  sinx + x* = x + o(x?), x = 0.

Skutecné,
. 4 4 .
.osinx +x7—x X . sinx —Xx 1
lim =lim — 4 lim ———— =... = —= #0.
x—0 x3 x—>0 x3 x—0 x3 6

Jak se to mohlo stét, kdyz prece funkce na pravé strané v obou vyrocich, tedy sinx a x, se ,,v nule
chovajf stejné*“!°? Pro¢ v &4sti (a) tohoto piikladu jsme podobnou zdménu provést mohli a v (b) nikoliv?
Formdlné€ vzato je to jasné z vypocCtu. Intuitivné je to tim, Ze zde jsme poZadovali mnohem vétsi piesnost,
konkrétné o(x>), x — 0 misto ptvodniho o(x), x — 0.

Z téchto prikladi, z nichZ v jednom jsme pravou stranu nahradili ekvivalentni funkci beztrestné a ve
druhém ndm to neproslo, je patrné, Ze je potfeba byt ve stfehu a pfi Upravach zahrnujicich malé o a ostatni
symboly je spravné si vZdy predstavit vypocet, ktery ospravedliiuje nas postup. A

Tvrzeni 1.10 (Aritmetika malého o). Necht’ a € R*. Plati vSechna ndsledujici tvrzeni:

(i) Nechr’ fi(x) = 0(g(x)), x = a; fo(x) = 0(g(x)), x — a.
Pak fi(x) + f2(x) = 0(g(x)), x — a.

(ii) Necht’ fi(x) = 0(g1(x)), x = a; f2(x) = 0(g2(x)), x — a.
Pak fi(x) - f2(x) = 0(g1(x) - g2(x)), x = a.

Skute¢né plati: sinx ~ x, x — 0, resp. sinx ~ arctgx, x — 0. O tom se s pouZitim zndmych limit snadno miiZete
presvédCit piimo z definice ~. Jest totiZ limy.o *2* = 1, resp. limy_.o ;i‘t‘gxx ] arc)tch =1- % =1.
10Tj. plati sinx ~ x, x — 0, reformulace zname limity pro sin.

= limy—o
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(iii) Pokud lim,_, gg; eRa f(x) =o0(g1(x)), x = a, potom f(x) = o0(g2(x)), x — a.

(iv) Necht' f1(x) = o(g(x)), x — a. Necht’ 3§ > 0: f, # Ona P(a,$).
Potom f1(x) - fa(x) = 0(g(x) - f2(x)), x — a.

(v) Necht' f(x) = 0(g(x)), x — a. Necht’ 35 > 0: h je omezend na P(a, ).
Potom h(x) - f(x) = o0(g(x)), x — a.

(vi) Méjme Cislam,n € Z spliiujici m < n.
Pokud f(x) = o((x — a)”), X — a, pak plati i f(x) = 0((x — a)m), X — a.

Diikaz. VSechny diikazy jsou snadnd cviceni na definici a zdkladni operace s limitami. [

V Prikladé 1.9 jsme si uvédomili, Ze rovnosti zahrnujici asymptotické symboly jako malé o je po-
tieba interpretovat v limitnim, asymptotickém smyslu, a mize se tedy stat, Ze rovnost zlstane v platnosti
1 zménime-li nékteré Cleny na jiné, které se chovaji ,,stejné*‘. Ukdzali jsme vSak také, Ze si musime davat
pozor a Ze n¢kdy se tim mizeme dopustit pfilis velké chyby a rovnost platnosti pozbyde.

Nasledujici tvrzeni zdlraziuje, Ze funkci dosazenou do malého o je vZdy mozno zaménit za funkci
ekvivalentni a pravdivostni hodnota rovnosti ziistane beze zmény. Pfesnéji:

Tvrzeni 1.11. Necht’ g(x) ~ g2(x), x — a anecht’ f je néjakd funkce. Pak NVJE:

(i) f(x)=0(g1(x), x > a
(ii) f(x)=o0 (gz(x)), X — a.
Diikaz. Tvrzeni 1ikd, Ze vyroKy (i) a (ii) jsou ekvivalentni. Dlikaz tohoto tvrzeni pfimocarou aplikaci bézné

metody, kterou pouzZivdme od zacatku prvniho semestru v praktickych vypoctech limit: rozsifeni zlomku.
Predpokladejme, Ze plati (i); platnost (ii) doloZime nésledujicim vypoctem: (Dikaz opacné implikace je

stejny.)
S o f) i) fx) L gix)
im = lim . = lim - lim =
x—a gr(x)  x=agr(x) ga(x)  x—agi(x) x—a gy(x)
kde predposledni rovnost plyne z (i) a z pfedpokladu ekvivalence g; a g, v bodé€ a. Dostali jsme (ii), a
dikaz implikace je hotov. [

0-1=0,

Priklad 1.12. Podivejme se na konkrétni piiklad pouZiti Tvrzeni 1.11: protoze e — 1 ~ x, x — 0, plati
podle tohoto tvrzeni ekvivalence

cosx =14o0(*"—1), x >0 <= cosx=14o0(x), x —>0.

ProtoZe vyrok na pravé strané ekvivalence bude nejspiS obndset o néco jednodussi vypocet, zaméfime se
pravé na néj; o vyroku vlevo uz ted’ vime, Ze ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok vpravo.
. cosx —1 . 1 —cosx 1
lim —=—-—1lm———— - x=—=:0=0,
x—0 X x—0 )(,‘2 2

N 24

mem. &

N 24

Poznamka 1.13. Plati obecnéjsi verze Tvrzeni 1.11: misto ekvivalence funkci g; a g, v bod€ a staci pred-
pokladat pouze g{(x) =< g»(x), x — a; ani za tohoto slabsitho prfedpokladu nezilezi na tom, jestli se
v symbolu malé o vyskytuje g; nebo g,. Dikaz je velmi podobny, na konci vypoctu v§ak nedostaneme 0 - 1
a musime misto toho aplikovat tvrzeni ,,nulova - omezend = nulova“.

Vsimnéte si také toho, Ze Tvrzeni 1.11 je snadnym diasledkem Tvrzeni 1.10 (iii) (s pomoci (iii) doka-
Zeme kazdou implikaci zv14ast’).
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Cviceni 1.14. Jako snadné cviceni, které souvisi s pravé uvedenymi fakty, vim doporucuji si dokézat, Ze
relace f(x) ~ g(x), x — a je relace ekvivalence na mnoziné funkci, které jsou nenulové na néjakém
prstencovém okoli bodu a (ozna¢me tuto mnozinu €,tj. € = {f: 36 > 0Vx € P(a,§): f(x) # 0}). To
znamend dokdzat nédsledujici tfi vlastnosti charakterizujici ekvivalenci:

(a) Reflexivita: Vf € €: f(x) ~ f(x), x —> a;

(b) Symetrie: Vf, g €€: (f(x) ~g(x), x > a) <& (gx) ~ f(x), x = a);

(¢) Tranzitivita: V f, g, h € €
(f(x) ~g(x), x > a) A (g(x) ~ h(x), x > a) = (f(x) ~ h(x), x > a).

Poznamka 1.15 (Posunuti do jiného bodu). Pripomenime pro jistotu, Ze v predchozich piikladech neni
podstatny bod 0 sdim o sobé; dulezité je zde pouze to, Ze jde (na rozdil od co) o bod vlastni. Posunutim
celého prikladu do jiného (vlastniho) bodu @ € R dostaneme analogickou situaci. JestliZe napiiklad mame,
ze f(x) = o(x"), x — 0, pak také plati f(x —a) = 0((x — a)”), x — a. To je okamZité vidét, pokud si
oba vyroky rozepiSete podle jejich definice (zkritka jde jen o limitu posunuté funkce v prislu$né posunutém
bod¢).

Priklad 1.16. Vyse jsme si uvédomili, Ze funkce x” je na malém okoli O tim mensi, ¢im je exponent n
vétsi. (Viz Priklad 1.8.) Pojd’'me se na tento jev podivat z pohledu derivaci. Je nim napiiklad jasné, Ze na
malém okoli 0 je funkce x> mnohem mensi neZ x. Intuitivné citime, Ze je to ddno tim, Ze pifmka y = x
protind osu x (v bod& 0) pod pevnym thlem 45°, zatimco parabola y = x? se k ose x (v bodé& 0) t&sné
pifimyka — to pochopitelné souvisi s tim, Ze mé v bodé€ 0 staciondrni bod, tj. nulovou derivaci. Zaroven to ale
souvisi také s tim, Ze bod 0 je dvojndsobnym kofenem x? a pouze jednondsobnym kofenem x. A tak dle.
Tieba funkce x3 ma v bodé 0 dokonce i druhou derivaci nulovou a 0 je trojndsobnym kofenem. Pozorujeme
tedy souvislosti mezi ndsledujicimi tfemi aspekty:

(1) Mira zanedbatelnosti (malosti) hodnot funkce na okoli bodu a;
(Presné vyjadreni by vyuZilo symbolu malé o.)

(2) nulova hodnota, nulova derivace, nulova druha derivace,. .. v bodé a;

(3) ndsobnost a jakoZto kofene polynomu.

Nasledujicimi priklady chci ilustrovat zejména souvislost mezi (2) a (3). Nicméné i zde miizeme sou-
Casné vycitit i vztah s (1).

e Podivejme se podrobnéji kupiikladu na funkci f(x) = x°. Viimn&me si, Ze plati:
f'(x)=5x% f"(x)=5-4x3 O =54.3x% fPDx)=5-4.3.2x; [fO@) =5\

Funkce f je jednoduchy polynom s jedinym kofenem 0, jehoZ nasobnost je 5. Neni zddna ndhoda, Ze
zrovna paté derivace je prvni (a posledni) derivace, kterd je v bodé 0 nenulova.

vvvvvv

ma trojndsobny kofen 1 a jednonasobny kofen 2 (jak je patrné z jeho rozkladu na kofenové Cinitele).
Sami se vypoctem presvédite, Ze tieti derivace je prvni nenulova derivace P v bodé 1 (tj. P(1) =
0,P'(1) = 0,P"(1) = 0, PP (1) # 0) a prvni derivace je nenulovd v bodé 2 (tedy P(2) = 0 a
P’'(2) # 0). Opét tedy vidime korespondenci mezi poradim prvni nenulové derivace a nasobnosti
korend.

Pozdéji (vybaveni zkusenostmi s Taylorovym polynomem) se muzZete pokusit dokdzat, Ze toto chovani
neni ndhodné; zndme-li kofen néjakého polynomu, miZzeme snadno urcit jeho nasobnost tim, Ze polynom
derivujeme a podivame se, kolikétd je nejniZs$i nenulovd derivace v tom bodé. A
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1.3 Tecna a diferencial

Priklad 1.17. Necht’ ma funkce f v bodé a € R vlastni derivaci. Polozme T'(x) = f(a) + f'(a)(x —
a); pak graf této linearni funkce (proménnd je x, vSe ostatni jsou konstanty) je te¢na ke grafu f v bodé
(a, f(a)). Dokazte, ze plati f(x) —T(x) =o(x —a), x — a.

ReSeni spo¢ivd v tom, Ze si tvrzeni prepiSeme podle definice symbolu ,,0(x —a), x — a* a vzniklou
limitu vypocitime — méla by vyjit nula a tim budeme hotovi.

Interpretace: Jak mame tento vysledek chapat? Rozdil f(x) — 7'(x) je na okoli bodu a velmi maly, a to
v presné€ daném smyslu. Vice svétla vSak na tento fakt vrhne jednoduché pozorovani, ze T je jedina funkce
s touto vlastnosti; Zadna jina linedrni funkce tuto vlastnost nema (o tom se muzZete snadno presveédcit vy-
pocitanim piislusné limity pro L(x) = ax + b misto 7). Jinymi slovy tedy vidime, Ze teCna aproximuje
chovani funkce na okoli tecného bodu ze vSech primek (tedy polynomi stupné nejvyse 1) nejlépe. V na-
sledujici sekci (o Taylorové polynomu) se budeme snazit najit nejlep$i moznou aproximaci funkce pomoci
polynomu daného stupné vyssiho nez 1. A

Poznamka (K Prikladu 1.17). S te¢nou ke grafu funkce souvisi také pojem diferencidlu:

T(x)= flla)(x —a) + f(a) = f'(@) - x+ f(a) — f(a)-a
Tato &4st se nazyva diferencidl f v bodé a.

Presnéa definice diferencidlu pro nds zacne byt zajimava teprve v souvislosti s funkcemi vice proménnych;
v na$f situaci by neslo o nic jiného, nez jiné (ale ekvivalentni) pojeti pojmu vlastni derivace funkce v bodég.
S tim souvisi nédsledujici lehké tvrzeni:

Tvrzeni 1.18. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) Funkce f je v bodé a spojitd a existuje linedrni funkce T (primka) splriujici

f(x)—Tx) =0(x—a), x —>a. (1.10)

(ii) Existuje derivace f’'(a) € R.

Pokud vyroky plati, jest nutné T'(x) = f(a)+ f'(a)(x—a), tj. graf T je te¢na ke grafu f (v bodé (a, f(a))).
Specidlné je T jednoznacné urcena.

Jinymi slovy, dobfe aproximujici pfimka (ve smyslu o(x — a), x — a) existuje prave tehdy, existuje-li
v onom bod¢ vlastni derivace f. Implikace (i)=>(ii) (resp. jeji obména) tedy fikd, Ze neexistuje-li vlastn{
derivace f’(a), neda se rozumné definovat tecna (kde rozumnou definici myslime, Ze ,,lokaln¢ te¢na dobie
napodobuje chovani funkce f “, tj. v podstaté¢ mame na mysli, Ze plati (i)).

Diikaz. Nejprve dokdZeme (i)=>(ii); méjme tedy takovou linearni funkci 7, Ze plati (1.10). VSimnéme si,
ze (1.10) implikuje f(a) = T(a): skutecné, jest

- J(X)-T(x)+T(x)-T(a)
m

lim (f(x) = T(a)) = lim P (x—a)
= (1im ST |\ g w) Jim (x — a)
x—a X —a x—a X —a x—a

=(0+T7"(a))-0=0
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podle Véty o aritmetice limit a predpokladu (i) (ten pouZijeme na prvni limitu na prostfednim fadku vy-
poctu vyse). To ale znamenad, Ze T (a) = limy_, f(x) = f(a), kde druha rovnost plati diky pfedpokladu
spojitosti. Nyni dostdvame

S0 S@ _ yyy (FITC) | TC)— Fl@)
X —d

x—a X —a X —d

— 04 lim L =T

x—>a X —d

f'(@) = lim = T'(a),

takZe f’(a) skute¢né existuje a je rovna derivaci linearni funkce 7 (ta existuje kazdopadné).

Necht’ nyni plati (ii), dokdzeme (i). Definujme linearni funkci 7(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Pak

p SO -TE) L () = f@) - fl@)(x —a)

x—a X —d x—a X—a

= lim (M _ f’(a)) _ f’(a) . f’(a) _o,
xX—>a X a

tj. skutecné plati f(x) — T(x) = o(x —a), x — a. Spojitost f v bod¢ a (kterou téZ musime dokazat,
nebot’ je soucasti vyroku (i)) je disledkem existence vlastni derivace f’(a). ]

1.4 Taylorav polynom

Nas zakladni cil v této sekci bude nasledujici: Budiz dana funkce f, kterd ma na okoli néjakého bodua € R
vlastni derivace az do fddu n. Chceme najit polynom P stupné nejvySe n takovy, Ze

f(x) = P(x) =o((x —a)"), x > a.

1.4.1 Zakladni nastroj: I’Hospitalovo pravidlo

Véta (L’Hospitalovo pravidlo). Necht’ f, g jsou funkce, a € R*. Necht’ je splnéna jedna z ndsledujicich
podminek.

(i) limy_, f(x) = limy_,, g(x) = 0;
(if) limy—4 |g(x)| = oo.
Potom ndsledujici rovnost plati, md-li jeji pravd strana smysl:

fim £ _ i L)

o g(x)  ava gl(x)

Priklad. Ndsledujici limita je ,.typu ¢, miZeme tedy zkusit aplikovat I’Hospitalovo pravidlo (a skute¢né dojdeme k vysledku):

. sinx—Xx pH .. cosx—1 1 . 1—cosx -1
im ——— = lim ——=—lim ——— = ;
x—0 x3 x—0 3x2 3 x>0 x2 6
prava strana m4 smysl, takZe pouZiti I’'Hospitalova pravidla bylo opravnéné, a vypocet je korektni. A

Priklad. Dalsi priklad je snadné spocitat elementarni metodou vytknuti prevladajicitho Clenu (x) a aplikaci faktu ,nulova -
omezend = nulovd®; vysledek je 1. Limita je navic ,typu “, takZe miZeme také zkusit aplikovat I’'Hospitalovo pravidlo; limita
na pravé stran¢ vSak neexistuje, jak je snadno vidét:
. x+sinx 1 . 1 + cosx

lim —— = lim ——

X—00 X xX—00 1
Limita nalevo tedy existuje (je rovna jedné) a limita napravo neexistuje. Rovnost oznacena ,H* tak pfece jen neplati; vysvét-
lenim je, Ze jeji prava strana nemd smysl, coZ je situace, o niZ ndm 1’Hospitalovo pravidlo nefika nic (zejména netvrdi, Ze by
platila ona rovnost oznacend ,L’H*). A
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V minulém semestru uz jsme pouzivali také druhou derivaci, tedy derivaci derivace, a pouzivali znaceni

"(x)— f'(a
f//(a) = (f/)/(a) — llm f( ) f ( )
x—a X —a
Nyni zavedeme praktické znaceni i pro vSechny ostatni derivace (tfeti, Ctvrtou atd.), a to pomoci rekurzivni
definice.

Definice 1.19. Definujeme nejprve
fO = f

tedy ,nultou derivaci* funkce f budeme rozumét funkci f samotnou. Nyni predpoklddejme, Ze uz je

z Y2

definovéna n-t4 derivace £ pro néjaké celé &islo n > 0. Pak definujeme
f(n—i-l) = (f(n))/,

tedy (n + 1)-ni derivace je definovana jako derivace n-té derivace. Znaéime tedy napiiklad f® (a) druhou
derivaci funkce f v bodé€ a a podobné. Poznamenejme, Ze nemiiZeme vynechat zavorku (a psat tak pouze
f?(a)), protoZe takto (bez zdvorek) zna¢ime druhou mocninu funkce f. Je snad jasné, Ze podle tohoto
nového znadeni je fV = £/, f® = " atd.

Pokud existuje f ™ (a) € R, fikdme, Ze, funkce f md n-tou derivaci v bodé a, nebo ze f je v bodé a
n-krdt diferencovatelnd.

Dale definujeme pomocny pojem: fekneme, Ze funkce f je v bodé a € R nekonecné mald n-tého rddu,
jestlize

f(x) = 0((x —a)”), X —a.

1.4.2 Peanuv tvar zbytku

Zacneme lemmatem, které nam da velmi podstatnou ndpovédu, jak dosdhnout cile vytyCeného v tivodu
tohoto oddilu, tj. k dané funkci f najit polynom P takovy, Ze rozdil f — P je v daném bod¢ a nekonecné
maly n-tého fadu. V nasledujicim bude vzdy n € N, f funkce, a € R.

Lemma 1.20. Jestlize f(a) = f'(a) = f"(a) = ... = f™(a) =0, pak f(x) = o((x —a)"), x — a.

Diikaz. Budeme opakované pouZzivat 1’Hospitalovo pravidlo a az v poslednim kroku dikazu pouZijeme
definici derivace. Necht' tedy funkce f spliiuje pfedpoklad lemmatu; mdme dokdzat, ze f(x) = o((x —
a)”), X — a, neboli nulovost limity, jiZ zacina nasledujici vypocet. Nyni tedy spoCteme, Ze to je pravda
(zdGvodnéni jednotlivych krokd vypoctu je pod nim):

) . ') @ .. S (x) @ -y [V
lim ——— = lim ————— = lim =... = lim —=
x=»a(x —a)" x—an(x—a)"!  x—ann-—1)(x—a)*2 x—an!-(x —a)

o 1 (n—1) _ fn-1) o 1
(:) 2 im S (x)—f (a) def. _f(n)(a) =0.
n! x—a X —a n!

Vypocet dava ten vysledek, ktery jsme chtéli, tedy 0; zbyvé dokdzat jednotlivé rovnosti v ném:

Rovnost (1): Abychom mohli aplikovat 1’Hospitalovo pravidlo, potiebujeme dokézat, Ze jde o limitu
typu ,,g“, neboli Ze Citatel i jmenovatel maji v bod€ a limitu (nikoliv hodnotu!) 0. Pro jmenovatel to plati
trividlné, podivejme se tedy na Citatel, tj. f(x): Sta¢i si uvédomit, Ze f'(a) = 0 € R, tj. derivace f v bod¢ a
je vlastni, a f je tedy v tom bod¢ spojita (takZe ,limita je hodnota“). Plati tedy lim,_., f(x) = f(a) =0,
a pouziti I’Hospitalova pravidla tedy davd smysl (a bude plné zdivodnéné, az zpétné ukdzeme, Ze prava
strana m4 smysl).
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Rovnost (2) a ddl: Pouzijeme analogicky argument jako v predchozim odstavci, pouze o derivaci ddl,
tj. misto f mame f’ ata ma v bod€ a vlastni derivaci f”(a) = 0. Je tedy spojitd, a plati lim,_,, f'(x) =
f'(a) = 0; limita je tedy opét typu %, a my na ni aplikujeme 1’Hospitalovo pravidlo. Takto pokracujeme az
po rovnost (n — 1), argument je pokazdé analogicky.

Rovnost (%) a zdvér vypoctu: V Citateli jsme pouze odeletli f @~V (a), tj. nulu. Po vytknuti % tedy
zUstava presné limita definujici derivaci funkce £~V v bodé a, tedy (f* V) (a) = f™(a), coz vy-
svétluje rovnost oznacenou ,,def.“. (V tomto poslednim kroku nam uz 1’Hospitalovo pravidlo nepomiize;
divody jsou vysvétleny v poznamce pod diikazem.) Konec celého vypoctu je tedy % ™ (a) = 0, takze
muiZeme zpétné potvrdit, Ze prava strana kazdé aplikace 1’Hospitalova pravidla ma smysl, a v§echny jsou
tedy opravnéné. Tim je diikaz dokoncCen. O]

Poznamka. V poslednim kroku vypoctu jsme pouzili definici derivace. Proc¢ ale, kdyz si lze povSimnout,
Ze i pred rovnosti (x) mame limitu typu % (plyne to ze stejného argumentu jako v predeslych (n — 1)
pripadech), a tedy lze doufat v dalsi tspéSnou aplikaci I’Hospitalova pravidla? Kdybychom totiZ v rovnosti
() pokracovali jesté n-tou aplikaci I’Hospitalova pravidla, misto prostého % ™ (a) = 0 bychom dostali

_ (n—1) | (n) 1
L0 i S0 0 Ly SO L ey,

x=an!-(x —a) " n!x—a 1 n! x—a

Kdybychom v&déli, ze f® je v bodé a spojitd, tj. limy_, f™(x) = £ (a), dostali bychom stejny
vysledek. Z predpokladii lemmatu viak tato potfebnd spojitost nevyplyva; zndame pouze hodnotu f™ v
bodé€ a, ne ale limitu.

Lemma 1.21. Necht’ P je polynom stupné nejvyse n € N. Jestlize pro néjaky bod a € R je
P
lim& =0, (1.11)
x—>a (x —a)"
pak P je nulovy polynom (tj. nulovd konstantni funkce).

Diikaz. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu a pfedpokladejme pro spor, Ze P je nenulovy polynom.
Pak ze spojitosti polynomu a (1.11) plyne, Ze P(a) = lim,_., P(x) = 0, tj. a je kofen P.Z algebry vime,
7e pak existuje k € {1,...,n} a polynom R tak, 7e P(x) = (x —a)*R(x) a R(a) # 0 (tj. k je ndsobnost
kofene a polynomu P).!! Pak plati

PO _ R
x—a (x — a)” - xl_I}}z (X _ a)n—k :

Limita vpravo vSak bud’to neexistuje (je-li k < n an — k je liché), nebo je nevlastni (je-lik <nan —k je
sudé), nebo je vlastni a nenulova (pokud n = k, je tato limita rovna R(a)). Ve vSech piipadech dostdvame
spor, a diikaz je tedy hotov: P nemohl byt nenulovy polynom (tj. musi byt nulovy). ]

Nyni jsme konecné pfipraveni vyslovit a dokazat jednu z klicovych vét tohoto semestru.

Véta 1.22 (Taylorova véta s Peanovym tvarem zbytku). Necht’ existuje f (a) € R (tedy n-td derivace je
vlastni). Pak existuje prdvé jeden polynom T, stupné nejvyse n takovy, Ze

f(x) = Tu(x) = o((x —a)"), x > a. (1.12)
Konkrétné jde o polynom
’ " (n)
T(x) = f(a) + fl(!a)(x —a) + fz(!“) c—aP+..+L n!(“) (x —a)". (1.13)

11Staéi polynom P opakované délit kofenovym &initelem (x — a), ,,dokud to lze*.
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Diikaz. Dukaz rozdélime na dvé ¢asti: nejprve dokdzeme, Ze ve znéni véty uvedeny polynom 7, spliiuje
(1.12); v druhé ¢asti dokdzeme jednoznacnost, tj. Ze Zadny jiny polynom stupné nejvyse n tuto vlastnost
nema4.

M¢jme funkci f spliujici predpoklad véty a polynom 7}, bud’ dan rovnici (1.13). Pouzijeme Lemma 1.20
na funkci f — T}, (tj. tento rozdil bude hrat roli funkce f zlemmatu); k tomu je potieba dokazat, ze f — T,
spliiuje pfedpoklad lemmatu. Chceme tedy dokazat

(f =T@ = (f =T (@ =...=(f - T»)"() =0

Je lehké si rozmyslet, Ze (f — T,)P(a) = fP(a) — Tn(i)(a) pro vSechnai € {0, 1,...,n}, takZe vlastné
chceme dokdzat rovnosti

fla)=Tya), fla)=Tia), ... fP)=T" (). (1.14)
Pro dikaz prvni rovnosti staci dosadit @ do polynomu 7,:
( ) "(a (n)(a ‘
T.(a) = f(a) A a)—i—%(a—a)z—l—...—i—fn' )(a—a)”, tj.
Tw(a) = f(a).
Druhé rovnost z (1 14) se tyka derivaci funkci f a T, nejprve tedy T,, zderivujeme (pozor, proménna je x,
faktory tvaru 1@ (“) jsou konstanty!):
" a (n) a
T/(x) =0+ f'(a) + fz(' ) 2 —a)+... + / n'( ) cn(x —a)" L. (1.15)

Vsimnéte si, Ze ve vSech nekonstantnich ¢lenech lze zkrétit koeficient pred zavorkou s nejvyssim Cinitelem
faktoridlu ve ymenovateli: obecny Clen je

f(’i)!(a) di(x—a)Tl = (];(l_)(fl))! -(x—a)™', proi=2.3,...,n
Nyni do (1.15) dosadime bod a za x:
r@ = @+ 2D a0y 4+ LD g —apt,
Ty(a) = f'(a).
Pro nézornost uvedeme jeété dﬁkaz tieti rovnosti z (1.14); ta obsahuje druhou derivaci T,,, budeme tedy

vvvvv PARIC)] (a)
ktery byl ptivodné zahrnut v ,,...*:

[P @) f()
nl

T)(x)=0+0+ f"(a) + 3 3-2(x—a)+ ...+ n-n—1y-(x—a)" 2.

Dosazenim a za x dostavame 3. rovnost z (1.14).

T, (a) = ["(a).

Je zfejmé, Ze timto zplisobem miizeme pokracovat a postupné dokazat vSechny pozadované rovnosti.
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Nyni, kdyZ mame dokdzany vSechny rovnosti v (1.14), mizZeme aplikovat Lemma 1.20 a uCinit zavér,
Ze funkce f — T, spliuje (1.12). Zbyva dokazat, Zze Zadny jiny polynom stupné nejvyse n s touto vlastnosti
neexistuje. K tomu vyuzijeme Lemmatu 1.21:

Predpokladejme tedy, Ze P je néjaky polynom spliujici st(P) < n a

f(x) = P(x) =o((x —a)"), x > a. (1.16)

ProtoZe zaroven vime, Ze tutéZ vlastnost ma 7, (v prvni ¢asti dikazu jsme ovérili (1.12)), dostaneme pou-
zitim Tvrzeni 1.10 (i) a (v), Ze

) =Px) + (D (f(x) = Th(x)) = o((x —a@)"), x > a, .
Tu(x) — P(x) = o((x —a)"), x > a,

ovSem T, — P je rozdil dvou polynomi stupné nejvyse n, tedy také polynom stupné nejvyse n. Tim padem
z Lemmatu 1.21 dostdvame, ze 7, — P = 0, neboli 7,, = P. To znamen4d, Ze kazdy polynom P, ktery je
stupné nejvyse n a (v onom presné daném smyslu) dobie aproximuje f, je roven Ty,; jinymi slovy, 7, je
jediny takovy polynom. ]

Definice 1.23. Polynom 7}, z Véty 1.22 nazyvame Tayloriiv polynom n-tého rddu funkce f v bodé a. Dile
definujeme zbytek n-tého rdadu funkce f v bodé a jako

Ry(x) = f(x) —Ta(x), xE€ ]D)f-

Chceme-li zna¢enim zdiraznit, Ze jde o Taylordv polynom, resp. zbytek, funkce f v bodé a, mizeme
pouZzit znaceni
Tnf’“ (x) = T,(x), resp. Rnf’“ (x) = R, (x).

(Zapsdno stru¢ngji, bez proménné: R, = R = f — T,/ = f - T,)
Poznamka 1.24.

(a) Podobné jako u symboliky ,,malého o* i zde je potfeba brat v tvahu, v jakém bodé a € R Taylorav
polynom mame. V tomto pripadé je to asi sndze pochopitelné: Tak jako teCnu ke grafu funkce mame
vzdy v néjakém pevném (tecném) bodé¢, tak i Tayloriv polynom bude nejlépe aproximovat nasi funkci
prave na okoli jistého pevného bodu. Napiiklad pro n = 2 (tedy mdme-li TaylorGv polynom druhého
fadu), lze Tnf’a interpretovat jako ,te¢nou parabolu® k funkci f v bodé a (pokud f”(a) = 0, jde
ovSem o piimku), kterd ma v daném bod¢ nejen ,,stejny smér* (prvni derivace), ale i stejnou ,,miru
konvexnosti/konkdvnosti* (resp. kiivosti).

(b) Véta 1.22 se da reformulovat zptisobem, ktery vyuZziva vyse zavedeného znaceni zbytku; véta pak
pfimo fikd, Ze zbytek je v néjakém velmi silném smyslu maly (existencni kvantifikitor opatieny
vykfi¢nikem 3! Cteme jako ,.existuje pravé jeden®):

Necht’ f™(a) € R. Pak 3! polynom T,/ stupné < n, Ze R (x) = o((x — a)”), x —a.”?

(c) Konecné také poznamenejme, Ze ve VEt€ 1.22 nelze tvrdit, Ze Taylortiv polynom n-tého fadu je
stupné n; skuteéng, rovnice (1.13) definuje polynom stupné niz§iho nez n v piipadé, ze f™(a) = 0
(a tedy Clen s nejvySsi mocninou x je nulovy). I v takovém pripadé vsak stdle plati, Ze Tnf’a poskytuje
aproximaci n-tého fadu ve smyslu rovnice (1.12). Proto je potfeba rozliSovat mezi stupném a rddem:
Plati, ze fad polynomu T,,f’a je z definice pravé n, zatimco stupefi tohoto polynomu je nejvyse n.'?

2Polynom Tnf’a a jemu pifsluiny zbytek R;“ jsou spolu neoddélitelné propojeny skrze Definici 1.23. Takto formulovana véta
tedy nefika nic jiného, nez 7e f(x) — T % (x) = o((x —a)"), x — a, coZ je piesné tvrzeni Véty 1.22.

13Co7 je jasné, protoze viechny zdvorky tvaru (x —a)¥, které se v jeho definici (1.13) vyskytuji, miZeme rozndsobit a uvédomit
si, Ze jsme nikde nemohli dostat vyssi neZ n-tou mocninu x.
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(d) Nejcastéji budeme TaylorGv polynom odvozovat a pouZivat v nule, tj. pro @ = 0. V tom piipadé
vypada vzorec o néco jednoduseji, pficemz je dobré se opravdu zaméfit na to, kde jedin€ se vyskytuje
proménnd x funkce 7},, vSe ostatni jsou konstanty (koeficienty polynomu):

an 3) 0 (n) 0
Ta(x) = f(0) + f'(0) - x + fz(l)'xz f3|()'x ...+fnl()-x”.
konst. konst. —_— —_— —_—
konst. konst. konst.

1.4.3 Nékolik postirehu a prikladu o polynomech obecné

Striktné vzato bychom méli rozliSovat mezi polynomem, tedy formalnim algebraickym vyrazem (ktery ma
smysl nad riznymi algebraickymi télesy), a polynomidlni funkci, tedy funkci R do R (pripadné C do C),
ktera je tim algebraickym vyrazem definovdna. O polynomech se dd dokazat fada algebraickych tvrzeni i
bez toho, abychom je chédpali jako funkce. My se vSak na polynomy divdme z pohledu analyzy rovnou jako
na polynomidlni funkce a vyuzivame vSechno mozné, tedy napfiklad i strukturu redlnych cisel.

V naésledujicim odstavci (A) budeme piisné rozliSovat mezi polynomem, tj. formalnim vyrazem tvaru
CpX" 41 X" V4. .4 c1x +co apolynomidlni funkei P : R — R, kterd je timto polynomem definovéna,
tj. je na R definovdna vzorcem P(x) = c,x" +c,_1x" 1 4.. .4+ c1x +co. Uvahou obsaZenou v odstavci (A)
st uvédomime néco, co jsme dosud mlcky predpoklddali: totiZ Ze toto rozliSeni v analyze nemd prakticky
vyznam.

(A) Promyslime vyznam niZe zicastnénych pojmi:

(1) Jsou-li f, g dvé funkce, pak rovnost f = g znamend, Ze Dy = D, a f(x) = g(x) pro vSechna x
z jejich spole¢ného defini¢niho oboru.

(2) Dva polynomy (stupné nejvyse n)

CnX" + ey X"+ +eix+ceo a

dpx" + dp1x" "'+ ..+ dix + do
jsou si rovny, pokud ¢; = d; pro vSechna i € {0, ...n}, tj. pokud maji stejné vSechny koeficienty.

Rovnost dvou funkci tedy znamend rovnost hodnot ve vSech (obvykle nekonecné mnoha) bodech definic-
ntho oboru (v pfipadé polynomidlnich funkci R nebo dokonce C). Naproti tomu rovnost dvou polynomt je
definovéna rovnosti kone¢ného poctu koeficienta.

Tvrzeni 1.25. Méjme dvé (polynomidlni) funkce definované polynomy stupné nejvyse n:

P(x) = cux" + cp X" 4. 4 c1x + co,

O(x) =dyx" +dp_1x" '+ ...+ dix + d.

Potom
P=Q << c=di, k=0,...,n.

Jinymi slovy, polynomidlni funkce jsou shodné (ve smyslu bodu (1) o odstavec vys), pravé kdyZ jsou
definovany stejnymi polynomy (tj. ptisluSné polynomy maji stejné koeficienty u vSech mocnin x, jde tedy
vlastné o jeden polynom).
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Diikaz. Implikace (<) je trividlni: dvé funkce zadané stejnym predpisem musi mit stejné hodnoty. Opacnou
implikaci (=) miZeme dokdzat tfeba nepiimo (tj. misto implikace A = B dokdZeme ekvivalentni vyrok
—B = —A): Necht’ ¢y # di pro néjaké k > 0; vezmeéme si nejveétsi takové k. Potom

P(x) — Q(x) = (cx — di)x* 4 (cho1 — di—1)x* 1+ ... 4 (c1 — d1)x + co — do

je funkce definovand polynomem stupné k, protoze cx — dr # 0. (VSechny Cleny fadu vyssiho neZ k se
totiz presné odectou podle predpokladu o k.) Sta¢i ndm tedy dokazat, Ze tento (dokonce libovolny) polynom
stupné k je definuje nenulovou funkci'*.

V piipadé, ze k = 0, je P(x) — Q(x) = co — dp, tj. jde o nenulovou konstatntni funkci, a jsme hotovi.
Predpokladejme nyni, Ze k > 0 a uvaZujme limitu

XILII;O(P(X) — Q(x)) = lim (ck — di)x* + (ckt — di—)x* 1 + ...+ (c1 —di)x + co — do

X—>00

. I 1 1
= Tim x*((ex — di) + (1 — de-1)~ + .o+ (e = di) = + (o - do)x—k)

X—>00

=00 ((ck —dr) + 0+ ...+ 0+ 0) = +oo.

Clen (cx — dy)x* je prevladajici a standardnim postupem (vytknutim tohoto &lenu) jsme doli k tomu, Ze
limita je rovna oo, je-li cx — dyx > 0, a je rovna —oo, pokud ¢x — dx < 0. Odtud plyne, zZe P — Q neni
nulova funkce (m4 totiz v nekone¢nu limitu bud’to co nebo —c0), a jsme tedy hotovi. ]

Poznamka. e Zrekapitulujme posledni diikaz: Nejsou-li polynomidlni funkce P a Q definovany stej-
nym polynomem (tj. stejnym vzoreckem, tj. se stejnymi koeficienty u v§ech mocnin x), pak si vez-
meme nejvetsi mocninu x, u které se koeficienty lisi. Ta bude pro rozdil P — Q v oo ,,prevladajici®,
a tedy ihned dojdeme k tomu, Ze P — Q ma v nekonecnu nenulovou limitu (nekone¢nou pro k > 0),
a tedy to neni nulové funkce.

e K diikazu (A) je v kazdém pfipad¢ potieba néjaky nastroj matematické analyzy vyuZzivajici struktury
redlnych cisel (limita, derivace...), protoZe pro jina algebraicka télesa (tedy jind neZ R) tento fakt
muiZe selhat. Napriklad nad télesem Z, (mnoZina {0, 1} s operacemi s¢itani a ndsobeni (mod 2) — tj.
prosté 1 + 1 = 0) definuji polynomy

Px)=0 a O(x)=x*—x=x(x—-1) (1.17)

tu samou polynomidlni funkci Z, do R (a sice nulovou; pro P je to jasné, pro Q je to vidét z toho,
Ze oba prvky Z, = {0, 1} jsou kofeny toho polynomu), ale jsou to pfitom rtizné polynomy (protoze
maji jiné koeficienty).

Zavérem tohoto odstavce muizZeme konstatovat, Ze z pohledu studia funkci redlné proménné je rozdil
mezi polynomidlni funkei a polynomem pouze formalni, nebot’ je-li ddna polynomidlni funkce, jsou koe-
ficienty pfislusného polynomu (tj. vzorce, ktery funkci definuje) jednoznacné urcené. Tyto dva pojmy tedy
odted’ miZeme opét ztotoznovat, méli bychom vsak pfi tom mit na paméti, Ze tato vzdjemnd jednoznac-
nost mezi polynomy a pol. funkcemi plati nad R (resp. C); nad jinymi télesy platit nemusi, jak dokladaji
piiklady polynomu P, Q nad télesem Z,, (1.17).

Umluva 1.26. V ndasledujicim textu budeme slovem polynom rozumét podle potieby také polynomidlni
funkci na R (nebude-li explicitné feceno jinak).

14Stupeti nulového polynomu (nebo-li konstantni nulové funkce) definujeme z technickych divodd jako (—1); polynomy
stupné€ nula odpovidaji nenulovym konstantnim funkcim. Proto neni Zadny rozpor v tvrzeni, Ze libovolny polynom stupné = 0 je
nenulovy.
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(B) Uvazujme napiiklad polynom P(x) = 13x3 + 11x2 + 7x + 5. Postupné derivovéani nam d4:

P(x)=13x + 11x* +7x +5 P(0) = 5;
P'(x)=13-3x*+11-2x +7-1 P'(0) =7-1!;
P'(x)=13-3-2x+11-2-1 P"(0) = 11-2!;
P"(x)=13.3.2-1 P”(0) =13 -3

Tedy derivujeme-li polynom tolikrét, kolik je jeho stupeni a dosadime-li vZdy nulu, dostaneme cisla, kterd
maji tzky vztah ke koeficientim v piivodnim polynomu: Oznacime-li koeficienty v polynomu P postupné
Co.C1.Cp acsz (tedy P(x) = c3x® + ¢3x% + ¢1x + ¢g = 13x> + 11x2 4 7x + 5), pak nam vlastné vyslo:

P(O) = Cop, P,(O) =(1, P”(O) =Cy 2', PW(O) =C3- 3',
odkud ihned vypocitame hodnoty koeficienti naSeho polynomu:
P 4 (O) P " (0)
, €3 =
2! 3!

Porovnejte tento vysledek s koeficienty Taylorova polynomu v jeho definici (1.13).

co=P0)., c1=P(0), =

(C) Jev, ktery jsme zpozorovali v predchozim bod¢, samoziejmé neni Zddnd ndhoda: stejny postup funguje
pro libovolny polynom, coZz je obsahem nésledujiciho tvrzeni.
Necht’ P(x) = cpx™ + o1 X"V + ...+ c1x + ¢g je polynom (¢, € R, k = 1,...,n). Potom

P'(0 P (0 P™(0
o= PO). ¢ = 1(v)’ ‘0 0) 0)

, C
2! " n!

Jinak veceno, P se dd psdt ve tvaru

P’ (0 P"(0 P®™(0
0) ()szr L ()x”.

P(x) = P(0) + T X o n!

(1.18)

(D) Bud P néjaka funkce (kterd méa vlastni derivace az do fddu n v bod¢ 0). Podle Definice 1.23 je

TaylorGv polynom n-tého fadu funkce P v bodé 0 definovan predpisem

P'(0 P"(0 P™(0

TnP,O(x) — P(O) + ( )X + ( )xz + + ( )

1! 2! n!

Predpoklddejme nyni, Ze P je polynom (polynomidlni funkce) stupné nejvyse n. Pak podle tvrzeni pfedcho-

ziho bodu plati rovnost (1.18); v kombinaci s rovnosti (1.19) (kterd ma stejnou pravou stranu) dostaneme
rovnost levych stran téchto dvou rovnic, tedy nasledujici tvrzeni:

x". (1.19)

Tvrzeni P. Necht' P je polynom stupné nejvyse n. Pak P = T,

To nam fik4 toto: Necht P je polynom stupné nejvyse n. Pak P je funkce (viz Umluvu 1.26), a mé
tedy smysl hovofit o jejim Taylorové polynomu néjakého radu, napriklad zrovna n-tého. Tvrzeni ndm fika,
Ze polynom P stupné nejvyse n je roven svému Taylorovu polynomu faddu 7 (a samoziejmé i libovolného
vyS§iho fadu).

Maiéme-li tedy napiiklad polynom P stupné 100, pak je TSP 0 (tedy Taylortiv polynom funkce P patého
radu v bodé 0) jistd aproximace P na okoli 0, kterd ndim ve vétSiné piipadi poskytne slusnou predstavu
o chovéni P na okoli nuly. Nicméné Tlf)’(;) (tedy Taylortv polynom fadu 100) je aproximace dokonala, a to
v tom smyslu, Ze nastdva rovnost P = TII;’(? na celém R.

Odtud je vidét, Ze abychom mohli zrekonstruovat polynomidlni funkci na celém R, sta¢i ndm jen znat
vSechny jeji derivace v jednom jediném bodé O.
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(E) Bud’ P polynom stupné n, b € R. Pak Q(x) := P(x —b) (x € R) je téZ polynom stupné n. Jinymi
slovy posunuti polynomidlni funkce doleva nebo doprava je opét polynomidlni funkce, a to definovana
polynomem stejného stupné (pokud b # 0, pak ov§em polynomem jinym).

Tento fakt 1ze nahlédnout celkem snadno: Je-li funkce P zaddna pro x € R predpisem P(x) = c,x" +
Ch1 X"V 4+ ...+ c1x + ¢ (kde ¢, # 0, protoZe jde o polynom stupné piesné 1), potom

Ox) =cp(x —=b)" + cpo1(x —b)" 1+ ...+ c1(x —b) + co,

odkud jednoduchym rozndsobenim (pomoci binomické véty) viech zdvorek tvaru (x — b)¥ a pieskupenim
¢lendl dostaneme vyjadfeni Q(x) = d,x" + dp X" ' + ... + dix + dy, kde dy,d,....,d, € R jsou
néjaké (mozna jiné) koeficienty; je navic jasné, ze d, = ¢, # 0, a tedy stuperi tohoto polynomu je také n.
Pfiklad: P(x) = x2—1, Q(x) = P(x—5);pak O(x) = (x—5)2—1 = x2—10x+25—1 = x>—10x+24.
Posunutim polynomidlni funkce P o 5 doprava tedy dostaneme opét polynomidlni funkci Q, kterd odpovida
jinému polynomu, a to x> — 10x + 24 (stupefi 2 ziistal zachovan, zménily se ale nékteré koeficienty).

(F) Obecné plati, Ze polynom P(x) = ¢,x" + ¢,_1x" ' 4+ ... + c1x + ¢o se da pro libovolné a € R
vyjadrit ve tvaru

P(x)=dy(x —a)" +dp_i(x —a)" ' + ...+ di(x —a) + do.

Zde se nejedna o posunuti, jako tomu bylo v pfedchozim bod¢€, nybrz o jiné (pokud a # 0) vyjadieni téze
funkce. Dikaz toho, Ze je to opravdu mozné, je jednoduchy:

Definujme funkci Q(x) := P(x + a). Podle predchoziho bodu (kde za b dosadime —a) vime, Ze Q je
taky polynom, a to stejného stupné jako P:

0(x)=P(x4+a) = OKX)=dx" +d,_1x" ' +...+dix +d.
Je ale jasné, Ze kdyZ Q(x) = P(x+a), pak P(x) = Q(x—a) (x € R), atedy dostdvame kyZené vyjadieni
P(x)=Q0(x—a) = PX)=di(x—a)"+dp1(x—a)""+ ...+ di(x —a) + do.

Tento dikaz nam taky dava navod, jak ono vyjadreni v praktické situaci Cisté algebraicky vypocitat. V dal-
$im uvidime, Ze existuje i jiny zplsob, ktery vyuziva metody matematické analyzy. (Viz téz Priklad 1.28.)

(G) (Tento odstavec tzce souvisi s odstavcem (C), pouze nyni ,,se posuneme z 0 do bodu a*.) Bud” P
polynom stupné n, a € R a méjme vyjadieni polynomu P jako v pfedchozim odstavci, tedy

P(X) = dn(x _a)n + dn_1(x —a)"_l + ...+ dl(x —a) + dO-

Postupnym derivovanim tohoto vyjadieni dostaneme (vSimnéte si, Ze nyni musime za x dosadit misto nuly
vzdy Cislo a, ¢imZ se vynuluji v§echny Cleny az na konstantni):

P(a) = dy do = P(a),
P'(a) =d, - 1! d, = P'(a),
P//
P"(a) = dy - 2! i, = 2@
2l
P@®
PP (a) = d, - n! g, =@

n!
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(H) Stejné jako v odstavci (D) pro a = 0 nyni dostdvame jiZ pro libovolné a € R tvrzeni analogické
Tvrzeni P:

Tvrzeni 1.27. Necht' P je polynom stupné nejvyse n, a € R. Pak P = TP,

Tedy ve skute¢nosti bod 0 nehraje nijak vyjimecnou roli a polynom se da zrekonstruovat ze znalosti
vSech jeho derivaci v libovolném bodé a € R.

Priklad 1.28. Chceme polynom P (x) = x3+x2+4x+1 vyjadfit ve tvaru P(x) = dz(x—2)3+d»(x—2)>+
dy(x —2) + dy (Ze to je mozné, vime; nas cil je najit hodnoty koeficientd dy, d, d», d3. Podle Tvrzeni 1.27
sta¢i najit Tayloriiv polynom tietiho fadu funkce P (polynomu stupné 3) v bod€ 2, takZze musime vypocitat
derivace aZ do fadu 3:

PQ2)=8+44+2+1=15 do = P(2) = 15,
PR =12+4+1=17 dy = P'(2) =17,
P'2)=12+2=14 dy = ngz) =7,
P"(2) =6 dy = P/;(z) =1.
Dostavame tedy, Ze
Pl x+1 =T 0) = (x =22 +7(x —2)2 + 17(x —2) + 15. A

Poznamka 1.29 (Odvozeni Binomické véty z Taylorova polynomu). Binomickd véta je nésledujici vzorec,
kden € N, a, b € R libovolna ¢isla:

(a+b)" =da" + (’I)a"‘lb + (Z)a"‘zbz + ...+ (n i 1)ab"—l Lt = Z (Z)an_kbk. (1.20)

k=0

Pokud @ = 0 nebo b = 0, je vzorec trividlni; predpokladejme tedy, Ze obé Cisla jsou riznd od nuly.
Vytknutim a@” z obou stran rovnice vyjde

(e = (0 () (1))

a ozna¢ime-li x = b/a, dostaneme

A+x)" =1+ (T)x + (';)ﬁ I (n " 1)x”_1 + X", (1.21)

ProtoZe z posledniho vzorce Ize stejné jednoduse odvodit binomickou vétu ve tvaru rovnice (1.20) (vyndso-
benim obou stran rovnice ¢islem a”), miiZzeme fici, Ze oba vzorce jsou vzdjemné ekvivalentni’; tim mame na
mysli pfesné to, Ze jeden jde snadno odvodit z druhého. (Vzhledem k predpokladu a # 0 jsme navic toto
odvozeni provedli ekvivalentnimi tpravami.)

Nyni jednoduse dokdzeme vzorec (1.21) (a tedy i binomickou vétu (1.20)) pomoci znalosti Taylorova
polynomu funkce (1 + x)¢ (viz Poznamku 1.32 a vzorec (1.25)) a vySe uvedenych pozorovani o polyno-
mech.

Oznaéme P(x) = (1 + x)"; pak P je polynom stupné n. Podle Tvrzeni 1.27 jest tedy
T, = P.

n



KAPITOLA 1. TAYLORUV POLYNOM 24

Podle (1.25) (kde za « dosazujeme n; fad n uvaZzovaného Taylorova polynomu je tedy stejny jako exponent

o) dostavame
TFO(x) =1+ " x + " x2 4.+ " x4 ).
1 2 n—1 n

Spojenim poslednich dvou rovnosti dostdvame (1.21) a tedy i (1.20).

Uvédomme si, Ze tento dikaz je typicky piiklad ,,pouziti kanénu na vrabce*: Pouzivame silné a hluboké
teorie Taylorova polynomu na elementdrni binomickou vétu, kterou lze dokdzat mnohem jednodus$simi
zpusoby. Tento diikaz tedy uvadim hlavné pro ilustraci — a taky snazs$i zapamatovani obou vzorct, tedy
binomické véty samotné, i Taylorova polynomu mocninné funkce (1 4+ x)%.

1.4.4 Lagrangeuv tvar zbytku

Véta 1.30 (Taylorova véta s Lagrangeovym tvarem zbytku). Necht' n € N, a,x € R, a # x. Budi f
funkce, jeZ md spojité derivace aZ do rddu n + 1 na uzavieném intervalu J s krajnimi body x,a. Pak
existuje £ € J \ {a, x} takové, Ze

VAR

R(x) = G D)

(x —a)"t!, (1.22)

kde (podle Definice 1.23) R4 = f - T,/ Podrobnéji zapsdno, pro & plati:

f(a) f"(a) f™(a) . SEDE)
TR T P Y

—

J(x) = fla) + (x—a) +...+ (x —a)y"*.

Lagrangeiiv tvar zbytku

Poznamka 1.31.

e Vsimnéte si, Ze se Lagrangeliv tvar zbytku R,{’a (x) snadno pamatuje, protoze vypada témér stejné,
jako by vypadal nésledujici ¢len Taylorova polynomu; jediny rozdil je, Ze misto Cisla a dosazujeme
do £+ &islo .

e Cislo & vétsinou nezndme presné, vime ale, Ze se nachazi (ostfe) mezi x, a. To ndm Casto ddva nastroj,
s jehoz pomoci dovedeme odhadnout velikost chyby, které se dopoustime, kdyz funkci nahradime
jejim Taylorovym polynomem.

e Pro a = 0 Casto hovoiime misto o Taylorové polynomu funkce f v bodé€ O prosté o Maclaurinové
polynomu (uz neupresiiujeme v jakém bod¢; Maclaurintiv polynom je vzdy v 0).

7 Yz

Diikaz. Oznacme pro prehlednost T := Tnf’a. V tomto diikazu je x konkrétni ¢islo, tedy konstanta, a roli
proménné bude hrat znak ,*“. ProtoZe a # x, je a < x, nebo a > x. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme
predpokladat, Ze nastava prvni alternativa; dikaz v opacném piipadé analogicky. Mame tedy J = [a, x] a
nas cil je najit £ € (a, x) spliujici (1.22). Necht M € R je ¢islo vyhovujici (linedrni) rovnici

f(x) = T(x) =M-(x—a)"".
— — — — N —— —
konst. konst. konst.

Vsimnéte si, Ze vSechna Cisla (tj. a, x, n) a funkce ( f, T') vystupujici v uvedené rovnici jsou pevné zvolené.
V tomto smyslu jsou tedy hodnoty naznacenych ¢lent pevné dané, tj. jsou to konstanty. Protoze x —a # 0,
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je M rovnici uréeno.'” N45 cil je tedy dokdzat, Ze pro néjaké £ € (a, x) je

L)
M=

Dale definujme pomocnou funkci ¢: J — R vzorcem
o(t) = f(O) = T(t) = Mt —a)""".
Nyni, kdyZ mame Sikovné znaceni, je na fad€ prvni ¢ast vlastniho dikazu: UkdZeme, Ze

¢(a) =0, ¢'(a) =0, ¢"(a)=0, ... o™ (a) = 0. (1.23)

K tomu si pfipomefime, 7e T = T;/** je Taylorv polynom!®

fl@=T(@), fll@=T@, [f@=T"@a), ... fP°)=T"@. (124

Tuto vlastnost Taylorova polynomu jsme si nedokazovali jako samostatné tvrzeni, jde vSak o dil¢i pozoro-
véani v diikazu Véty 1.22 a lze ho jednodusSe odvodit pfimo z definice Tnf’a (postupnym derivovanim).
Prvni rovnost z (1.23) snadno nahlédneme jako disledek prvni rovnosti v (1.24): Skute¢né

funkce f, procez plati v§echny rovnosti

o) = fa)—T@) —M@a—a)"t''=0-M-0=0.

K dikazu dal$ich rovnosti z (1.23) budeme derivovat ¢. Nastésti plati, Ze derivace souctu (resp. rozdilu) je
soulet (resp. rozdil) derivaci, takZe postupné dostaneme

o= O-TO-Mn+1)-(-a),
") =f"O-T'"O)=Mmn+1)-n-(—a)"",

et = fY)-TOO)—Mn+1)-n-...-2-(t —a).

KdyZ do téchto rovnosti dosadime a za ¢, dostaneme ihned (pouZzitim pfisluSnych rovnosti z (1.24)) vSechny
zbyvajici rovnosti z (1.23). Tim je hotova prvn{ ¢ast.

V druhé &asti ditkazu budeme opakované pouZivat Rolleovu vétu na ¢, ¢’, ¢”, atd. az po o™ (tj. n + 1
aplikaci Rolleovy véty), ¢imzZ postupné dostaneme Cisla &1, &5, ..., &,41, a zpozorujeme, Ze &,4+; poslouzi
jako hledané cislo £.

Krok (1): Podle (1.23) je ¢(a) = 0 a dosazenim x za ¢ vidime, Ze také ¢(x) = 0:
f(x) = T(x)

oy (x —a)"t! =o0.

o(x) = f(x) =T(x) = M(x —a)"*' = f(x) = T(x) -
Je tedy ¢(a) = ¢(x) (a obé hodnoty jsou nulové; pro nds je vSak podstatné hlavné to, Ze jsou stejné).
ProtoZe ¢ je spojita na [a, x| a ma derivaci ve vSech bodech ¢ € (a, x), jsou splnény predpoklady Rolleovy
véty a existuje tedy néjaké Cislo &1 € (a, x) takové, Ze ¢'(&;) = 0.
Krok (2): Nyni mame ¢’(a) = 0 (podle (1.23)) a ¢’(§;) = 0 (podle pfedchoziho kroku). Podobné jako
vySe jsou tedy splnény predpoklady Rolleovy véty, kterd nam garantuje existenci n¢jakého & € (a, &)
takového, ze ¢ (&;) = 0.

Jf(x) = T(x)

15 A pochopitelné plati M = =2 "~
p p p (x —a)nt1
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Krok (3): Pro ilustraci popiSeme jesté tfeti krok: Podle (1.23) plati ¢”(a) = 0 a z pfedchoziho kroku vime
¢"(&2) = 0, po ovéfeni predpokladi Rolleovy véty tedy dostaneme &5 € (a, &) takové, Ze ¢ (§3) = 0.
Takto pokracujeme.

Krok (n + 1): Z (1.23) a z pfedchoziho kroku mame ¢™ (a) = 0, resp. 9™ (&,) = 0. Jesté jednou jsou tedy
splnény predpoklady Rolleovy véty, a existuje n&jaké &islo £,41 € (a, £,) takové, ze 9"tV (£,,1) = 0.

Oznacéime-li £ := &,,41, pak tedy mame

(p(n+1)(%-) —0.

Vyse uz jsme spoéitali ¢, sta¢f tedy derivovat je$té jednou, abychom vidéli, Ze
D@ = fOO) =T = M - (0 + DL

takze
0=¢"tV(E) = fOTVE) —TOVE) — M- (n + D),

odkud ihned plyne, Ze
fOrVE -TVE) O

M = )
(n+1)! (n+1)!
kde posledni rovnost plyne z faktu, ze T = Tnf’a je polynom stupné nejvyse n, takZe jeho derivace T+
je nutné konstantni nulova funkce. Tim je diikaz dokoncen. [

Poznamka. Pravé provedeny diikaz se mozna zda dlouhy, to je vSak hlavné dasledek snahy o pribézné
vysvétlovani. Zakladnich krokd je jen par:

e BUNO g < x. Hleddme tedy £ € (a, x). Oznatme T := T/

e Necht M € R vyhovuje linedrni rovnici f(x) —T(x) = M - (x —a)" 1.

e Polozme ¢(t) = f(t) —T(t) — M(t —a)"*!.

e Viimnéme si, Ze ¢ (a) = 0 pro viechnai = 0, 1,...,n. (Plyne z vlastnosti Taylorova polynomu.)
e ProtoZe zaroven ¢(x) = 0 (ihned z definice), Rolleova véta dad &; € (a,x): ¢’(&1) = 0.

e Mime ¢’'(a) = 0 = ¢’'(&1); dalsi aplikace Rolleho da &, € (a, &1): ¢” (&) = 0.

e Takto pokradujeme, a7 nakonec najdeme & = £, € (a,&,) C (a, x) spliujici 9tV (&,41) = 0.

e Diikaz dokonéfme pozorovanim, Ze "tV () = fO+V(@) — T@+D (@) — M - (n + 1)), takZe z uz
dokazané rovnosti 9"V (£) = 0 plyne M =
presné tvrzeni véty, tj. rovnost

coz v kombinaci s plivodn{ definici M dava

f(n+1)(é§)

(n = 1)' (X _a)n-i-l.

Jx)=T(x) =

Toto samoziejmé neni Uplny dikaz, vétsina uvedenych krokli vyzaduje néjaky komentaf. Snad ale tento
struny naznak diikazu v nékolika bodech ddva dobrou predstavu o struktufe celého dikazu — a snad se
nyni diikaz nezda tak slozity.
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Poznamka 1.32. Nasledujici Taylorovy polynomy povazujeme za znamé; jejich odvozeni spociva v pii-
mém dosazeni do Definice 1.23. Ctendf by si m&l uv&domit, ze v kazdé z rovnosti niZe jsou soucasné
ptitomny dvé informace: 1) Tvar Taylorova polynomu pro konkrétni funkci (napfiklad pro e* v bodé (1)),
ktery plyne pifimo z Definice 1.23. 2) Jisty odhad velikosti zbytku; v tomto pfipadé pouzivame Peantiv
tvar zbytku. Platnost kaZzdé z rovnosti je netrividlni a plyne z Taylorovy véty s Peanovym tvarem zbytku
(Véta 1.22). V rovnici (v) jest o € R.

2 x3 xn
Def=14+x+—+—+...4+ —+o(x"), x >0
2! 3! n!
. 2ooxt xe ¢ X% 2%k+1
(11)cosx:1—2—!+4—!—a—|—...—l—(—l)(2—k)!—|—0(x ), x = 0;
ey x* x> X7 k x2k 1 2k+2
(111)s1nx=x—§—|—§—ﬁ+...+(—l)m—l—o(x ), x > 0;
2 3 4 n
(iV)1n(1+x)=x—x—+x——x—+...+(—1)”+1x—+o(x”),x—>0;
2 3 4 n
-1 —D-...-(a=—(n—1
(v)(1+x)“:1+ax+%x2+...+“(“ ) '(“ @=D) | 6", x> 0.
! n!

Pro snazsi zapamatovéni a zdpis rovnice (v) zavddime tak zvand zobecnénd kombinacni ¢isla proa € R a
k € N vzorcem
o ale—1)-...-(¢—(k—1)) o i
= a = ].
k k! 0

Vsimnéte si, Ze pro prirozené Cislo o = k se tato definice shoduje s béZnou definici kombinac¢niho ¢isla.
Vyuzitim tohoto znaceni dostdva rovnice (v) uZ snadno zapamatovatelny tvar

(1+x)% =1+ (T)x + ((;)xz Foo+ (Z)x +o(x™), x = 0. (1.25)
Je dobré si v§Simnout, Ze tento vzorec velmi pfipomind binomickou vétu; rozdil je v tom, Ze v binomické
vété pocet Clentl na pravé stran¢ odpovida exponentu vlevo, zatimco zde pocet Clenii vpravo nesouvisi
s exponentem, nybrz s fddem Taylorova polynomu, ktery uvazujeme; zde jde o TaylorGv polynom fadu n,
takZze mame n + 1 Clend. Ve skuteCnosti se binomicka véta dd pomoci tohoto Taylorova polynomu dokazat,
jak si ukdZeme niZe (viz vySe Pozndmku 1.29).

1.5 Vsuvka o nekone¢nych radach - opakovani

Tento oddil je vénovan opakovéni z minulého semestru, takze pokud jste si svou znalosti jisti, neni potieba
ho podrobné ¢ist. Vénujte ale pozornost pododdilu 1.5.1, kde se o pojmu fady doctete z jiného, pro nds
podstatného pohledu.

Méjme posloupnost redlnych Cisel {a,}
zejména jejich limitou

o0

o>, € R. Az dosud jsme se pii studiu posloupnosti zabyvali

lim a,,
n—-oo

tedy hodnotou, ke které se Cleny posloupnosti s neomezenou piesnosti blizi. Hovorime-li o nekonecné radé
Cisel, zajimame se o hodnotu (a existenci) souctu vSech Cisel a,. Jaky pfesny vyznam vSak dat souctu
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nekonec¢né mnoha ¢isel? Mam-li pouze N Cisel aq, as, ..., ay, ma soucet
N
E a, = a1 +a+as+...+an—-1 +an
n=1

vSech téchto ¢isel jedinou moZnou interpretaci: Soucet dostanu tak, Ze k a; prictu a,, k vysledku déle pfictu
a3 a tak ddle, az po kone¢né mnoha krocich dojdu k ax a jeho pfi¢tenim dostanu celkovy vysledek. (Diky
komutativit€ a asociativité¢ sCitdni pfi tom nezaleZi, v jakém poradi jednotliva Cisla pricitdm, stejné jako
v samoobsluze nezéleZzi na tom, v jakém poradi vdm prodava¢ namarkuje zboZi.)

To ndm d4va ndpovédu, jak interpretovat symbol

o0
Zan=a1+a2+a3+... :

n=1

Budu prosté pficitat dalsi a dalsi ¢leny posloupnosti {a,};>, a doufat, Ze mezivysledky (¢astecné soucty),
které budu timto zptiisobem dostavat, konverguji k néjaké limité; tuto limitu — existuje-li — pak nazvu souc-
tem nekonecné rady. Takto opravdu soucet fady budeme definovat:

Definice. Je-li dana posloupnost {a,}5>, € R, nekonecnou radou nazyvame formalni symbol
a1+a2—|—a3—|—..., (126)

misto néhoZz zavadime téZ symbol
o0 o0
E a, nebo E ar apodobné;
=1 k=1

jakym pismenem oznaCujeme index ,,podle n&hoZ se s¢itd“, na tom nezélezi. Cisla ay, as, . .. jsou cleny
rady (1.26).
Je-1i ddna nekonecnd fada (1.26), definujeme jeji posloupnost cdstecnych souctii takto:

N
S1=ai;, S»=a+a S3=a;+a,+as; obecné SN:E ay.

n=1

Existuje-li limita
s = lim sy, (1.27)

N—o0

nazyvame toto Cislo s souctem tady (1.26); piSeme pak
o0
a+a+as+... =Zan =S
=1

a symbolem (1.26) pak rozumime nejen fadu samotnou (podobné jako symbolem {a,}5> , rozumime po-
sloupnost), nybrz i jeji soucet s.

Pokud s € R, fikdme Ze fada (1.26) je konvergentni (ma vlastni soucet); pokud limita (1.27) neexistuje
nebo je nekonecnd, fikdme, Ze fada je divergentni.

Poznamka.
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e Vsimnéte si, Ze definice pocitd nejen s moZnostmi konecného i nekonecného souctu (jak bychom asi
ocekdvali), ale i s moZnosti neexistence jakéhokoliv souctu. Naptiklad pro fadu

D+14+ D +I+ D+ ==+ 1T+ 1=14.. =) (="

jsou Castecné soucty nasledujici:
s1=—-1, s,=—-141=0, s3=—-1+1—-1=-1, s4=—-14+1—-1+1=0 atd,

tvoti tedy posloupnost 0, 1,0, 1, .. ., kterd nem4 limitu, a soucet fady proto neexistuje.

vvvvv

v pripadé, Ze fada ma (kone¢ny nebo nekonecny) soucet:

N
def. def. .
Ea,,:hmsN—hm Ean.
N—>oo 1
n=

V limité na pravé strané si lze predstavit, Ze horni mez sumy ,,bézi do co“, takze s¢itdme vice a vice
Clend fady a sledujeme, k cemu se soucty bliZi.

Priklad. Pro nékterého zacateCnika miZe byt obtiZzné predstavitelné, Ze soucet nekonecné mnoha Cisel je
konecny. Nasledujici ndzorny priklad ukazuje, Ze skute¢né existuji konvergentni nekonecné tady.
i(l)n_l+l+l+l+ g
—\2) 2 478 16 '

Soucet této rady je skuteCné roven jedné, coZ lze snadno pochopit, kdyZ si ¢lovék uvédomi, Ze prictenim

Nz

kazdého dalsiho Clenu se s hodnotou casteéného souctu pribliZime k hodnoté 1 o polovmu zbyvajici vzda-
lenosti: Zalindme s §; = 2, vzdélenost od 1 je 5 a hodnota dalsiho Clenu tady je 4, tedy polovina této

Vzdélenosti Ve druhém kroku mdme s, = 3 + ; = 3, takZe vzddlenost od 1 je ; a hodnota dal3ho ¢lenu
fady j Je , §j. jedna polovina této Vzdalenost1 A tak dale Odtud je jasné vidét, ze 11m1ta castecnych soucti
(4. hodnota souctu fady) je presné 1, a je to tedy konecné Cislo. A

Nynf si tento vysledek dokdZeme ve vétsi obecnosti a presné (tedy bez zbytecnych odkazii na intuici).

Priklad. Necht N € N ag € (—1,1) \ {0}. Pak plati rovnost

o0
" 1
n=0 q
Tuto fadu nazyvdme geometrickou Fadou s kvocientem g. Definujeme-li na okamzik 0° = 1, pak tato
rovnost plati pro g € (—1, 1). A

Poznamenejme, ze v tomto piipadé n bézi od 0 a nikoliv od 1. Samozfejmé jde pouze o kosmetickou
zménu; diky ni mdme o néco elegantnéjsi vzorecek.

Diikaz. Plati (dokonce pro libovolné ¢) nasledujici rovnost (jak si kazdy miize snadno ovéfit — roznasobe-
nim vznikne ,teleskopickd fada®, tj. soucet, kde vétSina ¢lend se odecte): 1 — gVt = (1 —g)(1 + g +
>+ ...+ ¢"). Odtud

N | —gN+! N+1

n=0
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Mame tedy vzorec pro N -ty &dste€ny soulet fady Y -, ¢" a dostdvame

0 __qN+1 1 1 1
Z lim lim (1 — qN+1) =—01-0)=——. O]
—  Noc l—gqg  1—gN-w l—g l—¢q
Priklad. 0,9 = 0,999... = 1. Skute¢né, pouZzitim vzorce odvozeného vySe dostdvame
0,999 2: 922() —9(2Xiy24)—9( ! )—1 A
B 107 10 10 1- % '

Je ovSem jasné, Ze ne viechny nekonené fady maji kone€ny soudet. Tieba fada ) .., n md soudet
nekonecny (k uréeni N -tého caste¢ného souctu zde pouzivame znadmy ,,Gausstiv* vzorecek, ale nebylo by
to ani nutné):

o0
. . NN +1
Zn = lim(1+2+...+N)= lim gz
— N —o00 N —o0
Nésledujici priklad ukazuje, Ze ani tfada, jejiz Cleny konverguji k nule, nemusi byt konvergentni (tj. mit
konecny soucet).

Priklad. Plati

> -
n=1n
Diikaz. Mame dokézat, Ze
1+1+1+1+1+1+1+1+1+ ! +.
—F+-F+-F+=-+-+=-+-= — = 00.
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vsimnéme si, Ze prvni dva Eleny jsou nejméné tak velké jako 5, tojest1 = 2 a3 = Vsechny dalsf éleny
JSOLl swe mensi nez jedna polovina, ale nasledujici dva cleny jsou oba aspon tak Velke jako 1, tojest 1 3= i
a Z = 4, a tedy souctem téchto dvou ¢lend dostaneme + 3 T+ % =2 % = 1 P0d1vejme se nyni na Cleny od

1 ddle; ty uZ jsou sice mensi neZ 4, ale nésledujici 4 cleny jsou vetsi nez , a jejich soucet proto spliiuje

1 _ 1
§+6+7+8/4-§ 2.Obrazkem.

I UL I I LA
2 3 4 5 6 7 8 9 16
>1 —— S—— -
~2 >1 >1 >1 >1
=2 =2 =2 2

Vidime tedy, Ze 2V -ty &aste¢ny soulet je = (N + 1) > (tfeba o fadek vyse vidime, Ze 554 = 516 = (44+1)- )
Odtud plyne (vezméme jeSté v uvahu to, Ze posloupnost castecnych souctu je rostouct, nebot” v§echny cleny

oA

nasi fady jsou kladné) pomoci Lemmatu o jednom policajtovi pro posloupnosti, Ze limy oo Sy = 00. A

1.5.1 Rada s parametrem jako funkce

Nyni se posuneme o krok dil: Nekone¢nd fada miZe mit parametr a presnd hodnota souctu potom zavisi na
ném. S tim uZ jsme se setkali v pfipadé geometrické fady: roli parametru tam hraje kvocient ¢ a hodnota
souctu geometrické fady na hodnoté tohoto parametru zdvisi, jak vidime v rovnici (1.28). Nahradime-li v ni
znak g znakem Xx, ktery je pro proménnou obvyklejsi, dostaneme

1
Zx” =——, x€(-1,1).
X
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Tato rovnost se tedy dd chdpat jako rovnost dvou funkci, kde roli proménné hraje parametr x. Na pravé

1

stran€ rovnosti mdme funkci f(x) = ;= a na strané levé mdme soucCet fady, jehoZ hodnota zdvisi na

hodnoté parametru x. Lev4 strana rovnice se dd také chépat jako rada funkci:
LS =1+x+x>+x>+...,

tj. nekone&ny soucet funkci. ProtoZe v tomto pifpadé viechny ty funkce jsou tvaru x* (1 = x°), tj. moc-
ninné funkce, hovoifime v tomto ptfipadé o mocninné radé, kterou mizeme chépat také jako ,,nekonecny
polynom*.

Uvédomme si, Ze az dosud jsme se bavili pouze o faddch &isel (tieba Y oo ) zatimco zde mame fady
funkci; to ale neni Zddny problém, protoZe po dosazeni libovolného konkretnfho Cisla za x se z fady funkci
stane fada Cisel — tieba dosazenim x = % do Y02, x™ dostaneme Y o, ( ) tedy fadu Cisel. Vidime tedy
novy zptsob jak zadat (definovat) néjakou funkci: nekonecnou fadou. Podivejme se tieba na funkci zadanou
pomoci mocninné fady takto:

ooxn 2 X3
= Zo =1 oL
F(x) ,,Z:(:)” +x+2'+3'+

s vz

V nasledujici ¢asti uvidime, Ze plati f(x) = e* (pro vSechna x € R).

1.6 Taylorova a Maclaurinova rada

Z definice Taylorova polynomu je patrné, Ze pro danou funkci f a bod a vznikne pfislusny polynom 7},
z T, prosté tak, Ze se pricte dalii ¢len, a to ¢len tvaru a,,1x"*!. Tayloriv polynom jistého fadu tedy
,obsahuje* Taylorovy polynomy vSech add niZsich, jen ma (mtize mit) oproti nim jesté néjaké cleny navic.
Jinak feceno, Taylorovy polynomy vyssich a vyssich fadi dostadvame postupnym pridavanim clent (a ty
uz pritomné nechdvame); opakujeme-li tento postup donekonec€na (tj. fdd Taylorova polynomu roste nade
vSechny meze), dostdvdme tak nekonecny soucet neboli fadu.

Definice 1.33. Necht’ f m4 v bodé 0 derivace vech fadii (tj. pro viechna n existuje f(0)). Pak Maclau-
rinovou fadou funkce f rozumime nekonec¢nou fadu funkci

/00,

|
ne0 n:

Poznamka 1.34. Maclaurinovu fadu funkce f muzeme nazvat téZ Taylorovou rFadou funkce f v bodé 0;
obecné 1ze definovat Taylorovu fadu funkce f v libovolném bodé a € R, ve kterém ma f derivace vSech
fadd, a to stejnym vzorcem, ve kterém pouze nahradime x” symbolem (x — a)”".

Véta 1.35. Necht’ md funkce f v bodé 0 derivace vSech Fddii. Pak pro libovolné x € R plati

X r(n)
f(x):Zf n'(O)x” & lim Ry(x)=0.

Diikaz. Doplnim pozdéji. Jde ale o snadné cviceni na definice vSech zicastnénych pojmi. ]

Véta 1.36.
2 3

OOX X
(i) Vx eR: " = Zn—_1+x+§+?+
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00 x2n ¥2  x* xS
(ii) Vx e R: cosx=Z(—1) 2n!=1—2—!+4—!—a—|—...;

n=0

00 2n+1 3 5 7
e N X X :
(iii) Vx e R: smx—nX:(:)( 1) (2n+1)!—x 3l +5! 7 + ..

&0 n 2 3 4

(iv) Vx € (=1,1]: 1n(1+x)=;(—1)"+1%:x—%+%—%+...;

= —1 —1)(a—2
(v) Vx € (—1,1): (1+x)“=2(a)x” = 1—|—ax—|—a(a )x2+a(a )@ )x3+....
—\n 2! 3!
Diikaz. Prvni tfi body se daji snadno dokazat pomoci Véty 1.30; pro dikaz zbylych dvou tvrzeni je zapo-
tiebi znat takzvany Cauchytiv tvar zbytku; protoZe je tato metoda myslenkové velmi podobnd metodé uzité

k dikazu prvnich tif bodi, jen pouZziva trochu jiné triky, pfijmeme body (iv) a (v) za platné bez dikazu. [

Priklad 1.37.
ee=e'=14+1+5+5+...=2 0 o
e Cislo e je iraciondlni. Tento fakt 1ze dokdzat sporem pomoci Lagrangeova tvaru zbytku. A

Poznamka 1.38. V nasledujici kapitole budeme pracovat s tzv. primitivnimi funkcemi. Neformaln€ feceno,
primitivni funkce je opak derivace (primitivni = ptivodni, tedy ,,ptivodni pfed derivovanim‘); pfesné feceno:
F je primitivni k f, pokud F’ = f. Napiiklad tedy (sinx)’ = cos x, coZ znamen4, Ze sin x je primitivn{
funkce k funkci cos. Nebo (x2)" = 2x, tedy x? je primitivni funkce k 2x. Po vydé&leni dvémi vidime, Ze x2—2
xn+l

n+1
I « PP L. . . . n+1
primitivni funkce se nékdy nazyvd integrovéni; napfiklad integraci x” dostaneme . "

Tohoto pojmu nyni vyuZijeme k ndsledujici neformdlni tvaze, kterd dava ndvod, jak si zapamatovat
(resp. ,,odvodit*) nékteré Maclaurinovy fady; zatim tuto metodu budeme chdpat jako mnemotechnickou
pomtcku a teprve mnohem pozdéji si dokdZzeme Ze takovéto odvozeni je korektni.

Oznaéme f(x) = In(1 + x). Potom

je primitivni funkce k x. Podobné snadno je vidét, Ze pro libovolné n € N je primitivni k x”. Hledani

1 1 (1.28) >
! = = = —_ n:1_ 2— 3 e ey
S(x) Ttx  1- () ,,E=0( X) X+x“—=x"+

kde ptedposledni rovnost plati pro —x € (—1,1), tj. pro x € (—1,1). AZ dosud je vSe zcela korektni.
Nyni vSak zintegrujeme (tedy najdeme primitivni funkci) levou i pravou stranu této rovnice, pfi¢emzZ na
pravé strané tak ucinime ,,Clen po ¢lenu‘ (hovofime o integraci mocninné fady ¢len po ¢lenu). A priori neni
jasné, Ze rovnost zlistane zachovdna. Nicmén¢ dostaneme

2 X3 )C4

X
= In(1 =X—-——+=———+...,
f) =In(l+x) =x ="+ -+
tedy opravdu dostaneme Maclaurinovu fadu funkce In(1 + x).

Podobnym postupem miizeme ,,odvodit* jest€¢ Maclaurinovu fadu funkce f(x) = arctg x:

o0

1 1 (1.28) n
/ 2 2 4_ 6
X) = = = E —x2) =1—=x?4+x*—x4+...,
A 1+x2 1—-(—x? . 0( ) g
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odkud ,,plyne*

x3  x X7

=arctgx =X — — + —— = +.... 1.29
flx) =arctgx =x——+ ———+ (1.29)

Tato rovnost skute¢né plati pro vSechna x € [—1, 1], ale dikaz zatim odloZime. Poznamenejme, Ze pro
x > 1 nebo x < —1 fada na pravé strané rovnosti diverguje (tj. neni definovan jeji soucet), takze rovnost
platit nemiZe. Ackoliv je tedy funkce arctg definovana na celé piimce R, jeji Maclaurinova fada ji popisuje
pouze na intervalu [—1, 1].
Pro zajimavost si jeSt¢ vSimnéme, Ze arctg 1 = 7, takZe rovnost (1.29) pro x = 1 ddvd ndvod pro

vypocet Cisla mr: plati totiz

T 1029 I 1 1 1 1

4—arctg = 3+5 7—|—9 11+
Timto zptisobem si miZete odhadnout hodnotu 7 (se¢tenim néjakého obrovského poctu ¢lentl), v praxi se
vSak tato fada pro vypoCet 7 (resp. %) nehodi, protoZe ,konverguje velmi pomalu®, coZ znamend, Ze je
nutné secist obrovské mnozstvi ¢lent pro zisk aspon trochu presného odhadu 7.

Poznamka 1.39. Ne kazda funkce, pro niz existuji derivace vSech fadl, se dd rozumné vyjadrfit pomoci
Maclaurinovy fady. Definujme funkci f* predpisem:

fx) = e x2 prox #0;

pro x = 0.

Funkce f je zjevn€ nenulova pro vSechna x # 0, ale ma v bodé 0 vSechny derivace nulové (to je potieba
dokdzat), a tedy jeji Maclaurinova fada Y o, %x” je nulova (tj. odpovida konstantni nulové funkci):
Maiéme zde tedy priklad funkce, kterd je rovna souctu své Maclaurinovy fady jen a pouze v bodé x = 0,

ackoliv m4 tato fada konec¢ny soucet (rovny nule) dokonce pro vSechna x € R.



Kapitola 2

Primitivni funkce

Definice 2.1. Bud’ / C R interval. Rekneme, Ze F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I, jestlize
F’ = f ve vSech bodech I; v pfipadnych krajnich bodech mame na mysli odpovidajici jednostrannou
derivaci.

Poznamka 2.2. Podle kontextu hovofime o primitivni funkci Casto jako o neur¢itém integralu. Pfesné fe-
ceno se jednd o neurcity Newtonuv integrdl; pozdéji se setkdme také s urCitym Newtonovym integrilem a
predevSim s urcitym a neurcitym Riemannovym integralem (viz téZ Sekci 3.9).

Neurcitym integrdlem funkce f na intervalu / rozumime bud’to libovolnou primitivni funkci, nebo
mnoZinu vSech primitivnich funkci. Vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce se 1i8{ pouze o aditivni
konstantu, je rozdil mezi témito dvéma pojetimi pouze kosmeticky, a tedy neni dulezité to rozliSovat.

Znaceni 2.3. Neurcity integral funkce f podle prom&nné x zna¢ime symbolem | f(x) dx. Tento symbol
v sob€ neobsahuje informaci o tom, na jakém intervalu primitivni funkci uvazujeme; nebude-li feCeno jinak
budeme tim mit na mysli primitivni funkci na libovolném maximdalnim (tj. takovém, ktery uZ nejde zvétsit)
intervalu, kde existuje.

Véta 2.4.

(i) Necht’ F je primitivni funkce k [ na intervalu I a necht’ ¢ € R je libovolnd konstanta. Potom
G(x) = F(x) + c je rovnéZ primitivni k f na intervalu I.

(ii) Necht’ F,G jsou primitivni funkce k f na intervalu I. Potom existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze
F(x) — G(x) = c provSechna x € I.

Diikaz. Dukaz prvniho bodu je trividlni. Dokazme druhy bod. Plati (F — G)'(x) = F'(x) — G'(x) =
f(x)— f(x) =0,x € I.Tedy F —G mana I nulovou derivaci, takZe je soucasné nerostouci a neklesajici.
Musi tedy byt konstantni. ]

Znaceni 2.5. Predchoz{ véta nam iikd, Ze zname-li jednu primitivni funkci F, zndme uz vSechny; ty ostatni
se totiz od F 1isi o rtizné aditivni konstanty. Zaroven ale vidime, Ze existuje-li jedna primitivni funkce,
existuje jich uZ nutné nekone¢né mnoho dalsich (pro kazdou konstantu jedna). Proto symbol [ f(x)dx
nereprezentuje jednu urcitou primitivni funkci, nybrz jejich nekonecné mnozstvi; je v ném tedy jistd ne-
jednoznacnost. Abychom se s touto nejednoznacnosti vyporddali, zavddime nasledujici nové znaceni pro
vyjadreni faktu, Ze funkce F je primitivni k funkci f:

/ f(x)dx = F(x).

34
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Malé ,,c* nad rovnitkem pfipomind fakt, Ze primitivni funkce je jednoznacné urCena aZ na aditivni kon-
stantu. Obvykle ho piSeme pouze nad posledni rovnost, ve které se vyskytuje znak integrélu.
Rovnost [ f < F znadi tedy totéZ jako F’ = f a v obou piipadech tedy miZeme dodat, na jakém

intervalu vlastn& rovnost plati. Vyjadfeni ,,/ f = F na (a,b)* tedy znamend, Ze pro viechna x € (a,b)

plati F'(x) = f(x).
Casto budeme pouzivat také znaleni [ f misto [ f(x) dx.

Véta 2.6. Necht’ f je spojitd na intervalu 1. Pak f md na I primitivni funkci.

Diikaz. Dilkaz této klicové véty odlozime na pozdéji; potiebujeme k nému teorii Riemannova integralu.
Viz Vétu 3.30 a Disledek 3.31. ]

2.1 Zakladni metody pri hledani primitivni funkce

Véta 2.7. Necht' f, g jsou funkce definované na intervalu I, necht’ ¢ € R. Pak plati:

(i) / cf(x)dx =c¢ f f(x)dx, md-li pravd strana smysl;

(i) /(f(x) + g(x))dx = / f(x)dx + f g(x) dx, md-li pravd strana smysl.

Poznamka 2.8. Jina formulace posledni véty by mohla byt nasledujici: Necht' f ma na / primitivni funkci
F, g mana [ primitivni funkci G (tedy ,,P.S. rovnic ve Vété 2.7 méd smysl*). Pak plati:

(i) cF je primitivni funkce k ¢ f na I;
(1) F + G je primitivni funkcek f + gna /.

Diikaz. Po precteni posledni pozndmky uZ k dikazu véty zbyva posledni maly kricek. Staci si uvédomit,
Ze vyjadieni ,,F je primitivni k f na /“ jinymi slovy znamend, Ze F’ = f na I. Dokazovana véta tedy
okamzité plyne z ndm znamych faktl o derivaci ndsobku funkce konstantou a derivaci souctu. ]

Vidime tedy, Ze pravidla pro integraci souctu a ndsobku konstantou nejsou ni¢im jinym nez reformu-
derivovani: vzorec pro derivaci slozené funkce a vzorec pro derivaci souc¢inu dvou funkci. V prvnim piipadé
hovofime v kontextu integralii o substitu¢ni metodé, ve druhém piipadé hovoifime o pravidlu integrace Per
Partes.

Podivejme se nejprve na substitu¢ni metody. Ty jsou dvé, protoZe na rozdil od (souvisejiciho) pravidla
pro derivaci sloZzené funkce neni v pripadé integrdlu a priori jasné, jestli ,,vypocet probihd zleva doprava
nebo zprava doleva®, a tedy mame véty dvé (podrobnéji viz Poznamku 2.12).

Véta 2.9 (1. substitu¢ni metoda). Necht’ (vnitini) funkce ¢ : (o, B) — (a,b) md na («, B) vilastni derivaci.
Plati-li

/ﬂwwéFm na (a.b).
potom

‘/ﬂmmywumxéqu» na (o, ).
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Véta 2.10 (2. substituéni metoda). Necht’ (vnitini) funkce ¢ : (o, B) BN (a,b) mdna («, B) vlastni derivaci
a je tam ryze monotonni. Plati-li

/?wmywmméGm na (o, B).

potom

/ﬂﬂMéG@”m)nMww

Diikaz Véty 2.9. Nas predpoklad je F' = f (prvni rovnice). Mame dokazat, Ze (F(¢(x)) = f(p(x))¢’(x)
(druhd rovnice). To ale plyne pfimo z véty o derivaci slozené funkce. ]

Priklad 2.11. [ cos(Inx) - %dx < sin(In x) presn& podle 1. substituce, kde / = cos, F = sina ¢ = In.
Dalsi priklady, mj. na 2. VOS A

vvvvv

Simu“‘. Nachédzime se v situaci, kdy mdme spocitat integral tvaru (porovnej s formulaci véty)

‘[ﬂwmywwmn 1)

a ten a priori neumime spocitat. Pomoci substitu¢ni metody se ho tedy snazime pfevést na jiny integral,
ktery spocitat umime (podle predpokladu véty) — tim je integral [ f(x)dx = F(x).

V praxi je vSak pouZiti substituce malokdy tak pfimocaré jako ve vySe uvedeném Piikladé 2.11. Aby
nedochdzelo k chybdm, pouzividme znamé schéma, které ndm umozni algoritmicky dostat kli¢, podle kte-
rého uz je snadné spravné Vétu o substituci (prvni ¢i druhou) aplikovat: Substituce, kterou chceme provést
pfi vypoctu integrdlu 2.1, je

y =)
tim se zméni integracni proménnd z x na y. JeSté€ je vSak potieba se postarat o derivaci ¢’(x), kterd se ve
vzorcich vyskytuje; v tom ndm pomiiZe pravidlo

dy = ¢'(x)dx,

podle kterého dosadime. Tato rovnost je Cisté formalni a neddvame ji Zddny matematicky vyznam. Pfed-
stavuje pro nds pouze jednoduchou kucharku. Po dosazeni pocitdme integrdl s proménnou y. KdyZ jsme
hotovi s integraci, zbyva jesté prejit od proménné y zpet k x.

Pro nés priklad to vypada nasledovné:

1
y=Inx, dy= —dx.
X

Dosadime tedy
1
/cos(ln x)-—dx = /cosy dy = siny = sin(In x).
X

. v c . . . . 2 2 ~ 7
Poznamenejme, Ze symbol = je pouze v rovnosti s poslednim integrdlem; dale uz rovnost plati ve zcela
béZzném smyslu.

Diikaz Véty 2.10. Doplnim pozdéji. ]
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Priklad 2.13. Predchozi priklad vyuZival Prvni vétu o substituci; podivejme se nyni na priklad, pfi jehoz
feSeni 1ze s vyhodou vyuZzit Druhou vétu o substituci, tedy prechod od (zdéanlivé) jednodussiho integralu ke

vvvvvv

rencidl a pokraCujeme ve vypoctu s proménnou ¢ (k x se vratime az po odtranéni symbolu integrélu):
/Vl —x2dx = / V1 —sin®t - cost dt :/\/coszt ccostdt & /cosztdt =

(substituci provadime hned v prvnim kroku podle klice x = sin¢, dx = cos? df, ¢t = arcsin x)

cos2t + 1 c 1 . 1 1 . . 1 .
/ 7 dr = 1 sin2¢ + 2t =7 sin(2 arcsin x) + 5 arcsin Xx.
Jak je vidét, samotny vypocet neni sloZity (pozor ale na rovnost (%) — o ni viz nize); pfi pouziti Druhé véty
o substituci si v§ak musime dat vétsi pozor na ovéteni predpokladi. V jakém smyslu odpovida tento piiklad
situaci popsané ve Vété 2.10?

Funkce f(x) = /1 — x? je definovana na intervalu [—1, 1], integral tedy budeme pocitat na (—1, 1) =
(a, b) (s otevienym intervalem se pracuje snaze, nebot’ nemusime pfemyslet o derivaci zprava nebo zleva).
Vnitini funkce ¢ je v tomto piipad€ ¢(¢) = sint; pritom pozadujeme aby ¢: (o, B) — (a,b) byla ryze
monotonni a na (tj. na cely interval (a, b)). Je jasné, Ze funkce ¢(#) = sin¢ neni na svém definicnim oboru
R ryze monoténni, musime se tedy omezit na vhodny podinterval («, 8) € R. Zde se nabizi definovat
(0, ) = (—m/2,7/2);pak ¢: (—7/2,7/2) — (—1, 1) je skute¢n€ ryze monoténni a na.

AZ uvazeni obsahu predchoziho odstavce miZeme plné€ vysvétlit rovnost oznacenou (x): protoZe ¢t €
(—m/2,7/2),jest cost > 0 (nakreslete si obrazek funkce cos), a tedy plati

v/cos?t = |cost| = cost. A

Dalsi metoda hledéani primitivni funkce je tak zvana integrace Per Partes, ktera je analogii pravidla pro
derivovéni sou¢inu dvou funkci.

Véta 2.14 (Integrace Per Partes). Necht’ I je otevieny interval, funkce f, g jsou spojité na I a plati F' = f
a G’ = gnal. Potom:

/ f(x)G(x)dx = F(x)G(x) — / F(x)g(x)dx nal.
Diikaz. Funkce F i G jsou na I spojité, protoZe maji vlastni derivace (f a g); jsou tedy spojité i souciny

fG a Fg. Podle Véty 2.6 existuji tedy k t€émto soucindm primitivni funkce — jinymi slovy oba integraly
vyskytujici se ve vzorci maji smysl. Mdme dokazat:

/f(x)G(x) dx +/F(x)g(x) dx = F(x)G(x).

Tj. podle Véty 2.7
/ (f()G(x) + F(x)g(x))dx = F(x)G(x).
To je ale jiny zdpis pro rovnost
F()G(x) + F(x)g(x) = (F(x)G(x))',

o niZ vime, Ze plati, nebot’ jde pfesné o nim zndmé pravidlo pro derivovéni soucinu. ]
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Priklad 2.15. Aplikujeme metodu Per Partes na néasledujici integraly:

/xz-exdx; /ﬁlnzxdx; /lnxdx; /tgxdx.

Prvni integrdl: aplikujeme Per Partes dvakrat po sob¢; rozepiSte si to podrobné, abyste vidé€li, jak presné
vzorec pouzivame.

/xz-exdxg'xz-ex—/2x-exdxlz'x2-ex—<2x-ex—/2exdx) = x2.¢% —2x-e* + 26",

Druhy integrdl: 1 zde aplikujeme Per Partes dvakrat, tentokrat ovSem budou mit funkce opacné role nez
v pfedchozim vypoctu. Doporucuji vypocet zkusit nejprve samostatné a aZ pak se podivat na mé fesSeni.

2 2
/ﬁ-lnzxdxg' gxg-lnzx—/gx

2 - 4
:§x31n2x—§/ﬁ-lnxdx

2 4 /2 2 1
2 m?x — —(—x%lnx —/—xg : —dx)
3 3\3 3 X

1
-2lnx - —dx
X

Njw

2 8 8
—gxglnzx—§x%1nx+§/«/}dx
= —x2In"x — —x2Inx + —x2

3 9 27

32, 8 16
:x2<—ln x——lnx—l——).
3 9 27

Treti integrdl: zde na prvni pohled neni jasné, jak bychom mohli pouZzit metodu Per Partes, kdyZ integrand
viibec neni ve formé soucinu dvou funkci. Pomtizeme si jednoduchym trikem, ktery Ize uplatnit i v jinych
podobnych pfipadech: Inx = 1 - In x, hle a mdme soucin dvou funkci.

PP 1 ¢
l - lnxdx =x-Inx— [ x-—dx=x-Inx— | ldx=x-Inx —x
X

Crvrty integrdl je k zamysleni pro vés. Nasledujici vypodet totiz dava podivny vysledek:

1
/tgxdx = /sinx- dx
COoS X

= (— Cosx)colsx — /(— Ccos x)(co_szlx (= sinx)) dx

sin x
:—1+/ dx:—l+/tgxdx.
COS X

Aplikaci (korektni) pravidla Per Partes ndm tedy celkem vySlo

/tgxdx =—1—|—/tgxdx.

Kde je problém? Nasli jsme spor v matematice? Rozmyslete si to; je dilezité tuto zaleZitost pochopit.
Zaroven vas ale nechci pfipravit o moznost ucinit tento objev samostatné. A
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1
n = —  d
/(l—l-xz)” *

Pron = 1 zname odpovéd’ uz ze zimniho semestru:

Priklad 2.16. Oznaéme

I; = arctgx (x € R).

Chceme vypocitat integral 7, i pro vyssi hodnoty n. K tomu odvodime pomoci metody Per Partes rekurentni
vzorec:

I /1 1 d X / —n-2x d X 49 1+x -1 d
n — * X = — X — X = — n —_— dXx =
(1 + x2)n (1 + x2)n (1 + x2)n+l (1 + x2)n (1 + x2)n+1

Y 4o / ( ! ! ) d Y 20y = Insy)
n — X= — n(l, — .
(1 x2)n (1+x2)" (14 x2)nt! (1 + x2)n n n+l

arr T 2n(1ly, — Iy41), odkud uz vyjadiime

Dostali jsme tedy rovnost 7, = e

X 2n —1

Iy = I,.
1 2n(1 + x2)n + 2n

Pouzitim tohoto rekurentniho vzorce miizeme nyni postupné pocitat integraly I, z predchozich:

< X 1
2(1 + x2) )
a tak dale. A

I, = arctg X

2.2 Integrace racionalnich funkci

Definice 2.17. Raciondlni funkci rozumime libovolnou funkci tvaru P/Q, kde P, Q jsou polynomy a Q
neni konstantni nulové funkce.

Véta 2.18 (Rozklad racionalni funkce na parcialni zlomky). Necht’ P, Q jsou polynomy s redlnymi koefi-
cienty splriujici st P < st Q. Necht’ Q je tvaru

OQ(x) = an(x —x)?' - (x = x) P - (2 F x4+ )T - (0 Fax + BT
kde x1, ..., xx jsou vSechny redlné koveny Q a pi,..., pr jsou jejich prislusné ndasobnosti (jinak feceno,
Zddny z faktorii x*> + a;x + B;, i = 1,...,1 necht’ nemd redlny koven).

Potom existuji koeficienty Al(j ), Bi(j ), Cl.(j ) takové, Ze plati

P AP LAY P .
0(x) x—x1 (x—xp)2 = (x—xpn 7
R
x—x1 (x—=x1)? 7 (x—xp)P
Bfl)x + Cl(l) Bz(l)x + Cz(l) Bé})x + Cq(ll) n n
x24+ox+p1 0 (Z+ax+p1)? 0 (PHax+p)n
B0y Oyt c? B0 4 ¢

+ + ...+ .
xX24+ax+ B (x24+ax+ Br)? (X2 + ayx + B4
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Tato véta nam tik4, Ze rozklad existuje. Jeho nalezeni v praktické situaci je ovSem otdzka jind; k tomu

pouzivame tak zvanou metodu neurcitych koeficientt. Pro ilustraci uvadim nésledujici priklad:

Priklad 2.19. Spoctéte integral

X
dx.
/(x2+2x+2)2(x2+2x—3) *

V tomto ptipadé mame situaci pon¢kud zjednodusenou tim, Ze jmenovatel integrované racionalni funkce
je zapsan v takovém tvaru, ze kterého uz neni problém ho upravit do tvaru polynomu Q z Véty 2.18: Snadno
zjistime, Ze x2 +2x —3 = (x — 1)(x +3)ax? +2x +2 = (x + 1)®> + 1, a tedy polynom x? + 2x + 2
nemad redlné kofeny.

Defini¢ni obor integrandu (oznaéme ho ') je proto R \ {1, —3} a f je na této mnoZiné spojita. Ma tedy
primitivni funkci na kazdém z intervald (—oo, —3), (=3, 1) a (1, 00).

Nyni chceme raciondlni funkci f* zapsat rozloZenou na parcialni zlomky (z nichz kazdy potom budeme
integrovat zv1ast’); podle Véty 2.18 existuji koeficienty A, B, C, D, E, F € R takové, Ze plati

X _ Ax+B Cx+ D n E n
(X2 +2x +2)2(x24+2x—3) x242x+2 (x2+2x+2)2 x—1 x+3

(2.2)

Nyni tuto rovnost prendsobime jmenovatelem na levé stran¢:

x=Ax+B)(x*+2x +2)(x = 1)(x +3) + (Cx + D)(x — 1)(x + 3)
+ E(x*+2x +2)%(x +3) + F(x? +2x +2)*(x = 1). (2.3)

Nyni mdme dvé zdkladni moZnosti, jak postupovat déle:

(a) Rozndsobime pravou stranu a ddme k sobé vSechny Cleny se stejnymi mocninami x. Potom porov-
name levou stranu (v naSem piipadé x) a pravou stranu rovnice. Koeficienty u jednotlivych mocnin
x musi byt na obou stranich rovnice stejné. Tim dostaneme 6 linedrnich rovnic pro 6 neznamych
A,B,C,D,E,F.

(b) Dosadime 6 riznych Cisel za x. Tim dostaneme soustavu 6 linedrnich rovnic. Z obecnych faktt o po-
lynomech plyne, Ze tato soustava bude mit pravé jedno feSeni.

Ve vétsiné netrividlnich praktickych piikladi se vyplati obé metody kombinovat. V naSem piipadé miZeme
vyuZit toho, Ze ¢isla —3 a 1 jsou kofeny jmenovatele. Dosazenim kazdého z nich se tedy vynuluje nékolik
¢lend na pravé strané rovnice (2.3); x = 1 dava rovnici

1
=1: 1=EQ+2+2?1+3), t. E=—.
X 1+24+2)°(1+3), ¢ 100

Dosazeni x = —3 dava

3
x=-3: -3=FO9-6+2*-3-1), . F=—.
( )( ). 4 100
Tim jsme vyCerpali hodnoty x, jejichZ dosazeni da rovnici s jedinou neznamou (a tedy jeji hodnotu hned
zjistime) — uZili jsme metody (b). Ostatni koeficienty ur¢ime metodou (a); ovSsemzZe uz budeme brat v tivahu
znalost hodnot E a F. Pfitom ale neni nezbytné nutné pravou stranu rovnice skutecné pracné rozndsobit;
je obvykle celkem snadné napsat koeficient u ur¢ité mocniny x hned. Napftiklad se podivejme na koeficient

u x> na pravé stran& rovnice (2.3) — x> vznikne z prvniho, tietiho a &tvrtého séitance a je snadno videét,
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Ze jeho hodnota bude rovna A + E + F. ProtoZe na levé strané rovnice se x> nevyskytuje (jinymi slovy:
koeficient u této mocniny je nulovy), dostdvame rovnici

x>: 0=A+4+E+ F, odkud (pouZzitim znalosti £ a F') dostaneme A = I_T‘(l) = ;—51
Podobné dostaneme rovnice:
x*: 0=B+24—A +3A+3E+4E—F +4F, . B=0;
x': 1=—-64—-6B+6B—2B—3C +3D — D +24E —8F +4F Hj. %=—6B—3C;

x°: 0=—-6B—-3D+12E —4F tj. D =0.

Resenim této jednoduché soustavy rovnic dostdvame nésledujici hodnoty koeficienti:

-1 —1 1 3

A=—, B=0, C=—, D=0, E=—, F=_—.
25 5 100 100

Maiéme tedy ndsledujici rovnost; integrdly na pravé strané po vytknuti konstant ,,pted integrdl* pro prehled-
nost dal$itho postupu oznac¢ime /; az I4:

X
d
/ (X2 4+ 2x + 2)%2(x%2 4+ 2x — 3) x

1/ x d 1/ X dr + 1 / 1 dx + 3 / 1 d
—— | —————=dx — = X+ — [ —dx + — x
25 ) x2+4+2x+2 5) (x2+2x+2)? 100 / x—1 100 x+3

- ~——

I, I I3 14

Integraly I3 a 14 jsou velmi snadné — miiZeme rovnou napsat vysledky:

Ii=Injx—1] a I,=In|x+3|

3

Diéle se podivdme na integrdl 7, kterému je vhodné opravdu vénovat pozornost. PouZijeme ,,standardni*
trik pricteni a odeCteni (a vytknuti) konstanty, abychom v Citateli méli derivaci jmenovatele:

1 2x+2-2 1 2x + 2 1
L= ——dx==-| ——dx— | ——dx
2) x24+2x4+2 2) x24+2x4+2 x2+2x+2

—~ —~—

Iig I1p

Nyni (aplikaci prvni substituce nebo prosté jednoduchou tvahou) dostaneme
Lo = In|x? 4 2x 4+ 2| = In(x? + 2x + 2).

a druhy z obou integrélii prevedeme obvyklym postupem na arctg:

I / ! dx = arctg(x + 1)
a = —— dX = arc X .
2 (x+ 12+ 1 g

Tedy celkem dostavdme
c

1
I = 5 In(x? 4 2x + 2) + arctg(x + 1)



KAPITOLA 2. PRIMITIVNI FUNKCE 42

Zbyva vypocitat integrdl 1,. Postup bude velmi podobny (pouzijeme stejny trik) jako pro /; s tim rozdilem,
Ze pro uplné feseni budeme potiebovat rekurentni vzorec z Ptikladu 2.16.

7 1 2x +2-2 / 2x + 2 / d
= = dx — X
>T 2 ) (2 +2x +2)2 (X2 + 2x + 2)2 (X2 + 2x + 2)2

Iza Iy

Substituci y = x2 4 2x + 2 (nebo opét snadnou tivahou) dostaneme
—1
he = ———.
x2+2x+2
Konecné podle Prikladu 2.16 vyjde

. < (x+1)
I”_/((x+1)2+1)2d 2(1 + (x + 1)?)

Poznamka 2.20. Uvédomme si, Ze vyrazy na obou strandch rovnice (2.2) jsou definovany pro x € R \
{1, =3}, zatimco leva i prava strana (2.3) je definovédna pro vSechna x. Pfendsobenim rovnice jmenovatelem
zlomku na levé strané (2.2) se tedy rozsifil defini¢ni obor.

Poté se snazime zjistit hodnoty koeficienti A az F a zaCindme tim, Ze za x dosazujeme 1 a —3, tedy
pravé ta Cisla, kterd v defini¢nim oboru rovnice (2.2) chybi. Jak tedy vime, Ze i pro tyto hodnoty x nastava
v (2.3) rovnost? Odpoveéd’ dava nasledujici Cviceni 2.21, kde f je leva strana a g prava strana rovnice (2.3);
z rovnice (2.2) totiz vime, Zze f = g pro vSechna x aZ na body 1 a —3; z tvrzeni Cviceni uz pak snadno
plyne, Ze rovnost nastdva i pro tyto hodnoty x.

1
+ = arctg(x +1). A

Cviceni 2.21. Necht’ (a, b) je interval a ¢ € (a, b). Necht' jsou funkce f a g spojité na (a, b) a predpokla-
dejme, Ze pro vSechna x € (a,b) \ {c} plati f(x) = g(x).Pak uz nutné platii f(c) = g(c) (tj. funkce jsou
ve skutecnosti shodné ve vSech bodech (a, b) — vCetné bodu c).

Diikaz. Vime, Ze f je spojita v bod¢ c, tedy plati f(c) = limy—. f(x). ProtoZe g je rovnéz spojitd, plati
také g(c) = limy_,. g(x). Déle vime, Ze funkce f a g se (podle predpokladu) shoduji na néjakém prsten-
covém okoli bodu c; protoze limita funkce v bod€ zaleZi pouze na hodnotach v prstencovém okoli tohoto
bodu, plati rovnost lim,_.. f(x) = limy_. g(x). Spojenim té€chto tii rovnosti tedy celkem dostdvame:

f(e) = lim f(x) = lim g(x) = g(c). O

Podstata predchoziho cviceni tkvi v tom, Ze spojitou funkci nemiZeme zménit v jediném bod¢ ¢ a
zachovat pii tom jeji spojitost. M4-li byt funkce spojitd, je totiZ hodnota v tom bodé ¢ jednoznacné urcena
hodnotami f na jistém prstencovém okoli c¢. Jinymi slovy, mame-li néjakou funkci f, kterd je spojitd na
intervalu (a, b) a zménime-li jeji hodnotu v néjakém bod¢€ ¢ € (a, b) na hodnotu jinou, vyslednd funkce uz
nebude na (a, b) spojita: bude v bodé ¢ ,,prerusend‘.

2.3 Dulezité substituce (1. typu)

(I) integraly typu [ R(e“x) dx: Je-li R(x) = ggg néjaka raciondlni funkce, tj. P, Q jsou polynomy,
staci pouZzit jednoduchou substituci y = e**. Obecn¢:

ax = o 1 1
R(e**)dx = R(e‘”)& dx < 4 = — | R(y)—dy.
ae®x dy = ae* dx o y

Posledni integrand je raciondlni funkce (R(y) je raciondlni, takZe totéz plati i pro R(y) - %), kterou lze
integrovat standardnim postupem.




Kapitola 3

Urcity integral

3.1 Uvod

Dosud jsme se zabyvali hledanim primitivni funkce a mluvili jsme o neurCitém integralu; vysledkem vy-
poctu byla vzdy funkce. Nyni se budeme zabyvat tak zvanym urCitym integralem; presnéji, Riemannovym
urCitym integralem funkce f na intervalu [a, b]. Tentokrat bude vysledkem misto funkce Cislo a podobné
jako v ptfedchozi kapitole budeme i nyni mit pro vysledek jasnou interpretaci: bude se jednat, nepfesné
receno, o ,,0bsah plochy pod grafem funkce f na intervalu [a, b]*.

Pro budovani teorie urcitého integralu pro nds neni nezbytné nutné mit presné definovany pojem obsahu
rovinného obrazce. Intuitivni chdpéni tohoto pojmu a znalost nékterych zdkladnich vlastnosti integrdlu by
nam postacily. Pro ilustraci vSak uvadim ndsledujici motivacni pasdz o tak zvaném Jordanové-Peanové
obsahu (objemu).

3.2 Jordanuv-Peanuv obsah/objem

3.3 Riemannuv urcity integral
Budeme nyni budovat teorii, kterd ndm umoZni dit odpovéd’ na néasledujici otazky:

Uloha. Bud’te ddny body a,b € R, a < b a funkce f: [a,b] — (0, 00). Jak se d4 definovat velikost
plochy ohranicené pfimkami y = 0, x = a, x = b a grafem funkce f, aby to bylo v souladu s nasi intuici?
Maiéme-li uz tuto plochu definovanou, jakou metodou se dd vypocitat jeji presnd hodnota?

O néco piesnéji: Oznalme Py = {(x,y) € R?: x € [a,b]A0 < y < f(x)}. Je tato mnoZina (,,podgraf*
funkce f) méfitelnd v Jordanové-Peanové smyslu? Pokud ano, jakd je hodnota tohoto obsahu (tj. m(Pr))?

Metoda. Budeme mnoZinu Py ,aproximovat zdola* pomoci obdélniki v ni obsaZenych a ,,aproximovat
shora* pomoci obdélnik, v jejichZ sjednoceni je Pr obsaZena. To proto, Ze na rozdil od obecného rovin-
ného obrazce dovedeme snadno urcit obsah obdélnika, pfipadné obsah sjednoceni konecného poctu ob-
délnikt. Zhruba feceno budeme zvySovat pocet obdélnikil a utvéret tak presnéjsi a presnéjsi aproximace
(budeme ,,zvySovat rozliSeni*); budou-li aproximace shora a zdola konvergovat ke stejné hodnoté, prohlé-
sime tuto hodnotu za urcity integral funkce f na [a, b].

Poznamenavam, Ze v tomto tivodu je funkce f kladna, aby bylo jasné, co myslime ,,plochou pod gra-
fem*. Odted’ vSak budeme uvazovat funkce s hodnotami v celém R.

43
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Definice 3.1 (Darbouxova definice Riemannova urcitého integralu).
Necht a,b € R,a < b anecht f: [a,b] — R je omezend (nemusi byt kladna).

(1) Déleni intervalu [a, b] je konecna posloupnost bodiia = xg < X1 < ... < X,—1 < X, = b. Obvykle
zna¢ime D = {xo, X1, X2,...,X,} a pro upfesnéni mizeme napsati D = {a = xo < x; < ... <
X, = b}. Jednotlivé intervaly [xq, x1], [x1, x2], ..., [Xn—1, X»] jsou intervaly d€leni D.

(2) Definujeme dolni (Darbouxiiv integrdlni) soucet prislusny funkci f a déleni D predpisem
n

s(fD)y=D_ inf f0)- (6 = xie0),

— x€[xi—1.x;
i=1

a horni (Darbouxitv integrdlni) soucet prislusny funkci f a déleni D predpisem

n

S(AD)=Y), sup  f(x)-(xi—xi1).

i=1 *Elxi—1,xi]

(3) Definujeme dolni Riemannitv integrdl funkce f na [a,b] jako

b b
/ f = / f(x)dx = sup{s(f, D): D je déleni [a, b]}

a horni Riemannuv integrdl funkce f na [a, b] jako
) b
/ f =/ f(x)dx = inf{S(f, D): D je d&leni [a, b]}.
a a

(4) Jestlize fab f = fab f, definujeme Riemanniiv integrdl funkce f na [a, b] jako

/abf:/abf(X)dxszbf(x)dx (=ff(x)dx).

Pokud existuje | ab f, fikdme, Ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b]; mnoZinu vsech
riemannovsky integrovatelnych funkci na intervalu [a, b] zna¢ime symbolem R([a, b]). Zapis f €
R([a, b]) tedy znamend, Ze f je Riemannovsky integrovatelnd na [a, b].

Poznamka 3.2. e Vyse uvedend definice integrélu je tak zvand Darbouxova definice Riemannova inte-
grélu, se kterou pracujeme ve vétSiné této kapitoly. Pozdé&ji uvidime jesté Riemannovu definici (3.45),
ktera ji je ekvivalentni (tj. da stejny pojem integralu), ale ne stejna (dokézat, Ze obé definice ,,vyjdou
nastejno je netrividlni ukol, ktery si odpustime).

e Je mozné celkem snadno ukézat, Ze pro kladnou funkci f € R([a, b]) plati rovnost [ ab f = m(Pr),
kde m znaci Jordantiv-Peanliv obsah a mnoZina Py je podgraf funkce f naintervalu [a, b] (viz vySe).
Jinymi slovy tedy takto definovany integrdl opravdu vyjadfuje velikost plochy pod grafem v tom
smyslu, ve kterém jsme si to vySe urcili.

e Nyni uz vime, co je to urcity integradl (mame jeho definici). Nevime ale, pro které funkce existuje a
neumime ho jednoduse vypocitat. ReSenim téchto problému se zabyvame v nasledujicim.
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Poznamka 3.3. V Definici 3.1 pozadujeme omezenost funkce f na intervalu [a, b]. To neni samoucelny
pozadavek; jeho dileZitost je patrna pri ohleddni definice integralnich soucti (dolniho i horniho). V téchto
definicich se totiz vyskytuji infima a suprema funkce f pfes jisté intervaly. Aby bylo zaruceno, Ze tato
infima a suprema jsou konecnd, musime predpokladat omezenost f pies vSechny tyto intervaly, a tedy
vlastné pres celé [a, b]. Tim padem budeme mit, Ze i dolni a horni soucty pres libovolné déleni jsou kone¢na
Cisla, bez ¢ehoZ by naSe nésledujici dedukce neddvaly smysl.

Ve vsech nésledujicich vétach (a lemmatech) tykajicich se (obycejného) Riemannova integralu na uza-
vieném intervalu budeme explicitné (tfeba hned v nésledujicim lemmatu) nebo implicitné predpokladat
omezenost funkce f. Co znamena néco predpokladat implicitné? Mame tim na mysli, Ze onen predpoklad
neni ve formulaci véty pfimo zapsan, vyplyva ale z predpokladii ostatnich. Pfitom jsou rizné typy takovych
situaci — naptiklad:

e Predpokladam-li (jako je tomu tieba ve Vété 3.26) spojitost funkce f na [a, b], nemusim uZ psat,
Ze f ma byt na [a, b] taky omezend, nebot’ spojitost na uzavieném intervalu omezenost implikuje
(Weierstrassova véta). Implicitni predpoklad tedy plyne z dfive dokdzané véty.

e Tieba ve Véte 3.11 (i) predpokladame, Ze existuje Riemannav integral fab f . Protoze v Definici 3.1
Riemannova integralu uvaZzujeme vyhradné omezené funkce, musi byt funkce f, pro niz integral
existuje, omezend (pro neomezenou jsme totiZ nedefinovali nic). Implicitni pfedpoklad omezenosti
funkce f je tedy v tomto piipad€ obsazen v definici integralu.

Dale se pro celou tuto sekci domluvime, Ze piSeme-li samotné slovo ,,integrdl“, mame na mysli ,,Riemanntv
integral“ (neni-li feCeno jinak).

Lemma 3.4. Necht' f je omezend na |a, b] konstantou K (tj. | f| < K na [a.b]) a D je déleni [a, b]. Potom
plati nerovnosti

—K(b—a) <s(f,D)<S(f.D) < K(b—a).

Diikaz. Prostfedni nerovnost je vidét trivialné, porovname-li definice dolniho a horniho souctu; infimum
mnoZziny je totiz vZdy < jejimu supremu.
DokéaZeme pouze posledni nerovnost; prvni nerovnost se dokdze analogicky.

SUADYZY s @ —xi) S sup S0 —xi) = swp f06) ) (= i)
= sup f(x)- ((xn — Xn—1) + (Xn—1 — Xp—2) + ... + (x2 —x1) + (x1 — xo))
x€la,b]
= stb] JS(x) - (xp —x0) < K(b—a).

Pro prvni nerovnost jsme vyuZili samoziejmého faktu, ze kdyZz A € B (C R), pak supA < sup B.
V nésledujici nerovnosti pak uZ ono supremum nezdvisi na i (,,sCitacim indexu®), a tedy se d4 ze sumy
vytknout. [

Poznamenejme, Ze dikaz je také jasné vidét z obrazku. Naptiklad prava strana posledni nerovnosti neni
nic jiného neZ obsah obdélnika o stranidch b — a a K, ktery obsahuje cely podgraf funkce f, nebot’ f je na
[a, b] omezena konstantou K.

Definice 3.5. Bud’te D, D’ dvé déleni intervalu [a, b]. Rekneme, Ze D' je zjemnéni D, pokud D’ obsahuje
vSechny délici body z D (a obvykle i n¢jaké navic), tj. chapeme-li D a D’ jako mnoZiny délicich bodu, pak
D’ je zjemnéni D, pokud D’ 2 D. Nékdy se pro oznaceni tohoto faktu pouziva téZ symbolu D’ > D.
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Lemma 3.6. Bud’'te f: [a,b] — R omezend, D, D' déleni intervalu [a,b] a D' zjemnéni D. Potom
s(f.D) <s(f.D') < S(f.D") < S(f. D).

Diikaz. Dokazeme pouze prvni nerovnost (prostiedni plyne z predchoziho lemmatu a je trividlni; posledni
nerovnost se dokdze analogicky jako nerovnost prvni). Protoze D’ vznikne z D pfidanim kone¢né mnoha
délicich bodi, staci dokazat, Ze pridanim jediného dé€liciho bodu se dolni soucet mize jediné zvétsit (pak
totiz postupné pridame k D vSechny chybéjici délici body z D’ a hodnota pfislusného dolniho souctu se
tim nemize zmensit). BUNO tedy pfedpoklidejme, Z¢ D’ m4 o jediny dé&lici bod (oznaéme ho z) vic.
Predpoklddejme, ze D = {a = xo < X1 < ... < x, = b} a z je prvkem i-té€ho intervalu déleni D, tj.

D={a=xog<x1<...<xi1<z2<x;<...<x,=Dhb}

Chceme dokdzat, ze s(f, D') — s(f, D) = 0. To provedeme nasledujici sérii odhadd; prvni rovnost plati
proto, Ze viechny &leny z definice s(f, D) = Y i infyefy; ;%] S (x) - (x; —x;—1) se odectou s pifslusnymi
Cleny pro déleni D’, ovSem az na ty, které se tykaji intervalu [x;_1, x;] ve kterém jediném se obé déleni (a
tedy oba dolni soucty) od sebe lisi: déleni D’ ma (na rozdil od D) tento interval rozdéleny na [x;_;,z] a
[z, xi].

s(f0) =s(f0) = (_inf )G -xo)+ il f@0-2) = il S = xim)

x€[x;_1,2 x€[z,x; X€[x;_1,x;
= inf  f(x)(z—xi-)+ inf  f(X)(x; —z)— inf  f(x)(x —xi-1)
x€[x;—1,x;] x€[x;—1,x;] x€[x;—1,x;]
= inf f(x)((Z —Xi—1) + (i —2) — (x; — Xi—l))
x€[x;—1,x;]
= inf  f(x)(x; —xi—1 — (x; —x;-1)) = 0.
x€[x;—1,%;]

Podobné¢ jako v dikazu Lemmatu 3.4 jsme rozsitfili mnozinu, pfes kterou bereme infimum; tim se hodnota
infima mtzZe (ale nemusi) zmens$it, ¢imZ je vysvétlena ona nerovnost. [

Lemma 3.7. Necht’ f: [a,b] — R je omezend a Dy, D, jsou libovolnd déleni intervalu [a, b]. Potom

s(f, D1) < S(f, D2).

Diikaz. Definujme D’ := DU D,; D' je tedy délen{ sestavajici ze vSech délicich bodi D a vSech délicich
bodd D,. Je jasné, ze D’ je spole¢né zjemnéni Dy i D,. Podle Lemmatu 3.4 a Lemmatu 3.6 dostdvame:

s(f.D1) <s(f£.D') < S(f. D) < S(f. D). u
Poznamka 3.8. Bud’ f omezenad konstantou K na [a, b].

(i) Podle Lemmatu 3.4 je mnozina vSech dolnich souctli omezend, nebot’ pro libovolné déleni D plati
—K(b—a) <s(f,D) < K(b—a), coz znamend, Ze K(b —a) je horni zdvora mnoZiny vSech dolnich
souctd (a Cislo —K(b — a) ne). Proto fabf = sup{s(f, D): D je déleni [a, b]} je konecné Cislo a

podle definice suprema (tj. nejmensi horni zavory) plati —K(b —a) < [ ab f < K(b—a). Totéz (a

z analogického diivodu) plati i pro fab f.

(ii) Z predchoziho bodu plyne, Ze pokud existuje integral | ab £, pak je konecny a spliuje

b
—K(b—a)s/ f < Kb -a).
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(iii)) Z Lemmatu 3.7 také snadno plyne univerzalné platnd nerovnost

[re[s

Dukaz je vidét okamzité¢ z obecného tvrzeni o mnoZinach redlnych Cisel, které doporucuji dokazat
jako snadné cviceni na pojmy suprema a infima: Bud’te A, B C R neprdzdné mnoZiny spliiujici
Vxe€e A Vye B:x <y.PotomsupA < inf B.

(iv) Shrnutim vSech téchto fakti dostdvame, ze pro libovolna déleni Dy, D, intervalu [a, b] a funkci f
spliujici na [a, b] nerovnost | | < K plati nasledujici nerovnosti:

b b

Priklad 3.9. M¢&jme konstantni funkci f(x) = ¢ na [a, b]. Pak fab f(x)dx = fab cdx = c¢(b —a). Toje
jasné, protoze mame-li libovolné déleni D intervalu [a, b], pak

inf  f(x) =c arovnéz sup  f(x) =c,
x€[xi—1,x;] x€[x;i—1,x;]

kde [x;—1, x;] je libovolny interval déleni D. Tim padem je snadno (pouhym dosazenim do definice dolniho
a horniho souctu) vidét, ze s( f, D) = S(f, D) = c¢(b—a), atedy i horni a doln{ integrdl maji tuto hodnotu.
Na druhou stranu, bud’ nyni f tak zvana Dirichletova funkce definovana predpisem

1, pokud x € Q;
fx) = )
0 jinak.

Ukazeme, Ze neexistuje integral fab f(x)dx pro Zadny nedegenerovany interval [a, b]:

Protoze kazdy nedegenerovany interval obsahuje nekonecné mnoho raciondlnich a nekone¢né mnoho
iraciondlnich Cisel, je jasné, Ze funkce f nabyva na kazdém takovém intervalu / jak hodnoty 1 (a to ve
vSech raciondlnich bodech x € I'), tak i hodnoty O (ve vSech iraciondlnich bodech 7). Protoze funkce f uz
Zadnych jinych hodnot nenabyva, je jasné, Ze

inf ]f(x) =0 arovnéz sup  f(x) =1,

XE[xi—1,%i x€[xj—1,%;]

a to pro libovolny d€lici interval [x;_1, x;] libovolného déleni D. Tim padem jsou vSechny horni soucty
(bez ohledu na to, jak jemné déleni uvazujeme) rovny prave délce intervalu [a, b], ptes ktery integrujeme, a
vSechny dolni soucty jsou rovny nule. Horni a dolni integrdl se tedy nerovnaji a integral neexistuje.

Na téchto piikladech vidime, Ze Riemanntiv integral pro nékteré (napf. konstantni) funkce existuje a pro
jiné (napf. pro Dirichletovu) funkce ne. A

Lemma 3.10 (Kli¢ové lemma: Bolzanova-Cauchyova podminka pro existenci Riemannova integralu). Necht’
f je omezend na [a, b, a < b. Pak plati

b
(i)/lee]R <= Ve>03D déleni[a,b]: I —e <s(f,D)<S(f,D)<I + e

b
(ii)/ f existuje <= Ye> 03D déleni[a,b]: S(f,D)—s(f,D) <e.
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Diikaz. (i) (=): Necht' [ ab f = I. Budiz dano libovolné ¢ > 0; mame najit ,,vhodné* déleni D. Podle

definice integrélu jest fab f =/ ab f = I apodle definice suprema a infima musi tedy existovat délen{

D1, D, intervalu [a, b], ktera spliuji:
I—8<S(f;D1) a S(f,Dz)<I+8

Necht' D je spole¢né zjemnéni Dy a D, (naptiklad D = D; U D,); potom podle Lemmati 3.4 a 3.6
dostavame
I —e<s(f,Dy)<s(f,D)<S(f,D)<S(f,Dy) <1 +¢.

(1) (<): Necht’ plati vyrok na pravé strané; chceme dokézat, Ze fab f=1= fab f. Zvolime-li tedy
libovolné & > 0, podle predpokladu existuje D déleni intervalu [a, b] takové, 7e

[—e<s(£D)<S(f,D)<I+e.

Podle posledniho bodu Poznamky 3.8 dostdvame

b b
I—g<s(f,D)$/ f§/ f<S(f,D)<I +e.

Protoze ¢ > 0 mohlo byt zvoleno libovolné malé a nerovnosti vyse plati pro vSechna kladnd &, musi byt

I = fabf = fabf'

(i) (=): Plyne okamZit& z bodu (i). (Cvigeni.)

(i1) (<=): Velmi podobné jako stejnd implikace prvniho bodu: Opét zvolme ¢ > 0 a najdéme vhodné
déleni D intervalu [a, b], tj. takové, které spliiuje nerovnost

S(f,D)—s(f,D) <e.
Jest (podle Pozndmky 3.8 (iii))

S(f. D) < /bf sff < S(/. D).

a

odkud okamZité plyne, Ze

OS/abf—/abfsS(f,D)—s(f,D)<e.

« . o PP . . ‘< ‘ v b b
Opét uzavirdme diikaz konstatovénim, Ze tato nerovnost plati pro libovolné malé ¢ > 0, takZe | S / =

0, a integrél [ ab f tedy skutecné existuje.
[]

3.4 Zakladni vlastnosti Riemannova integralu

Drive nez pristoupime k dikazu existence Riemannova integralu pro spojité (nebo monoténni) funkce a
k dikazu Newtonovy-Leibnizovy formule, potiebujeme znat n€kolik zakladnich fakti. Vesmés se jedna
o véci, které lze snadno ,,nahlédnout z obrazku®. Vizudlni predstava vSak Casto klame (a jisté nemizZe byt
povaZzovdna za dlikaz), a proto si tato tvrzeni dokdZeme z definice a s pouZzitim Klicového lemmatu 3.10.
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Véta 3.11.
(i) Necht’ existuje fab f anecht’ [c,d] C [a, b]. Potom existuje fcd f.

(ii) Necht' ¢ € (a,b) a necht’ existuji integrdly [ f, | Cb f. Pak existuje i integrdl [ ab f a plati rovnost

fabf=facf+/cbf.

Duikaz. (i): Predpokladejme, Ze a < ¢ < d < b; ostatni piipady (tj.a = c <d <b,a <c <d = b) jsou
jednodussi. Nas cil je ovéfit podminku z Lemmatu 3.10 pro existenci integralu fcd f.

Bud’ tedy déno ¢ > 0 libovolné. Podle Lemmatu 3.10 (a protoZe podle predpokladu existuje integral
fab f) existuje déleni D intervalu [a, b] takové, ze S(f, D) — s(f, D) < €. Oznalme D’ = D U {c,d},
tedy D’ je déleni D, k jehoZz délicim bodim jsme pfidali jesté body ¢, d (pokud uz v D nebyly); D’ je tedy
zjemnéni D. Podle Lemmatu 3.6 jest

s(f.D) < s(f.D) < S(f. D) < S(/. D),

a tedy plati i
S(f,D")—s(f. D) <e.
Vime, 7e [a,b] = [a,c] U [c,d] U [d, b], ptiCemz a, b,c,d € D’. Muzeme tedy déleni D’ rozloZit na
tii d€leni téchto tif mensich intervali:

Di=D'N[a,c], D»=D'Nle,d]l, Ds= D' nNI[d, bl

D5 je tedy déleni intervalu [c, d] a pro néj chceme dokézat platnost podminky z Lemmatu 3.10, tj. chceme

S(f, D2) —s(f. D2) <e.
Nasledujici rovnosti jsou nyni jasné: tieba horni soucet pres celé D’ (tj. pro cely interval [a, b]) je soucet
hornich souctl pro ony tii ¢asti — a podobné pro dolni soucet:

s(f.D") =s(f.D1) +s(f.D2) +s(f.D3).  S(f.D") = S(f. D1) + S(f. D2) + S(f. D).

Celkem dostavame:

0 < S(f. D2) —s(f. D2)
< S(f. D2) = s(f, D2) + S(f. D1) — s(f. D1) + S(f. D3) —s(f. D3)
=S(f.D")—s(f.D') <e.

Tedy opravdu pro dané ¢ > 0 dovedeme najit déleni intervalu [c, d], pro n€jz se horni a dolni soucet 1is{
o méné nez ¢ (a to déleni D»,).

(ii) Podle pfedpokladu existuji integraly /; := | ac fal:=| cb f. Opét chceme pouzit Lemma 3.10,
tentokrat jeho bod (i) (<=). Bud’ dano libovolné ¢ > 0. Podle téhoZ tvrzeni (implikace (=)) z existence [;
a I, dostdvame existenci déleni D intervalu [a, c¢] a déleni D, intervalu [c, b] takovych, Ze

g g
11—§<S(f,D1)$S(f,D1)<11+§;

& e (31)
12—5 <s(f,D2) < S(f, D2) < 12+§-

Polozme D = D, U D,; protoZe D, je déleni [a, c] a D, je déleni [c, b], je D dé€leni [a, b] a podobné jako
v predchozim bod¢ diikazu jsou zfejmé rovnosti

s(f. D) =s(f. D) +s(f.D2).  S(f.D) = S(f.D1)+ S(f.D>).
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Sectenim obou fadki v (3.1) tedy dostdvame
11+12—8<S(ﬁD) §S(f;D) <L+ 1, +es.

Podle Lemmatu 3.10 tedy existuje integral fab f ama hodnotu I, + I>. [

Definice 3.12.

e Definujeme [ CC f = 0 (pro libovolny bod ¢ v defini¢nim oboru f);

e Pokud ¢ > d, definujeme fcd f=—/ ; /. Jinymi slovy, pfehozeni mezi zpisobi zménu znaménka
integrélu.

Poznamka 3.13. Bud’'te na okamzik a, b, ¢ libovolna tfi redlnd ¢isla (libovolné usporadand, tedy nemusi
ted’ napiiklad byt @ < b apod.). Predpokladejme dale, Ze integrdl f existuje na nejvétSim uzavieném
intervalu, ktery ma za dolni i horni mez jedno z té€chto ti{ ¢isel (tj. na intervalu [min{a, b, ¢}, max{a, b, c}]).

Pak plati rovnost
c b b
[+ r=[s 62)
a c a

Kompletni diikaz vynechame, i kdyZ je jednoduchy; musi se totiZ tato rovnost dokdzat zvIast' pro kazdé
z moZnych potadi bodd a, b, c (je 6 moznosti). Pro a < ¢ < b jsme dikaz uz provedli ve vété vyse;

e,

ostatni dukazy vSak vyuZiji uz dokazané a jsou snadné. Pro ilustraci podavam diikaz pro piipada < b < c:
Miuzeme predpokladat, ze plati ostré nerovnosti, jinak je totiz jeden nebo vSechny integraly v (3.2) nulovy
(z diivodu rovnosti dolni a horni meze), a rovnost je trividlni. Je-li tedy a < b < ¢, pak plati

[rafrs o[ e[ o-[r=]r

Jak je naznaceno, prostiedni rovnost plyne z obou tvrzeni Véty 3.11: Nejprve totiZ pouzijeme jeji prvni
bod pro diikaz existence obou integrald | ab f a [, f aposléze ndm jeji druhy bod d4 rovnost [ f =

fab f+/ bc f (je potieba si uvédomit, Ze oproti Vété 3.11 maji nyni body b, ¢ prehozené tlohy, nebot
nyni predpokldddme a < b < ¢, zatimco ve znéni véty mame a < ¢ < b). Tim je tedy dikaz hotov pro
a < b < c; podobné bychom postupovali ve zbyvajicich piipadech.

Véta 3.14 (Linearita Riemannova integralu). Necht’ a € R je libovolnd konstanta, f funkce. Ndsledujici
rovnosti plati, md-li jejich pravd strana smysl.

(i) /abozf =a/abf;
(i) /ab(f+g) - /abf+/abg.

Cviceni 3.15.

(i) Bud @ = 0a M C R libovolna neprazdnd podmnoZina. Pak plati

e sup(aM) = asup M, e sup(—M) = —inf M;
o inf(aM) = ainf M; o inf(—M) = —supM.
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(i) Bud'te f, g funkce definované na mnoziné M C R. Pak plati

sup (f(x) + g(x)) < sup f(x) + sup g(x);
XeEM xeM xXeEM (33)

Inf (f(x) +g(x)) = inf f(x)+ inf g(x).

Ditikazy téchto faktl jsou jednoducha az trividlni cviceni na pojmy suprema infima.

Diikaz. Prvni bod je opravdu snadné cviceni na supremum a infimum, a tak si ctenf rad doplni dukaz sam.
Z druhého bodu dokdZeme napiiklad druhou nerovnost (prvni je analogickd). Nejprve si vzpomenme, Ze
kromé jednoduchych rovnosti obsazenych v prvnim bodé€ cviceni plati jesté nasledujici dve, kde A, B C R
aA+B={a+b:ac A be B}

e sup(A+ B) =supA + sup B; e inf(A+ B) =infA + inf B.

Uvédomme si, co symboly na obou strandch druhé nerovnice v (3.3) znamenaji (posledni rovnost plyne
z faktu pro infimum sou¢tu mnoZin vyse):

L.S. =inf{ f(x) + g(x): x € M };
PS.=inf{f(x): x e M} +inf{g(y): ye M} =inf{f(x) + g(y): x,y € M}.

Vidime tedy, Ze zatimco na levé strané mame infimum pfes mnoZinu soucti hodnot f a g ve stejném bodeé,
na pravé strané pripoustime i souéty hodnot f a g v riznych bodech. Proto mnozina na levé strané je
podmnoZinou mnoZiny na pravé stran€ a jeji infimum tedy nemiiZze byt mensi:

{(fX)+gx)ixeMyC{f(x)+g(y):x,ye M} = LS.=PS. u

Poznamka 3.16. Skutecnost, Ze v (3.3) nelze dokdzat rovnosti a plati pouze neostré nerovnosti, je patrna
tieba z pitkladu f(x) = sin”® x, g(x) = cos? x, M = [0, 7r]. Pak zjevné nenastdvd rovnost:

inf (sin®x 4+cos>x) = inf 1=1>0= inf sin®x + inf cos®x.
x€[0,r] x€[0,7] x€[0,7] x€[0,7]

(Sami se podivejte, jak to dopadne pro supremum.)

Diikaz Véty 3.14. (i): Nejprve vzorec dokdZeme za piedpokladu o = 0, potom tvrzeni dokdZeme pro o =
—1 a spojenim téchto vysledkl vzorec odvodime i pro libovolné o < 0.

o = 0: Pfedpokldddme, Ze | ab f existuje (tj. prava strana rovnice ma smysl) a chceme dokazat, Ze exis-

tuje i integral [ ab af ajerovenlislu /==« [ ab f . Podle definice integrdlu (3.1) tedy potiebujeme védét, ze

f_:afzfabale.

Je snadno vidét (vytknutim o ze sumy), Ze
s(aef, D) =as(f,D) a S(af,D)=aS(f, D). (3.4)

Podle Definice 3.1 a Cviceni 3.15 (i) tedy plati

b
/ af o sup{s(af, D): D déleni [a, b]} oy sup{as(f, D): D déleni [a, b]}

b
L’ wsup{s(f,D): D délen [a, b]} = / = / f=1I
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Analogicky dostaneme i | aboz f = I, ajsme tedy hotovi za predpokladu o = 0.
o = —1: Jest

n n

SAD)=3 s (N (g—xim) F (= i f@) -~ xe)

i—1 X€lxi—1.x] im1 xe€[x;_1,x;

3.5
= —Z inf ]f(x) - (x; — xi—1) = =s(f. D).

n
iy Xelxinxi
Analogicky dostaneme s(— f, D) = —S(f, D). Nasledujici vypocet je uz podobny jako v odstavci vyse,
jen se ndm zméni horni soucet na dolni a infimum na supremum:
[t def (3.5)
/ (—f) = inf{S(— f, D): D déleni [a,b]} = inf{—s(f, D): D déleni [a, b]}
a

b b
3é5—sup{s(f,1));Ddélenf[a,b]}déf'—/fdéf'—/ f

Analogicky dostaneme i fab (=f)=— fab f, atedy skute¢né& plati fab =f)=— fab f.

o < 0: U7 mame dokdzéano, 7e z integralu lze ,,vytknout* nezdpornou konstantu a znaménko ,—*.
Libovolnou zdpornou konstantu « tedy miizeme vytknout tak, Ze nejprve vytkneme jeji zdporné znaménko
a pak jeji (kladnou) velikost (v§imnéte si, Ze pro « < 0 jest @ = —|«|):

/abaf=fab(—|a|f)=—/ab|a|f=—la|fabf=afabf

praci se supremem a infimem (vyuZijeme Cviceni 3.15 (ii)). Chceme ovéfit podminku Lemmatu 3.10 (i).
Budiz tedy dano libovolné ¢ > 0 a oznaCme

b b
If::/ f Ig:=/g.
a a

Prav4 strana dokazované rovnosti md smysl podle predpokladu, a tedy oba integdly existuji. Podle Lem-
matu 3.10 tedy existuji déleni Dy, D, intervalu [a, b] spliujici:

Vv,

& &
11—§<s(f,D1)SS(f,D1)<11+§§

2 2 (3.6)
L — 5= s(g.D2) < S(g.D2) < I, + 7

Necht D = D; U D,; Dy, D, jsou déleni téhoz intervalu [a, b],atedy D = {a = xog < x1 < ... < X, =
b} je jejich spole¢né zjemnéni. Podle Cviceni 3.15 (ii) plati pro libovolné i:

sup  (f(x)+g(x) < sup f(x)+ sup g(x);

x€[x;—1,x;] X€[x;—1,x;] X€[x;—1,x;]
inf  (f(x)+gkx) = inf f(x)+ inf g(x).
x€[x;_1,x;] x€[x;_1,x;] x€[x;_1,x;]

Vynéasobime-li kazdou nerovnost (pro kazdé i) ¢islem (x; — x;_1), a seCteme-li pfes vSechna i, dostaneme
ihned
S(f +¢& D)< S(f.D)+ S(g. D)

3.7
s(f +g.D) = s(f.D) + 5(g. D). 3.7
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Nyni v (3.6) nahradime D;, D, d€lenim D; tim se platnost nerovnosti neporusi (podle Lemmatu 3.6).
Sectenim obou fadki a aplikaci (3.7) pak dostdvame:

Ir+1;—e<s(f,D)+s(g.D)<s(f+gD)<S(f+gD)<S(f,D)+S(g.D)<Ir+1I;+e.

Pro dané ¢ > 0 jsme tedy nasli déleni D takové, Zze s(f + g, D) i S(f + g, D) seod Iy + I, 1iS1 0 méné

nez ¢ > 0. Podle Lemmatu 3.10 (i) tedy existuje integral |’ ab( J + g) ajeho hodnota je Iy + I,. Tim je
dikaz hotov. [

Poznamka 3.17. Posledn{ véta ma zajimavy disledek, ktery jesté vice osvétluje jméno, které jsme ji dali
(,linearita...”). Oznacime-li R ([a, b]) mnozinu vSech funkci, které maji na [a, b] Riemanniv integral, pak
R([a, b]) je podle predchozi véty vektorovy prostor. Je to totiz podmnozina vektorového prostoru vSech
funkci, kterd je uzaviena na operace s¢itani vektort (tj. soucet riemannovsky integrovatelnych funkei je
riemannovsky integrovatelny) a nasobeni konstantou (tj. pokud f € R([a, b)), paki«af € R([a, b])).

Samotny Riemanniv integral pres [a, b] mliizeme nyni interpretovat jako zobrazeni 7 : R([a,b]) — R
na tomto vektorovém prostoru, které kazdému bodu (tj. néjaké obycejné funkci f : [a,b] — R) pfiradi
redlné Cislo takto:

b
= f
Pro T je tedy proménnd f. VSimnéme si, Ze podle predchozi véty pro libovolné konstanty «, f € R plati
T(af + pg) =aT(f) + BT (g).
tj. zobrazeni T je linearni forma na vektorovém prostoru R ([a, b]).

Véta 3.18. Necht’ existuji integrdly fab f, fab g. Potom:
(i) Jestlize f < g na[a,b], pak fab f < fab g.

f2 1)< fn

(ii) Existuje také integrdl fab | f| a jest

Diikaz. (i): Chceme ukézat, Ze [ ab g—/ ab f = 0. Protoze g — f = 0 na [a, b], je kazdy integralni soucet
(horni, dolni, pfes libovolné déleni) funkce g — f na tomto intervalu nezdporny. Je tedy z definice jasné, Ze
/ ab (g — f) = 0, pokud tento integrdl existuje. Jeho existence vSak plyne z linearity Riemannova integralu

(Véta 3.14):
b b 3.14 b
/g—/ 7 =/(g—f)>o.

Poznamka 3.19. Druhy bod této véty vyjadiuje vlastnost Riemannova integralu, kterou nazyvame absolutni

]

e e . P y PR )
konvergenci. VSimnéte si nejen nerovnosti samotné, nybrz 1 faktu, Ze kdykoliv existuje integral fa f, pak

existuje i integral fab | £].

Priklad 3.20. Bud’ f Dirichletova funkce (viz Pfiklad 3.9) a polozme g := f — 1/2, tj. g ma ve vSech
racionalnich bodech hodnotu 1/2 a ve vSech iraciondlnich bodech hodnotu —1/2. Je jasné, Ze absolutni
hodnota |g| = 1/2 je konstantni na R, a tedy ma na libovolném intervalu [a, ] Riemanntiv integral.

Je ale snadné dokazat, Ze sama funkce g (bez absolutni hodnoty) Riemanniv integrdl nema. To do-
porucuji jako cviceni, které je mozné provést dvéma zplisoby. Bud’to podobné jako jsme to udélali vyse
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pro funkei £, nebo je mozné vyuZit tfi uZz zndma fakta: (1) neexistuje | ab /5 (2) existuje [ ab 3 (3) linearita
Riemannova integralu.
Na prikladu funkce g vidime, Ze (podle Véty 3.18) plati pouze implikace

b b
existuje / f = existuje / | f1,
a a

ale opacnd implikace neplati, protoze g spliiuje jeji predpoklad a nikoliv jeji zavér:

b b
existuje / lg|] # existuje / g. A
a a

3.5 Stejnomérna spojitost

Definice 3.21. Necht / C R je interval a f je funkce definovand na I. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojitd na I, jestlize

Ve>036>0VxelVyel:|x—y|<éd=|f(x)— f(y)| <e. (3.8)

Poznamka 3.22. Porovnejme tuto definici s definici obycejné spojitosti. Funkce f je spojitd intervalu 7,
pokud je v kazdém jeho bodé spojitd podle obvyklé definice (misto definice s limitou pouZijeme definici
s kvantifikatory, kterd je ekvivalentni), ;.

fjespojitinal <= Vxel: fjespojitivx <
Vx €l Ve>035>0Vyel:|x—y|l<éd=|f(x)— f(y)| <e. (3.9)

Je vidét, Ze rozdil mezi spojitosti na I a stejnomérnou spojitosti na I je v poradi kvantifikatori: v (3.8)
mame kvantifikator ,,Vx € [ “az za ,36 > 0%, zatimco v (3.9) je tomu naopak.

To znamend, Ze pro obycejnou spojitost (3.9) ndm stac¢i umét najit vhodné § az poté, co nam nepfitel
zada ¢ i x. U stejnomérné spojitosti je tomu jinak: Nepfitel nim prozradi pouze ¢, ale volbu x odlozi a
pocka si nejdiiv, jaké dame §. Je jasné, Ze tato druhd situace je pro nds obtizn€jsi: Musime se ujistit, Ze nase
volba § zafunguje, at’ ndm nepritel da jakékoliv x se mu zlibi — musime tedy umét najit ,,univerzalni §, tj.
takové, které funguje pro vSechna x.

Je pfitom jasné, Ze mame-li obtizZnéjsi situaci pri diikazu, znamena to, Ze dokazujeme siln€jSi vlastnost,
a je tedy intuitivné ziejmé, Ze stejnomérnd spojitost implikuje obycejnou spojitost (formdlni dikaz, Ze
(3.8)==(3.9) je snadné cviceni). Opacnd implikace obecné neplati, v nasledujici vété vSak pozndme, Ze
pokud / je uzavieny a omezeny interval, pak opacna implikace plati taky.

Priklad 3.23. Funkce f(x) = 1/x je spojitd na intervalu I := (0, 00), ale neni na ném stejnomérné spojita.
Diikaz tohoto tvrzeni je snadny; fakt spojitosti dané funkce plyne z vét dokdzanych v prvnim semestru.
Mame dokazat, ze f(x) = % neni na (0, co) stejnomérné spojitd, tj. mame dokdzat negaci vyroku (3.8),
tedy vyrok
de>0V6>03xeldyel:|x—y|<é A |f(x)= f(y)|=e. (3.10)
PoloZzme ¢ = 1 a budiz déno libovolné § > 0; musime nyni najit vhodné body x, y € I: Zvolme né&jaké
x € (0,8), x < 1. Déle zvolme néjaké y € (0, x/2). Ukazeme, Ze plati obé nerovnosti v dokazovaném
vyroku. Prvni nerovnost plyne z toho, Ze podle volby x, y mdme 0 < y < x < §. Druhd nerovnost plyne
zfakti x < 1,y < x/2 avypoltu

(O L (L T

y x x/2 x X X

Dokazali jsme tedy negaci vyroku, Ze f je na I stejnomérné spojita. A
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Véta 3.24. Necht’ je funkce f spojitd na (omezeném, uzavieném) intervalu [a,b]. Pak [ je stejnomérné
spojitd na [a, b].

Diikaz. Sporem: Pfedpokladejme, Ze f jena I := [a, b] spojita, ale ne stejnomérné spojitd — tj. necht’ plati
vyrok (3.10) — a zafixujme pfislusné ¢ > 0, jehoZ existence je timto vyrokem garantovdna. Nahradime-li
6 > 0 vyrazem 1/n, vidime, Ze podle (3.10) plati pro nase pevné &:

1
Vn e N dx,, y, € [a’b]: |xn _yn| < ; A |f(xn) _f(yn)l = €. (3.11)

Tim tedy dostaneme pro libovolné n € N dvojici bodi x,, y, (,.fungujicich® pro nase pevné zvolené ¢ a
pro § = 1/n), takZe miiZzeme utvofit dvojici posloupnosti {x, }5>, a {y,}5=, prvki intervalu [a, b]. Protoze
jde o omezené posloupnosti (a to ¢isly a, b), dostivame podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existenci
konvergentni vybrané posloupnosti {x,, }2>; (kde {ng}2>; € N je rostouci posloupnost indexii); ozna¢me
I = limg o0 Xy -

Tvrdim, Ze vybrand posloupnost {y,, jz>, (s témi stejnymi indexy) je nutné taky konvergentni a ma
stejnou limitu #; to plyne z nésledujictho odhadu (v némz druhd nerovnost plyne z volby x,, y, v souladu

s (3.11)):
1 k—o0
|ynk _ll = |y1’lk — Xng +xnk _[| < |ynk —)an| + |xnk _ll < E + |xnk _[| — 0.
ProtoZe f je spojitd, podle Heineho véty plati limx— oo f(Xn,) = f(?) a limg—oo f(n,) = f(2).

Celkem tedy dostavdme spor takto:

(3.11)

0<e < /0 = fOu)l <1 Gn) = FOL+ 1 fOm) = O] =20

Slovy feCeno jsme dostali dvé posloupnosti hodnot, které od sebe udrzuji vzddlenost aspon ¢, ale pfitom
maji stejnou limitu f(¢), coZ neni mozné, a diikaz je hotov. ]

Poznamka 3.25.

e Bud'te 7, J intervaly, I € J. Necht' f je stejnomérné spojitd na J. Pak f je stejnomérné spojitd na
1. (Diikaz je trividlni.)

e Vime, Ze 1 /x neni stejnomérné spojita na (0, 1), ale podle Véty 3.24 je spojita na libovolném intervalu
tvaru [a, 1], kde @ > 0, tfeba na [1/10°, 1].

e Funkce f(x) = /x je (podle stejné véty) stejnomérné spojitd na [0, 1], i kdyZ v nule mé nekone¢nou
derivaci zprava (tj. roste tim rychleji, ¢im bliZze jsme u nuly, podobné jako 1/x). Je to ddno tim, Ze
/X je zprava spojitd v 0, tedy pro libovolné & > 0 existuje &, které funguje v tomto bodé 0. To samé §
viak funguje i pro vSechny ostatni body defini¢niho oboru +/x, nebot” tato rostouci funkce roste &im
dal pomaleji (je konkdvni).

3.6 Existence Riemannova integralu

Véta 3.26. Necht' je funkce f spojitd na [a, b]. Pak f md na [a, b] Riemannuv integrdl.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, Ze libovolna spojita funkce na uzavieném a omezeném intervalu je podle
Weierstrassovy véty omezend (dokonce nabyva svého maxima i minima), takZze f je omezend na [a, b], a



KAPITOLA 3. URCITY INTEGRAL 56

ma tedy smysl viibec se pokouset dokazat existenci prislusného Riemannova integralu. Pro to budeme chtit
pouzit Lemma 3.10 (ii), tj. nasim cilem bude ovéfit platnost vyroku

Ve > 03D déleni [a,b]: S(f,D)—s(f,D) <e.

Budiz tedy dano libovolné ¢ > 0; chceme najit vhodné déleni D. Podle Véty 3.24 je funkce f na in-
tervalu [a, b] nejen spojitd (to je nas predpoklad), nybrz dokonce stejnomérné spojita (to je tvrzeni citované
véty); podle Definice stejnomérné spojitosti (3.21) tedy plati ndsledujici vyrok (kde ¢ nahradime pismenem
n, aby nedoslo ke kolizi znaCeni — € uz zde totiZ vyuZivime)

Vnp>036>0Vx ela,b]Vyela,b]:|x—y|l<d=|f(x)— f(¥)| <n.

&€

Dosadime-li nyni n = (coz je kladné Cislo), dostaneme platnost vyroku

b—a
36 >0Vx ela,b]Vyela,b]l: |x—y|l<éd§=|f(x)— f(¥)] < bL (3.12)
—a
N¢jaké takové § > 0 si vezméme a najdéme libovolné déleni D = {a = xo < x1 < ... < X, = b}

intervalu [a, b] takové, Ze vSechny intervaly [x;_1, x;] d€leni D jsou kratsi nez §, ¢ili déleni takové, Ze pro
vSechnai =1,2,...,n jest
Xi—Xi1 < J.

Nyni uvazujme kterykoliv z intervalQ [x;_;, x;]. ProtoZe jeho délka je mensi nez 6 > 0, pro libovolné
dva jeho body x, y € [x;—1, x;] plati, Ze |x — y| < §, takZe podle (3.12) plati

@) = )] < 57— (3.13)

Nyni miZeme opét aplikovat Weierstrassovu vétu — tentokrat na (spojitou) funkci f na (uzavieném, ome-
zeném intervalu) [x;_1, x;]: Podle ni funkce na tom intervalu nabyva svého maxima (feknéme v bod¢ x;y)
i minima (feknéme v bodé€ x,,). Tim padem (pro kterékolivi = 1,2,...,n) dostdvime

(3.13) &

sup  f(x)— _inf flx) = _max ]f(X)— min f) = fom) = flom) <

xe[x;_1,xi] X€[x;—1,X; X€[x;—1,%; X€[xj—1,X;

Tuto nerovnost nyni aplikujeme na kazdy ze s¢itanci vyskytujicich se v integralnich souctech:

n n

SUD)=s(£D) =37 sup  f()- (i =xim) = 3o inf f(0)- (xi = %)

i—1 X€lxi—1,xi] XE[x;—1,%;

n

= Z( sup  f(x) — inf ]f(x)) (X — Xxi—1)

i—1  X€lxi—1,xi] x€[x;—1,%;
<Y = xie) = (= Xi)
i=1 b—a b—a i=1
€
= h—a ((xn - xn—l) + (xn—l - xn—Z) + ...+ (,X,'z — xl) + (xl — xO))
€
= b—a)=c¢.
P )
Tim je dokazana pozadovana nerovnost S( f, D) — s(f, D) < ¢, a dikaz je hotov. O

Véta 3.27. Necht’ f je monotonni na |a, b]. Pak f md na [a, b] Riemanniiv integrdl.
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Diikaz. Budiz dano ¢ > 0; podle Lemmatu 3.10 (ii) ndm sta¢i najit déleni D intervalu [a, b] takové, Ze
S(f, D) —s(f, D) < . Predpoklad véty je, Ze f je na [a,b] monoténni, tj. neklesajici nebo nerostouct;
bez Ujmy na obecnosti miizeme predpoklddat, Ze nastava prvni moznost (diikaz pro druhou moZnost je
analogicky).

Polozme § = m. Jisté existuji déleni [a, b] jejichZ vSechny intervaly jsou krat$i nez § — néjaké
takové déleni D = {a = x¢ < x1 < ... < X, = b} si tedy vezméme. Diikaz je dokoncen nasledujicim
lehkym vypoctem, v némz tieti rovnost plyne z toho, Ze f je neklesajici (takze je jasné, ve kterém bodé
kazdého intervalku nabyvad maxima a ve kterém minima). Jedind nerovnost (,,<‘) plyne z volby dé€leni D.

n n

SUAED)=s(fD) =D swp  f()-(i—xim) = D inff() (i —xi)

i—1 YElxi—1,xi] i—1 XE[x;—1,%;

n

:Z( swp  f(x) — _inf ]f(x))-(xi—xi_1)

i—1  X€lxi—1.x] YELXi—1,X;

=D () = fxi1) - (i = xi-1)
i=1

&

< Z(f(xi) - f(xi—l)) : m

= m Z(f(xi) — f(xi-1))
i=1
((£G) = FGa-0) + (f o) = Frn2)) + o + (1) = f(x0)) )
€ €
- . 2) — =———— - (f(b)— = e&.
i ) = f0) = s ()~ f@) = s
Poznamka 3.28. Funkce f(x) = sgnx je na R neklesajici, a ma tedy Riemanniv integral na libovolném

intervalu [a, b] — napiiklad tedy existuje integral f_ll sgn x dx. Funkce sgn neni na intervalu [—1, 1] spojita
(mé tam ,,skoky*), to ale podle Véty 3.27 nevadi, integrdl existuje.

. &
- fB)~ fla)

Dusledek 3.29. Zména funkce v konecné mnoha bodech nemd vliv na existenci ani hodnotu jejiho Rieman-
nova integralu.
Diikaz. Nejprve Diisledek dokazeme pro jediny bod ¢ € [a, b], tj. funkci f zménime v tomto jediném bodé¢,
a to o hodnotu « € R. Definuyjme pomocnou funkci g takto:
o prox =c;
X) =
8(x) {0 prox € R\ {c}.

Funkci f: [a,b] — R zménime v bod¢ ¢ (a nikde jinde) o hodnotu « prosté tim, Ze k f pricteme g (ta je
totiz podle definice nulova vSude aZ na bod ¢, kde ma hodnotu «). N&S cil je dokazat rovnost

b b
/ f(x)dx = / (f(x) + g(x))dx, ma-lijedna strana smysl. (3.14)

Podivejme se nyni na integral fab g; dokdzeme, Ze existuje a jeho hodnota je 0. Definujme jesté dvé dalsi
pomocné funkce g1, g, takto:

o prox =c;
gi(x) = { a g(x)=

0 prox <c; 0 prox <c.

o prox >c;
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Obé funkce jsou konstantni aZ na jeden skok v bodé€ ¢ — jsou tedy monoténni a podle Véty 3.27 existuji
. . b b . - cav, o~ P c oy ’ )
integraly [’ g1 a [, g». ProtoZe je snadno vidét, ze g = g1 — g, dostdvdme rovnost (jejiZ prava strana ma

smysl): , , . ,
/gZ/(gl—gz)Z/ gl—/ 22.

Tim padem integral [ ab g existuje.
Predpokladejme na okamzik, Ze o > 0. Potom podle definice Riemannova integrélu plati

b b
[ g = / g = sup{s(g, D): D je déleni [a, b]}. (3.15)

Protoze je funkce g je nenulova (a kladna) v jediném bodé (a to ¢), jest s(g, D) = 0 pro libovolné déleni
D, a tedy vSechna Cisla v rovnici (3.15) jsou nulova.
Pokud @ < 0 pouzijeme analogicky argument s hornim integrdlem misto dolniho a hornimi soucty misto

dolnich. Pokud o = 0, je rovnost [ ab g = 0 trividlni.
Platnost tvrzeni (3.14) nynf vyplyne takto: Ma-li smysl levé strana rovnosti (tj. existuje-li [ ab f), pak

plati b b b b
/af=/a f+/a gV3='14/a(f+g)-

Na druhou stranu, ma-li smysl prava strana rovnosti (3.14), pocitdme takto:

/ab(f+g>=[ab(f+g)—/abgV¥4Lb<f+g—g)=/abf.

Tim je dikaz hotov pro pfipad, kdy funkci f ménime v jediném bod¢. Chceme-li funkci ménit ve vice
bodech, provedeme konecné mnoho tprav v kazdém jednotlivém z téch bodi a existenci i hodnota integralu
zustanou stéle stejné (formalné bychom to mohli dokdzat matematickou indukci). ]

3.7 Zakladni véta kalkulu

Véta 3.30. Necht’ f je spojitd na intervalu [a, b], ¢ € [a, b]. Oznacme

F(x>=/cxf=/cxf<t>dt.

Potom F je primitivni funkce k f nala,b] (tj. F' = f na|a,b]).

Znaceni. Pro dcely nasledujictho dikazu oznaCme [x; y] (tj. se stfednikem) uzavieny interval se zcela
libovolnymi krajnimi body x, y (nemusi byt x < y). Pokud tedy x < y, je [x;y] = [x, Y], a pokud
x > y, pak [x; y] = [y, x]. Toto znaCeni ndm zjednodusi vyjadiovani, protoZe diky nému odpadne nutnost
rozliSovat dva pripady.

Diikaz. Podle Véty 3.26 existuje Riemanntv integral funkce f na kazdém intervalu tvaru [c; x] pro x €
[a, b], protoZe f je na kazdém takovém intervalu spojitd (je totiz podle predpokladu spojitd na celém [a, b]).
Proto je funkce F na intervalu [a, b] dobfe definovana.
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Zvolme nyni libovolny bod d € [a, b]; dokdzeme, Ze F'(d) = f(d). Pro jednoduchost pfedpokladejme,
7zed € (a,b). Kdyby d = a, resp. d = b, pak bychom pracovali s limitou (a spojitosti) zprava, resp. zleva.
Pocitejme nyni pfimo z definice derivace:

/ T F(x)—F(d)
Fldy=lim — =7
o e S = [ @y de
_x—>d x—d
_ oy Ja SO+ [T f @) dr
_x—>d x—=d
_ i Ja SO
x—>d Xx—d
_ i Ja(F@O = f(@d) + f(d)) di
_x—>d X—d
— lim S (f@©) = f(d))dr + f(d)(x —d)
_x—>d x_d
_ . fd( f(@)— (d))dt
= f(d) + lim -

Ve Ctvrté rovnosti jsme vyuZili Vétu 3.11 a Poznamku 3.13 (diky ni se nemusime starat o to, v jakém poradi
jsou body c, x, d; staci pouze védét, Ze vSechny zicastnéné integraly existuji). Za povSimnuti stoji také
jednoduchy trik na patém fadku vypoctu, kdy v integrandu odeéteme a pri¢teme konstantu f(d).

Je jasné, Ze k dokonCeni dikazu rovnosti F'(d) = f(d) nam sta¢i dokazat, Ze limita na poslednim
radku vypoctu vySe je nulova, tj.

lim fd (f(t)_f(d))dt chc;me 0

, 3.16
x—d x—d ( )

coz provedeme z definice. Budiz tedy dano & > 0, chceme najit vhodné § > 0 z definice limity. Ze spojitosti
funkce f v bod€ d dostaneme né&jaké § > 0 takové, Ze

Vzew¢yu—dy<5:Lﬂn—fun<§. 3.17)

Ukdzeme, Ze toto § > 0 je k dikazu (3.16) dostate¢né. Zvolme tedy libovolné x € [a, b] spliujici 0 <
|x —d| < 6, tj. x je ,,0-blizko bodu d ““ — pak ovSem totéZ plati pro kazdy bod ¢ intervalu [d; x]. Pfesnéji
kdykoliv ¢ € [d; x], pak |t — d| < §. Tim pddem ale pro kazdé 1 € [d; x] mdme | f(t) — f(d)| < 3 podle
(3.17). Nyni:

Ja (f@) = f(d))dt
x—d

o —s@lal |5 sx—dl e

_ e 0
x—d| M—M x—d| 2 °

\

Dusledek 3.31. Bud’ f spojitd na (otevieném intervalu) (a,b). Pak f md na (a, b) primitivni funkci.

Diikaz. Necht ny € N je tak velké, Ze a + % <b-— %, tj. [a + % b — %] je nedegenerovany interval pro
viechna n = ny. Zafixujme si jesté n&jaké ¢ € [a + ;- b — ;-] (c nezdvisi na n). Podle piedchozi véty je

funkce . .
F(x) = / f = / Faydr.
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primitivni k funkci £, a to na kazdém takovém intervalu (diky tomu, Ze je tam funkce f spojitd). TakZe F
je primitivni k f na sjednoceni téchto intervald, tj. na

(e.¢]

U [a—!—%,b—%] = (a,b).

n=ng

Posledni rovnost je pfitom snadna: inkluze ,,C* je trividlni (kazdy ze sjednocovanych intervali je obsaZen
v (a, b)), zatimco opacna inkluze ,, 20 plyne z toho, Ze lim,_ (a + }l) = a alim,_ (b — %) = b:
libovolny bod x € (a, b) je tak pro néjaké n obsazen v intervalu [a + %, b— %], atedy i v celém sjednoceni

na levé strané rovnosti. Dostali jsme tedy, Ze F' = f na (a, b), a jsme hotovi. ]

Diive formulovanid Véta 2.6 je spojenim obou tvrzeni vySe podle toho, jestli je interval / otevieny
nebo uzavieny (mohl by ovSem byt jesté polouzavieny, v kterémzto piipadé¢ je potreba obé tvrzeni vhodné
zkombinovat nebo upravit dikaz Disledku 3.31).

Véta 3.32 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht’ f je spojitd na [a,b] a F je primitivni k f na [a, b].
Pak plati

b
[ f(x)dx = F(b) — F(a).

Diikaz. Méjme funkce f a F jako ve formulaci véty a m&jme déle funkci

G(x) = / @) dr.

Podle Véty 3.30 je G primitivni k f na [a, b] a podle Véty 2.4 (ii) tedy existuje konstanta ¢ € R takova, Ze
F(x) — G(x) = c pro vSechna x € [a, b]. ProtoZe G(a) = f; f =0, dostdvame

b
/ f=Gb)=G(b)—Ga) = (F(b) —c) — (F(a) —c) = F(b) — F(a). 0

Priklad 3.33. Funkce sgn je monoténni na R, takZe podle Véty 3.27 md Riemanntv integral pres libo-
volny omezeny interval [a,b] € R. Jak ho ale vypocitat pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule (resp.
Véty 3.32)? Napiiklad na [a, b] = [—3, 2] funkce nenf spojitd, takZe neni splnén predpoklad véty. Miizeme
nicméné postupovat takto:

2 0 2 o [0 2
/ sgn x dx =/ sgnxdx+/ sgnx dx = / (—l)dx—l—/ 1dx
-3 -3 0 -3 0

2 xR =342 =1

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili faktu, Ze zména funkce v kone¢né mnoha bodech nemd vliv na Riemanniv
integral; v prvnim z obou integrdli jsme tedy hodnotu v bodé¢ 0 zménili z 0 na —1 (¢imZ jsme dostali
konstantni, a tedy spojitou, funkci na intervalu [—3, 0]) a v druhém integralu jsme hodnotu v 0 zménili na 1
(¢imz jsme dostali konstantni, a tedy spojitou, funkci na intervalu [0, 2]). Ve tieti rovnosti uzZ jsme tedy bez
problémi mohli aplikovat Newtonovu-Leibnizovu formuli, nebot’ integrandy obou integrali jsou spojité.
Vsimnéte si, Ze hodnota v bodé€ 0 hraje roli v obou integralech, které s¢itdme. To je dano tim, Ze Riemanniiv
integrél pracuje vZdy s uzavienymi intervaly — a nepredstvuje to Zadny problém.

Poznamendvam, Ze tento podrobné rozepsany postup vam ma predvést rigorézni vypocet pomoci striktni
aplikace nam jiz znamych vét; pii praktickém vypoctu je mozné takové podrobné zdivodiiovani vynechat
(je ovSem tfeba ho znat a mit na paméti, nebot’ v nékterych jinych prikladech se podobny postup aplikovat
ned4 - viz tfeba hned nésledujici ptiklad). A
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Priklad 3.34. Pozor na nasledujici chybny vypocet:

2 1 5
—dx =[In|x]]2, =In2—-In2 = 0. (3.18)
2 X

2

Na prvni pohled se zda byt vSe v poradku; problém je v tom, Ze integrovand funkce 1/x na intervalu
(—2, 2) neni spojitd, takze neni splnén predpoklad Véty 3.32. To by jesté nemusel byt problém, protoZe bod
nespojitosti je jen jeden a my vime, Ze miZeme integral — existuje-li — rozdélit na soucet integrald pres dva
podintervaly (viz pfedchozi priklad). Problém v tuto chvili zcela neprekonatelny vsak je fakt neomezenosti
1/x na intervalu [—2,2]: podle definice Riemannova integralu totiZ integrand musi byt omezeny. (Ani
zobecnény Riemanniiv integrdl v§ak neumi dat smysl integralu v rovnici 3.18.) A

3.8 Metody Per Partes a substituce pro urcity integral

Véta 3.35. Necht’ f, g jsou funkce se spojitymi derivacemi na |a, b]. Pak plati
b Y b
| re=urst- | 2.

Diikaz. Jde o snadnou aplikaci Newtonovy-Leibnizovy formule: Vime, Zze (fg)' = f'g + fg',tj. fg je na
[a, b] primitivni funkce k f'g + fg’. Plati tedy fab(f/g + fg') = [fgb. O

Véta 3.36. Necht’ (vnitini) funkce ¢ : [, B] — [a, b] md na |«, B] spojitou derivaci. Pak plati

B o(B)
f Foenewd = [ fxax.

o(a)

Véta 3.37. Necht’ (vnitini) funkce ¢: [a, B] N [a, b] md na |«, B] viastni derivaci a je tam ryze mono-
tonni. Pak plati

b a0

[ rear= [ oo
a ¢~ (a)

Poznamka 3.38. Funkce ¢ ve Véte 3.37 je ryze monotdnni, takZe je bud’to rostouci nebo klesajici. Protoze

@ je také na cely interval [a, b], je jasné, Ze bud’'to ¢(a) = a, ¢(B) = b (pokud ¢ je rostouci), nebo
(o) = b, p(B) = a (pokud ¢ je klesajici). Jinak feCeno, integral na pravé strané je pro rostouci ¢ prosté

ff...aproklesajl’cfgojetof;... =—ff....

3.9 Poznamky o integralech

3.9.1 Urcity vs. neurcity integral

Dosud jsme probrali dva typy integralu: tzv. neurcity integrdl a Riemanniiv urcity integrdl. NeurCitym in-
tegrdlem jsme se zabyvali predevSim v 2. Kapitole a méli jsme tim pojmem na mysli primitivni funkci.
V souvislosti s primitivni funkci by ovSem bylo presnéjsi hovorit o Newtonové neurCitém integralu. Nyni
definujeme novy pojem, a to tzv. Newtoniiv urcity integrdl.

Definice 3.39 (Newtonlv urcity integrdl). Necht’ ma funkce f primitivni funkci na intervalu [a, b]. Pak
Newtonitv urcity integrdl funkce f na [a, b] definujeme jako hodnotu F(b) — F(a) a znatime ho

b b
N) / f=m / F(x)dx = F(b) - Fla). (3.19)
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Poznamka 3.40 (Definice je korektni). Uvédomme si, Ze ve vySe uvedené definici neni upiesnéno, kterou
z nekone¢né mnoha primitivnich funkci k f na [a, b] mame v rovnici (3.19) vzit za F. Vezm&me si libovolné
dve rtizné primitivni funkce F a G k funkci f na [a, b]. Podle definice plati

b b
(N) / f(x)dx = F(b)— F(a) aziroveii (N) / f(x)dx = G(b) — G(a).

Pokud by se mohlo stat, ze F(b) — F(a) # G(b) — G(a), byla by hodnota integralu (N)/ ab f(x) dx defino-
véana vice rdznymi Cisly, a definice by proto byla nekorektni.

Pro ovéteni korektnosti Definice 3.39 musime tedy ovéfit, Ze pravd strana rovnice (3.19) nezdvisi na
volbé primitivni funkce F — jinymi slovy, jsou-li F' a G libovolné dvé primitivni funkce k f na [a, b],
mame ovetit, ze F(b) — F(a) = G(b) — G(a). To ale plyne z Véty 2.4 (ii), kterd nam fika, Ze existuje
konstanta ¢ € R takovd, Ze ' = G + ¢, a tedy dostdvdme poZadovanou rovnost:

F(b)—F(a) =G(b)+c—(G(a) +c) = G(b) —G(a).

Definice je tedy korektni. (VSimnéte si, Ze tato pozndmka se vztahuje také na Newtonovu-Leibnizovu for-
muli, tj. na Vétu 3.32.)

Znaceni 3.41. Pravé jsme zavedli definici urCitého integrdlu odliSnou od Definice 3.1. Aby bylo jasné,
kterou definici mdme v dany moment na mysli, zavedeme upfesiiujici znaceni pro Riemanniiv urcity integral
funkce f na[a,b]:

(R)/abf - (R)/ab Fx)dr.

Budeme-li v dal§im chtit zdlraznit, Ze mdme na mysli Riemanntv integral, miZeme pfed znaménko inte-
gréalu pridat ono (R).

Poznamka 3.42 (Soulad (N)fab a (R)fab). Pokud f je spojitd na [a, b], pak podle Véty 2.6 (resp. podle
Véty 3.30) existuje funkce F primitivni k f na [a, b]; podle Definice 3.39 ma hodnotu F(b) — F(a).
Podle Véty 3.26 dale existuje Riemannidv integrdl f na [a, b] a podle Véty 3.32 ma rovnéz hodnotu
F(b) — F(a), kde F je libovolna primitivni funkce k f na [a, b].
Celkem tedy pro funkci f spojitou na [a, b] dostdvame rovnost

b b
(R) / f(x)dx 2 F(b) - F(a) € (N) / F(x)dx.

Dokonce pro libovolnou f 1ze dokazat, Ze existuji-li oba integraly (tedy Riemanntiv i Newtondv) f na
[a, b], nastdva mezi nimi rovnost. To je o néco silnéjsi tvrzeni, nez je uvedeno o odstavec vyse, nebot’ i pro
nékteré nespojité funkce f oba dva integraly existuji — a dokonce i pro takové jsou oba stejné.

Na druhou stranu ale tyto pojmy integralu nejsou ekvivalentni: MzZe se totiz stdt, Ze jeden existuje a
druhy ne (nebo naopak). Neni tedy pravda, ze (R) fab f = (N)fab f, ma-li jedna strana smysl; plati pouze
(jak uZ bylo feceno)

b b
(R) / f(x)dx = (N) / f(x)dx, maji-li obé strany smysl. (3.20)

Poznamka 3.43 (O charakteru definice). VSimnéme si, Ze definice Newtonova integrdlu 3.39 je o mnoho
jednodussi nez definice Riemannova integralu 3.1 — je v podstaté definovana pfimo Newtonovou-Leibnizovou
formuli. A priori v§ak neni jasné, jakou interpretaci bychom pro Newtondv integral méli mit — totiZ ,,plochu
pod grafem funkce f ““. Definice Newtonova integralu se proto nékdy oznacuje jako deskriptivni (popiSeme,
co to je, ale nenf hned jasné, co to znamend), zatimco Riemanntiv integrdl byva oznacovan jako konstruk-

tivni definice integrdlu. Rovnost (3.20) v sob€ obsahuje Newtonovu-Leibnizovu formuli.
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Tabulka 3.1: Clenéni integralt

| Integral | Newtontiv | Riemanniiv |
Neurdity . x
funkee) [ e £ Feo R =®[ fou
b . b
vy @iloy | ([ f@a E Fe) - F@ ®[ foa

Poznamka 3.44 (Riemanntliv neurcity integrdl). Pripomenime si Vétu 3.30; je v ni definovdna funkce
F(x) = [ Cx f, kde ¢ € [a,b] je néjaky pevné zvoleny bod. (Aby nedoslo k omylu, méli bychom defi-
nici upresnit symbolem (R) a dat tak jasné€ najevo, Ze uvazovany integral je Riemanniiv.) Ve vété se hovorii
o funkci f spojité na [a, b], ale nyni budeme pozadovat pouze existenci (R) fab f (ze to opravdu je slabsi
pozadavek, plyne z Véty 3.26). Pak funkci F definovanou na [a, b] pfedpisem

P = @) f= [ " fya

nazveme Riemanniiv neurcity integrdl funkce f na [a,b]. Stejné jako v pripadé Newtonova neurCitého
integralu jde tedy o funkci; Véta 3.30 nam navic fikd, Ze pro spojitou f je takto definovand funkce F
primitivni k £; jinymi slovy: Pro spojitou funkci f tedy vime, Ze Riemanntiv neurcity integral je v podstaté
totéZ co Newtoniiv neurcity integral (tj. primitivni funkce - viz ivod k tomuto oddilu).

3.9.2 Riemannova definice Riemannova integralu

Definice 3.45 (Riemannova definice Riemannova urCitého integralu). Necht' a,b € R, a < b a necht’
f:]a,b] — R je omezena.

(1) Definujeme déleni intervalu [a, b] s vyznacenymi body jako uspotradanou dvojici (D, ), kde D =
{a = x9 < x1 <...<Xx, = b} je (obyCejné) déleni intervalu [a,b] a & = (£1,&5,...,&,) € R” je
usporadana n-tice vyznacenych bodu spliujici pro kazdy index i = 1,...,n, Ze & € [x;—1, X;].

(Tj. kazdy bod &; patii do intervalu déleni D se stejnym indexem — vlastné tedy v kazdém (i -tém)
mintervalku® déleni D ,,vyznacime* jeden bod, a to &;.)

(2) Bud’ (D, £) libovolné déleni intervalu [a, b] s vyznaCenymi body jako vyse. Definujeme Riemanniiv
integrdlni soucet ptislusny f a (D, §) jako
n
o(f.D.&) =) f(E) (xi —xi_1).

i=1

(3) Je-li D = {x¢9 < x1 < ... < x,} libovolné déleni, definujeme normu déleni D jako délku jeho
nejdel$iho intervalu, tj.

.....
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(4) Definujeme
b
def.
(R*)/ f=A4 <& lim o(fD.£) = A,
a v(D)—0
coz je neformdlni (ale intuitivné jasny) zdpis pro nésledujici vyrok, ve kterém (D, &) znaci vzdy
déleni intervalu [a, b] (s vyznaCenymi body):

Ve >035>0V(D,£): v(D) <8 = |o(f,D,&) — Al <e.

Cviceni 3.46. Pro lepsi pochopeni pravé definovanych pojmt je vhodné uvédomit si platnost nasledujicich
tvrzeni. Jejich dikazy pfenechavam Ctenafi jako snadnd cviceni.
Bud’ f omezena na [a, b]. Plati:

(1) Je-li (D, &) dé€leni [a, b] s vyznaCenymi body, pak plati s(f, D) < o(f, D,§) < S(f, D);
(i) S(f. D) =sup{o(f, D,§): § = (§1....,8a) sehodik D};
(i) s(f, D) = inf{o(f, D,&): &£ = (&1,...,&,) sehodik D}.

Nésledujici dvé véty ddvaji uZiteCny ndstroj pro teoretickou praci s Riemannovym integralem, i pro
nékteré specidlni praktické vypocty.

Véta 3.47 (,,Heineho véta pro Riemanniyv integral ). Bud’ f omezend na intervalu [a, b] C R. Ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i (R*)fabf —4

(ii) Pro libovolnou posloupnost {(D,, §,)}ow déleni s vyznacenymi body spliiujici podminku
limy, o, v(D;) = 0 plati
lim o(f, Dy, §&,) = A.
n—>oo

Diikaz. Tento fakt je mozno ukédzat podobné jako ,,obycCejnou‘ Heineho vétu, podrobnosti ale vynechame.
[

Poznamka 3.48. Necht' ma funkce f na intervalu [a, b] primitivni funkci F a necht’ D = {a = xo <
X1 < ...<Xx, = b} jedeleni [a, b]. Potom existuji vyznaené body & = (&1,...,§,) € R” takové, ze

b
a(ﬁD,S)=[ f(=F®) - F@).

Diikaz je snadnou aplikaci Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté — a to na kazdém délicim intervalu
zv1ast': tak ziskdme ony pozadované vyznacené body. Podrobné;ji:

Vime, ze F' = f na|a, b]. Podle Lagrangeovy véty aplikované na funkci F nai-tém intervalu [x;_1, x;]
déleni D existuje &; € (x;—1, x;) takové, Ze

F(x;) — F(xi-1)
Xi — Xi—1 ’

f&)=F'(&) = SE) - (xi —xiz1) = F(xi) — F(xi-1).

Sectenim téchto rovnosti pres i = 1,...,n dostaneme

n

o(f,D.§) =) fE) - (i —xim1) = Y (F(x)) = F(xi_1)) = F(b) — F(a).
i=1

i=1
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Zde prvni rovnost je prosté definice symbolu o ( f, D, £) a posledni rovnost plyne ze standardniho argumentu
teleskopického souctu (skoro vSe se vzdjemné poodcitd).

Pomoci Véty 3.47 lze z pravé dokdzaného faktu odvodit jednu implikaci z Véty 3.49. Rozmyslet si
kterou z nich (a jak) ponechdme Ctenafi jako snadné cviceni.

Véta 3.49. Riemannova definice Riemannova integrdlu (3.45) je ekvivalentni definici Darbouxové (3.1). To
jest, pro libovolnou omezenou funkci f : [a,b] — R plati

b b
(R%) / f=([R) / f,  md-li jedna strana smysl.
a a

Umluva 3.50. Posledni vétu ponechdame v tomto textu bez diikazu, je nicméné pravdiva. Obé definice davaji
totozny pojem integrélu (tj. presné stejné funkce maji integral podle jedné 1 druhé definice a pokud integraly
existuji, jsou si rovny), a tudiZ odted’ mezi obéma definicemi nemusime rozliSovat. Znaceni

(R*)/abf

tedy opustime ve prospéch uz zavedeného bezného znaceni Riemannova integralu (bez hvézdicky).

3.10 Zobecnény Riemannuv integral

Zatim umime integrovat pouze omezené funkce na omezenych intervalech. Chtéli bychom umét dat vyznam
symboliim jako

(e.¢]

1 1 * dx
—— dx (neomez. fce), dx (neomez. interval), nebo —— (oboji).
/Oﬁ ( ) /_oo1+x2 ( : /0 NETETT R

V nésledujici definici toto nepfijemné omezeni do zna¢né miry odstranime pomoci pfirozeného limitniho

procesu. Idea je nasledujici: Nevime sice, co je to fol \/%7 dx, ale umime vypocitat fe1 JL; dx a obvykle také

umime vypocitat limitu tvaru limg_,o,, (...). Spojenim téchto dvou postupii dostaneme:

1
1
f —dx = 2]} =2 -2 aaplikaci limity:
. X

lim (2—2) =2-2/0=2.

e—>04

Obecna definice sleduje tuto mySlenku, integrdl se vSak ,rozd€li na dvé ¢asti* pro pfipad, Ze by byl
,»problém* na obou krajich intervalu, pfes ktery integrujeme:

Definice 3.51 (Zobecnény Riemanntv integrdl). Necht a,b € R*, a < b. Necht' f: (a,b) — R je
funkce (nemusi byt omezend). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy podinterval [x, y] C (a, b) existuje integral
(R) fxy f(x)dx. Necht' déle existuje ¢ € (a, b) takové, Ze prava strana niZze ma smysl. Pak definujeme

b c y
(ZR>/ f=x1§g+(R)/ f+y1'gg_<R)/ £ (3.21)

Poznamka 3.52. (a) Hodnota pravé strany rovnice (3.21) nezdvisi na volbé ¢isla ¢ € (a, b). Jinak feceno,
existuji-li dvé riiznd ¢éisla ¢y, co € (a, b) tak, Ze pravd strana rovnice ma smysl dosadime-li za ¢ jak
c1, tak ¢;, pak oba vysledky jsou shodné. Tento fakt (ktery si dokdZzeme niZe) je nutny k tomu, aby
Definice 3.51 byla korektni. (Pokud bychom mohli volbou riznych ¢ dostat riizné vysledky, a hodnota
definovaného integralu by tak vlastné na naSi volbé pomocného Cisla ¢ zdvisela, hovorfili bychom
samozfejmé o nekorektni definici.) Viz téZ Pozndmku 3.40.
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(b) Hodnota (R)/ ab f, a tedy ani hodnota (ZR)/ ab f, nezdvisi na zméné funkce f v kone¢né mnoha
bodech.

(¢) Pro existujici (ZR)/ ab J se miZe stit, Ze a ¢ Dy nebo b ¢ Dy (nebo oboji); ,,zobecnény Riemanniiv
integrél krajni body ignoruje*.

(d) Mize se stat, 7e (ZR)[ f = 0o (nebo —o).

Tvrzeni 3.53 (O spojitosti Riemannova integralu). Necht’ a,b € R, a < b a necht’ f € R([a,b]) (1.

existuje (R)/, ab f ). Pak plati:
lim / / f = lim f.
x—>b_ x—at [,

Diikaz. Dokazeme prvni rovnost; ditkaz druhé rovnosti je analogicky. Jelikoz f € R([a, b]), funkce f je
omezena (to je vlastné nevyiceny predpoklad, ktery plyne z Definice 3.1), a existuje tedy néjaka konstanta
M > 0 takova, Ze | f(x)| < M pro vSechna x € [a, b]. Chceme dokazat rovnost

X b
hm[ f=/ 2
x—>b_ a

pro jednodussi zapis toho, co to znamend podle definice limity, si zaved’me pomocné znaceni:

F(x>=/:f, I =/abf-

(Vsimnéme si, Ze podle pfedpokladu existence | ab f a Véty 3.11 (i) je funkce F definovana na celém
intervalu [a, b].) TakzZe nas cil je dokazat limy_,,_ F(x) = I, coz je zkratka pro nasledujici vyrok:

Ve>036 >0Vx e P_(b,08): |I — F(x)| <e.
Budiz tedy dano libovolné & > 0; mame najit vhodné § > 0. To zvolime jako
6 = min {i,b —a}.
M

Je-li nyni ddno libovolné x € P_(b, §), pak predné x € (a, b) (a tedy je definovana hodnota F(x)), protozZe
d < b —a adale plati:

318 [P = [P &
|1 — $[|f|$/M:M(b—x)<M8<M—=s
X X M

Pritom rovnost oznacena () plyne z omezenosti f konstantou M na [x, b] (dokonce na celém [a, b]). Tim
je dokédzano, Ze skute¢né limy_,,_ F(x) = I, a jsme hotovi. O]

Dusledek 3.54. Pokud existuje (R)[ ab f, pak existuje i (ZR)[ ab f a nastdvd rovnost.



Kapitola 4

Ulohy s navody

4.1 1. cast

(Pro zajimavost.) Ve sbirce piikladi od 1. Cerného (k dispozici na webu) se podivejte také na dodatek
ke Kapitole 9. Jsou v ném zajimavé komentafe na téma pouziti znaménka integrace (,.fajfky*). Doctete se,

pro¢ je obtizné (podle Cerného nemozné) s timto symbolem pracovat korektné. Nemusite to ale studovat
uplné podrobné, stejné se tim nebudeme fidit a to znaceni budeme nadéle pouZzivat.

Bud’ f: [a,b] — R spojita funkce, kterd nabyva pouze kladnych hodnot. Riemanniv urcity integrdl

b
/ f(x)dx 4.1

je Cislo — na rozdil od integralu neurcitého, ktery predstavuje funkci (resp. je mnoZinou vSech primitivnich
funkci k f). Tento urcity integrdl (4.1) je definovan (jak uvidime v dalsi kapitole pifednasky) takovym
zpusobem, aby jeho geometrickou interpretaci byla velikost plochy ohranicené osou x, grafem funkce f
a svislymi prfimkami x = a, x = b; nepresné obvykle fikime ,,velikost plochy pod grafem funkce f na
intervalu [a, b]“.

Na zdkladé této informace urcete hodnoty nasledujicich uritych integrali:

5 3 1
f 7dx, / (x 4+ 1)dx, / V1 —x2dx.
3 0 ~1

Vsechny tyto integrdly je moZno jednoduse spocitat, pokud si nakreslite grafy pfislusnych integrandd, tj.
konstantni funkce 7, funkce y = x a funkce /1 — x2? (uvédomte si, jakd piesné kiivka je jeji graf!).

Hodnotu urcitého integrdlu je moZzno kromé ndzorného geometrického vypoctu zjistit pouZitim tzv.
Newtonovy-Leibnizovy formule, ktera fika toto: Necht' f md na [a, b] primitivni funkci F. (Tj. F' = f na
[a, b], v krajnich bodech uvazujeme jednostranné derivace). Potom plati:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Porovnejte vysledky ziskané v predchozi dloze s vysledky, které ziskate pouZzitim N.-L. formule. V ptipadé
tretiho integrélu si vzpomerite na postup pomoci 2. substitu¢ni metody, kterym se d4 tento integral vypocitat
(nebo nahlédnéte do svych pozndmek, piipadné to 1ze najit v pozndmkach z prednasSek a cviceni na webu).

67
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E V predchozich odstavcich jste se asi zamysleli nad vyznamem urcitého integralu a nékolik integrald
jste spocitali dvéma rdznymi zptisoby. VSechny tyto integraly ale maji konecné meze — napt. od 3 do 5 atd.
Co kdyz bude jedna mez (nebo obé meze) nekonecna? Zamyslete se nad vyznamem ndsledujiciho integralu,
pokuste se navrhnout vhodny zpisob vypoctu a zjistéte vysledek:

0
/ e’ dx.
—0o0
Pomoci substituce y = cos x spoctéte neurcity integral

/ 1
- dx.
sin x

|E| Nasledujici zlomek rozloZte na soucet parcidlnich zlomku a poté proved’'te zkousku (opétovnym pie-
vedenim na spolecného jmenovatele):

Nezapomeiite spravné dosadit za dx.

2x + 8
x3 —6x2+8x’

Vypocitejte nasledujici (neurcity) integral; nezapomerite pfi tom na to, Ze metoda parcidlnich zlomka
se da pouZzit jen tehdy, kdyZ stupen polynomu ve jmenovateli je vétSi neZ stupenl polynomu v Citateli. Nejdiiv
tedy musite ¢astecné vydélit. Pak aplikujte vysledek vypoctu z predchoziho prikladu.

dx.

fx3—6x2+10x+8
x3 —6x2 4+ 8x

Pomoci vhodnych tprav a substituce preved’te ndsledujici integrdl na ,,zndmy integral s vysledkem
arcsin‘‘:

1
/—dx.
V5x —6—x2

@ Pro ty, kdo absolvovali ¢tvrteéni online povidani o hyperbolickych funkcich.) Pievedenim na znamy
integrél (podobné jako v pfedchozim ptikladé) spoctéte integral

1
/ dx.
V2x2+3x+5

RozloZte na soucet parcidlnich zlomki nésledujici zlomek. Ale pozor, kofeny polynomu ve jmeno-
vateli jsou —1, 1,7, —i (kde i = ~/—1 je imagindrni jednotka). Tzn. tento polynom se (pracujeme-li pouze
v R, coZ je nas pripad) neda rozloZit na souéin korfenovych Cinitelli, v prislusném vyjadieni se jako kore-
novy &initel objevi také x2 + 1. Takovyto zlomek se také d4 rozloZit na parcidlni zlomky, jeden z nich ale

bude v jiném tvaru:
1 A B Cx+D

= + + .
x4—1 x—-1 x+1 x2+1
Vs tkol je urcit hodnoty neurcitych koeficientli 4, B, C, D € R. Vsimnéte si, Ze celkovy pocet kofent
naseho polynomu x* — 1 je 4, a pravé tolik neurcitych koeficienti musime uvazovat. To neni Zddnd néhoda.
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(Pro naroc¢néjsi.) Spoctéte integral

X - arcsin x

——dx.
V(1 —x2?)3
(Legracka.) Spoctéte nasledujici integral dvéma zptisoby:

/(x + 1)%dx.

e Nejprve rozndsobte a pak integrujte ¢len po Clenu;
e zaved'te jednoduchou substituci y = x + 1.

Vysledky napiSte bud’to ve formé s = nebo s integracni konstantou ,,4-C“ a (po rozndsobeni druhého
z nich) porovnejte je. Vysledky se lisi. V ¢em je problém?

4.2 2.cast

Pouzitim znamého vzorce cos2x = ... odvod’te vzorec pro sin®¢ — analogicky jako na strané 2
prednasky ze dne 30. bfezna. Tento vzorec vyuZijte pro vypocet integralu

/ sin? x dx.

Na zadtku pfednaSky 30. bfezna jsme pocitali [ +/1 —x2dx pomoci 2. substitu¢ni metody, a to
pouZitim substituce ,,x = sin?*“. Proved’te analogicky vypocet pomoci substituce

X = CosSlt.

Nezapomeiite pouzit vhodny interval pro proménnou ¢, tedy takovy, na kterém funkce ¢(t) = cost (tj.
,substituovand funkce ) spliiuje predpoklady 2. Véty o substituci.

Interpretujte funkci f(x) niZe jako raciondlni funkci dvou proménnych R(u, v), do které dosadime
podle vzoru u +— sinx, v > COS Xx:

2 + sin? x

cos2x +cosx +2°

f(x)=2tgx-

Rozhodnéte o vhodné substituci a pieved’te s jeji pomoci integrdl [ f(x)dx na integrél raciondlni
funkce (tj. obyCejny podil dvou polynomu).

Pomoci metody parcidlnich zlomkii dopoditejte integral z predchozi dlohy aZ do konce. Pokud jste
(v souladu s ,.kuchatkou*, kterou jsme probrali na cvic¢eni 6. dubna) pouZili substituci ,,y = cos x“, mélo

by vam vyjit
/f(X)dxz—Z[ 3= dy=fﬂdy—3 Q
yO*+y+2) y2+y+2 y

Druhy z obou integrélii napravo je trividlni, prvni z nich ale vyZaduje jisty um; podivdme se na néj v ndsle-
dujicim odstavci.
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Ovéfte, Ze polynom ve jmenovateli integrandu

5y + 3
/Ldy (4.2)
y2+y+2

nema redlné kofeny.

Tento integral se ale nedd ihned prevést (pomoci doplnéni na druhou mocninu a vhodné linearni substi-
tuce) na arctg, protoZe v Citateli neni pouze konstanta, ale polynom stupné 1.

Misto toho se pokuste integral (4.2) vyjadfit jako soucet dvou integralii tak, ze:

(i) V prvnim z nich je Citatel derivaci jmenovatele (nebo jejim ndsobkem);

(i) ve druhém z nich je v Citateli pouze konstanta.

Prvni z téchto integrdli pak vede na funkci In a druhy na arctg. Dokoncete vypocet a nezapomeiite piejit
zpét k ptivodni proménné x.

(O substituci tg(x/2). Pozor na ni!)

Pouziti nékterych substituci nemusi byt snadné, protoZe i kdyZ (napf. podle ,.kucharky*) vime, Ze zvolend

substituce musi fungovat, Casto neni tplné trividlni spravné dosazeni. Kdyz napfiklad chci pouZit substituci

»y = tg(x/2)%, jakym vyrazem mam nahradit tfeba tg x? Pravé to si ted’ podle navodu zkusite odvodit.
Necht' y = tg(x/2). Pomoci y vyjadfete sin x a cos x.

(i) Podobné jako na cviceni 6. dubna' nejprve pomoci y vyjadfete sin*(x/2) a cos?(x/2).

(i) Nynf tedy stadi vyjadiit sinx (resp. cos x) pomoci funkef tg(x/2), sin®(x/2) a cos?(x/2). K tomu
staci Sikovné pouZit standardni vzorce pro praci s goniometrickymi funkcemi:

sin(2a) = 2sinw - cos «,
cos(2a) = cos? o — sin® «.
V pripadé funkce sin musite vzorec nepatrné upravit. Pokud vdm neni hned jasné, jak to udé€lat, uvédomte
si, které vyrazy uz pomoci y vyjadfit umite a pokuste se je ,,do toho vzorce dostat*.
Meélo by vam vyjit:
2y 1—y?

a COSX = ———.
1+y2 1+y2

sinx = 4.3)

(Zajimavost.) Vrat' me se na okamzik k substituci ,,y = tg x*. Na cvieni jsme si odvodili, Ze pak

y? 1
sin? x = a coslx = . 4.4)
1 + y2 1 + y2
Z tohoto vyjadfeni je okamZité moZno zpozorovat znimy fakt, Ze sin® x 4 cos? x = 1. Skute¢né:
y? Lo _»y+t

Try2 1402 14,2
Takovou uvahu samoziejmé nelze povazovat za dikaz toho vzorce, nebot’ by se jednalo o argumentaci
kruhem (tentyZ vzorec jsme totiZ — at’ uz explicitné nebo implicitné — museli pouZit pii odvozovani (4.4));
je to ale zajimavé pozorovani.

Sami nyni ucinte analogické pozorovani pro substituci ,,y = tg(x/2)*. Pocitejte tedy s pravymi stra-
nami vzorcl (4.3) a ovéite, Ze sin® x + cos>x = 1 (pro viechna x € R). Zde je vypocet o néco mélo
slozitéjsi, ale také lehky; a i zde samozfejmé plati, Ze to nelze povazovat za dikaz — jde jen o zajimavé
pozorovani.

Na stran& 7 ve scanu pozndmek — na mém webu.
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Pomoci vyse odvozenych vzorcii pro substituci ,,y = tg(x/2)“ spoctéte integral

1
/ - dx. 4.5)
2sinx —cosx + 5

(Snadno zjistite, Ze jind ze Ctyf standardnich substituci se pro tento integrdl nehodi.) Pomoc{ substituce inte-
grél prevedete na integral raciondlni funkce; po Upravach se ukdze, Ze v Citateli je konstanta a ve jmenovateli
ireducibilni polynom druhého stupné. Vypocet tedy vede na arctg. Mélo by vam vyjit

1 g(3tg(x/2)—|—1).

c
. = ——=arct
NE NG

Pokud jste pfi feSeni predchozi tlohy prosté provedli vypocet, nyni prisSel Cas se zamyslet nad defi-
ni¢nimi obory. Je snadno vidét, Ze integrand v (4.5) je spojitd funkce na celém R, a tedy hledana primitivni
funkce existuje rovnéz na celém R. Uvédomte si, Ze vySe uvedeny vysledek tohoto piikladu ma pouze ome-
zenou platnost. Na jakych intervalech vysledek plati a pro€ to neni na celém R ? Co musi byt nas dalsi krok,
chceme-li ziskat Gplné feSeni?

(Priklad na 2. VOS) Nasledujici integrél jsme uz jednou vypocitali, a to nepfimo pomoci metody Per
Partes (vypocet zacind na str. 4 pozndmek ze cviceni 23. bfezna):

1
/ —(1 T x2)? dx.

Nyni ho spoctéte znovu pomoci 2. substitu¢ni metody s pouZitim substituce ,.x = tg* (nezapomeite urcit
vhodny interval pro ¢). Vypocet je jednoduchy a vede na [ cos? 7 dz, se kterym si hravé poradite (vizte téZ
priklad (1)).

V substituci prejdete zpét k proménné x pomoci vzorce ¢ = arctg x (ovSem za predpokladu, Ze uvazujete
t € (=%.%) — pozor na to). Vysledek se dost li§i od vysledku téhoZ piikladu na cviceni. Cim to je?
S vysledkem budeme déle pracovat v tlohéch (16) a (17).

(Parcidlni zlomky - pfipomenuti) Metoda rozkladu raciondlni funkce
P(x)
Q(x)
na parcidlni zlomky pocitd s tim, Ze ve jmenovateli kazdého parcidlniho zlomku bude polynom s redlnymi

koeficienty. Z prednasky 6. dubna vime, Ze jsou dvé zdkladni moZnosti, jak mizou parcidlni zlomky vypa-
dat:

A Bx+C
nebo ——,

X — X1 x24+ax + B
kde x; je n€jaky redlny kofen Q a x2 + ax + B nema reédlné kofeny’ — odpovidd dvéma komplexng
sdruzenym kotfeniim A, A € C \ R polynomu Q. Pokud je ndsobnost kofene x; rovna k > 1, vyskytnou se
jesté dalsi parcidlni zlomky tomuto kofenu odpovidajici, a to

Agl) Agn A}({l)
(x _xl)z’ (x —x1)3"”’ (x —Xl)k'

Zde Ag), Agl) atd. jsou neurdité koeficienty, které vSechny odpovidaji kofenu x;.* Podobné to funguje i
pro parcidlni zlomky druhého typu: jsou-1li komplexni kofeny vicendsobné, vyskytnou se i parcidlni zlomky
s vy§§fmi mocninami polynomu x? + ax + f ve jmenovateli.

2M4 ale redlné koeficienty: 1, «, 8.
30 drud ten horni index, ktery je v zavorkdch kviili tomu, aby nevypadal jako mocnina.
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Miizeme si v§Simnout, Ze polynomy (stupné aspon 2), které jsou (v R) ireducibilni, se také daji napsat
ve tvaru soudinu kofenovych &initeld: musime vSak pracovat v C. Tieba polynom Q(x) = x2 + 1* m4
koreny i a —i, kde i = +/—1 je imaginarni jednotka. Piesvédcte se, Ze skutecCné plati

x24+1=(x—i)x+1i).
Miuzeme se tedy ptat, jestli prece jen nelze racionalni funkci

[ [
O(x) x24+1

dale rozloZit na parcidlni zlomky:

1 _ 4 B
(x—i)x+i) x—i x4+i

To skutecné 1ze; nez budete Cist dal, zkuste si to sami.
Po prevedeni pravé strany zpét na spoleCného jmenovatele dostaneme

Ax + Ai + Bx — Bi  musiplatit 1
x2+1 B x2+1°
odkud A + B = 0 a Ai — Bi = 1, ateSenim soustavy linedrnich rovnic v oboru C vyjde

1 1
A=, B=——.
21 21

Na predchozi tloze je mozno si v§imnout, Ze metoda parcidlnich zlomki se nezastavi pred komplex-
nimi kofeny a komplexnimi neurcitymi koeficienty. Pro€ je tedy — uméle — vylucujeme my? Pro¢ parcidlni
zlomky tvaru
Ax + B
x2 4 ax + B’
v nichZ jmenovatel nemd kotfeny v R, nerozkladdme dal podobné jako v tloze vyse? Zamyslete se nad tim.

[ 1w =/$dx = [ e

Je okamzité vidét, Ze Q(x) = x* + 1 = 1 pro vSechna x € R, takZe Q nem4 redlné kofeny. Piesto viak
funkci f neumime hned zintegrovat; potiebujeme ji rozloZit na parcialni zlomky. Jak to udé€lat?

Nejprve si pripomeiime, Ze polynom Q m4d redlné koeficienty, a tedy jeho kofeny jsou v komplexné
sdruzenych dvojicich podle tvrzeni z prednasky 6. dubna.’ Pfesné fe€eno jsou pouze dvé moZnosti: bud'to
existuji dvé dvojice kofenti A1, A; a A, A, nebo mé polynom Q dva dvojndsobné kofeny A, A. V prvnim
ptipadé plati

Uvazujme integral

Xpl= (= A)E = A) - (v =) (x = 4p)

—

= (x> +a1x +B1) - (X2 + a2x + Bo), (4.6)

“To je piiklad polynomu tvaru x? + ax + B.
Sna strané 3 scanu pozndmek z prednasky
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kde aq, B1, a2, B2 € R. (Podobné by tomu bylo v piipadé dvojndsobnych kofent, coz ovSem v pripadé
tohoto konkrétniho polynomu nenastava.)

O dtud je vidét, Ze pokud bychom znali vSechny (komplexni) kofeny A1, A Az, Ay polynomu Q, byli
bychom schopni Q vyjadfit ve tvaru (4.6) a ddle pokracovat ve vypoctu integrdlu pomoci rozkladu na
parcidlni zlomky:

- Ax + B Cx+D
[ R Sy N Sy

Jsou dva zakladni zptisoby, jak polynom Q dostat do tvaru (4.6):

(i) Skutecné lze (naptiklad pomoci Moivreovy véty) urCit vSechny kofeny Q. Zvladnete to?

(i) Lze toho docilit i chytrym trikem, ktery vdm pouze napovim: V polynomu Q vhodné prictéte a
ode&téte, abyste mohli ¢astecné doplnit na druhou mocninu. Poté aplikujte vzorec a® — b? = (a —
b)(a + b).

(O inverznich funkcich.) Necht’

2x —3
fx) = xx—l—l'

Urcete defini¢ni obor f a vypocitejte funkci k f inverzni. MiZete to udélat tak, Ze z rovnice y = f(x)
vyjadrite x v zdvislosti na y. (Bude tedy ndhle x ,,zaviset na“ y, tj. zavisle a nezavisle proménna si vyméni
mista.) Ujistéte se, Ze dpravy, které délate jsou ekvivalentni (nékteré z nich ov§em miiZete za ekvivalentn{
prohlésit, az kdyz si uvédomite napiiklad, Ze nutné plati y = 0 apod.).

Samotny vypocet je ov§em snadny a dd se vlastné interpretovat jako feSeni rovnice f(x) = y, kde x je
nezndmd, y je parametr a f predstavuje ,,vzorec“, v némz se X v rovnici objevuje. Ma-li tato rovnice pro
vSechna y nejvyse jedno feSeni, znamenad to automaticky, Ze funkce f je na svém defini¢nim oboru prosta?

V predchozi uloze je spradvny vysledek

) =

34 y?
2 —y2’

O tom se miZete presvéddit tieba tak, Ze ovéfite rovnost f~!'(f(x)) = x pro viechna x € D (nebo
f(f~'(»)) = y pro viechna y € Dy—1 = Hy). V tomto piipadé, kdy vime, Ze funkce je na celém

definicnim oboru prosta, je jedno, kterou rovnost ovéiime: obé nam jako zkouska poslouZi stejné dobre.
Jind situace ovSem plati tfeba pro dvojici sin x a arcsin y. Plati sice

sin(arcsin(y)) = y pro vSechna y € [—1, 1],

obecné ale neni pravda
arcsin(sin x) = x.

Pro kterd x tato rovnost nastava a pro¢ pravé pro né? Jaké jsou hodnoty

) . (5w . . /=37
arcsm(sm (7)) nebo arcsm(sm( 3 ))‘?

Zkuste provést podobné uvahy pro dvojici tg, arctg a pro dvojici sinh, argsinh.
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(Uprava vysledku v dloze (10).) Pokud jste v piikladé (10) poéitali pomoci substituce x = tg ¢, mé&li
jste dostat toto:

arctg x

4.7)

/ d / 2rar £ Lnor 4 ! 1'(2t)+
_— =, = CcOS = —SIin — = —=sin(Zarc
(1 + x2)2 4 2 4 gt

Nez se budeme pokouset ddle upravit tento vysledek, pojd’me nejprve provést (nepovinnou) zkousku.
Tj. pro klid v dusi ovéfme, Ze skutecné

arctg x )/ 1

1.
(Zsm(2arctgx)—l— > :(1+x2)2'

To vdm moZzna dd trochu zabrat a nejspiS budete muset pouzit ty samé vzorce, které jste aplikovali pfi
vypoctu integralu:
cos(2tr) + 1 1
L =cos’t a cos’t=-——".
2 tg?t + 1
Népovéda: Pti vypoctu je vasim cilem se nakonec zbavit funkce cos a vyjadfit ji v ,,feci tangens ‘. Tj. tieba
podle druhého z uvedenych vzorcti jest

1

tg?(arctg x) + 1 B
1 1

(tg(arctg x))2 + 1 BETENE

cos?(arctg x) =

(PokraCovéni.) VSimnéte si, Ze

2tgt

sin2t = 2sint cost = 2tgt - cos’t = ———.
1 +1g2%t

Pomoci tohoto triku uz snadno provedete upravu

1 t
2 sin(2 arctg x) + arczgx =...=

1 X
= E(m —+ aI'Cth).

Na prvni pohled to neni zfejmé, ale oba vysledky, tedy ten ze cvi€eni a ten obdrZzeny pomoci 2. substitu¢ni
metody s pouZzitim ,,x = tgt¢*, se shoduji. Skvélé!
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4.3 3. cast

(Obecné o primitivnich funkcich.)
Kterd z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

1. Necht' f je licha funkce na R. Pak kazda funkce primitivni k f je suda.

2. Necht' f je sudd funkce na R. Existuje-li primitivni funkce k f, pak existuje pravé jedna licha
primitivni funkce.

3. Necht' f je periodicka funkce na R. Existuje-li primitivni funkce k f, pak existuje aspon jedna
periodickd primitivni funkce k f.

Odpovédi si dobre rozmyslete. Nenachytejte se!

(Opakovani umluvy o polynomech.) V prvni ¢asti semestru jsme na pfednaSce mluvili o tom, co
vlastné minime vyrazem ,,polynom*; abychom si dobfe uvédomili, o em piesné je feC, na okamzik jsme
tehdy rozliSovali polynom, tedy formaln{ algebraicky vyraz tvaru

X"+ Cp X"V ex + ¢
a polynomidlni funkci (v obvyklém slova smyslu, tedy z R do R) takovym vyrazem definovanou:
P(xX) =cpx" + cpox" '+ ...+ cix +c, x€R.

Je dobré si uvédomit, Ze zatimco polynom je formdlni vzorec, ktery davd smysl nad vSemi ,Ciselnymi“
obory, v nichZ je mozné nésobit a scitat, polynomidlni funkci chdpeme ve smyslu P: R — R.

Uvédomili jsme si, Ze v na${ situaci (kdy studujeme funkce z R do R, a v tomto smyslu tedy chdpeme
i funkce polynomialni) neni dileZité striktné rozliSovat mezi t€émito dvéma pojmy. To proto, Ze jsou-li dvé
polynomidlni funkce P a R stejné (tj. maji ve vSech bodech stejné hodnoty), pak musely byt definoviny
stejnym polynomem?®. Jinymi slovy, pro kazdou polynomidlni funkci existuje jediny (jednozna¢n& uréeny)
polynom, ktery ji definuje. Od tohoto prozieni jsme tedy byli oprdvnéni zavést imluvu, Ze v naSem kontextu
neni rozdil mezi polynomem a polynomidlni funkci a oba pojmy tedy sdruzujeme pod jedinym pojmem
,polynom*.

Pojd’me se zkusit zamyslet, jestli néco podobného neplati pro raciondlni funkce. Jak vime, raciondlni
funkce R(x) je obecné takova funkce, kterou lze definovat vzorcem tvaru

_ P
-0

kde P a Q jsou polynomy. Pfedpoklddejme nyni, Zze Py, P, a Q1, Q> jsou nenulové polynomy a R; = %,

R(x)

R, = %. Plati pro raciondlni funkce R;, R, nasledujici implikace?

(vX € Dg, NDg,: Ry(x) = Rz(x)) —
— (Pi=P, A Q1=05). (48

Pokuste se nejprve sami prijit na odpoveéd’. Teprve pokud (v rozumném Case) neuspéjete, prejdeéte ke cteni
dalsiho odstavce, kde se dozvite feSeni.

®Na prednasce jsme tento fakt dokdzali.
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Implikace (4.8) v pfedchozim odstavci se dd prelozit takto: Maji-li raciondlni funkce Ry a R, stejné
hodnoty ve vsech bodech, kde jsou obé definovdny, pak jsou tyto funkce ,definovdany stejnymi zlomky
(vzorci) “, tj. maji stejny Citatel a stejny jmenovatel. Neni téZké si uvédomit, Ze tato implikace neplati,
uvizime-li treba funkce |
Rix) == a Ro(x) =1

X 1
Je zfejmé, 7Ze tyto funkce spliiuji pfedpoklad v implikaci (4.8), ale ne jeji zavér, a implikace tedy obecné
neplati.

V tomto piipad€ je vSak i jiny zptisob, jak nahlédnout, Ze funkce R; a R, nemohou byt ,.definovany
stejnymi vzorci‘, protoZze nemaji ani stejny defini¢ni obor: zatimco funkce R, je definovdna na R, funkce
Ry pouze na R\ {0}. MoZna je tedy problém v tom, Ze v predpokladu implikace (4.8) neni zahrnuta rovnost
defini¢nich obori. Zkusme tedy zesilit predpoklad:

([D)R1 =Dgr, A VxeDg: Ri(x)= Rz(x))
= (Pi1=P, A 01=0,). (49

Uvédomte si, Ze neplati ani toto slab3i’ tvrzeni, a to z podobného divodu jako v pfedchozim pfipadé (jen je
potieba zajistit, aby ob¢ raciondlni funkce mély v tomto pripade navic stejny defini¢ni obor).

Nejprve si vSimnéte, ze predpoklad v implikaci (4.9) se da napsat jednoduseji. Pfedpoklad preloZzeny
do Cestiny totiz fikd: Funkce Ry a R, maji stejny definicni obor a ve vsech bodech svého (spolecného)
defini¢niho oboru maji stejné hodnoty. Je jasné, Ze za t&chto predpokladd miizeme psdt prost€ R; = R,°®.
Vlastné se tedy nyni ptdme, plati-li implikace

Py P
(—:—):} (Pl :P2 /\ Ql == QZ)' (4'10)
01 O
Je tedy moZnd ponékud piekvapivé, Ze tato implikace obecné neplati; protiptiklad je vSak celkem jednodu-
chy (a podobny protipiikladu na implikaci (4.8), jen musime dét pozor i na rovnost defini¢nich oborti). Pro
oziveni uvazujme pfipad, kdy v defini¢nim oboru funkci chybf jiny bod nez 0:
x—1 1

Rz()C) = —0.

Ri(x) = ———,
1(¥) x2—-2x+1 x—1

Je ziejmé, Ze R; = R, presto se vSak Citatelé (a tedy ani jmenovatelé) neshoduji. Implikace (4.10) (resp.
(4.9)) neplati.

(Zamysleni o metodé parcidlnich zlomku.) Vidime tedy, Ze mezi raciondlnimi funkcemi a jejich vyja-
dfenimi pomoci podilu polynomt neplati tak tésnd souvislost jako mezi funkcemi polynomidlnimi a pfislus-
nymi polynomy: Zatimco rovnost polynomialnich funkci (na R) implikuje rovnost polynomi, pro racionalni
funkce analogicky zavér neplati. Presto vSak zavéry podobného typu pro racionélni funkce pouzivame, a to
k hledani neurcitych koeficientt pfi aplikaci metody parcidlnich zlomku. Napiiklad:

Sx+l A B
x—2)(x—3) x—2 x-3

"Implikace se siln&j§imi predpoklady je slabsi tvrzeni.
8Tvrdim-li, Ze dvé funkce jsou stejné, implicitné tvrdim i to, e maji stejny defini¢ni obor.
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odkud po ptfevedeni pravé strany na spole¢ného jmenovatele dostaneme

5x +1 _Ax—-3)+B(x—-2)
(x—=2)(x —3) (x—=2)(x—=3) N
_ (A+ B)x—34-2B
N (x —2)(x =3)

Miéme tedy rovnost dvou raciondlnich funkci, ze které podle standardniho postupu odvodime rovnost Cita-
telt, tvrdime tedy, Ze plati
5x+1=(A+ B)x—34A—-2B. (4.11)

Pravé jsme si ovSem v nékolika odstavcich uvédomili, Ze rovnost raciondlnich funkci nezbytné nezna-
mend rovnost Citatelll v pfislusnych vyjadrenich (jako podilii polynomi). Nicméné nyni uz je asi jasné,
v ¢em je rozdil oproti vySe uvaZovanym situacim: zde totiz nejen Ze vime, Ze obé raciondlni funkce jsou
si rovny, vime také, Ze se shoduji pfislusni jmenovatelé. Ve znaceni predchozich odstavct tedy vlastné
tvrdime, Ze plati (opét o n&co slabsi) implikace’:

(iz& AN Q1:Q2):>P1:P2,
01 0O
kde Py, P>, Q1, Q> jsou nenulové polynomy, neboli
(ﬁ _ E) — P, =P, (4.12)
o 0

kde Q je nenulovy polynom ve jmenovateli spoleCny pro obé raciondlni funkce. Toto tvrzeni je ze vSech
uvedenych implikaci nejslabsi, ale plati a nam staci. (Dikaz v dal$im odstavci.)

Jesté jednou si pofddné v§imnéte toho, Ze obé rovnosti v implikaci jsou automaticky minény ,,mé-li
jedna strana smysl®, tj. na prislusnych definicnich oborech. Takze rovnost nalevo plati pro vSechna x kromé
kofent Q, zatimco rovnost napravo je minéna pro vsechna x € R.

(Ditkaz implikace (4.12).) Predpokladejme, Ze pro vSechna x plati nasledujici rovnice, ma-li jedna
strana smysl (tj. pro ta x, kde ,,ned€lime nulou*).
Pi(x) _ Pa(x).
Q(x)  Q(x)°

nasobenim obou stran rovnice Q(x) dostaneme

4.13)

P1(x) = Pa(x).

Pro kterd x jsme to ale touto jednoduchou tpravou skutecné korektné odvodili? Zatimco rovnice (4.13)
dava smysl pouze pro x, kterd nejsou kofeny polynomu Q, druhd rovnice ddva smysl pro vSechna x € R,
protoZe oba polynomy jsou definované na R. Je to ddno tim, Ze uprava, kterou jsme provedli, je (feCeno
SS terminologii) diisledkovd, a tedy potencidln& rozsifuje obor feseni (v piipadg, Ze vyraz, kterym rovnici
nasobime, tj. Q(x), ma pro ne¢kterd x hodnotu 0). Jinymi slovy v tento moment vime pouze

Vx eR: Q(x) #0 = Pi(x) = Pr(x).

Abychom dokézali implikaci (4.12), potfebujeme jesté dokdzat, Ze P;(x) = P,(x) plati i v pfipadé, Ze
0(x) = 0.

Zkuste poradné vysvétlit diivod, proC tato rovnost skute¢né plati i pro vSechny kofeny Q. Vezméte
v tvahu fakt, Ze Py a P, jsou polynomy.

9Porovnejte s implikaci (4.10).
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(Pokracovani diikazu.) ProtoZe Q je nenulovy polynom (podle pfedpokladu), je mnozina {a € R: Q(a) =
0} (mnoZina kofeni Q) kone¢na. Tim padem existuje nejmensi vzdalenost mezi dvéma riznymi kofeny;
ozna¢me ji §. ProtoZe § je vzdélenost mezi (n&jakymi) nejbliz§imi dvéma riiznymi koteny, je § > 0.'°

Uvazujme libovolny kofen a polynomu Q, tj. Q(a) = 0. UkdZeme, Ze P;(a) = P,(a). Skutecné,
protoze P(a,8) = (a — 6,a) U (a,a + §) neobsahuje zadny kofen polynomu Q (podle volby &), jest

Vx € P(a,d): P1(x) = Py (x),

a tedy
Pl(a) = lim Pl(X) = lim Pz(X) = Pz(a),
x—a x—a

kde prvni rovnost plyne ze spojitosti Py, posledni rovnost ze spojitosti P, a prostfedni rovnost plati kvili
tomu, Ze limita (v bodé a) funkce zavisi pouze na hodnotach této funkce na jistém prstencovém okoli (bodu
a) amy vime, Ze funkce Py a P, se shoduji na P(a,$§).

Dostali jsme P;(a) = P,(a). Protoze bod a byl volen jako libovolny kofen Q, plati rovnost pro v§echny
kofeny Q, a jsme tedy hotovi. ]

(Rekapitulace.) Pojd’me si shrnout, co jsme si rozmysleli v odstavcich 4.3—4.3. Uvédomili jsme si,
Ze rovnost dvou raciondlnich funkci nezbytn€ neznamena rovnost Citateld a jmenovateli v piislusnych vy-
jadrenich. Dospéli jsme ale také k tomu, Ze za dodatecného predpokladu rovnosti jmenovatelli uzZ musime
mit (ve stejnych rac. funkcich) stejné Citatele, tj. Ze plati (4.12).

Nyni se vratime k naSemu konkrétnimu piikladu rozkladu na parcidlni zlomky, kde jsme skoncili rovnici
(4.11). A priori jsme védéli, Ze tato rovnice plati pro x € R \ {2, 3}, tedy az na kofeny jmenovatele (x —
2)(x—3) v ptivodnim zlomku. Pomoci argumentu se spojitosti polynomi (piredchozi odstavec) vS§ak miiZzeme
prohlésit, Ze tato rovnost plati pro vSechna x € R. Jde tedy o rovnost polynomidlnich funkci a my vime,
Ze stejné polynomidlni funkce musi byt definovany stejnymi polynomy, a tedy polynomy na obou stranidch
rovnice (4.11) musi mit stejné koeficienty. Dostdvdme tak soustavu rovnic

5=A+ B, (koef. u x)
1 =-34-28B, (koef.u 1)

kterou lze snadno vyfesit.
Jesté 1épe je ovSem potfeba znalosti argumentu obsazeného v odstavci 4.3 vidét, pouZijeme-li misto
porovnavani koeficientd metodu dosazovaci, pfi které do rovnice

5x +1 _ A(x—3)+ B(x —2)
(x=2)(x—3)  (x—=2)(x-3)

dosazujeme za x rtizna konkrétni ¢isla. Typické pritom je uvazovat pouze rovnost Citateli
5+ 1=A(x—-3)+ B(x —2)

a pak za x postupné dosadit 2 a 3, ¢imZ dostaneme dvé linedrn{ rovnice, z nichz dopocteme A, B. Pfitom
x = 2ax = 3 volime kvili tomu, Ze pak vzdy jeden Clen na pravé strané vypadne, a vysledna soustava
rovnic je tedy trividlni. Vtip je ale v tom, Ze pravé 2, 3 jsou kofeny jmenovatele, takze pravé pro tyto dvé
hodnoty x neni rovnost Citateld a priori jasnd. My ale diky vySe uvedenym tvahdm vime, Ze plati, a tedy
tato metoda je korektni.

10K dyby kotenti bylo nekonecné mnoho, mohlo by se stit, Ze vzdélenosti mezi kofeny jsou libovolné malé, a tedy minimalni

vzddlenosti ,,se nenabyva‘ — musela by byt nulovéd, coZ pro rtizné kofeny neni mozné. My ale vime, Ze kazdy polynom mé pouze
konecné mnoho kofenti.
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