Informace a pozadavky ke zkousce z MA1 (NMTM101)

Pisemnad ¢ast zkousky bude sestavat z ¢dsti pocetni (90 minut) a teoretické (70 minut); mezi obéma
¢astmi bude zhruba ¢tvrthodinova pauza. Hodnoceni bude zalozeno na obvyklém bodovém systému s
tim, ze maximalni soucet bodu z obou ¢asti bude 50 + 50 = 100 bodi. K tspésnému napsani pisemky
bude nutné ziskat stanoveny miniméalni pocet bodu v obou ¢astech a také stanoveny minimalni soucet
z obou ¢asti (napiiklad minimdalné 16 z pocetni i teoretické ¢asti a nejméné 42 bodu celkem). Neni
tedy mozné zkousku slozit jen na zakladé excelentniho poctaistvi nebo excelentni znalosti teorie - do
jisté miry bude potieba oboji. Také bude takika nemozné ziskat lepsi zndmku nez , dobie“ bez znalosti
dukazu.

Bodové hranice jsou spiSe orienta¢ni nutné podminky; v pripadé nerozhodného vysledku (tj. nebudu-
li se moci rozhodnout) muze pfijit na fadu tstni ¢dst, na jejimz case konani se s kazdym dohodnu
individualné pres e-mail. Nasleduje podrobny popis pozadavku k obéma ¢astem zkousky:.

Nebudou dovoleny zadné elektronické pomrtcky, sesity ani tabulky vzorci.

Pocetni cast
bude testovat zvladnuti pocetnich metod vesmés probranych na cviceni, a bude tedy obsahovat vcelku
standardni pocetni tlohy nasledujicich typu.

e Limita posloupnosti;

limita funkce;

derivace funkce;

vysSetfovani prubéhu funkce;
konvergence nekonec¢nych ciselnych tad.

Pocetni 1ilohy nebudou potiebovat znalost [’Hospitalova pravidla, ale jeho pouziti bude dovoleno. V
mnoha piipadech to vsak vede spise ke komplikacim a moznym chybam, a proto vam pouziti tohoto
vzorce spise nedoporucuji.

Teoreticka cast

Tato cast pisemky bude testovat predevsim (ale ne vyhradné) vasi znalost latky probrané na prednésce.
Budou zadany ctyti ulohy, z nichz kazda muze mit nékolik ¢dsti. V Uloze A budete psat pouze znéni
definic a vét. Uloha B bude pozadovat formulaci a dukaz jednodussich vét, Uloha D tézsich vét.
Specialni postaveni ma Uloha C, kde se mohou objevit jednoduché tlohy na premysleni zalozené na
probranych vécech. (Mohou to byt otazky typu ,rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni®, nebo jednoduché
dukazy, ptipadné i ponékud teoretic¢téjsi pocetni tilohy a podobné.)

Vychazime ze skript a z prednasky. Pokud jsem na prednasce uvedl jiny dukaz, nez je ve skriptech,
muzete si vybrat. Akceptovat budu ovsem jakykoliv sprdvngy dukaz. Teorii lze rozdélit do nékolika
zékladnich témat: (a) Uvodnf teorie (Kapitola 1); (b) limita posloupnosti; (c) limita a spojitost funkce;
(d) derivace funkce; (e) nekonecné rady.

Budeme se fidit nésledujicimi obecnymi zésadami: Cislovanym vétam, pitkladam a
poznamkam je potfeba vénovat zvySenou pozornost; pozaduji znalost znéni vSech definici a vSech
¢islovanych vét i s ditkazem (s nize uvedenymi vyjimkami). Cislovanym pozndmkim a pifkladim je
také potieba vénovat patficnou pozornost; nebudu sice zkouset znéni poznamky, ale neptimo se infor-
mace z poznamek a prikladu mohou na zkousce objevit. Pokud néjaky dukaz nebyl na prednasce, nebudu
ho zkousSet - s vyjimkou drobnych ¢dsti dikazu, které jsem ponechal jako snadnd cviceni (tyto chybéjici
kousky tedy zkouset budu).



Kapitola 1: Tato kapitola (viz skripta) je ponékud specifickd. Z jejtho obsahu nebudete (mnou)
zkouSeni piimo s vyjimkou znéni Véty o supremu a Archimédova axiomu. Vénujte pozornost i dvéma
tvrzenim pod Archimédovym axiomem (na konci kapitoly): souvisejici véci se muzou objevit v Uloze C.
Radéji jesté explicitné poznamenam, ze z této kapitoly nebudu pozadovat zadné dukazy.

Nasledujici véty pozaduji bez dikazu (tj. pouze pfesnou formulaci): Véta 2.10 (iii), Véta 2.10%,
Véta 2.18, Veta 2.19, Véta 3.3, Véta 3.9, Véta 3.15, Véta 3.16, Véta 3.17, Vety 4.16, 4.17, Dusledek
4.18, Véta 4.19, Véta 5.12 (prerovnani abs. k. fady), Véta 5.13 (Riemannova).

Dalsi témata (Kapitola 6 ve skriptech):

Véta 6.1 — staci pouze presnd formulace.

Véta 6.2 (I'Hospital): staci ,,%“, tj. staci znat dukaz tak, jak je uveden ve skriptech.

Pozor, Vétu 6.3 (ekvivalence (BC) a konvergence posloupnosti) pozaduji i s dikazem.

Veéty 6.4 a 6.5 (tj. véty o zavedeni elementdrnich funkci, jak jsou ocislovany ve skriptech) se uéit
nemusite viibec, staci, budete-li védét, ze elementarni funkce lze jednoznacné uréit pomoci nékolika
malo axiomu.

e Vzorce pro goniometrické funkee (Véta 6.5 (ii)) sice nebudu zkouset piimo, ¢asto jsou ale potieba

a kazdy je musi znat.

Klicové pojmy: Kromé stanoveného bodového zisku bude jesté jedna nutna podminka tspésného
slozeni zkousky, a to spravné znat vSechny klicové pojmy. Je totiz nesmyslné studenta zkouset
napiiklad z dukazu véty o derivaci slozené funkce, pokud student neznd samotnou definici derivace.
Pokud se tedy u zkousky ukaze neznalost nékterého klicového pojmu, bude to znamenat
neudspésny pokus.

Klicové pojmy jsou nasledujici:

Prosta funkce;

supremum a infimum mnoziny, respektive minimum a maximum (4 rozdil mezi nimi);
limita posloupnosti (kone¢nd i nekone¢nd);

vybrana posloupnost;

limita funkce (konecnd i nekoneénd, jednostrannd, ve vlastnim i nevlastnim bodé);
spojitost funkce;

rostouci, neklesajici, klesajici a nerostouci posloupnost nebo funkce;

derivace funkce;

soucet nekonecné ¢iselné rady jako limita posloupnosti ¢astecnych souctu;
absolutni a relativni konvergence tady;

Bolzanova-Cauchyova podminka pro posloupnost.

Dulezita poznamka: Chybicka se vzdycky muze vlioudit. Pokud jsem na prednésce o néjakém dukazu
fikal, Ze ho nebudu pozadovat, a na seznamu vyse prislusna véta chybi, dejte mi o tom védét co nejdiiv
a ja to zde opravim.




Obecné poznamky, casté chyby, rady atd.

Vasim cilem pii studiu je latku pochopit; vasim cilem u zkousky je prokazat, ze se vam to povedlo.
Toto pozorovani vam muze piipadat banalni; letita praxe ale ukazuje, ze spousta studentu jako by ho
neucinila.

vvvvvv

Limitu posloupnosti lze v mnoha piipadech prevést na limitu funkce pomoci Heineho véty. Z
Heineho véty plyne, ze pokud n nahradime x a limita takto vzniklé funkce existuje, existuje i
limita puvodni posloupnosti a je stejnd. To znamend, Ze onu limitu posloupnosti muzeme takto
vypocitat: prevedeme posloupnost na funkci a jeji limitu vypoc¢itame s vyuzitim vSech metod, které
zname pro vypocet limity funkce. Dostaneme-li smysluplny vysledek, pak tento vysledek plati i
pro puvodni limitu posloupnosti.

Ve zkouskové pisemce mi nemusite mi dlouhé odstavce komentaiu k vypocétum limit; uz vubec
nemusite vysvétlovat, jakym zpusobem jste uvazovali. Sta¢i naznacit, jaka tvrzeni nebo véty
pouzivate a jak.

Casto se vyskytuje chyba ,dosazovéni limity podvyrazu“ neboli ,édstecné limiténi“. Obvykle to
vede ke ztraté vétsiny bodu, takze si na ni davejte pozor. Pozor si na tuto chybu déte tak, ze
budete pfi vypocty pouzivat pouze véty z prednasky.

Pii vypoctu limity funkce je obvykle potieba pouzit Vétu o limité slozené funkce (VOLSF). Aspon
na jednom takovém misté od vas chci, abyste to napsali - a rozepsali, co je vnéjsi funkce, co je
vnitini funkce a naznacili, pro¢ je splnéna podminka (P) (resp. podminka (ii)). Pokud je VOLSF
potieba pouzit vicekrat, zalezi na tom, do jaké miry je druhd (tfeti...) aplikace podobné té prvni.
Pokud jde v podstaté o totéz, nemusite to uz znovu vypisovat.

Muzete mi napsat i docela alternativni dukazy, ty ale musi a) byt spravné a b) vychézet z nam
znamych fakt[l] Pokud se rozhodnete pro alternativni ditkaz, miizu se vés na néj zeptat pii tistni
casti. Méjte na paméti, ze matematicka teorie se da budovat riznymi zpusoby; pokud napiiklad
pouzijete dukaz Bolzanovy véty z textu, kde se pouzivd jind (byt ekvivalentni) definice spojitosti
funkce, nez ktera byla na prednédsce, bude to uz malinky problém (pravdépodobné v takovém
pripadé budu pottebovat dovysvétleni pii ustni ¢ésti).

Naucte se derivovat, jako kdyz bicem mrska.

Bez naprosto spolehlivé schopnosti mechanicky aplikovat vSechny vzorecky pro derivovani je
obtizné zkousku slozit a takika nemozné pokracovat ve studiu v dalsich roc¢nicich. I ti z vas,
kdo nakonec dokazali nékteré derivace v pisemce vypocitat spravné, na to obvykle potiebovali
prilis mnoho premysleni a ¢asu (a tedy i stresu). Ziskat vzorecek pro derivaci by pro vds mél byt
naprosto mechanicky proces, ktery nezabere vic nez par vterin. Pak mate ¢as premyslet o tom, ve
kterych bodech vzorecek plati, jak je to s jednostrannymi derivacemi v problematickych bodech
atd.

K derivovani chci jeSté poznamenat, ze ne vzdy je potieba po aplikaci vzorecku a obdrzeni derivace
v "surové formé” potieba ztracet ¢as vSemoznymi dpravami. Ptam-li se pouze na derivaci funkce,
potieba to ¢asto neni (nebo se teprve ukéze, jaké ipravy se hodi, pfi vypoctu limity derivace v pro-
blematickych bodech). Pokud chcete zjistit znaménko derivace (pii vySetFovani prubéhu funkce),
potieba to byt muze a nemusi.

LA to navic z takovych, které dokazované tvrzeni pii vystavbé teorie piirozené piedchazeji.



e Pii vySetfovani prubéhu funkce je obvykle potfeba urcit intervaly monotonie, coz standardné
délame pomoci urcéeni znaménka derivace ve vsech bodech, kde je definovana. V souvislosti s
tim chei jesté jednou upozornit na uzitecnost funkce sgnz, kterd je (vsude kromé bodu 0) de-
rivaci funkce |z|. Toto se hodi pii derivovani slozenych funkei s absolutni hodnotou, napiiklad:
(| sin x|)/ = sgn(sinz) - cos z podle vyse uvedeného vzorce a véty o derivaci slozené funkce.



