Casté chyby a rtzna doporuceni

Nez se pustim do vyc¢tu konkrétnich chyb, chci zduraznit, Ze se v tomto vyctu v zadném
pfipadé nesnazim o Uplnost. Rada i velmi castych chyb, na které jsem vés opakované
upozorioval v priubéhu semestru i po pisemkéch, v tomto seznamu chybi (zejména ,,dosazeni
limity podvyrazu“ resp. ,¢astetné limiténi“). Mym cilem bylo hlavné upozornit na nékteré
chyby, které mé svou frekvenci (nebo originalitou) prekvapily. Jednotlivé body jsem (celkem
volné) rozdélil do nékolika kategorii, nesnazil jsem se ale o fazeni podle zavaznosti nebo
¢etnosti. V nékterych pripadech jsem si neodpustil ponékud delsi vysvétleni, snad se ale i
v téchto pripadech podarilo zamezit zamlzeni hlavni myslenky. Doporucuji vam podivat
se na vSechny body, je totiz pravdépodobné, ze nékteré z uvedenych chyb sami délate.

Limita funkce:

e Pokus pouzit VOLSF (S) na znamou limitu (typu § nebo 2): to nemize fungovat.
sin(z—2)3 siny

Naptiklad pro lim,_,o Gz WaZzujeme vnéjsi funkei f(y) = (ta ma v nule limitu
1) a vnitini funkei g(z) = (z — 2)3, ktera k nule jde (tj. lim,_,5 g(z) = 0). Protoze vsak
vnéjsi funkce f neni v nule definovéna, nepfichézi v ivahu pouzit podminku (S) (tedy — v
tomto pripadé — spojitost f v nule), a musime tedy ovétit podminku (P). Ta v naSem
piipadé pozaduje toto: 3§ > 0 Vo € P(2,6): g(x) # 0, coz je skuteéné splnéno (napiiklad
pro ¢ = 100).

Strucné feceno, se znamymi limitami musite pouzit vZdy podminku (P). Néco jiného je
samoziejmé tieba limita typu lim,_,, e/®, kdy obvykle poéitame limitu exponentu a pak
,dosadime*. Pokud lim,_,, f(z) = A € R, pak podle VOLSF (S) plati lim,_,, e/® = e4.
Podminka (S) zde pouze pozaduje, aby vnéjsi funkce e¥ byla spojita v bodé A, coz plati
(exponenciala je spojita ve vSech bodech R, tedy i v bodé A). Je ovSem dobré si uvédomit,
7e v piipadé A € {oo0, —00} je opét potieba pouzit podminku (P), nebot nelze mluvit o
spojitosti funkce v nevlastnich bodech (podminka (S) tedy v tomto pfipadé z principu
nemuze byt splnéna).

e Kdo si nezapamatoval znamou limitu pro arcsin, resp. arctg, mohl si je i pii pisemce
snadno odvodit pomoci ’'Hospitalova pravidla:
arcsin x . 1
lim &y Y22 =1 a podobné pro arctg.
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I tak bych ale spise doporudil si tyto limity zapamatovat, tézké to neni.




e Piedcasné pouziti VOAL: Nasledujici vypocet je chybny.
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Problém je v rovnostech oznac¢enych ,!!“: prvni z téchto tprav mé totiz za nasledek, ze

misto jedné limity (s Sanci na rozumny vysledek) mame nahle souc¢in dvou limit, z nichz
(jak je patrné po dvou upravach) jedna ma limitu co a druhé 0. Soucin oo - 0 v8ak neni
definovan (z dobrych duavodi, o kterych jsme mluvili), prava strana prvni problémové
rovnosti tedy nemé smysl, a VOAL jsme tedy nemohli pouZit — tento pokus byl proto
predcasny. A navic zbytecny: vzdyt jakou vyhodu ndm ve vypoctu prineslo, Ze jsme s
kazdym z obou vyrazu pracovali v ramci samostatné limity? Nic nam nebrani se obéma
vyrazum vénovat zvlast ale , v rdmci jedné limity“.

Druha rovnost oznac¢ené dvéma vykti¢niky uz se jen snazi napravit nenapravitelné:
spojenim sou¢inu dvou limit (ktery neexistuje) vznikne opét jedina limita. Ta je sice ,,v
poradku®, tj. dospéli bychom k ni i korektnim postupem, nas postup vsak korektni nebyl:
obsahuje dvé nepravdivé rovnosti.

Tato chyba je vcelku pochopitelna a velmi casto ji délaji i studenti, ktefi jsou jinak na
zkousku slusné pripraveni. Stale je to ale hruba chyba. Je Skoda kvuli ni ztratit tfeba 4
body za jinak dobfe spocteny piiklad.

Derivace:

e Spojitost funkce neimplikuje existenci derivace. Funkce f(z) = |z| je v bodé 0 spojité,
nemd v ném ale derivaci (k ¢emuz staci zpozorovat, ze derivace zleva je —1, zatimco
derivace zprava je 1, oboustranné derivace proto nexistuje). Dokonce existuji funkce (tak
zvana ,monstra‘), které jsou spojité na R, a nemaji pfitom v Zddném bodé derivaci.

Plati ovSem implikace: Pokud f’(a) € R, pak f je v bodé a spojita. (Dukaz je lehky,
zkousim ho ¢asto, a presto ho obvykle neumite.)

e Pii derivovani funkce (pii vySetfovani pribéhu) se vyskytuje chyba souvisejici s
nepochopenim vyznamu znaku ,=“. Necht napiiklad f(x) = sinz. Vétsinou nedéla
problém napsat si f'(x) = cosx. Pfi vypo¢tu druhé derivace to vSak nékdy vypada takto:



f"(x) = cosx = —sinz. Je to dano tim, Ze si feknete: ,/ Tak a ted jdu poécitat druhou
derivaci.” NapiSete si f”(x) =. ,,Druhé derivace je piece derivace derivace, tak si tu derivaci
sem napisu.“ PiSete cosx. ,, Tohle chci derivovat. OK, napisu =.“ A piSete = —sinx.

Mozna vam to v tomto piipadé (kde jsou zucastnéné vzorce jednoduché) piipada
absurdni a myslite si, ze byste to neudélali. Jakmile jsou v8ak ty formulky slozitéjsi (a
neni na prvni pohled zfejmé, Ze rovnost neplati), tak to leckdo klidné napise.
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Znaménko ,,=" neslouzi k oddélovani jednotlivych kroku vasich tivah nebo vypocti!

Spravné byste tedy méli psat néco jako:
f(x) = (f'(z)) = (cosz) = —sinz.

e Pozor, obcas se déla chyba v derivaci cosinu. Spravné je (cosx) = —sinz.

e Vzorce jako ﬁ je lepst derivovat jako sloZenou funkei (vngjsi funkee je f(y) = y~2,

vnitini je g(z) = 22 — 1) nez jako podil dvou funkef:

<<x2 . 1>2>/ B (;02__21)3 -2,

resp. — chcete-li — obsirnéji:

e Vzorce s absolutni hodnotou je dobré derivovat pomoci funkce sgn. Zakladni vzorec
(jehoz platnost si kazdy ovéri trivialné) je (|:v|)/ = sgnax pro viechna x # 0. Toho lze

vvvvvv

/
(er a? - 1]) = 6% - |22 — 1| + €% - sgn(2? — 1) - 2z,

coz plati pro vSechna x takova, ze do absolutni hodnoty nedosazujeme nulu (absolutni
hodnota zde hraje roli vnéjsi funkce a ta musi mit (vlastni) derivaci, jinak standardni
vzorec pro derivaci slozené funkce nefunguje), v tomto piipadé tedy vzorec plati pro
vSechna z € R\ {—1,1}.

Rady:

e > sin \/Lﬁ HSK Yo \/Lﬁ:“ To je samoziejmé nesmysl. Uvedenou rovnost lze chapat
dvéma zpusoby: jako rovnost fad, nebo jako rovnost jejich souctii. Prvni moznost znamena,
ze vSechny s¢itance jsou stejné (a jsou ve stejném poradi). Af uz se tuto rovnost rozhodneme
chapat v tom, ¢i onom smyslu, je nepravdiva. LSK, tedy Limitni srovnavaci kritérium,
nam nefika nic o rovnosti fad ani jejich souc¢tii; v idealnim pripadé nam pouze umoznuje



ukéazat, ze dvé fady se ,,chovaji stejné“ z hlediska konvergence/divergence. U uvedeného
prikladu tedy provedeme srovnani obou rad: vyjde nam
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sin —=
Tim T = =1€(0,00),
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takze obé fady ,se chovaji stejné”. Protoze vime, ze fada )~ 7 diverguje, obé rady
diverguji.

e Relativni konvergence fady Y | a, zahrnuje dvé informace: (a) fada konverguje, tj.
mé kone¢ny soucet; (b) Fada nekonverguje absolutng, tj. >~ | |a,| = co. Struéné se to da
zapsat takto RK < K A -AK.

Neni tedy pravda, ze kdyz rfada nekonverguje relativné, musi divergovat: plati totiz
—RK < —K Vv AK. Receno slovy, kdyz fada nekonverguje relativné, znamené to budto
piimo jeji divergenci (—K) nebo absolutni konvergenci.

e Uvazujme tieba fadu > °° . (—1)"sin(1L). MizZeme si viimnout, Ze posloupnost a,, :=
n=1 NZD ’

sin( \1/—%) neni monoténni. Z toho ovSem nelze podle Leibnizova kritéria odvodit, ze by fada

nebyla relativné konvergentni. Takové tvaha obsahuje hned nékolik hrubych chyb:

a) Leibnizovo kritérium zahrnuje pouze jednu tmplikaci: pokud je splnéna jistd podminka,
y J J J

pak fada konverguje. O opa¢né implikaci se netiké nic (a lze snadno ukazat pomoci

protipiikladu, Ze neplati; jako protipfiklad muze poslouzit napt. vyse uvedené fada).

(b) Leibnizovo kritérium hovot? pouze o konvergenci, nikoliv o relativni konvergenci.
To by totiz zahrnovalo i informaci o absolutni konvergenci rady, kterou Leibnizovo
kritérium z principu nemize dat. Pokud tedy tspésné aplikujete L. kritérium na
jistou fadu a ukézete, Ze je konvergentni, o absolutni konvergenci nevite stéle nic a je
potfeba ji vySetfit zvlast — jinou metodou. (A v piipadé, ze podminka z L. kritéria
neni splnéna, nevite viitbec nic.)

(c) Navic se muze stat, ze podminka monotonie posloupnosti a,, z Leibnizova kritéria —
v naSem piipadé a, = sin \1/—% — je splnéna az ,,0d jistého indexu“. V tomto pripadé
tedy celkem snadno dokézeme, ze napiiklad od ng = 100 je uz posloupnost {a, }2,
klesajici (a mé limitu nula), takze "> ,,(—1)" sin \1/—% konverguje a konverguje i tedy

pivodni fada (37, ...).

e U Leibnizova kritéria nezapomeiite ovérit monotonii. Velmi ¢asto je to jednoduché.
Pokud napriklad a,, = eﬁ, zdiuvodnime monotonii asi takto (neformélné): jmenovatel
v exponentu je rostouci, takze exponent je klesajici. Exponenciala je rostouci funkce,
takze ¢im mensi argument, tim mensi hodnota. Posloupnost a, je proto klesajici, coz
jsme dokéazali, aniz bychom potiebovali derivovat funkci ew%ﬂ a dokazovat, ze derivace je
zaporna (a funkce — i puvodni posloupnost — tedy klesajici)

Obecné, kdyz do rostouci funkce dosadime klesajici (resp. rostouci) posloupnost,
dostaneme klesajici (resp. rostouci) posloupnost, ,,smér* monotonie tedy zistane zachovan.



S klesajici funkci je tomu jinak, dosazenim klesajici posloupnosti dostaneme posloupnost
rostouci a naopak. Téchto jednoduchych postieht je mozné vyuzit v mnoha piikladech na
Leibnizovo kritérium.

e Neni potfeba vzdy explicitné ovérovat tzv. nutnou podminku konvergence. Je samo-
ziejmé dobré, kdyz to v rychlosti promyslite, pokud ale fada NPK splhuje, neméa cenu
to explicitné psat: je to jako kdybyste napsali ,fada mozna konverguje“. Pochopitelné,
pokud si uvédomite, ze fada NPK nespliuje, okamzité z toho plyne, Ze je divergentni, a je
tedy namisté to napsat.

Pribéh funkce:

e Zapominate urc¢it defini¢éni obor funkce f a jeji body spojitosti. Velmi casto je funkce
spojitad na celém definiénim oboru, pfipadné ma jen nékolik mélo bodi nespojitosti. Ty
obvykle vznikaji délenim nulou nebo v dusledku pouziti funkce sgn v definici f. Je dobré
mit v bodech nespojitosti jasno uz dopredu.

e Souvisejici chyba je, ze kdyZz né&jakou funkei ,,uméle* dodefinuji v jistém bodé (viz
zadéani pisemky za 7.1.2022), pak tento bod uz patii do defini¢niho oboru (¢asto jste ho
vytazovali).

e Nezpominejte, ze defini¢ni obor ,lichych odmocnin® je celd mnozina R. Napiiklad tedy
Dy =R.
Rizné:

e Na chybéjici zavorky jsem vas uz upozorioval v hromadném e-mailu. Prosim, davejte
si na to pozor. Pro leckoho neni problém napsat tfeba néco jako
a?—b a-1b

= a+b.
T T

Bylo by pékné, kdyby vSichni chapali, ze vySe uvedena rovnost neplati.

e arcsinz = ——“ apod.: To je samoziejmé nesmysl a v nékterych pifpadech jde mozna
smxT

o nedorozuméni plynouci z toho, ze inverzni funkce a prevracend hodnota funkce f
maji stejné znaceni (a jde tedy vlastné o kolizi znaceni, ktera se v8ak z duvodu tradice
zachovava): obojf lze znacit f~1.

e Meéli byste byt schopni okamzité nacrtnout grafy zékladnich funkei jako
2?1 /2, 1/2% /2, J/x,sinx, cosx, tg x, cotg x, €, In z, arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg .

Ujistéte se, Ze to umite, jde opravdu o zaklad.



e V dikazech zapominate predem zvolit £ > 0 (dané ,nepfitelem*). Misto toho konsta-
tujete, ze tfeba néjaké n; existuje pro kazdé € > 0 a pak n; pouzivate, jako by uz bylo
néjaké n; pevné zvoleno (napiiklad v definici ng = max{n,,...} apod.). To je striktné
vzato §patné, vlastné to vitbec nedava smysl; v jisty moment ditkazu je nutné explicitné
zvolit konkrétni (ale zcela libovolné) € a s nim nadale pracovat jako s pevnym ¢islem.
Pokusim se to vysvétlit, i kdyz to v psané formé viibec neni snadné.

Jak vubec funguje dikaz vyroku typu ,,Ve > 0 ...“? Ony tii tecky zde mohou
zastupovat leccos; bavime-li se o limité posloupnosti, pak je to bézné tieba ,,Ing € N Vn >
no: |a, —A| < &“ apod. Zde pro mé neni podstatné, co presné nasleduje za kvantifikitorem
Ve > 0, stadi si v8imnout, Ze v tom jisté bude obsazeno ¢ (jinak by tam ten kvantifikator
Ve > 0 byl zbytecéné). To, co po kvantifikitoru nésleduje, si tedy muzeme oznagit V(s).E]
Jde ndm o to dokizat vyrok

Ve > 0: V(e), (1)

tedy slovy, ze vyrok V() plati pro kazdé (konkrétni) kladné €. Jak to udélame? Existuje
nekonecné mnoho kladnych ¢isel € a my chceme platnost vyroku V' (g) ovéfit pro jedno
kazdé z nich; je jasné, Ze neni prakticky proveditelné provést diukaz zvlast pro kazdé takove
e (prosté proto, ze by ten dikaz byl nekonecné dlouhy).

Logicky princip, s jehoz pomoci lze obejit tento problém, se nazyva univerzadlni ge-
nemlz’zace.ﬂ Nenechte se odstrasit ucené znéjicim nézvem: jednéa se o prirozenou véc a
intuitivné ji pouzivame od zac¢atku prvniho semestru. Univerzalni generalizace tika, Ze
pokud jsme schopni dokazat vyrok V(e) pro libovolné e > 0, pak plati i vyrok . To je
natolik intuitivni postieh, Zze se muze zdat az trivialni. Pro nas mé ale dulezity disledek:
nemusime se snazit dokazat vyrok i s kvantifikatorem néjak primo, staci podat diukaz
V (e), ktery funguje pro jakékoliv pfedem dané pevné £ > 0. Pokud se to podafi, podle
univerzalni generalizace vime, ze plati (1.

V praxi to znamena, Ze na zac¢atku dikazu ,,ndm nepftitel zada jakékoliv® € > 0 a my
musime dokéazat V' (g). Ve vySe uvazovaném piipadé s posloupnostmi to znamena najit
piislusné ny € N atd. Je pfitom dilezité si uvédomit, ze toto ng obvykle zavisi na € (a na
nas je tuto zavislost popsat, coz v ditkazech tim ¢ onim zptsobem vlastné provadime).

e Mzeli byste dbat na skuteéné (a nikoliv pouze piiblizné) spravné pouzivani odbornych
(jakoz i ostatnich) slov a celkové smysluplné vyjadfovani. Detaily hraji roli, nejde o
slovickareni, definice musi byt jasna a presna (kdyZ toho nedocilime ani v matematice,
mizeme rovnou vzdat snahu o prorozuméni ¢emukoliv). Napiiklad nasledujici vyjadieni,
volné prevzaté z jedné pisemky, obsahuje hned nékolik problémi:

Rada md soudet, kdyZ konverguje limita cdstecnyjch soucti tady. Absolutni
konvergence je, kdyZ konverguji ¢istecné soucty v absolutni hodnoté. KdyzZ ne,
tak je relativné konvergentni.

Formalné vzato je V vyrokové forma s proménnou ¢ (nebo téz formule o jedné volné proménné): po
dosazeni konkrétniho ¢ dostaneme vyrok V(e), ktery je budto pravdivy, nebo nepravdivy.
2Viz https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_generalization


https://en.wikipedia.org/wiki/Universal_generalization

Postupné proberu v8echny chyby, které tato ,definice” obsahuje, nejprve se ale zkuste
zamyslet a najit jich co nejvic sami. Zde je jejich vycet:

,»md soucet, kdyz* Konvergence posloupnosti znamena konec¢nou limitu; fada ale
mize mit i nekoneény soucet. Spravna definice: soucet fady je limita prislusnych
Castecnych souctu (at uz je tato limita vlastni, nebo nevlastni). Soucet tedy existuje
napiiklad i tehdy, kdyz jdou ¢astecné soucty do nekonecna.

,skonverguje limita* Striktné vzato je nesmysl tvrdit, Ze limita , konverguje“: limita
je totiz (jediné) ¢islo a u samostatnych ¢isel jsme nic takového jako konvergence
nezavadéli. Smysluplné by bylo napsat, ze konverguje néjaka posloupnost.

wkonverguji ¢. soucty‘ Castecné soucty (jejichz definice mimochodem nebyla uve-
dena) jsou také ¢isla, striktné vzato tedy nemohou konvergovat. Opét: smysl by
déavalo tvrdit, ze posloupnost ¢asteénych soucti konverguje.

,»Absolutni konvergence je, kdyz ...* Doufal bych, Ze tento zpusob vyjadfovani stu-

denti UK uz prekonali. Bohuzel zdaleka ne vSichni.

,»Cdstecné soucty v abs. hodnoté* Pokud mame fadu ) | a,, jeji ¢astetné soucty
jsou definovany (pro N € N) jako ZnN:1 a,. Dat je do absolutni hodnoty znamené

et an‘, ktera s absolutni konvergenci rady, tj. s konvergenci

. ” N
uvazovat ¢isla |Sy| = ‘Z
v 0o .. . . . 4 v “ v v v
fady >, |a,| nijak nesouvisi. Spravné samozreJ]\rfne bylo uvazovat (volné feceno)
¢astecné soucty absolutnich hodnot, neboli ¢isla ) " |a, |, coz je obecné néco docela
jiného.

»KdyzZ ne, tak ... Neni viibec jasné, co tim autor vyroku mysli. Nejpravdépodobnéji
se to vSak vztahuje k predchozimu pokusu o definici absolutni konvergence rady.
Jinymi slovy se zde definuje relativni konvergence absenci konvergence absolutni, coz
je samozrejmé také Spatné.

Struktura definice: Kromé uvedenych objektivnich chyb v uvedeném citatu, je jesté
dobré si uvédomit, ze je nesmyslna struktura. Pro¢ bychom meéli definovat, co to
znamend, ze ,fada ma soucet“? I kdyby uvedena definice této situace (totiz, ze
fada ma soucet) byla spravné, coz neni, stdle bychom se museli ptat, co to ten
soucet vlastné je. Je proto rozumnéjsi rovnou definovat soucet fady — jako limitu
posloupnosti ¢astecnych souctu (ty se slusi definovat jednoduchym vzorcem); z toho
pak okamzité plyne, zZe fada mé soucet, pravé kdyz ona limita existuje.

e [ v matematice pouzivame k vyjadfovani véty bézného jazyka (v nasem piipadé je to
¢eStina). Byl bych tedy rad, kdyby véty, které pisete, mély aspon zakladni gramatickou
strukturu a celkové dévaly smysl. Neni vyjimecné, ze mi piSete ,,véty bez sloves, Spatné
sklofiovana slova, $patné pouzité predlozky, chybéjici ¢arky (na zcela jasnych mistech)
apod. Obecné bych byl rad, aby se vSichni nasi studenti nejprve naucili ¢esky, to uz zde
ale asi nedozeneme (a odbourali asponi hrubé pravopisné chyby).

e Byl bych rad, aby vsichni psali ,,Y* ve vyjadienich jako ,,podle BolzanovY véty“ apod.
Napt.: Pokud byste chteli napsat o Bolzanovi a jeho matematické prdaci, jisté se to neobejde



bez Bolzanovy véty. (V souvislosti s tim by také bylo pékné, kdyby vsichni chéapali, Ze se
pise: ,,V nedéli jdeme navstivit Novakovy.*)

vvvvvv

e V obecnéjsi roviné bych dodal, Ze jste studenti nasi nejprestiznéjsi univerzity, a méli
byste se tedy vyjadrovat a celkové projevovat jako gramotni lidé. To zahrnuje i ¢itelny a
prehledny zépis vseho, co pisete s tim, ze to bude po vas nékdo ¢ist.


https://prirucka.ujc.cas.cz/?slovo=Nov�kovy

