Uvod — Opakovaci a piipravné tlohy

V oboru realnych ¢isel feSte nasledujici rovnice a nerovnice.
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Absolutni hodnotu ¢isla x € R definujeme néasledovné:

jestlize x > 0,

jestlize x < 0.

Napiiklad tedy plati |2| = 2, |—4| = 4, |0| = 0 a tak dale. Pokud R chapeme jako piimku, pak
|| 1ze chépat jako wvzddlenost ¢isla (,,bodu®) x od 0. Jsou-li z,y € R ¢isla chapana jako body na
piimce R, pak ¢islo |z — y|, tj. velikost jejich rozdilu, 1ze chapat jako vzddlenost bodu = od bodu

Reste nésledujici ulohy s absolutni hodnotou; rovnice a nerovnice feste v oboru R. Casto se

hodi nakreslit si vhodny obrazek.

(@) |le4+1]+z—-2]<4

Va € RVYb e R: |a+b| < la| +1b].

)
(b) flz=3[-2l=1
(c) |lz—=2]+1<5
(d) |o* — 4z + 3] < |22 — 4|
(e) Nacrtnéte funkci y = ||||z| — 1| — 1] — 1].
(f) Rozborem moznosti ovéite, ze plati
x(g) Popiste mnozinu {z € R: ||||z] — 1] — 2] — 3| < 1}.




Zakladni disciplinou, jejiz spolehlivé zvladnuti je nutné pro spravné matematické mysleni, je
vyrokova logika. Primitivnim (zékladnim) pojmem vyrokové logiky je wgrok, ktery se obvykle
vymezuje jako smysluplna vypovéd ktera, ma néjakou pravdivostni hodnotu. Neni pritom dilezité,
jsme-li schopni tuto pravdivostni hodnotu odhalit.

Jednotlivé vyroky je bézné znacit velkymi pismeny A, B,C,.... Vyroky muzeme spojovat do

NV weiv s

AV, =, &

Speciélni postaveni méa pak negace, znacime ji symbolem —. Je-li tedy A néjaky vyrok, jeho negaci
zna¢ime —A. Podobné muzeme negovat slozené vyroky, napi. =(A A B) apod.

Ukazte, ze bez ohledu na pravdivostni hodnotu vyrokia A, B, C jsou nésledujici vyroky pravdivé.

(a) (A= B) < (-B= -A4) (e) (A= B)< (mAV B)

(b) —(A= B) < (AA-B) (f) A& B)s (A= BAB=A)
(¢c) =(AAB) < (mAV-B) (g) AN(BVC)< (AANB)V(ANC)
(d) =(AVB)<& (wAA-B) (h) AV(BAC)< (AVB)A(AVO)

Pridanim proménnych (pro objekty nasi teorie — napiiklad ¢isla) a kvantifikatort se z vyrokové
logiky stava logika predikdtovd. Predikaty jsou jednoduché vypovédi o objektech (tieba ¢islech),
napiiklad ,,x = 5 nebo ,,1 +1 = 3 jsou predikaty. Pracujeme-li také s mnozinami, pak priklady
predikati mohou byt ,z € R* a ,A C B“. Takovyto jazyk uz je dostateény pro vyjadieni vSech
vypovédi, které v ramci matematické teorie budeme potiebovat.

Budeme pracovat se dvéma kvantifikatory, a to s obecnym kvantifikitorem V (,,pro kazdé“) a s
kvantifikdtorem existenénim 3 (,,existuje*). Piseme-li napt. V§ > 0, resp. 30 > 0 apod., implicitné
tim soucasné fikame, Ze 6 € R.

Necht M je mnozina osob pfitomnych v poslucharné a necht W(z,y) znamena: osoba = € M
zna piijmeni osoby y € M. Prelozte nasledujici vyroky do cestiny a zkoumejte jejich platnost:

(a) Yee M 3Iye M: W(zx,y) (d) JzeMVye M: W(z,y)
(b) VYye M Jze M: W(x,y) () Iye MVee M: W(x,y)
(c) Yee MYyeM: W(x,y) (f) JxeMIye M: W(z,y)

Priklady na logické formule a absolutni hodnotu: rozhodnéte o pravdivosti vyroki a svij zaver
ilustrujte obrazkem.

a

(a) Vo >0VeeR: |z] <0, pravé kdyz (x > —J) A (z < 9).
(b

Vo > 0Vr € R: jestlize |z| > §, pak x > .

d

)
)
(c) V6 >0VzreR: |z| >4, prave kdyz (z < —0) A (x > 9).
(d) Vo >0VzreR: |z| >0, pravé kdyz (z < —0) V (x > 9).
)

(e) V6>0VceRVzeR: (jz—c| <)< (z€lc—45c+10])
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(f) VzeRdry eRInpeR:zy # 1o N|z—x1|=bA|z—22] =5

@ Uvazme nésledujici vyroky:
(i) VeeM3yeM3IzeM:z=y+=z
(i) yeMVeeM3ieM: z=y+=z
(i) JyeM3IzeMVeeM:z=y+=z
Které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé, je-li
(a) M =N, (b) M =NU{0}, (¢) M =(0,1), (d) M = {0}, (e) M =07
Znegujte nasledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho negace:
Vee RVy e R: 22+ 4% >0
VeeRIyeN: (y<z)A(y+1>a)
Ve>03 >0VzeR: (0<|z—1<d) = (Jz—3]<¢)

)
)
)
#(d) VeeR: (z+1=2)A(z—1=5))= (z=x+1)
) VaeRIe>0JaeRVzeR: (z€(a,a+¢)) & (Jlr—a] <1)
)

JaeRVe>0VaeRIzeR: (€ (a,a+¢)) & (Jo—a|l<1)

Priklady na dtkazy matematickou indukci — dokazte néasledujici vyroky:

(a) VneN:n<<2"

(b) VneN\{3}:n2<2"
)

(

. n n(n+1)(2n+1
VneN: Yp_ k2 = nletCntl),

(c
d) VneN:6|10" —
(e) Pro libovolna ¢isla @y, za, ..., z, € Rplati D0 x| <300 |z
*(f) VneN: Y  k=0+2+3+---+n)

)

*(g) Binomicka véta je nasledujici vzorec, ktery plati pro libovolna ¢isla a,b € R, n € N:

o =3 (e

k=0

Je mozné ho dokézat riznymi zpiisoby, matematickd indukce je jednim z nich.

[1] (&) 2 =1; (b) 2 = 4 (c) z € [1,2]; (d) = € (4,6]; (e) z € (—6,—3) U [*1*2\/ﬁ’ S}
(f) € Upep{hm, T+2km, —Z+2k7}; (8) @ € Uyen (5+2km, Z+2k7); (b

) UkeZ( —l—k‘ﬂ,%ﬂ—l—k’ﬁ);
(i) # € Upeg{2km, m — arcsin 7 + 2k }; (j) « € (—o0, —4] U {1} (k) z = 6;
(

21 () [<5.5]: () {0.2,4,6}: (c) [-2,6]; (d) = € [257°, {JU[H57, 00); (e) & (£) As (g) (=7, =5)U(5, 7);

[5] (a) 1; (b) 0; (c) O; (d) 1 (e) 0; () 1;



[7] (a) 3z € R Jy € R: 22 + y* < 0, negace plati; (b) Ir e RVy € N: (y > z)V (y +1 < z),
negace platf; (¢) 3= > 0 V6 > 0 3z € R: (0 < |z —1] < &) A (Jlx —3| > €), negace plat;
(d) Elx E R: ((z4+1 =2)A(z—1 = 5))A (:C # x+1), negace neplati; (e) Ja € R Ve > 0 Vo € R 3z € R:

[(z ¢ (a a—l—e))/\(\x - a| <1))V[(z € (a,a+e))A(|lz — a| > 1)], negace neplat; (f) Va € R 3= > 0
Ja e RVz €R: [(z ¢ (a,a+¢)) A \x—oz| <1))V|[(z € (a,a+¢)) A(Jz — o] = 1)], negace neplati;
= (&) | (b) | (c) | (d) | (e)
C IO To [t [ |1]1
[6] Reseni tlohy je v tabulce: @lol1 o010
@) |ololol|1]|o

Supremum, infimum

Definice. Supremum je ,nejmensi horni zévora“. Infimum je ,nejvétsi dolni zavora“.

Definice. Definujeme sup@ = —oo, inf@ = oo. Pro shora neomezenou M C R definujeme
sup M = oo; podobné pro zdola neomezenou M definujeme inf M = —oo.

Véta (O supremu). Kazda podmnozina R ma supremum i infimum.

Véta (Archimédav axiom). Vo € R In € N: z < n.

S 5 _ o
@ UvaZzujte mnozinu M = {T n e N}
(a) Naleznéte infimum a supremum (zdavodnéte, pro¢ infimum a supremum existuje)

(b) Naleznéte maximum a minimum (pokud existuji)

Naleznéte supremum, infimum, maximum a minimum nésledujicich mnozin.

(a) A=[2,m) (e) X ={;%:neN}

(b) B=N (f) Y={1-:2:neN}
(c) C={-3,31, V3,In(2), m, e, () Z={z<l:zeR}
(d D=(mZ]nQ (h) W={l-L:n meN}

Uvazujme libovolnou mnozinu €2. Plati nutné nasledujici nerovnost?

sup 2 > inf Q)

Méjme dvé mnoziny A, B C R, které jsou omezené (shora i zdola). Co lze obecné fici o supremu
a infimu nésledujicich mnozin?

(a) AUB (c) A+B={a+b:ac A be B}
(b) ANB (d) A\B

Je-li A C R, definujeme —A = {—xz: x € A}. Postupné dokazte nasledujici tvrzeni.
(i) Cislo h € R je horni zévora A <= —h je dolni zévora —A;
(ii) A je shora omezena <= —A je zdola omezens;

(iii) inf(—A) = —sup(A4).



