Limita posloupnosti

Definice (Vlastni limita posloupnosti). Necht {a,}2, je posloupnost. Rekneme, ze ¢islo A € R
je limita posloupnosti {a, }2; a piSeme lim,,_,, a, = A jestlize plati:

Ve>03no e NVn > ng: |a, — Al <e
Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,}22, diverguje do nekone¢na a piSeme lim,, . a, = 00

jestlize plati:

VK eRdnge NVn >ng: a, > K

*Obdobné definujeme i divergenci do —oo.

Podle definice limity posloupnosti ovérte nasledujici rovnosti.

1
(a) lim — =0. 0 la| <1
(¢) lim a" =
n—00 00 a>1
.o n+1
(b) lim =L neexistuje a < —1

n—00 n

Urcete limity:

(a) lim, ,on (e) lim, o n? (i) lim, e /1 (m)  lim, o0 (—1)"

(b)  lim, oo & (f) limp o 2 () limneo o= (n) lim,_o(—1)"n

(c¢) limy, o€ (g) lim, ,e™ (k) lim, oo Inn (0)  limy_yeo &8

(d)  limyeo(3)" (h)  lim, . 2" 1) limyeo o (p) lim, s cos (mn)/n

[2] (a) oo; (b) 05 (c) oo; (d) 0; (e) oo; (f) 05 (g) 0; (h) oo; (i) oo; (j) 0; (k) oo; (1) 0; (m) neexistuje;

(n) neexistuje; (o) 0; (p) neexistuje;

Véta (Aritmetika limit - VOAL). Ma-li jejich prava strana smysl, plati rovnosti:
(a)  limy,oo(an + by) = (limy, oo ay) + (limy, o0 by,)
(b)  limy, o0(ay - by) = (limy, o0 ay) - (limy, o0 by)
() limp_eo ‘g—z = ﬁ?ﬁ

Poucka. Tradi¢nim néstrojem pii feSeni limit s odmocninou je nasledujici vzorec:

A" —B" = (A—B)(A"'B® + A" 2B 4 ...+ A'B"? 4 A°B")




Vypoctéte limity:

2

. n . n3 n—
(a)  limyo Too00m71 () limnsoo 2iie,— (1) limy o0 (5075)"
(b) T (&) timsoe (VIFT= VIV (1) lim, o (st
h hmn - 142442023
(C) hm 2 ( ) — n—2023 (n) hmn_mo (n+1)50:9(n—1)50
"0 T (i) Ty, oo (B2t — ) :O 0
. 2n+1)50—(n—1)°
(d) hmn_>oo \/ﬁ —nNn (J) hmng)oo 12+22_|;...+n2 (O) hmnﬁoo —( n§02(2n31)53
. nd—_n3 . n7 —923n— . 5n+1)100—(5p—1)100
(e) hmn_mo m (k) llmn%m(%)g (p) hmnﬁoo ((5:)1)00—(5(n—1)1)00
(a) 00; (b) 15 (c) £; (d) —o0; (e) 3; (f) o0 (g) 53 (h) 05 (1) —3;5 (1) 55 (k) 1555 (V) qop5 (m) 1

[3]

1
(n) 100; (o) =1; (p) 2;

Véta (Omezena krat nulova). Necht {a,}22;, {b,}5°; jsou posloupnosti splijici:

(a) lim, o0 an = 0 (,,nulova®);
(b)

Pak plati: lim,,_,. a, - b, = 0.

{b,}22 ,je omezena

Véta (O jednom policajtovi). Necht {a,}>°,, {b,}52, jsou posloupnosti spliiujici:

(a)
(b)

Potom plati: lim,, .o, b, = 00.

lim,,_,o a,, = o0;

Od jistého indexu ng plati: b, > a,.

Véta (O dvou policajtech - 2P). Necht {a,}>2,, {b.}52, {c,}22, jsou posloupnosti spliwjici:

(a)
(b)

lim,, oo @, = lim,, oo ¢, = b € R;

Od jistého indexu ng plati: a,, < b, < ¢,.

Pak je posloupnost {b,,}>°, konvergentni a plati: lim,_, b, = b.

Urcete limity:

(a) limy, e 2 (h)
. 2'”
(b)  limy, oo 25 (0
(c) limn%w% .
| ()
(d)  limy oo 2
. nsin(n (k)
(e) lim, oo ‘Tnﬂ( )
(F)  limy, o 2200 (1)
(g) lim, o 22" (m)

3" +sinn4(—1)"
IYnt1

lim,, 00

B

sin(n)

lim,, 00 /N

limy, o0 logn

nf1

limy, 00 o

lim,, o0 \n/7

n/3n+2
2n+1

limy, o0



(n) lim, o Vn!
(o) lim, o /27 + 47
(p) limy, o0 (\/n +1-— \/ﬁ)

(a) limyeo (V2 +2n — 2 — V02 — n)

(s) lim Vn2+11—vn2+1
n—00 n2 +6— ‘3/77,2

sin n—cos n?

(t)  limy, e e

() limp e (VA3 +Tn+1—vn2+1)n

(v) lim In(In(n?)) In(3n)
(r) limpoee (V203 —n2 — V203 + 302 + n) n—oo In(Inn)) ln(nS)

[4] () 05 (b) 0; (¢) O (d) Os () O (£) neexistuje; (g) 05 (h) oo; (i) —o0; (3) 15 (k) 1; (1) 1; (m) 1;
(n) 003 (0) 4 (p) 0; (@) 55 (1) =232 (8) 33 (8) 05 (w) G5 (V) 5

Véta (Rustova skéala). Od jisté hodnoty n plati:

log(log(n)) < logn < nm < n < n'%% < 1,001" < 1000" < n! < n”

kde zapis a,, < b, znamena ,a, roste vyrazné pomaleji nez b,“, tedy:

*Lze snadno ukdzat, Ze Relace < je tranzitivni.

Poucka. Stejné jako pii praci s polynomy je vhodné vytykat nejrychleji rostouci vyraz.

Vypoctéte limity:
VAn—2Tlogn¥11-27"

. n+102log n+n? .

) 5 g2 . 1M 42n 4 3n4qn4 50
(b)  limy, 0o 3T (e) limyoo (5.0001)"

. 4n—2logn+11n2 : n2+n!
(¢) limp o vV o *(f)  limy, oo T oo

[5] (a) 0; (b) 0; (c) —v/11L; (d) 0; (e) 0; (f) oo

Véta (n-t4 odmocnina).
(a) Proc>0 lim, .o {/c=1.
(b)  lim, 5o /n = 1.
Véta (O konetné mocniné a odmocning). Pro k € N plati:
() Tty soe i — /T
(b)  lim, o0 (a,)* = (im0 an)*.

*Rozmyslete si, jaké jsou podminky na limitu posloupnosti a,, aby tato véta ddvala smysl.




@ Vypoctéte limity:

(a) lim, e VN3 + 3"+ 13" +1nn (d)  limy, e A Z;Jf?:;

(b)  limy, o, V2L () im0 /27" + 4 4 1
(€) Ny I () limsoe /27 +

[6] (a) 13; (b) 1; (c) 15 (d) 3; (e) 1; (f) 5;

Definice (Eulerovo ¢islo).
. NG
lim <1 + ﬁ> =e.

Poucka. Piiklady vedouci na e mohou byt mnohem zéludnéjsi, v takovém piipadé je vyhodné
pouzit Heineho vétu a limitu posloupnosti vyresit jako limitu funkce.

Vypoctéte limity:

0 e (1) e (3
(b)  limy e (1 _ %)” o) lim, (1 . %)n
() limy,e0 (nLH)"Jr2 *(f)  limy, oo (1 n %)n

[7] (a) Ve: (b) £; (c) %5 (d) €5 (e) €% (f) e



