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Predmluva

Tento text ma slouZit zejména posluchacim prednasky Matematicka analyza 1 pro ucitele na MFF UK
(predmét NMTM101), které velmi presné odpovidd, a to ve smyslu obsahu i rozsahu. Obsah je veskrze
zaméfen pouze na teoretickou stranku véci, praktické pocitani se zde v podstaté nefesi. Tento text tedy
neobsahuje latku probiranou na cviceni. Lze ovSem fici, Ze kdo zvladne ucivo tohoto textu, nebude mit
problém slozZit teoretickou Cast zkousky. Ale pozor: to neznamena, Ze Cteni t€chto poznamek nahradi pravi-
delnou ucast na prednaskach.

Chci maximdlné zdUraznit, Ze tento text vznika proto, aby se co nejvice zefektivnilo studium, nikoliv
aby se toto studium komplikovalo; nicméné pravé to se stane, pokud se student rozhodne prednasku ne-
navS$tévovat, protoZe ,,prece vSechny potfebné materidly ma k dispozici®. Takové tvahy jsou (zejména na
zacatku) cestou k rychlému — a nedspéSnému — ukonceni studia. K jejich odbourdni je dobré si uvédomit,
Ze texty vhodné ke studiu matematické analyzy jsou k dispozici ddvno a kdokoliv ma zdjem se touto ob-
lasti matematiky vice zaobirat, miiZe je zacit studovat. Matematickd analyza (jakoZ ostatné i vétSina dalSich
oborti) je tedy v principu pfistupnd komukoliv, kdo se o ni chce zajimat, a to bez ohledu na to, jestli jde,
nebo nejde, o studenta oboru, kde se tento predmét vyucuje. Ale prestoze pripady takovych samotaiskych
nadSenct existuji, jsou pomérné fidké: je to dano tim, Ze jde o latku pomérné€ obtiznou, a vétsina lidi tak pro
jeji zvladnuti v priméfeném Case potiebuje ucitele. Pro studenty vysokych Skol jsou témito uciteli zejména
prednasejici, coz plati o to vic, o co narocné;si predmét uvazujeme. A ja véim, Ze pokud Ctete tyto radky,
asi jste uz zaslechli, Ze matematickd analyza je svou ndro¢nosti vyhldsend. Dovolim si jesté sdilet zkuSe-
nost z dob vlastnich studii: kdykoliv jsem u néjakého predmétu z né¢jakého diivodu nechodil na prednasku,
potfeboval jsem na piipravu ke zkouSce vic nez dvojnasobné mnoZstvi Casu (u predmétu s rozsahem 4/2 to
pak znamenalo i pfes dva tydny intenzivniho studia) a i tak jsem latku neovlddal zdaleka tak dobfe, jako
kdybych se byl pravidelné tcastnil vyuky. Zavér je jasny: chod’te na pfednasku a tato ,,skripta pouZivejte
pouze jako doplnék.

K vlastnimu obsahu skript chci fici, Ze Kapitola 1 pokryva ucivo prvnich nékolika prednasek, kdy je
potfeba piedstavit zakladni koncepty, s nimiZ v matematice obecn&, a v analyze zejména, pracujeme. Cteni
této kapitoly bude bezpochyby pomérné nezdzivné a je otdzka, zda by nebylo lepsi tuto kapitolu zaradit
spiSe jako apendix. Obsah prvni kapitoly je kazdopadné€ nutné do znacné miry zvladnout, ovSem jde o véci,
které jsou na zkouSce pfitomny pouze implicitn€ a aZ na pfipadné vyjmenované vyjimky nebudou piimo
pfedmétem zkouskovych otdzek.

Vlastni latka kurzu matematické analyzy tedy vlastné zacind az Kapitolou 2, kde se zalind probirat
klicovy koncept matematické analyzy, a to koncept limity (zacneme limitou posloupnosti). V dalSich kapi-
tolach probereme postupné zdkladni pojmy nutné ke studiu redlnych funkci jedné redlné proménné, zejména
pak limita a spojitost funkce a derivace funkce. V Kapitole 5 se také struéné seznamime s teorii nekonec-
nych ¢iselnych fad.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Jazyk a logika

V této uvodni Casti struné predstavuji nékteré poznatky (pripadné souvisejici zajimavosti), které tvori z4-
klad pro orientaci v nasledujicich kapitolach 1 v matematice obecné.

e Matematika je postavena na logice a axiomatické teorii mnoZin.
e Formalné vzato vSechny objekty, se kterymi pracujeme, jsou mnoziny (vcetné ¢isel, funkcf atd.).

e Vysokd mira formalizace byla pfijata kvili vznikajicim paradoxiim (viz niZe Richardiv paradox a
Russelv paradox).

e Vsechna matematickd tvrzeni (vyroky) s nimiZ se setkdme, je v principu mozné rozepsat do formuli
jazyka teorie mnoZin, ktery si vystaci s ndsledujicimi symboly (nékteré uvedené symboly jsou ve
skuteCnosti stale redundantni):

— proménné a konstanty (a, b, x, y, x1, x2,«,0, 1, 7 atd.);

— relace = a €;

— logické spojky — (negace), A (konjunkce, "a"), v (disjunkce, "nebo"), = (implikace), < (ekvi-
valence);

— kvantifikdtory V (obecny) a 3 (existencni);

— pomocné symboly (rizné druhy zavorek).

e 7 vyse uvedenych symboll sestavujeme (podle ur¢itych pravidel) formule naseho formalniho jazyka.
(Tato pravidla jsou ovSem popsédna v metajazyce, v naSem pripadée tedy Cesky.)

e Vyrok je potom takovd formule, kterd ma néjakou pravdivostni hodnotu (tj. ma smysl fici, Ze je ono
tvrzeni pravdivé nebo nepravdivé). Pokud vyrok plati, fekneme, Ze jeho pravdivostni hodnota je 1;
v opacném pripadé 0.

e Nas matematicky jazyk (jazyk teorie mnoZin) obohacujeme o nové pojmy prostiednictvim definic;
ty predstavuji zkratky za sloZitéjs$i formule. Naptiklad 1ze definovat spojitost funkce na R nasledujici
RVe>035 >0Vy e R: |[x —y| <6 = |f(x)— f(y)| < e. Od zavedeni této definice miizeme
hovofit pouze o spojité funkci a nepotfebujeme vzdy vypsat celou tuto formuli.
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e Dokazované matematické véty a tvrzeni jsou vyroky a nasSim cilem je ukdzat, Ze jejich pravdivostni
hodnota je 1. Vychazime pfi tom z axiomu teorie mnoZin, coZ je sada vyroku, které pfijmeme za
platné bez diikazu. V idedlnim piipadé bychom chtéli mit axiomatickou teorii bez vnitinich rozport
(4. konzistentn{) a soucasné dostateCné bohatou. Tyto dva poZadavky jdou v jistém smyslu proti sobé,
jak ukdzal brnénsky roddk Kurt Godel (1906-1978) ve svych (z filosofického pohledu pfelomovych)
Vétach o nedplnosti (1931): Je-li totiZ teorie dostate¢né bohatd, pak z principu neni schopna sama
o sobé dokazat, Ze je konzistentni (to ale neznamend, Ze konzistentni byt nemuze).

e Mezi formalnim matematickym jazykem a metajazykem (CeStinou) je vhodné umét rozliSovat, jinak
se vystavujeme riziku vzniku paradoxt. Pfikladem je jednoduchd variace na Richardliv paradox (téz
zvand Berryho paradox, nebo i Paradox sta slov): BudiZ n nejmenst prirozené Cislo, které nejde jed-
noznacné urcit méné neZ 100 slovy spisovné Cestiny. Zda se byt ziejmé, Ze Cisel, kterd jde urCit méné
nez 100 slovy Ceského jazyka (ktery méd kone¢né mnoho slov), je konecné mnoho. Proto si je v prin-
cipu miizeme vSechna napsat do kone¢ného seznamu a definovat n jako nejmensi pfirozené Cislo,
které se na tomto seznamu nenachdzi. Vzhledem k tomu, Ze jsme toto ¢islo n vySe popsali méné nez
100 slovy, mélo by vSak na seznamu byt — a mdme na svété paradox. Cestou ven je rozliSovat mezi
metajazykem a formdlnim jazykem.

e Vyrokova funkce je néjaka formule V' (x), ze které po dosazeni konkrétniho x vznikne vyrok. (MiZe
byt vice proménnych; je pak ov§em pro obdrZeni vyroku nutno dosadit za vSechny.) Pfiklad: x € Q,
kde x je proménnd a Q je mnoZina raciondlnich &isel, neni vyrok. Dosadime-li x = +/2, dostaneme
vyrok (nepravdivy, jak podle legendy dokdzal Hippasos): v/2 € Q.

e Vyznam kvantifikatort:

— Vx: V(x) je vyrok, ktery je pravdivy, pokud V(x) plati po dosazeni libovolného x (presnéji,
libovolné mnoZiny x) — v opacném piipad¢ je nepravdivy.

— dx: V(x) je vyrok, ktery je pravdivy, pokud V' (x) plati po dosazeni alespofi jednoho x.

e Obvykle piseme Vn € N nebo Ja € (0, 1) apod., coz je také zkratka. Tieba vyrok Vx € Q: x € R
se dd rozepsat takto: Vx: x € Q = x € R.

e Zde je tabulka pravdivostnich hodnot rtiznych vyroki slozenych z vyroki A a B.

A B|AANB AvB A=B —-B AA—-B A& B
1 1 1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0
0 O 0 0 1 1 0 1

Z této tabulky je moZné odvodit nékteré tautologie (vyroky platné pro libovolnou kombinaci pravdi-
vostnich hodnot A a B (v jednom piipadé tézZ C — prislusnd tabulka by tedy méla 8 fadkd misto 4) —
tj. pokud bychom pro tyto vyroky pridali sloupecky do tabulky vySe, byly by v nich samé jednicky a
74dnd nula); napt.:

- (A = B) & (—B = —A); (implikace je ekvivalentni svoji obméné);

- (A = B) & —(A A —B); (dikazy sporem);

- (A= B)A(B = C) = (A = C); (implikace je tranzitivni);

- (A= B)A (B = A) & (A & B); (ekvivalence znamend implikace v obou smérech);


https://en.wikipedia.org/wiki/Kurt_Godel
https://en.wikipedia.org/wiki/Hippasus

KAPITOLA 1. UVOD 3

e Negace aplikovana na vyrok s kvantifikatorem funguje podle nasledujicich dvou pravidel (budiz V(x)
néjakd vyrokova funkce):

—(Vx: V(x)) & Ix: =V(x);
—(3x: V(x)) & Vx: =V(x).

e Opakovanou aplikaci vySe uvedenych pravidel 1ze negovat vyroky obsahujici dva a vice kvantifika-
torti. Napriklad (rozmyslete si, co vyrok fika a je-li pravdivy):

—“(VxeRVyeRIzeR:ix =y +7) <
dxeR—-(VyeR3IzeR:ix =y +2) <=
dxeRIyeR—-(AzeR:x =y +2) <
dxeR3IyeRVzeR: =(x =y +72)

V praxi pochopitelné provedeme vSechny tfi kroky nardz, tj. zménime vSechny kvantifikatory na
opacné a znegujeme zavérecny vyrok.

e Na rozdil od logickych spojek jako konjunkce (A) nebo disjunkce (), implikaci pfi béZném vyjadio-
véni &asto chdpeme trochu jinak: s pfidanym obecnym kvantifikdtorem (V). Reknu-li napiiklad vyrok
,kdykoliv x je raciondlni, potom x je redlné*, striktn€ vzato tim nemdm na mysli vyrokovou funkci
x € Q = x € R (zde x je proménna této vyrokové funkce), nybrz vyrok Vx: x € Q = x ¢ R
(nebo kratéeji Vx € Q: x € R). Onen obecny kvantifikator se obvykle pfi formulaci implikaci
nezdiiraziuje, rozumi se sim sebou.

1.2 Zaklady o mnozinach a zobrazenich

1.2.1 Operace s mnoZinami

Co je to vlastné mnoZina? Axiomatickd teorie mnoZin na tuto otazku odpovida nepiimo vyctem vlastnosti
mnozin (axiomy). My si vysta¢ime s ndsledujici nepfesnou ,naivni definici* od Georga Cantora (1845-
1918), zakladatele teorie mnoZin: MnoZina je souhrn objektii, které jsou presné urcené a riizné (a tvori
soucdst svéta nasich predstav a myslenek); tyto objekty nazyvdame prvky mnoZiny. MnoZina je svymi prvky
jednoznacné urcena (tj. mnoZziny jsou stejné pravé tehdy, kdyZ maji stejné prvky) a je sama piipustnym
objektem, a tedy potencidlné prvkem jiné mnoZiny, nebo i sebe sama. Pravé toto posledni konstatovani
je zdkladem Russellova paradoxu (pojmenovaného podle jednoho z nejvétsich filosofi Bertranda Russella
(1872-1970)), nebot’ nésledujicim predpisem lze podle vysSe uvedené ,,naivni definice* zadat jistou mno-
Zinu A takto:
A={x:x ¢ x}.

Mnozina A je tedy mnoZinou obsahujici pravé kazdou takovou mnoZinu, ktera neobsahuje sebe samu jako
jeden ze svych prvkid (pamatujte, Ze mnoZiny jsou piipustné prvKky jinych mnozin). Otazka nyni je, zda plati
A € Anebo A ¢ A; jak se kazdy snadno presvéd¢i, obé varianty ihned vedou ke sporu, a jedna se tedy
o paradox (a to navic velice jednoduchy). Pokud se vam tato forma paradoxu zd4 Spatné stravitelnd, mozZna
pomiZze paradox holice, ktery holi pravé vSechny lidi, co se neholi sami. Holi se tento holi¢ sdm, nebo ne?

Zpisob, jak se takovym paradoxiim vyhnout, je peclivé zvolit vhodnou sadu axiomd, kterd na jednu
stranu neumozni konstrukci Zadného znamého paradoxu a na stranu druhou poskytne dostatecné bohatou
teorii. NejbéZznéji pouZivanou je axiomatika Zermelova-Fraenkelova (ZF), kterd je navic obvykle obohacena
o jeden dalsi (filosoficky diskutabilni av§ak béZné€ pouzivany) axiom, a sice axiom vybéru (tato teorie se
pak zna¢i ZFC misto ZF).


https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
https://en.wikipedia.org/wiki/Russell's_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell
https://en.wikipedia.org/wiki/Barber_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel_set_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Axiom_of_choice
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Nasleduje stru¢ny vycet zdkladnich vlastnosti a fakti o mnozindch a zobrazenich, které budeme po
zbytek kurzu z Matematické analyzy potiebovat.

e Jsou-li A a B jakékoliv mnoziny, symbol A C B je zkratka za vyrok Vx: x € A = x € B.V tom
pripad¢ fikdme, Ze A je podmnoZinou B arelace C se nazyva inkluze. Dale uz stru¢néji:

o sjednoceni AUB ={x:xe€ A vxeB};
o primik ANB ={x:x€ AAX € B};

e rozdil A\ B = {x: x € AAx ¢ B} (vSimnéte si, Ze na rozdil od pfedchozich dvou operaci neni
rozdil komutativni, tj. zalezi v ném na potadi A a B);

e doplnék (téZ komplement) je operace vztazend k néjaké pevné zvolené nadmnoZiné: je-li A C X,
znac¢ime nékdy A¢ = X \ A; napfiklad uvazujeme-li interval [0, 1] € R, pak [0, 1] = (—o0,0) U
(1, 00);

o kartézsky soucin mnozin Aa B je AxB = {(a,b): a € A Ab € B}, tj. mnozina vSech usporadanych
dvojic prvki z A a z B (v tomto poradi);

e prdzdnou mnoZinu zna¢ime symbolem @; prazdnd mnoZina neobsahuje Zadny prvek. ProtoZe mnoZina
je jednoznacné uréena svymi prvky, existuje jedind prazdnd mnoZina. VSimnéte si, Ze pro libovolnou
mnoZzinu A plati @ C A4;

e fekneme, Ze mnoZiny A a B jsou disjunkini, pokud A N B = @ (j. maji prazdny prunik, tj. nemaji
zadny spolecny prvek);

e jsou-li A1, A, ... mnoZiny, definujeme symboly

N oo
Jai=4u4u...udy a [JAi=4,U4U.. ={x:3ieN:xed}
i=1 i=1

e podobné definujeme

N 00
(NAi=4nAn...NAy a [JAi=ANAN.. ={x:VieN:xed}
i=1

i=1

Jako hezkd ilustrace na pouZiti nékterych zdkladnich mnoZinovych operaci ndm poslouzi takzvana De
Morganova pravidla:

Tvrzeni. Necht’ X je néjakd mnozina a A; € X proi € N néjaké jeji podmnoZiny. Pak plati vzorce
o0 o0 o0 o0
X\(a=Jx\4) a x\[J4a=[)X\4).
i=1 i=1 i=1 i=1

Vzorce rovné? plati, nahradime-li v nich oo konecnym cislem N. Specidlné (pro N = 2) tedy mdme
X\N(A1NA)=X\NA)UX\4) a X\(A1UA4)=(X\A4)N(X\A).

Diikaz. Diikaz tohoto tvrzeni probihd s pouzitim faktu, Ze pro libovolné dvé mnoziny C a D plati C = D
tehdy a jen tehdy, kdyZ Vx: x € C & x € D. Jinak fe€eno rovnost dvou mnoZin znamend piesné to,
Ze maji stejné prvky. Pro dikaz De Morganovych pravidel tedy staci zvolit si libovolné x a dokazat, zZe x
je prvkem mnoZiny na levé strané¢ dokazované identity pravé tehdy, kdyZ je x prvkem mnoZiny na pravé
stran¢ dokazované identity. Provést tento diikaz je snadné cviceni na préci s vyroky a definice mnoZinovych
operaci. ]
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1.2.2 Relace a zobrazeni

Pro néds zdsadnim pojmem je (bindrni) relace. Relaci mezi prvky mnoZin A a B rozumime libovolnou
podmnoZzinu kartézského soucinu A x B. Pro relace se definuje fada vlastnosti (reflexivita, tranzitivita,
symetrie, antisymetrie apod.); nds zajima specificky typ relaci, a sice zobrazeni.

Rekneme, Ze relace f C A x B je zobrazeni z A do B, jestlize Vx € A Vy;,y, € B: (x,y;) €
fA(x,y2) € f = y1 = y2.Je-li f zobrazeni, opoustime znaceni (x, y) € f ve prospéch prehlednéjsiho
a srozumitelnéjstho f(x) = y. Takovéto znaCeni neni mozné pro obecné relace R, nebot’ ona hodnota
,»R(x)“ by nemusela byt jednoznacné urcena. V pripadé zobrazeni vSak pro kazdé x € A existuje nejvyse
jedno y € B takové, Ze (x,y) € f (pfesné to nam fikd ona podminka v definici zobrazeni); pokud tedy
existuje, miZeme si toto jediné y dovolit oznacit symbolem f(x) (ktery je tim jednoznacné urceny).

Je-li f zobrazeniz A do B, definujeme:

o definicni obor f je mnoZzinalDy = {x € A: dy € B: f(x) = y};

e obor hodnot f je mnoZzina Hy = {y € B:3x € A: f(x) = y} = {f(x): x € Dy} (zde a
v nésledujicim bod¢ tedy uvadim dva ekvivalentni zapisy téZe mnoziny);

e pokud C C Dy, pak definujeme obraz mnoZiny C pri zobrazeni f jako
f(C) ={y e B:3x € C: f(x) = y} = {f(x): x € C}; zjevné tedy plati, Ze obraz celého
defini¢niho oboru je pfesné obor hodnot, tj. f(Df) = Hy;

e pro libovolnou mnozinu D (obvykle uvazujeme D C B, ale definice ddv4 smysl i bez toho) definu-
jeme vzor mnoZiny D pri zobrazeni f jako f~1(D) = {x € A: f(x) € D}; tj. symbolem f~!(D)
zna¢ime mnozinu vSech bodl (definicniho oboru f), které se zobrazenim f zobrazi na n€jaky bod
mnoziny D;'

e [ je prosté (injektivni), jestlize Vx1,x2 € A : x1 # x3 = f(x1) # f(x2);
e f je na mnoZinu B (surjektivni), jestlize Vy € B Ix € A: f(x) = y, 4. jestlize Hy = B.
e [ je bijekce, jestlize je prosté a zaroven na.

Jestlize f je zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B, které je definovdno v kazdém bodé A (tj. Dy = A),
zapisujeme tento fakt struéné symbolem f: A — B.V takovém piipad€ hovofime o zobrazeni mnoziny A
(tedy bez predlozky ,,z*) do B (na B, pokud f je na).

Mg¢jte na paméti: symbol f: A — B znamend, Ze f je definovano na celé mnoziné A. Zadame-li
napiiklad funkci f predpisem f(x) = 1/x, potom neplati f : R — R, nebot” tato funkce neni definovana
ve vSech bodech R (nulou nelze délit).

Poznamenejme téz, Ze (redlnou) funkci rozumime jakékoliv zobrazeni f, které je do R (Ci na R);
nezélezi tedy na definicnim oboru. Obvykle se v§ak zabyvdme redlnymi funkcemi jedné redlné proménné
(tedy funkcemi z R do R). Formalné vzato je i jakdkoliv posloupnost redlnych ¢isel {a, } 7>, rovnéZ funkci,
ato z N do R; v tomto ptipad€ vSak budeme hovofit o posloupnosti, nikoliv o funkci.

e Je-li f: A — B prosté zobrazeni, definujeme inverzni zobrazeni !z B do A predpisem f~1(y) =
x, jestlize f(x) = y. Obecnéji lze definovat i relaci inverzni k relaci R € A x B jako R™! =
{(y,x): (x,y) € R}. Potom R™! je podmnoZina B x A, kterd vznikne z R tak, Ze v§em prvkiim R

Pozor, symbol f~! pouZivame také k oznaceni inverzni funkce (vice o tom niZe). Lze fici, Ze tato kolize znaCeni je b&Zn4 a
obvykle nevede k nedorozuménim.
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(coz jsou usporddané dvojice) prohodime soufadnice. Vyse uvedena definice inverzniho zobrazeni je
potom specidlnim pfipadem inverzni relace, jak si miiZete sami snadno ovéfit piimo z definic.”

Jsou-li f a g zobrazeni, definujeme sloZené zobrazeni g o f predpisem (g o f)(x) = g(f(x))
pro kazdé x takové, Ze x € Df A f(x) € Dy. Casto se nachdzime v situaci, kdy f: A — B a
g: B — C (vSimnéte si role mnoZiny B); v takovém pripadé¢ mizZeme uvaZovat sloZzené zobrazeni
g o f bez starosti s defini¢nimi obory (pfipomeiite si, Ze symbol g: B — C mimo jiné znaci, Ze g je
definovano na celé mnoziné B).

Necht' f: A — B je zobrazenia C C A.Potom zobrazeni g: C — B definované jako g(x) = f(x)
pro kazdé x € C nazyvame restrikce zobrazeni f na mnoZinu C. Zobrazeni g znac¢ime symbolem
f|c. Regeno slovy, restrikce zobrazeni na n&jakou podmnoZinu defini¢niho oboru neni nic jiného
nez to samé zobrazeni ,,zdZené‘ na néjakou mensi mnoZinu (vlastné tedy pouze ,,uméle zmensime
defini¢ni obor naSeho zobrazeni*‘). Misto slova ,restrikce* se nékdy pouziva téz ,,zizeni*.

1.2.3 Mohutnost mnozin

Nasledujici pojmy ndm umoZniuji mnoZiny klasifikovat podle poctu prvki, tedy mohutnosti (t€Z kardinality).

Rekneme, Ze mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje bijekce f: A — B.V tom
piipadé piSeme |A| = |B|. Rozmysleme si, Ze (|A| = |B| A |B| = |C|) = |A| = |C|: Skutecné,
predpoklad uvedené implikace podle definice znamen4, Ze existuji bijekce f: A - Bag: B — C.
Pro dokonceni diikazu si tedy sta¢i rozmyslet, Ze g o f: A — C je rovnéz bijekce (a tedy mame
|A| = |C]). To uz je jednoduché cviceni na definici bijekce, které by kazdy mél zvladnout.

Rekneme, Ze mnoZina A md mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti mnoziny B, jestliZe existuje
prosté zobrazeni f: A — B.V tom piipadé pisSeme |A| < |B|.

Mnozina A se nazyva konecnd, jestlize je bud’to prazdnd, nebo existuje n € N takové, Ze A ma
stejnou mohutnost jako mnozina {1,2,...,n} (pak tedy A ma pravé n prvki a piSeme |A| = n).

MnozZina se nazyva nekonecnd, neni-li kone¢na.

MnoZina se nazyva spocetnd, pokud je bud’to kone¢nd, nebo ma mohutnost mnoZiny N (a je tedy
nekonecnd). Mizeme si predstavovat, Ze nekonecné spocetné mnoZziny jsou takové, jejichZ prvky se
daji napsat do seznamu cislovaného pfirozenymi Cisly (tento seznam je pak vlastné€ onou bijekci mezi
nasi mnoZzinou a N).

Nekonecnd mnoZina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetnd.

Jednim ze zakladnich poznatkil teorie mnozZin je ndsledujici véta, kterd plati zcela obecné, je ale zaji-
mavd piedevsim pro nekonecné mnoziny A4, B.

Véta (Cantorova-Bernsteinova). A" A a B jsou mnoZiny splitujici |A| < |B| a zdroveri |B| < |A|. Pak

Al =

|B].

2V piipadé, Ze f je prosté zobrazeni a f ! je zobrazeni k nému inverzni, pak pro n&jakou mnozinu D C Hy mé v tuto
chvili symbol f~!(D) dva definované vyznamy: za prvé ho miizeme interpretovat jako obraz D pfi zobrazeni f~! a za druhé
jako vzor D pfi zobrazeni f. Jak si ov§em snadno miiZete rozmyslet, obé interpretace jsou odli$né jen zdénlivé, ve skute¢nosti
vyjdou nastejno. Tato kolize znaceni tedy nicemu nevadi; z kontextu bude ostatné vzdy ziejmé, kterou interpretaci mame v daném
ptipad€ na mysli.
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Mohutnost kone¢nych mnoZzin (tedy pocet prvkl) funguje tak, jak jsme zvykli; odebereme-li z konecné
mnoziny jeden prvek, jeji mohutnost se snizi o 1. Nebo, mdme-li konecné mnoziny A a B takové, ze
|A| = m a |B| = n (tj., maji pofadé m a n prvkid), pak pro mohutnost jejich kartézského soucinu plati,
co bychom cekali: |A x B| = m - n. Podobné bychom mohli pokracovat i pro sjednoceni (disjunktnich)
mnoZin atd. Fungovani mohutnosti u mnoZin nekonecnych je vSak v rozporu s intuici nabytou z naSich
kaZzdodennich zkuSenosti.

Nésleduje vycet vlastnosti spocetnych mnoZin (spravné bychom méli tato tvrzeni dokézat).

e Libovolnd podmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd. Disledek tohoto tvrzeni je, Ze pokud A € N
neni konecnd, ma uz stejnou mohutnost jako N — napfiklad tedy sudych ¢isel ,,je stejné* jako vSech
pfirozenych Cisel.

e Necht' f: A — N je prosté zobrazeni; potom mnoZina A je spocetnd.
e Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnoZin je spocetnd mnoZina.

e Kartézsky soucin dvou spocetnych mnoZin je spocetny.

e Obraz spocetné mnoZiny pri libovolném zobrazeni je spocetnd mnoZina.

e KaZdd nekonecnd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou mnoZinu. Tento fakt 1ze chépat tak, Ze
spocetné mnoZziny jsou, co do poctu prvki, ,,nejmensimi nekone¢nymi mnoZinami*.

Priklad. Vsechny nasledujici mnoZiny jsou nekone¢né a spocetné: N, S = {n € N: 3k € N: n = 2k}
(tedy mnozZina vSech sudych ¢isel), Z, Q.

Plati tedy napfiiklad, Ze [N| = |S|, ackoliv N ma zjevné ,,vice* prvki (kromé vSech sudych Cisel
obsahuje jesté nekonecné mnoho lichych) — je snadné toto tvrzeni dokdzat; podle definice sta¢i jen najit
bijekci mezi mnozinami N a §. Takovou bijekci je tieba zobrazeni f: N — § definované pro kazdé
n € N predpisem f(n) = 2n (ovéite, Ze jde o bijekci). Podobné plati, ze |Z| = |N|.

Jesté prekvapivéjsi by mohlo byt tvrzeni, Ze |[N| = |Q]. Pro ilustraci zde tento fakt dokdZeme, a to
s pouzitim vySe uvedeného faktu, Ze kartézsky soucin spocetnych mnoZin je spocetny — tedy soucin Z x N je
spocetny. Déle si uvédomme, Ze kazdé raciondlni ¢islo kromé nuly jednoznacné urcuje zlomek v zakladnim
tvaru (tedy nesoud€lného Citatele a jmenovatele) g, kde p € Z a g € N. Kazdému raciondlnimu &islu tedy
odpovida néjakd usporadand dvojice (p, q), kde prvni Cislo je Citatelem prislusného zlomku v zdkladnim
tvaru a druhé ¢islo je jeho jmenovatelem; nule prifadime dvojici (0, 1). Dostavame tedy zobrazeni (oznacme
ho f) f: Q — Z x N, které je navic zjevn¢ prosté (pro riiznd raciondlni ¢isla dostaneme rizné zlomky, a
tedy rizné dvojice ,,(Citatel, jmenovatel) ). Podle definice tedy dostdvame, ze |Q| < |N|; protoZe opacna
nerovnost je snadno vidét (ovéite to!) z toho, ze N C Q, splnili jsme predpoklady Cantorovy-Bernsteinovy
véty (totiZ platnost obou nerovnosti) a dostavame tedy, Ze |N| = |Q]. A

Nasledujici fundamentélni fakt ukazuje, Ze existuji rizné nekone¢né mohutnosti; tj. ne vSechny neko-
ne¢né mnoziny maji stejnou mohutnost jako N.

Véta (Cantor). R je nespocetnd mnoZina.

Poznamka o Hypotéze kontinua: Ma-li néjakd mnoZina A stejnou mohutnost jako R, fikdme, Ze A md
mohutnost kontinua. Takzvana Hypotéza kontinua (anglicky Continuum Hypothesis) je nasledujici vyrok:

VA CR: [A] < [N| Vv [4] = |R]. (CH)

Z vyse uvedené Cantorovy véty vime, Ze mnoZina R neni spocetnd, a m4 tedy vét§si mohutnost nez N.
Hypotéza kontinua tvrdi, Ze kazda nekone¢nd mnoZina redlnych ¢isel je bud’to spocetnd, nebo m4 stejnou


https://en.wikipedia.org/wiki/Continuum_hypothesis
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mohutnost jako R, tedy mohutnost kontinua (tvrzeni (CH) tedy je, Ze neexistuje Zddnd dal$i mohutnost mezi
mohutnosti N a mohutnosti kontinua).

Hypotézu zformuloval Georg Cantor v 70. letech 19. stoleti a véril, Ze diive ¢1 pozdéji se ji podari
dokdazat. Tento zakladni otevieny problém v teorii mnoZin (tedy zdkladni matematické teorii) prirozené
zajimal dal$i matematiky, nikomu se vSak nedafilo (CH) dokdazat (ani vyvratit), a tak se Hypotéza kontinua
dostala na prvni misto slavného Hilbertova seznamu problému (David Hilbert (1862-1943)) z roku 1900,
ktery zdsadnim zptisobem ovlivnil sméfovani matematiky ve 20. stoleti.

V roce 1940 Kurt Godel dokézal, Zze negace (CH) je nedokazatelna (tj. neexistuje dilkkaz) z axiomu
ZFC (praveé s témito axiomy pracujeme my i vétSina ostatnich matematikii — viz vyse) — to vsak jesté
neznamenalo, Ze existuje n&jaky ditkaz pro (CH)! Uplného feSeni se problém dockal aZ v roce 1963, kdy
Paul Cohen (1934-2007) revolu¢ni metodou dokézal, Ze ani Hypotéza kontinua samotna neni dokazatelna
z axiomu ZFC; spojenim téchto dvou vysledkt tedy dostdvame, Ze (CH) je nezdvisld na axiomech ZFC.
To v podstaté¢ znamena, ze se dd k axiomim ZFC pridat jako dal$i axiom jak vyrok (CH), tak i jeho
negace, aniZ by se tim do nasi teorie dostal spor. Cohen za svij vysledek dostal v roce 1966 Fieldsovu
medaili, nejprestiznéjs$i ocenéni matematikli (za matematiku se neudéluje Nobelova cena, kterou v podstaté
nahrazuje tak zvand Abelova cena; Fieldsova medaile je specifickd tim, Ze se udé€luje pouze za vysledky
ziskané do 40. roku Zivota, a je vnimdna jako jesté prestizn&jif; ani jednu z cen neziskal zadny Cech).

1.3 Ciselné obory, zejména realna cisla

1.3.1 Co povazujeme za znamé

V nésledujicim budeme povaZovat za zndmé ndsledujici pojmy (majice ovSem na paméti, Ze i ty je ve
formaln{ teorii potfeba n¢jak definovat — viz tfeba ¢lanek na Wikipedii, jehoz délka dava znét, Ze ani koncept
prirozenych Cisel neni zdaleka trividlni):

s Y,

e N — pfirozend ¢isla (1,2, 3,...) s operacemi sCitani a ndsobent;

e 7 —celadisla(...,—2,—1,0,1,2,...) — mame navic odcitani;

7 M7z

e (Q —raciondlni ¢isla (g, kde p € Z a g € N) — mame navic déleni.
Povsimnéme si, Ze celd Cisla maji nasledujici vlastnost:
VkeZNleZ:k—-1eZ,

tedy rozdil libovolnych dvou celych &isel je opét celé &islo. Rikdme, Ze celd &isla jsou uzaviend na operaci
odcitdnt; to zjevné neplati pro N. Podobné si 1ze povSimnout, Ze ¢isla raciondlni jsou uzaviend na operaci
déleni (musime vyloucit pfipad déleni nulou), coZ je vlastnost, kterd ndm chybi u ¢&isel celych; racionalni
Cisla tedy spliuji vSechny niZe uvedené axiomy usporddaného télesa.

Raciondlni ¢isla jsou také husté rozlozend, coz lze prelozit tak, Ze mezi kazdymi dvéma raciondlnimi
¢isly najdeme jiné raciondlni ¢islo (skutecné, jsou-li p a g raciondlni ¢isla a p < ¢, pak jejich aritmeticky
primér r = pTJrq je raciondlni ¢islo splilujici p < r < ¢) — opakovanym pouZitim tohoto argumentu do-
staneme, Ze mezi kazdymi dvéma rtiznymi raciondlnimi ¢isly existuje dokonce nekone¢né mnoho rtiznych
raciondlnich Cisel.

Miizeme se tedy ptat, pro¢ ndm raciondlni ¢isla nestaci. Vzdyt v redlném Zivoté jina ¢isla neZ raciondlni
stejné nedovedeme piesné vycislit. Bohuzel, pro provozovani matematické analyzy nam ,,pfiblizné hodnoty
nestaCi®, potfebujeme zkratka mit , kontinuum ¢isel* a to ndm ¢isla raciondlni neposkytuji: ackoliv jsou
totiz husté rozloZend, jasné vidime, Ze ,redlnou osu‘ nevypliuji celou — napfiklad neexistuje racionalni


https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert's_problems
https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Cohen
https://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
https://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
https://en.wikipedia.org/wiki/Abel_Prize
https://en.wikipedia.org/wiki/Natural_number
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feSenf rovnice x2 — 2 = 0, nebot’ obé& feSeni této rovnice, tedy V2 a—+/2, jsou Cisla iraciondlni. Pokud
bychom tedy pracovali pouze s raciondlnimi &isly, potom by funkce f(x) = x? — 2 neméla v Zddném bodé
nulovou hodnotu, ackoliv ,,je spojitd*’ a nabyva zépornych i kladnych hodnot.

Mluvime zde o tom, Ze kromé &isel raciondlnich, kterym snadno rozumime jakozZto pomértim celo¢iselnych veliéin, existuji

vvvvvv

Vv

veli¢in jsou délky dhlop¥icky a strany &tverce, které jsou v poméru +/2 : 1, jak ihned plyne z Pythagorovy véty.

Potiebujeme tedy nejenom hustotu, nybrz taky ,,nepreruSovanost* (kontinuitu — kontinuum), tedy vlast-
nost, kterd odliSuje redlna ¢isla od raciondlnich a je zachycena ve VEt€ o supremu niZe.

1.3.2 Definice realnych cisel

Poznamka o Dedekindovych rezech: Existuji rizné zptsoby, jak zavést redlnd Cisla. Asi nejelegantnéji
to l1ze provést pomoci tak zvanych Dedekindovych fezit (viz Wikipedia); tuto metodu nebudeme podrobnéji
studovat, pro zajimavost jen v tomto odstavci struéné popiSeme jeji podstatu (metoda je podrobné vylo-
zena napriiklad v ucebnici Diferencidlni pocet I od V. Jarnika): je zaloZena na jednoduchém pozorovéni, Ze
libovolné ¢islo @ € R jedineénym zpisobem déli (,.feze!*) mnoZinu QQ vSech raciondlnich Cisel na pod-
mnoziny A = {g € Q: g < a}taB = {q € Q: g > «}. Dvojici (4, B) nazyvame fezem a definujeme
jim pravé redlné Cislo o — ur€it Cislo o tedy znamend dét ty dvé mnoziny. (Pochopitelné vSak pfi budovani
této teorie smime vychdzet jen z toho, co je ndm jiz zndmé, tedy vyhradné z Cisel raciondlnich — v definici
obecného fezu nesmi vystupovat Zadné obecné redlné &islo. Slo by ale definovat &islo +/2 jako fez (C, D),
kde D ={g € Q:q>0Aqg?>>2}aC = Q) D.)Pii tomto pojeti jsou tedy redlnd &isla definovéana
jako fezy a je nutno na nich zavést algebraické operace (scitani atd.) a linedrni uspofadéni (tj. definovat, co
to znamena, Ze (A, B) < (C, D), kde (A, B) a (C, D) jsou fezy) a dokdzat, Ze vznikla struktura splituje
vSechny pozadované vlastnosti, véetné Véty o supremu.

Definice pomoci desetinnych rozvoji: Vice intuitivni piistup, kterého se budeme drZet i my, zavadi
redlnd Cisla ndsledovné pomoci desetinnych rozvojii. Neptijemnou vlastnosti této definice je, Ze si musime
nejprve zvolit soustavu, vzhledem které budeme rozvoje uvazovat — v nasem piipadé soustavu desitkovou
(tedy se zdkladem 10) a hovotfime tedy o destinnych rozvojich. Kdybychom se vSak vyvinuli s Sesti prsty
na kazdé ruce, dost moznd bychom dnes pracovali v (podle mnohych vyhodnéjsi) dvanactkové soustavé.
Na tomto misté chci vsem doporucit toto video z projektu TED-Ed. (Na téZe strance lze najit pétiminu-
tova videa obsahujici nejriznéjsi zajimavosti. Podle mé by se kazdy clovék se zdjmem o svét mél dozvédet
o projektu TED. Viz téZ zde, kde se muizZete divat na (seri6znéjsi) kratké prednasky o nejriznéjsich vécech;
staci si jen vybrat téma, které vas zajima, a zacit sledovat — skoro vZdy to bude zajimavé a k zamysleni.)

Definice. Redlnd ¢isla definujeme jako nekonecné desetinné rozvoje, tedy symboly tvaru
o = ap,a1a24as3 ..., kdeag € Z aplatia; € {0,1,...,9} proi > 1, (1.1)
pricemz vyluc¢ujeme vSechny rozvoje koncici periodou 9.

Cisla, jejichZ desetinné rozvoje obvykle vnimédme jako kone&né, napf. % = 0,25, budeme ztotoZnovat
s prislusnym rozvojem koncicim nekonecnou posloupnosti nul, tj. 0,25000. . . a podobné. Naopak Eulerovo
¢islo (zaklad prirozenych logaritmil) e = 2,718281828 ... md rozvoj nekonecny (a, a¢ se to pii pohledu

3Zde pisi uvozovky kvili tomu, Ze pojem spojitosti funkce jsme jeité neprobrali, takZe v tento moment mi nezbyva, neZ se
oprit o ¢tendrovu intuici a predstavivost. Jak uvidime déle, tvrzeni nicméné plati i bez uvozovek a jeho pfesny vyznam je ve
velmi dobrém souladu s nasi intuitivni pfedstavou. Mimo jiné plati tzv. Bolzanova véta 3.13, kterd piimo iik4, Ze zde uvedena
funkce f skute¢né musi nabyvat v néjakém bod¢€ (ve znéni véty je oznacen x¢) nulové hodnoty.


https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_continuum
https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_cut
https://ed.ted.com/lessons/a-brief-history-of-numerical-systems-alessandra-king
https://www.ted.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
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na prvnich nékolik cifer nezdd, neperiodicky, nebot’ jde o Cislo iraciondlni — viz niZe). Intuitivni vyznam
tohoto zdpisu Ize na té€chto prikladech znazornit takto:

025=2-100'4+5.-1002 a 2,718...=2-10°4+7-107' +1-102+8-103 +....
Pro dplnost pfipomenime, Ze

1 \k
107% = (=) =0,00,.0 1.
10 —_—
k — 1 nul

To nam taky dava ndvod, jak jakékoliv redlné Cislo dané desetinnym rozvojem libovolné presné aproximovat
Cislem raciondlnim — tieba Cislo o z rovnice (1.1) je s chybou nejvyse 107" rovno ag,a; ...a, (a toto
posledni &islo s koneénym rozvojem aZ po cifru a,, interpretujeme jako soudet ag +a; - 107! +a, - 1072 +
st a, - 1077).

Na mnoziné redlnych ¢isel zavedenych pomoci rozvoji 1ze definovat operace sc¢itdni a ndsobent a relaci
linedrniho usporddadni (<), které funguji v souladu s nasi intuici (my tyto kroky vynechdme, nejsou vSak
obtizné); vyslednou strukturu, kterd spliiuje vSechny nasledujici vlastnosti (nékdy chdpané jako axiomy —
my je vSak miizeme dokézat z nas{ definice a jsou to tedy pro nds matematické véty) nazyvame redind cisla.
Nisleduje vycet vlastnosti, které spolecné s platnosti Véty o supremu charakterizuji redlnd Cisla (tim se chce
fict, Ze v jistém smyslu existuje jedind struktura vSechny tyto vlastnosti spliiujici, a tou jsou pravé redlna
Cisla — soucasné to ale taky znamend, Ze vSechny ostatni vlastnosti redlnych Cisel se daji odvodit z téchto
vlastnosti zdkladnich). Tyto vlastnosti se déli do dvou skupin:

1.3.3 Realna cisla jako usporadané téleso
L. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah:
e Scitani 1 ndsobeni jsou asociativni, tj.
Vx.y.zeR:(x+y)+z =x+0+2) A x(yz)=xyz.
e Scitani 1 ndsobeni jsou komutativni, tj.

Vx,yeR:x+y=y4+x A Xxy=yx.

Operace nasobenti je distributivni vici sCitani, tj.

Vx,y,zeR:x(y +2) = xy + xz.

Existence neutrdlniho prvku vzhledem ke sCitani i k ndsobenti, tj.

eRVxeR:x+0=x A 3JleRVxeR:x-1=x A 1#0.

Existence inverzniho prvku vzhledem ke scitani i k ndsobent, tj.

VxeR3IAzeR:x+z =0 A VxeR\{0}IzeR:xz=1.

Pozndmka: inverzni prvek k x € R vzhledem ke s¢itani (resp. k ndsobeni) je urcen jednoznacné a
zna¢ime jej —x (resp. x ! nebo také %).

Tato prvni skupina axiomd tvoif takzvané axiomy komutativniho télesa (t6% pole). Rekneme-li tedy, Ze
R s operacemi scitani, ndsobeni, od¢itani a déleni tvoii komutativni té€leso, madme tim na mysli pravé tyto
vyse uvedené axiomy. VSimnéte si, Ze napiiklad Z s t€mito operacemi téleso tvofit nemize, nebot’ déleni
(respektive existence inverzniho prvku pro ndsobeni) neni v Z zarucena. Vidime tedy, Ze nékteré struktury
(jako (R, +,-,—,71,0, 1)) komutativni t€lesa jsou, jiné ne. (Poznamenejme jesté, Ze slovo ,,téleso* je zde
pouZito ve zcela jiném vyznamu, neZ jsme zvykli z geometrie.)
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I1. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni:

e Relace < je linedrni usporddani, tj.

Vx,y,zeR:(x <y ANy<z)=x<Z (tranzitivita)
Vx,yeR: (x <y Aysx)=x=y (slaba antisymetrie)
Vx,yeR: (x<y VvV y<Xx) (linearita)

e Usporddani se zachovava s¢itanim, t;.
Vx,y,zeR:x<y=x+z<y+z.

e Usporddani se zachovava nasobenim kladnymi Cisly, tj.

Vx,yeR: (x =0 A y=20=0<x-y.

Je snadné ovérit, Ze raciondlni Cisla splituji vSechny vlastnosti uvedené v odstavcich 1. a II. To, co
odliSuje redlnd Cisla od Cisel raciondlnich (a co ndm umoZziuje na redlnych Cislech délat analyzu), je Véta
supremu, kterd fikd néco o shora omezenych mnoZinédch a supremu — nyni si tedy tyto pojmy definujeme.

1.3.4 Véta o supremu a jeji dasledky

Definice. Rekneme, 7e mnoZina M C R je shora omezend, pokud existuje K € R takové, Ze pro kazdé
x € M je x < K. Takové Cislo K nazyvame horni zdvora mnoziny M. Analogicky definujeme pojmy
zdola omezené mnoZiny a dolni zdvory. Rekneme, Ze mnozina je omezend, pokud je omezend shora i zdola.

Definice. Necht’ M C R je n&jakd mnozina. Cislo s € R splitujici

e s je horni zdvora M a

e Ve>0dx € M: x > s — ¢ (tedy Zddné ¢islo menSi neZ s neni horni zdvorou)
nazyvame supremum mnoziny M .

Mai-1li mnozina M supremum, je toto supremum urceno jednoznacné (ovéite z definice, Ze tomu tak
skutecné je!) a znaCime jej sup M. Pokud navic plati, Ze sup M € M, pak sup M nazyvame t€Z maximem
(nejvétsim prvkem) mnoziny M a znacime jej max M (pak tedy mdme max M = sup M. Analogickym
zptisobem definujeme také infimum mnoZziny M : je to ¢islo r € R spliujici

e 1 je dolni zdvora M a
e Ve >0dx € M: x <r + ¢ (tedy Zadné Cislo vétsi neZ r neni dolni zdvorou).

Opét plati, Ze infimum je ur¢eno jednoznacné€. Infimum mnoziny M zna¢ime symbolem inf M a pokud
inf M € M, hovorime t€Z 1 minimu mnoziny M a zna¢ime ho min M = inf M.

Véta. KaZdd neprdzdnd shora omezend podmnoZina R md supremum.
(A také: KaZdd neprdzdnd zdola omezend podmnoZina R md infimum.)
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Priklad. VSimnéme si, Ze ne kazda shora omezend podmnozina R md maximum — tfeba interval (0, 1)
nejvetsi prvek nemd. To je snadno vidét, nebot’ at’ si vezmeme jakékoliv ¢islo x € (0, 1), mizeme v (0, 1)
najit ¢islo vétsi (napiiklad lel). Snadno se ale z definice suprema ovéfi, ze sup(0, 1) = 1: skutecné, 1 je
samoziejmé horni zdvorou (0, 1) a pravé jsme ukazali, Ze je horni zavorou nejmensi (jakékoliv mensi Cislo
ma totiZ nad sebou jiné prvky (0, 1), a tedy nemiZe byt samo horni zdvorou). Interval [0, 1) ma minimum
(a tedy i infimum), ale nem4 maximum (m4 ale asponi supremum). A

Diikaz Veéty o supremu. Méjme danu neprazdnou shora omezenou mnoZinu M < R; pro jednoduchost se omezime pouze na
pfipad, kdy M N[0, co0) # @ (tedy piipad, kdy M obsahuje néjaké nezdporné Cislo - a tedy i sup M musi vyjit nezdporné). Diikaz
pro opacny piipad (tj. pro pfipad, kdy M C (—o0, 0)) by probihal velmi podobné.
Supremum M budeme postupné upfesiiovat cifru po ciffe jeho desetinného rozvoje. Podivejme se tedy nejprve na Cast pred
desetinnou ¢arkou — poloZme
so=max{a € Z: M N[a,a + 1) # 0}. (1.2)

Nejprve je potfeba si uvédomit, Ze definice 59 vibec didvd smysl. V§imnéme si, Ze ona mnoZina, z niZ bereme maximum, je
neprazdnd — to plyne z naSeho predpokladu, ze M je neprazdnd, a musi tedy protinat alespoii jeden z intervalt tvaru [a,a + 1),
kde a € Z, nebot’ tyto intervaly dohromady pokryvaji celou redlnou pfimku. Ddle je v§ak mnoZina v rovnici (1.2) shora omezend,
coZ je jasné z toho, Ze stejnou vlastnost ma podle pfedpokladu véty i M. ProtoZe se tedy jednd o neprdzdnou shora omezenou
mnozinu celych ¢isel, existuje jeji maximum — a to jsme si oznacili s¢. (Velmi neformdlné feceno, pokryli jsme si redlnou pfimku
intervaly o délce 1 zacinajicimi v celych Cislech; protoze M je neprazdnd, nékteré z téchto intervalid protinaji M a s¢ je zacatek
toho z nich, ktery je nejvice vpravo.)

Jelikoz jsme predpokladali, ze M N [0, 00) # @, jest so = 0. Nyni definujeme prvni cifru desetinného rozvoje hledaného
¢isla za desetinnou ¢drkou:

a a+1
- 0,1,2,...,9:Mﬂ[ y (ZJ}.
S1 max{ae{ } so + 10 so + 10 )75

MnoZina, z niZ zde bereme maximum, je zjevné konecnd a je taky neprdzdnd, protoZe podle definice s¢ vime, Ze M protinad
interval [so, o + 1) a intervaly tvaru [so + {5, So + %) ho jen rozdé@li na deset stejné velkych ¢asti (a cely ho pokryvaji) — asponl
jeden z té€chto desetinovych intervalt tedy urcité protne M. Tim padem je Cislo s dobie definované.

Podobné postupujeme ddle, aZ sestavime nekonecnou posloupnost cifer {s; }72; spliiujici proi = 1,

1
§; = max {a €{0,1,2,...,9}: M N [(so,slsz LuSim1) + li()i , (50,5152 ...85i—1) + %) #* 0}, (1.3)

. s ., . . .. S i—1 —i
kde zdpisem (59,5152 . . . s;—1) rozumime ¢islo s timto desetinnym rozvojem (chcete-li, jde pfesné o ¢islo Zi':o s; - 10™"). Nefor-

malné feceno vyznam této rovnice tieba pro i = 2 je, Ze hledané ¢islo (Cislo s z rovnice (1.4)) urCujeme s presnosti na #, tj. na
setiny, atd.
Dostali jsme tedy néjaké Cislo
S = 50,5152...=0 (1.4)

2 x2

(pokud tento rozvoj kon&i periodou 9, kterou nepfipoustime, uvazujeme zkratka to redlné &islo s kone¢nym rozvojem, které roz-
voji (1.4) odpovidd) a naSim cilem je dokdzat, Ze s = sup M, tj. chceme ovéfit obé podminky z definice suprema. Pfedpoklddejme
pro spor, Ze s neni horni zavora M ; pak existuje Cislot € M, t > s,

t = to,l11>r....

ProtoZze t > s = 0, miZeme si vzit nejmensi i € N U {0} takové, Ze t; > s;; tim padem vSechny predchozi cifry s a ¢ jsou
stejné, tj. pro vSechna j € {0,1,...,i — 1} plati ; = s; (pro tato j totiZ nemuliZe byt ¢; > s;, protoZe i -td je prvni cifra, kde toto
nastane, a nemiZe tedy ani byt #; < s;, nebot’ to by znamenalo, Ze ¢ < 5). To je ale spor s i-tym krokem nas{ konstrukce (méli
jsme zvolit ¢; misto s;).

Vime uz, Ze s je horni zavora; nyni ovéfime druhou podminku z definice suprema. Zvolme tedy libovolné ¢ > 0 a oznacme
r = s —e&. ProtoZe r < s, mizeme si (podobné jako vyse), vzit nejmensi i € N U {0} takové, Ze r; < s;. Pokud i = 0, pouzijeme
rovnici (1.2) kterd ndm ik, Ze existuje néjaké t € M N [sp,s0 + 1), atoto t € M je evidentné vétsi neZ r, protoZe mame
r <so <t.Pokudi > 0, pouzijeme podobnym zpisobem rovnici (1.3) s vyuzitim faktu, Ze ro,rq ...7i—1 = 89,51 ...5;—1 (ktery
odvodime uUplné stejné, jako o odstavec vySe pro s a t): zvolime libovolny prvek

s; + 1

a dostaneme, Ze t > r. Dokézali jsme tedy, Ze Zddné mensi Cislo neZ s neni horni zdvorou M, ¢imzZ jsme ovéfili i druhou
podminku z definice suprema, a dikaz je tim hotov. [

5
reMn [(So,Slsz S Sic1) + 1—&., (50,5182 ...8i—1) +
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Véta (Archiméduiv ,,axiom* a jeho disledky). O redlnych a prirozenych ¢islech plati ndsledujici vyroky:
(A) VxeR3In e N: x <n;
(i) Ve>03In e N: L <¢;

(iii) pro kazdé x € R existuje celé Cislo | x | takové, Ze | x| < x < | x| + 1, toto &islo | x | nazyvdme dolni
celou Casti x;

(iv) Vx,y e RIgeQ: x<y=x<g<y.

Diikaz. (A): DokdZeme sporem; predpokladejme tedy negaci dokazovaného vyroku, tj. necht’
dIxeRVneN:x=n.

Releno slovy, predpoklddejme existenci n&jakého redlného &isla x, které je vétsi neZ viechna pfirozend &isla (tj. x je horni
zavora N). To ovSem znamend, Ze mnoZina N je shora omezend podmnoZina R, a podle Véty o supremu tedy musi existovat
s = supN € R. ProtoZe supremum je podle definice nejmensi horni zdvora, ¢islo s — 1 uz neni horni zdvora N, a tedy musi
existovat n¢jaké ptirozené ¢islo N € N vétSinezs — 1,tj. N > s — 1. Pak ale N + 1 > s, neboli N + 1 je pfirozené Cislo vétsi
nez supremum s mnoZiny N, coZ je samoziejmé spor s definici suprema (pfesnéji: s tim, Ze supremum je horn{ zdvora).

(i1): VSimnéme si, Ze, pro libovolnd ¢isla ¢ > 0 (redlné) an € N jest

1 1

—-<& < n>-.

n e
Problém nalézt co nejmensi zlomek tvaru 1/n se tedy miZe prevést na problém najit co nejvetsi prirozené Cislo, coZ ale umime
diky (A). Skute¢né, budiz dano libovolné (libovolné malé) redlné islo ¢ > 0. Pak 1/¢ € R, a podle (A) tedy existuje n € N vétsi
nez 1/¢. Podle vyse uvedené ekvivalence tedy plati 1/n < e. Tim je dikaz hotov, protoZe £ > 0 bylo libovolné, a je tedy jasné,
Ze vhodné n opravdu jsme schopni najit pro libovolné ¢ > 0.

(iii): M&jme déno libovolné redlné ¢islo x. Abychom se v dikazu odkazovali pouze na zndmé vlastnosti pfirozenych Cisel (a
definici zapornych celych ¢isel jako pfirozenych Cisel ,,opatienych opaénym znaménkem*), rozlisime nékolik piipadu. Pfedné,
pokud x € Z, pak |x]| = x spliiuje dokazované nerovnosti (skute¢né plati [x| < x < [x]| a [x] je celé ¢islo), a neni co
dokazovat. Predpokladejme tedy, Ze x € R \ Z a podivejme se nejprve na pfipad x > 0. Pokud x € (0, 1), pak staci vzit |[x]| = 0
a jsme opét hotovi, takze uvazujme piipad x > 1. Potom je mnoZina A = {n € N: n < x} vSech pfirozenych ¢isel mensich nez
x uréité neprazdnd (obsahuje totiz 1) a shora omezend (Cislem x). Podle Véty o supremu tedy existuje s = sup A. Protoze s — 1
(z definice suprema) neni horni zdvora A, musi existovatn € A, n > s — 1, atedy n € (s — 1,s]. V tomto intervalu vsak jde
evidentné o jediné prirozené Cislo (to plyne ze zdkladnich vlastnosti prirozenych Cisel, které povazujeme za zndmé). Odtud je ale
jasné, Zen = max A = supA = s, atedy s € A je maximum (tj. supremum, které je prvkem mnoziny). Tim pddem s + 1 ¢ A,
tj. (podle definice A) x < s + 1. Celkem: s < x < s + 1, takze stali polozit | x| = s € N a dostdvame pozadované nerovnosti

[x] <x <|x]+ 1

Pokud x < 0 (a x ¢ Z), pak —x > 0, a existuje tedy |—x| € Z takové, ze |—x| < —x < |—x] + 1. Navic, protoze x ¢ Z,
miZeme psit ob€ nerovnosti ostré, tj. |[—x| < —x < |—x] + 1. Odtud

—|=x]-1<x<—|—x],
a staci tedy polozit | x| = —|—x] — 1 a poZadované nerovnosti jsou splnény (a |x| = —|—x| — 1 € Z). Tim jsme probrali
vSechny moZné ptipady a dikaz bodu (iii) je tim dokoncen.

(@iv): Necht’ x < y jsou libovolnd redln4 Cisla; chceme najit g € QQ takové, Ze x < g < y. Podle bodu (ii) existuje prirozené
¢islon € N takové, ze

—<y—ux, neboli xn+1<yn.
n
Podle (iii) existuje celd ¢ast | xn ]| soudinu xn, kterd spliiuje nerovnosti
|lxn| <xn<|xn|+1, odkudplyne xn < |xn|+1<xn+1<yn.

Takto jsme nasli celé ¢islo [xn ]| + 1, které spliiuje xn < |xn| 4+ 1 < yn. Polozime-li ¢ = annﬁ € Q, dostaneme x < g < y,
a jsme hotovi. [



KAPITOLA 1. UVOD 14

Tvrzeni. Necht’ M C R je shora omezend a necht’ H = {h € R: h je horni zdavora M}. Pak H =
[sup M, 00). MnoZina H vsech hornich zdavor M md tedy minimum a jim je sup M.

Poznamka. Toto tvrzeni nds opraviluje supremum nazyvat nejmensi horni zdvorou. Podobné plati, Ze infi-
mum je nejveétsi dolni zdvora.

Tvrzeni. Necht’” A C R. Pak plati:
(i) ¢islo h € R je horni zdvora A < —h je dolni zdvora —A;
(ii) A je shora omezend < —A je zdola omezend;
(iii) inf(—A) = —sup A;
(iv) A je omezend < existuje K > 0 takové, Ze A C [—K, K].

Ditikaz tohoto tvrzeni je jednoduché cviceni na pouZité pojmy horni a dolni zdvory, suprema, infima a
riznych variant omezenosti. Poznamenejme pouze, Ze tvrzeni (iv) hovoii o omezenosti, tedy omezenosti
shora a zdola zdroven.

Poznamka. Pripomerime si jesté nékolik pojmi a fakti souvisejicich s redlnymi ¢isly.

e Absoluni hodnota &isla x € R je definovana jako |x| = { *  JeStize x =0,
—x, Jestlize x < 0.
Pripomenime, Ze absolutni hodnota spliuje |a + b| < |a| + |b| (trojithelnikovd nerovnost), |ab| =
la| - |b| a rovnéz |—a| = |a| pro vSechna a,b € R. Vyraz tvaru |a — b| mlizZeme geometricky
interpretovat jakoZzto vzdalenost bodti @ a b na redlné piimce (to dava dobry smysl i diky tomu, Ze
takto definovana ,,vzdalenost* nemtze byt zaporna a také nezalezi na poradi, tj. |a — b| = |b — al).

e Podle Véty o Archimédové axiomu (bod (iii)) pro libovolné redlné ¢islo x = x¢,x1X5 ... existuje
prave jedno celé Cislo | x| takové, Ze | x| < x < |x] + 1; celé Cislo | x | nazyvame dolni celd Cdst x.
Je dobré si uvédomit, Ze plati

X0, jestlize x € [0, 00) U Z,
xo — 1, jestlize x € (—00,0) \ Z.
Jde tedy o nejvétsi celé Cislo | x | takové, ze | x| < x.

e Horni celd ¢dst [x] se definuje obdobné a jde o jediné celé Cislo spliujici [x] — 1 < x < [x], .
(jinak feceno) o nejmensi celé Cislo spliujici [x] > x.

e Celkem tedy pro libovolné x € R mame |x| < x < [x], pfiCemZ dolni i horni celd ¢ast jsou celd
Cisla a rozdil mezi nimi neni vétsi nez 1.

Tvrzeni. Necht’ x = 0 an € N. Pak existuje ¢islo y € R takové, Ze
y't=x, (1.5)

které znacime ?/x a nazyvdme n-td odmocnina Cisla x; pro n = 2 piSeme pouze /X a pro lichd &isla n
definujeme n-tou odmocninu i ze zdpornych &isel x jako ¥/x = — /—x.

Existenci odmocniny (tedy existenci feSeni rovnice (1.5)) bychom méli dokazat (dtikaz ale vynechame),
a to nutné s pomoci Véty o supremu, kterd, jak vime, odliSuje redlnd ¢isla od Cisel raciondlnich, ve kterych
odmocnina existovat nemusi (2 € Q ale v/2 ¢ Q).
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Ndznak ditkazu. Pokud x = 0, staci vzit y = 0, takze predpoklddejme x > 0 a definujme mnoZinu
A = {r € R: r"* < x}. Je snadné ovérit, Ze tato mnozina je shora omezend, takZe ma (podle piislusné
véty) konecné supremum; oznacme y = sup A € R. Nyni je potieba dokéazat, Ze y" = x. Presny dikaz
vynechdm a zde pouze naznacim, Ze je moZno postupovat sporem, a to tak, Ze jak predpoklad y" > x, tak i
prepoklad y" < x pfivedu ke sporu.

Tvrzeni lze také dokdzat jako dusledek Bolzanovy véty (Véta 3.13) a skutecnosti, Ze inverzni funkce
k x™ je spojita (podle Véty 3.17). [

1.3.5 Rozsirena definice suprema a infima

Vsimnéme si, Ze dileZitd Véta o supremu ma ve svych predpokladech kromé neprazdnosti také predpoklad
omezenosti shora: kazdé takovd mnoZina md supremum. Supremem se v této situaci mysli néjaké konkrétni
redlné Cislo, které je nejmensi horni zavorou nasi mnoZiny.

V matematické praxi je ale potfeba pracovat také s mnoZinami neomezenymi. Je jasné, Ze mnoZina,
kterd neni shora omezend, nemd supremum ve vySe uvedeném smyslu, protoZe supremum je horni zdvora a
shora neomezend mnoZina (z definice) horni zdvoru nema. Abychom vSak nemuseli jednou provzdy peclivé
rozliSovat mezi dvéma pfipady, totiZ omezenymi a neomezenymi mnoZinami, hodi se definovat ,,nekonecné
supremum a infimum*.

Definice. Pokud M C R je mnoZina, kterd neni shora omezend, definujeme jeji supremum jako

sup M = oo. (1.6)
Podobné, pokud M neni zdola omezend, definujeme jeji infimum jako

inf M = —o0. (1.7)

Symboly oo (pro nés totéZ co +00) a —oo zatim ponechdame bez interpretace, i kdyZ pro né mame jména
(plus) nekonecno a minus nekonecno. Rovnice (1.6) (resp. (1.7)) jsou tedy pro nds pouze jiné zpusoby jak
vyjadrit, Ze mnoZina M je shora (resp. zdola) neomezena.

Kromé téchto pojmi dile definujeme

supf) = —oco a inf@ = oo.

Vsimnéte si, Ze tato definice davd smysl: jakékoliv Cislo je totiZ horni zdvorou prazdné mnoZiny @. Intuitivné
tedy dava smysl definovat nejmensi horni zavoru (tj. supremum) jako —oo. Podobnd dvaha vysvétluje, proc¢
nejvetsi dolni zavora @ je oo.

S vyse uvedenou definici miiZzeme nyni vyslovit Vétu o supremu v nejjednodussi verzi:

Véta (O supremu). Kazdd podmnoZina R md supremum i infimum.



Kapitola 2

Nekonecna ciselna posloupnost

2.1 Zakladni definice a véty

Definice. Posloupnosti redlnych ¢isel rozumime jakoukoliv funkci f : N — R. Funk¢ni hodnoty f ob-
vykle zapisujeme a, misto f(n) a hovofime o n-tém ¢lenu posloupnosti misto o hodnoté v bodé¢ n. Celou
posloupnost pak oznacujeme symbolem {a,}°> , (pfipadné jen {a,}) misto f.

Chceme-li zdiraznit, Ze posloupnost {a,};>, md Cleny v R (resp. v néjaké mnoZin€ A C R), piSeme
nékdy ponékud nepfesné {a,}5>, € R (resp. {a,}o>, C A).

Definice. Posloupnost {a,}> , se nazyva
e shora omezend, pokud 3K € R Vn € N: a, < K;
e zdola omezend, pokud 3K € R Vn € N: a, = K;

e omezend, pokud je zaroven shora i zdola omezen4;

neklesajici (resp. rostouci), pokud Vn € N: a,41 = a, (resp. ay+1 > a);
e nerostouci (resp. klesajici), pokud Vn € N: a,4+1 < a, (resp. dn+1 < an);

Dale také fikdme, Ze posloupnost je monotonni, pokud je bud’'to neklesajici nebo nerostouci a fikame, Ze
je ryze monotonni, pokud je bud’to rostouci nebo klesajici. (Kazda ryze monoténni posloupnost je tedy
monoténni, ale ne naopak.) Posloupnost je konstantni, pokud jsou vSechny jeji ¢leny stejné (ekvivalentné:
pokud je soucasné nerostouci a neklesajici).

Poznamka. Existuji rizné zplsoby, jak zadat néjakou posloupnost {a,}5> ;.

e Nejjednodussi a pro nds nejcastéjsi zpusob zadani je pifimym predpisem pro n-ty Clen; tedy vlastné
vzoreCkem v némz figuruje jedind proménna n. Napiiklad a, = n?.

e Posloupnost 1ze zadat také rekurentné. To znamend, Ze mame zadén zptisob, jakym kazdy ¢len spoci-
tat z (nékterych) ¢lentli predchozich. Pak je ovSem potfeba nékde zacit, a proto soucasti zadani musi
byt jeden nebo vice prvnich Clend, ze kterych je pak uz mozné zacit pocitat ¢leny nasledujici.

Priklad. Aritmetickd posloupnost je jakakoliv posloupnost {a,} pro kterou existuje n¢jaka konstantad € R
(zvand diference) takova, ze pro vSechna n € N plati a,+1 = a, + d (tedy kazdy Clen je o d véEtsi nez
jeho bezprostiedni predchiidce). Toto je vlastné rekurentni zplisob zadani takové posloupnosti, zndme-li jeji
prvni ¢len a;. (Pak mame a, = a1 +d, a3 = a, +d = a; +2d, a4 = az +d = a, 4+ 3d atd. Z toho

16
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je taky vidét, Ze zadani této posloupnosti predpisem pro n-ty ¢len vypada takto: a, = a; + (n — 1)d.)
Vsimnéte si, Ze aritmeticka posloupnost je vZdy monoténni (a je ryze monoténni, kdykoliv d # 0).

Podobné Ize definovat i geometrickou posloupnost: Musi existovat néjaké g € R (zvané kvocient) ta-
kové, 7e a,+, = q - a,. PHimy vzorec pro n-ty ¢len pak je a, = a; - ¢"~'. Geometrickd posloupnost je
monoténni, kdykoliv g = 0 nebo a; = 0 (v tomto druhém piipadé je ov§em nulova). Pokud ¢ < 0 aa; # 0,
posloupnost monoténni neni.

Piikladem rekurentniho zadani posloupnosti, pfi kterém nasledujici ¢len vypocitivame z vice nez jed-
noho ¢lenu predchdzejiciho, je tieba Fibonacciho posloupnost {F,}52, (jeji ¢leny se Casto znaci F,, misto
obvyklejsiho a,, b, apod.):

=1 F=1 a F,=F_+F_ pron=2.

Tento zndmy piiklad méd jednoduché rekurentni zaddni a je snadné s jeho pomoci vygenerovat prvnich
nékolik ¢lenti této posloupnosti — jednoduse vZdy secteme dvé posledné napsand ¢isla a napiSeme vysledek:
1,1,2,3,5,8,13,21,.... Pokud by mé vSak zajimala hodnota miliontého ¢lenu této posloupnosti F; 900000,
musel bych nejprve vypocitat prvnich 999999 ¢lenti a teprve pak bych mohl obdrzet kyZeny vysledek
jakozto soucet Fi 900000 = F999998 + Fo999999. Jisté by bylo efektivnéjsi znat primy predpis pro n-ty Clen a
rovnou do néj dosadit n = 1 000 000. Takovy vzorec existuje a vypada ndsledovné:

= (- 05)

Platnost tohoto vzorce neni tézké dokdzat matematickou indukci (miZete si to zkusit jako cviceni), je ale

vvvvvv

bokou teorii. V§imnéte si pro zajimavost, Ze i pres hojny vyskyt iracionalniho &isla +/5 tento vzorec dé po
dosazeni libovolného n € N vzdy celé Cislo. A

Tvrzeni 2.1. Pro libovolnou posloupnost {a, >, jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
(i) {an}y>, je omezend;
(ii) AK e R Vn € N: |a,| < K;

(iii) 3K e RVn € N: |a,| < K;

(iv) MnoZina {a,: n € N} je omezend (vSimnéte si, Ze uvedend mnoZina je oborem hodnot posloupnosti

Diikaz. Staci ukdzat implikace (i)=(ii)=(iii)) = (iv)=(1). O
Nésleduje pro tuto kapitolu klicova definice:

Definice. Necht' {a,}°2, je néjakd posloupnost. Rekneme, Ze &islo A € R je viastni limita posloupnosti
{a, 35>, apiSeme A = lim,_, a,, jestliZe plati:

Ve>03dmoe NVneN:n=>ny= la, — A| <e.

Posloupnost, pro kterou existuje limita, se nazyva konvergentni; v opacném piipadé hovotime o divergentni
posloupnosti.


https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number
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Poznamka. Predstava pojici se s tvrzenim lim, o, a, = A je, Ze kdyZ proménna n ,,probihd* postupné
vSechny hodnoty 1, 2, 3, ..., potom se Cisla a, ,,blizi k Cislu A*, které se nazve limitou té posloupnosti.
Nebo té7: ,,Cleny posloupnosti se s rostoucim n neomezené blizi &islu A.* Predstava v nasi hlavé tedy miize
byt ,,pohybliva“ v tom smyslu, Ze do grafu postupné zakreslujeme dalsi a dalsi ¢leny nasi posloupnosti a
tyto Cleny se bliZi k oné hladiné A. Genialita definice limity spo¢ivd v tom, Ze intuitivni pfedstavu tohoto
,pohyblivého procesu* (jak n ubihd do nekonecna, tak se a, blizi k A) zachycuje ,staticky*. Definice
vlastné fika: Dostanu-li (jakkoliv malou vzdalenost) ¢ > 0, dovedu udat (dostate¢né velké) ny € N od
néjZ pocinaje se posloupnost navzdy drZi blize neZ € u ¢isla A. Dostanu-li pak jeSt€ mnohem mensi kladné
¢ mohu zase najit (moZnd jeSté mnohem vétsi) n, takové, Ze od néj dal se posloupnost od A nevzdali ani
o toto mensf €.

Priklad 2.2. Dokazeme z definice, Ze lim, }l = (. Necht’ je tedy dano libovolné ¢ > 0. Podle
Archimédova axiomu (A) existuje néjaké prirozené Cislo ny > %; pro néj plati, Ze % < ¢e. Necht’ je nyni
dano libovolné pfirozené Cislo n = ny. Dostaneme

1 1 1
’——O‘ =-<—<eg,
n n no
¢imzZ jsme ovérili podminku pozadovanou v definici limity pro a, = % a A = 0, a dikaz je tedy hotov.
Podivejme se jesté na jednu posloupnost: a, = (—1)". Je patrné, Ze pro sudd n jest a, = 1 a pro lichd
n jest a, = —1. Zapsana Clen po Clenu vypada posloupnost {a,} takto: —1,1,—1,1,—1, 1, .. .. Intuice ndm
napovidd, Ze tato posloupnost nema limitu, nebot’ se zjevné k Zddnému ¢islu neblizi. DokaZte toto tvrzeni,
tedy negaci vyroku 34 € R: lim,_,.(—1)" = A. Zapsany vyrok si nejprve rozepiste podle definice, pak
ho negujte a vyslednou negaci dokaZzte. A

Véta 2.3. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu viastni limitu.

Diikaz. Predpoklddejme pro spor, Ze existuje posloupnost {a, |-~ se dvéma rliznymi limitami a a b (tedy
a, — a azaroven a, — b). Polozme ¢ = |a;b‘; to je jisté kladné Cislo, protoze a # b. Podle definice toho,

Zea, — a aa, — b tedy existuji ¢islan; € N an, € N takova, Ze

VYn=ny:|a, —al <e azaroven Vn = n,: |a, —b| < e.
PoloZme nyni n = max{n, n,}; z trojuhelnikové nerovnosti a vyrokii uvedenych vyse dostivame, Ze
la—bl=la—an—(b—an)| <la—an| +|b—by| <e+e=2e=la—Db|
coZ je spor (dostali jsme totiZ |a — b| < |a — b|) a dliikaz je tedy hotov. [
Véta 2.4. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Méjme néjakou konvergentni posloupnost {a,}°>, a ozna¢me a jeji limitu, tj. lim, o a, = a.
Definice tohoto faktu nam tikd, Ze zvolime-li ¢ = 1, existuje ny € N takové, ze kdykoliv n = ng, potom
la, —al <& =1.Pron = ny tedy dostaneme (pouzitim trojihelnikové nerovnosti):

lay| = |lan —a+a| < |la, —a| + |a| <e+|a] =1+ |al. 2.1)

Polozme K = max{l + |a|, |ai1], |az]....,|an,—1]} a necht je ddno libovolné n € N. Pokud n = n,, pak
podle (2.1) mame, Ze |a,| < |a| + 1 < K. Pokud n < ny, plyne nerovnost |a,| < K piimo z definice Cisla
K. Rozlisenim téchto dvou pripadl jsme tedy dostali, Ze pro vSechnan € N je |a,| < K, tedy posloupnost
{a,}o2 | je omezend. Il
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Priklad. Posledni véta iik4, Ze plati vyrok

V{an}oo: existuje limita {a,},-; = {a,},—; je omezena.
Tedy plati jedna implikace. Opacnd implikace ale obecné neplati — ¢imZ mame na mysli, Ze existuje aspon
jedna posloupnost (,,protiptiklad ‘), pro niz obracend implikace selze. Tedy

Han},—, : existuje limita {a, },—; & {an}ne j& OMezena,

COZ znamena
Han}ney: {an}n,e, je omezend A {an},-, nema limitu.

Dokazat tento existencni vyrok je snadné. Staci prosté udat aspon jeden konkrétni priklad takové posloup-
nosti. K tomu ndm postaci tfeba posloupnost a, = (—1)"; ta je zjevné omezend a vyse jsme uz konstatovali,
Ze nemad limitu (zatim byl tento fakt formulovan pouze jako cviceni na definici, brzy vSak budeme mit k dis-
pozici vétu, ze které neexistence limity této posloupnosti plyne trividlné — a predvedeme si to). A

Vo6

Lemma 2.5 (,,Na prvnich nékolika ¢lenech nezdlezi.“). Necht’' {a,}3>, a {b,}or jsou posloupnosti takové,
Zedny € N Vn = ny: a, = b,. Potom lim, .o a, = lim,_,o by, md-li jedna strana smysl.

Poznamka. Podminka ,,ma-li jedna strana smysl* znamend, Ze pokud jedna z obou limit existuje, existuje
i ta druhd a nastdva rovnost. Pokud jedna z obou limit neexistuje, neexistuje ani ta druhd (jinak by ta prvni
musela existovat).

Neformélné feCeno ndm Lemma 2.5 tika, Ze limita posloupnosti nezavisi na prvnich kone¢né mnoha
Clenech, nebot’ pokud jsou dvé posloupnosti od jistého indexu shodné, maji bud’to stejnou limitu, nebo ani
jedna z nich limitu nem4.

Diikaz Lemma 2.5. Predpokladejme, Ze existuje a = lim,_, o a,; nasim cilem je dokazat, Ze za danych
predpokladii existuje i limita lim,_, b, a je rovna a. Necht' je tedy dano libovolné ¢ > 0; hledime nyn{
prislusné ny. Z definice rovnosti lim,_, ., a, = a plyne existence néjakého n, € N takového, Ze pro
vSechna n = n, jest |a, — a| < e. PoloZzme no = max{ny, n,}. Pak pro kazdé n > ny dostaneme

b, —al = la, —al < e,
kde prvni rovnost plati, protoze n = n; (atedy b, = a,) a ona nerovnost plyne z toho, Ze n = n,. ]

Umluva (O zobecnénych posloupnostech). Protoze limita posloupnosti nezdvisi na kone¢né mnoha ¢lenech
(jak jsme ukdzali v Lemmatu 2.5 a osvétlili v pozndmce, kterd po ném nésleduje), diva dobry smysl hovofit
i o limité ,,posloupnosti* kterd ma kone¢ny pocet nedefinovanych ¢lent, tedy o zobrazeni f : N\ K — R,
kde K je néjakd kone¢nd mnoZzina ptirozenych Cisel. Takové zobrazeni se nékdy formalné nazyva zobecnénd
posloupnost, my vSak nebudeme mezi posloupnosti a zobecnénou posloupnosti rozliSovat.

Podle této umluvy se tedy napiiklad stava pripustnou posloupnost

1

n—2"

jejiz druhy ¢len neni definovan (v tomto piipadé€ jde o zobrazeni N \ K — R, kde K = {2}). AZ dosud by
spravna odpovéd’ na otdzku, jakd je hodnota lim, . a, byla, Ze uvaZované zobrazeni neni posloupnost, a
tedy symbol lim,,_, o, @, neni definovan. Odted’ je spravnd odpovéd’

lim = 0.
n—oon —2
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Lemma 2.6 (O nulovych posloupnostech). Necht’ {a,};>, je néjakd posloupnost, a € R. Pak jsou ndsle-
dujici vyroky ekvivalentni:
(i) lim, oo a, = a;
(ii) lim,_oo(a, —a) = 0;
(iii) lim, o la, —al| = 0.

Diikaz. Dukaz provedeme strucné, a to tak, Ze vSechny tii vyroky rozepiSeme a jejich ekvivalence se tim
stane zfejmou.

(1) & Ve>03dnyge NVn=ng:la, —al <e
(i) & Ve>03ange NVn=ng: [(a, —a) —0| < e
(ili) & Ve >03dng e N Vn = ny: ||la, —al —0] <e.

JelikoZ vSechny tfi vyroky zacinaji stejnou skupinou kvantifikdtord a zavére¢né nerovnosti jsou evidentné
ekvivalentni, jsou celé vyroky ekvivalentni, coZ jsme méli dokdzat. ]

Cviceni 2.7. Necht {a,}>2, je néjaka posloupnost. Pak plati implikace
lim a, =a = lim |a,| = |a|.
n—oo n—0o0

Opacna implikace vSak obecné neplati!

Reseni. Jedna z ekvivalentnich formulaci trojuhelnikové nerovnosti ndm da

0 < [lan| —lal| < |an — al. (2.2)
Predpokladejme tedy, Zze lim,— . a, = a; chceme dokdzat, Ze lim, o |a,| = |a|. Budiz tedy dano
libovolné ¢ > 0. ProtoZe lim,_ |a, — a] = 0 (podle Lemmatu 2.6), existuje ny € N takové, Ze
Yn = ng: |la, —a| — 0| = |a, —a| < e. Podle (2.2) tedy plati Vn = ng: ||la,| — |a|| < |a, —al < ¢, a

tedy skute¢né |a,| — |a|.

Opacnd implikace skutecné obecné neplati; jako protipfiklad staci vzit posloupnost se Cleny a, =
(—=D". (Pak |a,| = 1 pro vSechna n, a tedy lim,_, |a,| = 1, limita lim,_. a, vSak neni definovana,
jak jsme si rozmysleli vyse.) ]

Lemma 2.8 (,,Nulovd - omezend = nulovad.“). Necht' {a,};>, a {bn}}>, jsou posloupnosti a necht
lim, o0 @y = 0a {b,},2, je omezend. Potom lim,_,«(a, - b,) = 0.

Diikaz. Necht' je dano libovolné ¢ > 0. Posloupnost {b,}72, je omezend, takZe existuje K € R takové, Ze
pro viechnan € N jest |b,| < K. ProtoZe lim,, o @, = 0, miZeme (dosazenim kladného Cisla & misto &
do definice této rovnosti) najit no € N takové, Ze pro vSechna n = ny jest |a, —0| = |a,| < £. Tim padem
dostaneme, Ze pro vSechna n = ng jest

&
|an'bn_0|: |anbn| zlanllbn| <E'K =g,

¢imz je dikaz dokoncCen. [

Poznamka. V neformdlnich ndzvech Lemmat 2.6 a 2.8 se vyskytuje pojem ,,nulovd posloupnost®. Je snad
jasné, Ze tim nemyslime konstantni nulovou posloupnost (tj. posloupnost samych nul), nybrz jakoukoliv
posloupnost, kterd ma limitu 0.
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Lemma 2.9 (O dvou policajtech). Necht’ {a,}7>, {bn}ney a {Cn}ney jsou posloupnosti spliiujici ndsledu-
Jjici podminky:

(a) lim, o a, = lim, oo b, =a € R;

(b) An; e N Vn =>ny:a, <c, < b,
Pak je posloupnost {c,}5> | konvergentni a jest lim, o ¢, = a.

Diikaz. Chceme dokézat, Ze lim, . ¢, = a; necht’ je tedy ddno libovolné ¢ > 0. Pfedpoklad (a) ndm
garantuje existenci ¢isel n,, n3 € N takovych, Ze plati:

Yn=ny:|la,—al<e AN Yn=nj3:|b,—al<e.
Polozme no = max{ny, n,,ns}. Pak pro libovolné n = n, plati
a—¢e¢<a,<c, <b,<a-+ts,

kde porstfedni dvé nerovnosti plynou z predpokladu (b) a toho, Ze n = ny; tedy |c, — a| < ¢ a dikaz je
hotov. [

Véta 2.10 (O aritmetice konecnych limit). Necht’ existuji viastni limity lim, oo a, a lim,_, b,. Pak plati
identity:

(i) lim (a, + b,) = lim a, + lim b,;
n—o0o0 n—o00 n—o00

(ii) lim (a, - b,) = ( lim an) ( lim b,,);
n—00 n—o00 n—>00

a lim, o a
(iii) pokud navic lim, o b, # 0, pak plati lim — = ——>2> %
n—oo b,  lim,_ . by,

Diikaz. (i): Necht je dano libovolné ¢ > 0. Oznaéme a = lim, ., a, a b = lim,_, o, b,; z definice téchto
rovnosti dostaneme 71, n, € N takova, Ze

€ €
Vn=ny: |an—a|<§ a Vn=n,: |bn—b|<§.

Polozme ny = max{ni, n,}. Pak pro kazdé n = ny dostaneme

I(an+bn)—(a+b)|s|an—a|+|b,,—b|<§+§:g_

(i1): Tento bod nebudeme dokazovat pifimo z definice, nybrz pouzijeme diive dokdzana tvrzeni. Nasim
cilem je dokazat, ze lim,_,o anb, = ab. Jednoduchymi tpravami a aplikaci trojihelnikové nerovnosti
dostaneme nasledujici odhad:

lanbn — ab| = |lanby — anb + ayb — ab| = |ay(by — b) + b(an — a)| < |an| - by — b| + |b| - |lan — al.
Nyni prozkoumédme pravou stranu tohoto odhadu.

e Posloupnost {a,}5 , je konvergentni, a tedy je omezend podle Véty 2.4. Tedy je omezend i posloup-
nost absolutnich hodnot {|a,|}52,.

e Protoze b, — b, jest podle Lemmatu 2.6 |b,, — b| — 0.
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e Tim piddem Lemma 2.8 implikuje |a,| - |b, — b| — O.

e Stejnym zplsobem (s vyuZitim samoziejmého faktu, Ze konstantni posloupnost |b| je omezend) do-
staneme, Ze |b| - |a, —a| — 0.

e Mime tedy, Ze oba sCitance na pravé stran€ maji limitu 0. Podle pravé dokazaného bodu (i) Véty 2.10
tedy dostdvame, Ze i limita tohoto souctu je rovna nule takto:

lim (@ - [bn —b[ + |b] - |an —al) = lim |ay|-[by —b] + lim |b]-|ay —a| =0+0=0.

Miéme tedy
0 < |anby —ab| < |an| - |bn — b| + |b] - |lan —al — 0.

Nulu na levé strané téchto nerovnosti miZeme chédpat jako konstantni nulovou posloupnost (ta ma limitu
0). Mame tedy posloupnost s Cleny |a,b, — ab| sevienou mezi dvéma posloupnostmi s limitou rovnou
0, a podle Lemmatu 2.9 o dvou policajtech tedy dostavame, zZe lim,— oo |anb, — ab| = 0, coz je podle
Lemmatu 2.6 ekvivalentni dokazovanému vztahu lim,,, o, a,b, = ab. Tim je dikaz hotov.

(iii): Necht’ b # 0. Nejprve si v§imnéme, Ze nam staci dokazat rovnost

1 1
lim — = —. 2.3
S touto znalosti totiZ poZadovanou rovnost odvodime s pouZitim jizZ dokdzaného bodu (ii) takto:

(i) [ o . INen 1 a
:(hman)-(nli)nolog):a.gzg,

. ay ) 1

lim — = lim a, - —
n—oo b, n—00 b, n—00
K dokonceni diikazu tedy dokaZme rovnici (2.3). Nejprve si vzpomeneme na Cviceni 2.7, z néjZ plyne, Ze
|bn| — |b| (jelikoZ predpokladame b, — b). PoloZime-li tedy ¢ = 'g—‘ > 0, miiZeme najit ny € N takové,

lel _ 1ol

Ze Yn = ng: ||by| — |b|| < &, z ¢ehoZ ihned dostaneme, Ze Vn = nyg: |by| > |b| — e = |b] = 5 >

Odtud konecné dostdvame (pfechodem k pfevracenym hodnotdm v nerovnosti):

I
LA

Vn = ng:

To znamen4, Ze posloupnost |bl—| je pocinaje ny-tym ¢lenem omezend (a navic dobfe definovand — nedélime
n

totiZ nulou, nybrz nécim vétSim nez V;—I). Posloupnost cisel |bl_n| je tedy omezena celd'; je ale mozné, Ze
nékteré Cleny s indexy v kone¢né mnoziné {1,...,n9 — 1} nejsou definovany (to se stane tehdy, kdyz
pro n&jaké n v této mnozin& plati b, = 0). Musime si tedy vzpomenout na nasi Umluvu o zobecnénych
posloupnostech a konstatovat, Ze téchto kone¢n€ mnoho ¢leni si miizeme dovolit ignorovat.

Nyni konecné jsme vybaveni k zdvérecnému argumentu dikazu. Jest

11 (b=by 1 1

1 5 . |by—b| — 0.

by b‘ ‘bn-b b b] 20—
——— nulova

omezena

Konvergence k 0 plyne z Lemmatu 2.8; omezenost onoho soucinu je jasnd, nebot’ omezenou (jak jsme si
rozmysleli vySe) posloupnost # ndsobime konstantou ﬁ. Z Lemmatu 2.6 tedy dostdvame (2.3). ]

'A to &islem K = max {\Z_I ﬁ e, ﬁ} — viz téz dikaz Véty 2.4 pro analogicky argument.
no—
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2.2 RozSirena realna cisla R* a nevlastni limita

VSechna redlnd ¢isla, jakkoliv obrovskd, maji kone¢nou velikost. Pfi préci s limitami posloupnosti (a pozdéji
i funkci) se ukazuje praktickym zavést jeste dalsi dvé ,,Cisla®, a to —oo (,,minus nekonecno*) a +oo (,,plus
nekonecno‘‘; obvykle vynechdvdame ono ,,+“ a piSeme pouze 00).

Definice. Mnozinu redlnych ¢isel obohacenou o symboly co a —oo zna¢ime R*; je tedy R* = R U
{—00, co}. Soucasti definice jsou nasledujici oddily o usporadani a aritmetice na R*.

N4

Usporadani: Jak nazev napovidd, uspofddani na R* se rozsiii timto zpisobem:
Vx eR: —00<Xx < o0.

Tedy plati, Ze R = (—o00, 00) a lze psat i R* = [—o00, 00]. Z toho je taky jasné, co rozumime symbolem
(0, o0]: je to mnozina (0, 0o) U {o0}.

Aritmetika na R*

Ne vSechny operace s +00 je moZzné definovat tak, aby vznikl4 aritmetika byla rozumnd. Nejméné jeden
ptipad, ve kterém neexistuje rozumny zpisob, jak definovat vysledek urcité operace, uz ale zname: déleni
nulou v R. V R* bude nutné vyloucit vice pfipadd. Nasleduje definice téch operaci, které se zavést daji.
Operace s¢itdni 1 ndsobeni jsou ve vSech pfipadech, kdy je definujeme, komutativni, tj. nezdlezi na
poradi. NapiSeme-li tedy naptiklad, Ze co + 5 = oo, automaticky to znamena, Ze také 5 + oo = oo.

S¢itani a odéitani:  V nésledujicim je ¢ € R libovolné Eislo.

o +00 + ¢ = too; ® 00 + 00 = 00;
o —(00) = —00;
o —(—00) = o0; ® —00 — 00 = —00;

Nedefinujeme: co — oo.

Nasobeni a déleni (a mocnéni s celymi exponenty): Necht ¢ € R an € N jsou libovolna.

® 00 (+o0) = +o0; oﬁ:O;

o (—00) - (£00) = Foo; o £2 = 1. (d+00)proc #0;
e ¢ (£oo) = oo proc > 0; e 00" = o0;

e ¢ (£oo) = Fooproc < 0; e c0 " =0.

Nedefinujeme: 0 - 0o, 2, 00, 1%°. Tyto vyrazy spole¢né s 0o — 00, g a 0° jsou tak zvané neurcité vyrazy.

Poznamka. Zdlraznéme, Ze R* netvoii téleso (viz poznamka po prvni skupiné axiomti R). Kromé toho, Ze
operace nejsou dobie definované ve vSech pripadech, naptiklad také selhava distributivni zdkon (viz zde):

Chybny vypocet: co = (2—1)-00 =200 —00 =00 —00 = 00 — 200 = (1 —2)o0 = —00;
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podobnych nesmysla jde napsat celou fadu; viz téZ obsahlejsi poznamku niZe. Na ¢em i naddle trvame,
jsou axiomy o vztahu operaci a usporadani na R*, jakoz i asociativita a komutativita rozs§ifeného scitani
1 ndsobeni ve vSech pfipadech, kdy mé smysl hovofit o vysledku téchto operaci (tedy kdyZ nedostdvame
neurCité vyrazy). K oo vSak také neexistuji inverzni prvky.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a, }o° | diverguje do oo (piSeme lim,_,oc a, = 00 nebo a, — 00),
jestliZe plati
VK e R dng € N Vn = ng: a, > K.

Rekneme, Ze posloupnost {a,, yo2 , diverguje do —oo (piSeme lim, . a, = —oo nebo a, — —o0), jestlize
plati
VK e R3dnge N Vn =ny:a, < K.

Pokud lim,,_,+ a, je nekonecna (tj. je rovna oo nebo —o0), hovoiime o neviastni limité a posloupnost
{a, o2, se nazyvd divergentni (nikoliv konvergentni, jak se ji fikd v piipadé existence vlastni limity).

Lemma 2.11. Necht’ posloupnost {a,}5>, diverguje do oo. Potom {a,}° | je zdola omezend a shora neo-
mezend. (Analogické tvrzeni plati pro posloupnost divergujici do —oc.)

Diikaz. Posloupnost {a, }o2 , je zdola omezend, nebot” existuje ny € N takové, Ze Vn = ng: a, > 0, atedy
Vn € N: a, = min{0,a;,as, ...,a,,-1}. Pro dikaz neomezenosti shora se staci podivat na definici ome-
zenosti shora: 3K € R Vn € N: a, < K. Neomezenost shora tedy znamend negaci tohoto vyroku, tedy
VK € R dn € N: a, > K. Je zfejmé, Ze definice nekonecné limity tento vyrok implikuje, a posloupnost
je tedy neomezena. ]

Véta 2.3*. Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pokud m4 posloupnost {a,}7> , vlastni limitu, mad podle Véty 2.3 jedinou vlastni limitu. Podle
Véty 2.4 je navic omezena a podle Lemmatu 2.11 tedy nemiZe mit nevlastni (nekone¢nou) limitu. Pro
konvergentni posloupnosti jsme tedy s diikazem hotovi.

Pokud ma posloupnost nevlastni limitu, pak podle Lemmatu 2.11 neni omezend, a tedy podle Véty 2.4
nema vlastni limitu. Zbyva tedy objasnit, Ze Zddna posloupnost nemtiZe mit soucasné limitu co a —oo. To
je jasné op€t z Lemmatu 2.11, nebot’ takova posloupnost by musela byt shora neomezena (ma totiz limitu
00) a zaroven shora omezena (ma limitu —o0), coz neni mozné. L]

Poznamka. Vétu 2.3* (stejn€ jako pozdéji vétu o jednoznacnosti limity funkce) budeme vyuZivat takika
neustale uz v naSem systému znaceni: symbol lim,_,» @, je jednoznacné urcené Cislo; kdyby limit mohlo
byt vice riznych, nebylo by jasné, kterou z nich mame timto symbolem na mysli. Jednoznacnost limity
obvykle nezminiujeme, je ale dobré si uvédomit, Ze implicitné ji vyuZivdme.

Priklad 2.12.

e DokaZme z definice, Ze lim,,_,oo # = 00.

BudiZ déno libovolné K € R. Podle Archimédova axiomu existuje pfirozené Cislo ng, které je veétsi
nez K. Je-li nyni dano jakékoliv n = n, plati: n = no > K. Tim je dikaz hotov.

e UvaZzujme posloupnost a, = (—1)" - n. Je snadno vidét, Ze tato posloupnost neni omezena ani shora
ani zdola. Podle Véty 2.4 a Lemmatu 2.11 nem4 ani vlastni ani nevlastni limitu (a tedy ovSem nema
Zadnou limitu). A

Lemma 2.9% (O jednom policajtovi). Necht' {a,}5>, a {b,};>, jsou posloupnosti spliiujici ndsledujici
podminky:
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(@) limy, 00 a, = 00;
(b) dn; e N Vn =>ny:a, < b,.

Potom lim,, . b, = 00.

7 v

Diikaz. Chceme dokazat, Ze lim,_,, b, = oo. Budiz tedy dano libovolné ¢islo K € R. Podle predpokladu
(i) existuje n, € N takové, ze
Vn =n,:a, > K.

Polozme ny = max{n,n,}. Pak pro libovolné n > n soucasné plati b, > a, (podle predpokladu (ii),
protoze n > ny) aa, > K (protoze n > n,). Spojenim téchto dvou fakti tedy dostivime Vn = ny: b, >
K, a jsme hotovi. O]

Poznamka (O aritmetice limit). Podivejme se znovu na Vétu 2.10. Abychom védéli, Ze v ni uvedené vzorce

plati, musime nejprve predpokladat, Ze limity vyskytujici se na pravé strané (tedy lim,_, o, @, a limy, oo by)

existuji. Véta ndm potom fika dve véci: (a) limita na levé strané existuje a (b) rovna se strané pravé. Jinymi

slovy obsahem sdéleni neni pouze onen vzorec, nybrz taky to, Ze limita na levé strané viibec existuje.
VSimnéme si nyni, Ze tfeba Véta 2.10, bod (i) se d4 formulovat takto: Rovnost

lim (a, + b,) = lim a, + lim b, 2.4)
n—>oo n—>00 n—>oo

plati, md-li jeji pravd strana smysl.

Skutecné, toto je ekvivalentni (a tedy spravnd) formulace. Pfedpoklad existence limit lim, o a, a
lim,—, o by, ktery je ve VEt€ 2.10 formulovan explicitné, je obsaZen v onom ,,ma-li pravd strana smysl“:
prava strana rovnice (2.4) totiZ ma smysl tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji ony dvé limity (zddraznéme, Ze
v okamziku formulace této véty jsme méli definovany pouze viastni (=konecné) limity, takze pokud ony
samy existuji, jejich soucet ddva dobry smysl taky).

Od definice nekonecné limity se muzeme ptat, plati-li takto formulovana véta, i kdyZ zacneme brat
v tvahu nekonec¢né limity. Odpoveéd’ je kladn4, plati totiz:

Véta 2.10*. Kazda z nasledujicich rovnosti plati, ma-li pfislusnd prava strana smysl:
(1) lim (a, + b,) = lim a, + lim by,;
n—oo n—o0 n— o0
(i) lim (a, - by) = ( lim a,,) ( lim b,,);
n—o00 n—oo n—o00
i) lim — = ———.
W s, = Tmb,
Cdstecny ditkaz. Oznaéme a = liMy oo dyp a b = lim,_oo b,. VEtu mame jiz dokdzanou v piipadé, Ze
a,b € R, nebot’ pravé takova je situace ve Vété 2.10. Pro dikaz prvniho bodu je tedy potieba vysetfit jen
nasledujici ptipady: (1) a € R, b = +00; (2) a = 00, b € R; (3) a = 00, b = £00. Je pritom jasné,
Ze pripady (1) a (2) projdou s analogickym dikazem a (3) nds zajima pouze v pfipadé, Ze a a b maji stejné
znaménko, a tedy a = b (pokud ne, nema prava strana smysl, protoZze nema smysl co — 00).
Podivejme se nejprve na piipad (1): Predpokladejme, Ze b = oo (pokud b = —o0, diikaz je analogicky);

protoZe prava strana rovnice (i) je rovna a + b = 0o, nasim cilem je dokdzat, Ze lim, o (a, + b,) = oc.
Budiz tedy dano libovolné Cislo K € R. Podle definice vlastni limity existuje n; € N takové, Ze

Vn=ny:|la,—a|l <1, atedy Vn=ni:a,>a—1



KAPITOLA 2. NEKONECNA CISELNA POSLOUPNOST 26

a podle definice existuje n, € N takové, Ze
Yn=ny:b,>K—(a—1).
Polozme no = max{n, n,}. Potom pro vSechna n > n, dostaneme
ay+b,>@—1)+(K—(a—1)) =K.

Tim jsme z definice ovéfili, Ze lim,_.(a, + b,) = oo a dikaz tohoto piipadu je hotov.

JiZ jsme zminovali, Ze ptipad (2) je analogicky pfipadu (1), a tedy ndm zbyvéa vzorec dokdzat v pfipadé
(3) — to provedeme uz o néco struénéji. Predpoklddame, Ze a = b = oo a chceme dokazat, Ze lim,—, o (a, +
b,) = 0o. Necht' K € N je libovolné a najdéme ny,n, € N tak, Ze

VYn=>n,:a,> K azaroveh Vn >=n,:b, > 0.

Pak pro libovolné n > ng := max{n, n,} dostaneme, Ze a, + b, > K + 0 = K, a jsme hotovi.
Podobné bychom mohli dokézat i vzorec (i1). Podivejme se jesté na dliikaz bodu (iii). O]

Poznamka (O souvislosti Véty 2.10* a aritmetiky na R*). Na tomto misté je vhodné si rozmyslet, pro¢ nékteré vyrazy obsahujici
oo nebo 0 definované jsou a jiné ne. Pro¢ v definici vyluCujeme piipad 52 nebo 0- 0o, ale definujeme é = 0?7 Cést odpovédi lezi
ve zjevné problemati¢nosti vyloucenych vyrazii. Naptiklad pokud bychom definovali 3¢ = 1, dostali bychom

00 2. 00 00
l=—=——=2-—=2-1=2
[e's) 00 00
a uplné stejné ke sporu dojdeme za ptredpokladu, Ze % = 1. Pfedpoklad 0 - co = 1 vede ke sporu tfeba prevedenim na jeden

z predchozich pfipadt, nebot” dostaneme
00 1
—=—+00=0-00=1,
0o 00
tedy mdme 22 = 1, z CehoZ jsme odvodili spor vypoctem vyse. (Spor jsme mohli dostat téZ piimo — bez pfevedeni na predchozi
piipad; zkuste pfijit na néjaky takovy zplsob.) MuZete si vSimnout, Ze ve vSech téchto vypoctech vedoucich ke sporu jsme
pouZzivali pouze definice a asociativitu ndsobeni (viz zde).
Asociativitu scitani 1ze vyuZzit pfi odvozeni sporu z pfedpokladu co — co = 0:

0=c0—0c0o=(1400)—c0o=14+(c0o—00)=14+0=1.
Trochu obtiznéjsi je zdtvodnit, pro¢ nelze definovat ani 0 - co = 0. Pouzitim distributivniho zdkona bychom sice mohli
,odvodit®, Ze
o—oco=1l-0c0—-1l-cc=(1=-1)-rc0=0-00=0,

tedy co — oo = 0, coZ, jak vime, vede ke sporu; je zde ale podvod v tom, Ze jsme pouZili distributivitu (tj. ,,vytykani®), s jejimz
selhdnim jsme v R* beztak smifeni (viz pozndmku pod definici pocetnich operaci v R*). Ve skute¢nosti v nékterych situacich
miZe definice 0 - co = 0 davat smysl a byt uzite¢nd; v naSem kontextu by vsak prece jen problémy zpisobila, a to v souvislosti
s vypocétem limit a Vétou 2.10%.

Podivejme se tedy, pro¢ 0- oo = 0 neni pro nds uzite¢na definice. Necht’ a, = % ab, = n provsechnan € N. Pak {a,}5>,
a{bn}52, jsou posloupnosti, jejichZ limity uz zname:

lim — =0 a lim n = oo.

n—-oon n—00
Pokud bychom definovali 0 - co = 0 a Véta 2.10* by stdle obsahovala pouze formulaci ,,ma-li prava strana smysl®, dostali
bychom

. . h . 1 ? . 1 .

l=1lm 1= lim — = lim (—-n) = ( lim —)( lim n)=0-c>o=0,
n—00 n—-oon n—oo \n n—-oo n n—00

tedy 1 = 0, cozZ je spor. VSimnéme si, Ze rovnost oznacend ,,?““ by v této situaci musela byt prohldSena za korektni, nebot’ prava

strana (tedy O - 0o) od nds dostala smysl (konkrétné hodnotu 0). Pro odstranéni tohoto problému bychom museli ve VEte€ 2.10%*

explicitné vyloucit pfipad ,,0 - co*, aby si zachovala svou platnost. Mohlo by se na zdkladé tohoto piikladu zdat, Ze je tedy nutno
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definovat 0 - oo = 1; tuto definici jsme vSak uZ ke sporu pfivedli i bez limit. Kromé toho mtizeme posloupnost % nahradit tfeba
posloupnosti % a pak z analogického vypoctu nahle vyplyva, Ze by mélo byt 0 - co = 2.

Mnohem jednodussi neZ omezovat formulaci Véty 2.10%* je feSent, kterého se budeme drzet: 0-oco nedefinujeme nijak a limity
tohoto typu tedy nemiZeme fesit okamZitou aplikaci Véty 2.10*; misto toho je nejprve ekvivalentnimi Upravami pievedeme na
jiny typ limity. Napfiklad limita t€sné& pfed otaznikem v nekorektnim vypoctu vyse ,,je typu 0 - co* a my ji ekvivalentn{ tipravou
(zkracenim n) prevedeme do privétivéjsiho tvaru, ve kterém uZ je jeji hodnota zfejmad; nesnazime se ihned aplikovat Vétu 2.10%*:

1
lim (—-n)z lim 1=1.
n—oo \n n—o0

Pomoci podobnych piikladi lze analogickym zpisobem pochopit proc¢ i vSechny ostatni neurCité vyrazy jsou ,skutecné

neurcité*, a tedy je nechdvdme bez definice. Podivejme se tfeba na 52; tomuto vyrazu odpovidaji posloupnosti tvaru 7, kde

a, — oo a b, — oo (tedy prosté zlomky takové, Ze Citatel i ]menovatel diverguji do nekone¢na). Nyni dame tfi rtizné prfklady
dvojic takovych posloupnosti, z nichZ kazda vede na zcela jinou limitu onoho zlomku:

e a, =n,b, =n?; paklim, s Z—Z =0;
e a, = n?, b, = n; pak lim, Z—Z = 00;
e a, = 17n, b, = n; pak lim,—, o Z—;’ =17.

Vice podobnych prikladd najdete na této strance.

2.3 Dalsi véci o limitach posloupnosti

2.3.1 Limita a nerovnosti

Véta 2.13. Necht’ {a,}o2, a {b,}>2, jsou posloupnosti majici limitu a necht’ existuje prirozené cislo ng
takové, Ze Vn = ny: a, < b,. Pak plati lim,_, o a, < lim,_ « by,.

Poznamka. Obecné vsak neplati implikace (Vn € N: a, < b,) = lim,_a, < lim,_ b,, tedy
analogické tvrzeni s ostrymi nerovnostmi. Jako protipfiklad mohou poslouzit posloupnosti a, = 0 a b, =
}l. Pak sice plati ostra nerovnost mezi n-tymi ¢leny obou posloupnosti (tj. a, < b,), limity jsou ale stejné.

Zavér tohoto pozorovani tedy je, Ze i kdyZ mdme mezi jednotlivymi ¢leny posloupnosti ostrou nerov-
nost, v zdvéru Véty 2.13 nelze dostat nic lepsiho, neZ nerovnost neostrou.

Diikaz Véty 2.13. OznaCme a = lim, oo a, a b = lim,_, o, by,. Tvrzeni véty je, Ze za danych predpokladd
plati @ < b. Predpokladejme tedy pro spor, Ze plati opak, tedy necht’ @ > b. Necht' ¢ = ¢ b
muZeme tedy podle definice limity najit ¢islan,n, € N takova, Ze

Vn=ny:|la,—al<e a Vn=ny:|b,—b|<e.

Polozme N = max{ng, ny, n,}. Potom pro toto N plati:

a—>b a—>b

ay>a—¢e=a— 5 =bh+ > =b+¢e> by,

coZ je ve sporu s predpokladem, Ze pro vSechna n = ny, a tedy i pro N, jest a, < b,. ]

Véta 2.14. KaZdd monotonni posloupnost md limitu.
Navic: Je-li {a,}52 | neklesajici posloupnost, potom limy, .o a, = supia,: n € N};
podobné, je-li {b, }°2 | nerostouct posloupnost, potom lim, o b, = inf{b,: n € N}.
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Diikaz. Predpoklddejme, Ze posloupnost {a,}7>, je neklesajici (pro nerostouci posloupnost projde diikaz
analogicky). Dlikaz rozdélime na dva pfipady podle toho, jestli je {a,}5>, omezend nebo neomezena.

Pokud {a,}° | je neomezend, pak musi byt neomezend shora: Skute¢né, posloupnost je totiZ neklesajici,
takZe zdola omezend je, a to konstantou a;. Tim padem pro libovolné dané K € R existuje ny € N tak, Ze
an, > K. Diky tomu, Ze {a,}52, je neklesajici, dostdvdme Vn = ng: a, = a,, > K, ¢imZ jsme dokazali,
Ze limy,_, o, a, = oo. Zaroven mnoZina hodnot {a,: n € N} je shora neomezen4, jeji supremum je proto
z definice rovno oco; rovnost tedy plati.

Pokud {a,}2, je omezend, Véta o supremu ndm garantuje existenci ¢isla s = sup{a,: n € N};
dokazeme, ze lim,_,» a, = s. Budiz tedy dano libovolné ¢ > 0. Podle definice suprema mtizeme najit
né&jaky prvek mnoziny {a,: n € N}, ktery je veétsi nezZ s — ¢; necht’ je to tieba prvek a,,. Mame tedy, Ze
an, > § — ¢. ProtoZe posloupnost {a,};>, je podle pfedpokladu neklesajici a protoZe s je horni zdvora
vsech jejich ¢lent (podle definice), dostadvame

Vn=no:s =a, = ap, > S —¢,

odkud je zfejmé, ze Vn = ny: |a, — s| < &, a jsme tedy hotovi. Il

2.3.2 Vybrané posloupnosti, Cantoriv princip a Bolzanova-Weierstrassova véta

Definice. Necht' {a,}7>, je néjakd posloupnost a {k,}>>, je rostouci posloupnost pfirozenych c¢isel (in-
dext). Pak posloupnost b, = ay, nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }7> ;.

Poznamka. Predstava za touto definici je, Ze z posloupnosti {a, } >, vybereme nékteré ¢leny (ostatni vy-
Skrtdme) a pak je ,,sesypeme*‘, aby v nasi nové posloupnosti nebyly ,,chybéjici ¢leny ““.

Vybrana posloupnost se také da interpretovat jako slozend funkce. Defini¢nim oborem posloupnosti
{a,}5, je mnoZina N, vnitini funkce {k,};>, musi tedy byt do N, aby sloZeni téchto dvou funkci mohlo
davat smysl. Kromé toho pozadujeme, aby vybrané Cleny zustaly v pivodnim poradi, tj. ona ,,vnitini
funkce* (posloupnost {k, }°2 ;) musi byt rostouci.

Vybrané posloupnosti se asto fika téZ podposloupnost a o posloupnosti {k,}5>, miZeme hovofit jako
o posloupnosti indexti.

Véta 2.15. Necht’ lim, . a, = a € R*. Pak libovolnd vybrand posloupnost z {a,},>, md taky limitu
rovnou a.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze kdykoliv {k,}5° ;| je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (tj. jde o pii-
pustnou posloupnost ,,indexti* z definice vybrané posloupnosti), pak plati

VneN:k, =n. 2.5

Tento jednoduchy fakt dokdZeme matematickou indukci. Pro » = 1 je nerovnost k; = 1 jasnd prosté
z toho, Ze k; je prirozené ¢islo. Nyni predpokladejme, Ze pro néjaké n € N uz vime, Ze k, = n (indukéni
piedpoklad). Posloupnost {k,}5>, je rostouci, takZe k,41 > k,. Je to ale posloupnost pfirozenych Cisel,
takze musi platit dokonce k1 = k, + 1. Tim padem dostdvame

LP.
kny1=2kn+1=2n+1,

coz jsme chtéli ukdzat, a diikaz indukci je tedy hotov.

Méjme nyni jakoukoliv posloupnost {a,}5>, s limitou lim,_, . @, = a € R* a libovolnou jeji vybra-
nou posloupnost {ag, }»>; ur¢enou rostouci posloupnosti pfirozenych &isel {k,}5° ,. Chceme dokézat, Ze
lim, . ak, = a.Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze a € R; pro piipad a € {—o0, oo} je
dikaz analogicky.
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Necht’ je tedy déno libovolné Cislo € > 0 (z definice vlastni limity posloupnosti). Protoze (podle pred-
pokladu véty) lim,,_, o a, = a, musi existovat ny € N takové, Ze

Yn =ng: |la, —al <e. (2.6)

UkédZeme, Ze toto n, funguje stejné i pro posloupnost {ag, }5° .
Skutecné, uvazujme libovolné prirozené ¢islo n = ny. Podle (2.5) je k, = n = ny, takze podle (2.6)
lak, —al| < &, a jsme hotovi. ]

Poznamka. Diikaz na pul stranky se moZna zda slozity, ale pojd’me se podivat na obé€ jeho ¢asti. V prvni
¢asti ditkazu u€inime trividlni pozorovani o rostouci posloupnosti indext {k,}° ,, totiZ Ze kdyZ v kazdém
z n kroku pricteme aspon jednicku (posloupnost je rostouci), tak celkové pricteme aspon 7. Jesté neformal-
néji, pokud jdu po schodech tak, Ze v kazdém kroku vystoupdm nejméné o jeden schod (mdm dovoleno i
vic), pak po n krocich vystoupam nejméné o n schodl (pficemz to bude pravé n a ne vice jediné tehdy,
pokud beru schody vzdy po jednom; jakmile v jediném kroku vezmu dva schody misto jednoho, ,,ndskok*
(nejméné) jednoho schodu uz nikdy neztratim). Jednd se tedy o vskutku trividlni pozorovani a jeho ko-
rektni diikaz je spiSe cvi¢eni na formalni vyjadfovani, nez ze by obsahoval n¢jakou zajimavou myslenku.
(VSimnéte si pouze toho, jak vyuzivame faktu, Ze {k,}5° , je posloupnost prirozenych cisel.)

Podivejme se nyni na druhou ¢4ast dikazu. V ni se v podstaté jen konstatuje, Ze pokud je néjaka nerovnost
(4., Ze ,,a, je e-blizko Cislu a*) splnéna pro vSechna n = ng, pak je splnéna i pro vSechna pfislusna k,,,
protoZe k, = n.

Priklad. Pouzitim Véty 2.15 Ize snadno dokdzat, Ze posloupnost a, = (—1)" nema limitu; miZeme to
udélat tireba sporem — predpoklddejme tedy, Ze lim, oo (—1)" = a pronéjaké a € R*. Podle Véty 2.15 musi
1 kazda vybrand posloupnost mit tutéz (jedinou) limitu a. Podivejme se na dvé takové vybrané posloupnosti
odpovidajici poradé posloupnostem indext k,, = 2n ak, = 2n — 1:

drp = (_1)2n =1neN a az_ = (_1)2n—1 =—-1,neN.

Vidime tedy, Ze jedna podposloupnost (jsouc konstantni 1) ma limitu 1, zatimco druhd podposloupnost ma
limitu —1. Tedy a = 1 a zdroveni a = —1, coZ je spor. A

Nasledujici véta popisuje dileZitou vlastnost R — tak zvany Cantortiv princip vlozenych intervall. Tento
princip se da spole¢né s Archimedovym axiomem pouZzit jako ndhrada Véty o supremu. Hovori se v ném
o nekonecné ,,posloupnosti uzavienych intervali*. ProtoZe dosud jsme se zabyvali pouze posloupnostmi
Cisel, je snad na misté vysvétleni. Kazdy uzavieny interval je uren svymi mezemi. Posloupnost intervalil
tedy miiZeme chdpat jako posloupnost tvaru {[a,, b,]}ox, kde {a,}5>, a {b,}5>, jsou posloupnosti v ndm
jiz béZném slova smyslu, které navic spliuji Vn € N: a, < b,, aby vSechny intervaly tvaru [a,, b,] mély
smysl (dolni mez nesmi byt vétsi nez horni).

Véta 2.16 (Cantoriv princip). Necht’ jsou ddny posloupnosti {a,}5>, a {b,}5>, takové, Ze intervaly [ay,, by]
spliiuji

[@an+1,bn+1] C [an, by] prokazdé n € N. 2.7
Potom plati

o0
ﬂ[an,bn] = [ lim a, , lim bn} # 0.
n—>00 n—->oo

n=1
Poznamka. Stru¢nd formulace miiZze byt nasledujici: KaZdd posloupnost neprdzdnych do sebe zarazenych
omezenych uzavienych intervalii md neprdzdny priinik. Pfedpoklad ,,do sebe zafazenosti“ (2.7) se da vy-
slovit tak, Ze intervaly [a,, b,] tvori klesajici posloupnost (kazdy dalsi interval je mensi) a da se zapsat také
takto:

[a1,b1] D [az,bs] 2 [as,b3] 2 ....
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Je velmi dilezité si povSimnout okolnosti, Ze CantorGv princip hovoii o uzavrenych intervalech. Pro
oteviené intervaly tvrzeni neplati: tfeba intervaly tvaru (O, }l) jsou do sebe zarazené (zjevné totiZ plati
(0, nil) - (O, %) pro kazdé n € N), prunik (ozna¢me ho A) vSech té€chto intervall je vSak prazdny, jak
se muizeme snadno presveédCit: ProtoZe A je prinik vSech intervall vySe uvedeného tvaru, je samoziejmé
podmnozinou prvniho z nich, tedy A < (0, 1), a specidlné tedy A mulize obsahovat pouze kladna cisla.
Necht' tedy @ > 0 je libovolné kladné &islo. MiiZeme najit n € N tak velké, Ze + < a,atedy a ¢ (0,1).
Protoze A C (0, %) (jak plyne z definice A), vidime, Ze a ¢ A. Z4dné kladné &islo tedy nemuze byt prvkem

A, aproto A = 0.

Diikaz Cantorova principu. Z pfedpokladu (2.7) plyne, Ze posloupnost {a,};>, je neklesajici a je shora
omezena napiiklad ¢islem by (tedy horni mezi prvniho intervalu). Tim padem podle Véty 2.14 existuje
limita a = lim, o a, = sup{a,: n € N}.Z analogického diivodu existuje taky limita (nerostouci ome-
zené) posloupnosti {b,}7> ,; ozname b = lim,_. b, = inf{b,: n € N}. Podle Véty 2.13 plati a < b.
Dokazeme, ze

ID):

[ana bn] = [a’b]~

Il
_-

n

n € N dostaneme:

[¢N

Skute¢né, necht’ je x € [a, b]. Pak pro kazd
a, <sup{ay,:me N} =a <x <b=inf{b,: m € N} < by,

atedy x € [ay, by] pro viechna n, tj. x € ()=, [an, bn]. ProtoZe x € [a, b] bylo libovolné, dostdvime, Ze
[a,b] € (1 [an. bl

I opacna inkluze vSak plati a my ji dokaZeme obménou implikace. Necht’ tedy x ¢ [a, b] a dokazme,

7e x ¢ (\o—lan, bn]. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, 7e x < a (pokud x > b, dikaz projde

analogicky). Potom je snadno vidét (protoze lim, .o, a, = a), Ze existuje n € N takové, ze x < a,, a tedy

x ¢ [an, by], odkud x ¢ (oo, [an, bn). O

Véta 2.17 (Bolzanova-Weierstrassova). KaZdd omezend posloupnost md néjakou konvergentni podposloup-
nost.

Diikaz. Necht' {a,}3>, je omezend; nas cil je najit rostouci posloupnost indexti {k,}5>, € N takovou, Ze

lim,, o a, existuje. Toho dosdhneme tak zvanou metodou piileni intervalu a naslednou aplikaci Véty 2.16.

Induktivné (pfesnéji: rekurzivn€) zkonstruujeme rostouci posloupnost indexii hledané vybrané posloup-
nosti k; < k, < k3 < ... apotom dokaZzeme, Ze piislusna vybrana posloupnost konverguje.

ProtoZe posloupnost {a,}5° , je omezend, existuji ¢isla ¢; a d; takovd, Ze Vn € N: ¢y < a, < d;.
Zvolime k; = 1; pak tedy ax, = a; € [c1,d4].

Ve druhém kroku interval [cq, d;] rozdélime na dvé poloviny:

€1 +d1] U [Cl +d1,d1].

[c1,.d1] = [Cl, ) >

Protoze interval [c1, d;] obsahuje a, pro vSechna n, (aspoii) jedna z obou polovin obsahuje a, pro neko-
ne¢né mnoho n. Tuto polovinu oznacime [c;, d>] (pokud to plati pro ob€, zvolime kteroukoliv z nich) a
zvolime libovolny index k, > k; takovy, Ze ag, € [c2, d>].

Timto zptisobem pokracujeme: V obecném n-tém kroku rozpilime interval [c,—1, d,—1] zvoleny v kroku
predchozim a oznacime [c,, d,] tu jeho polovinu, kterd obsahuje nekonecné mnoho ¢lent posloupnosti
{a,}5% . Potom vybereme index k, > k,_; tak, Ze ax, € [cn, dy].

Takto jsme dostali ,klesajici* posloupnost intervalil [c, d1] 2 [c2,d2] 2 [c3,d3] 2 ... takovou, Ze
délka kazdého intervalu je rovna poloviné délky jeho predchiidce (pochopitelné s vyjimkou prvniho, ktery
predchidce nemd). Ddle mame posloupnost indext k1 < k < k3 < ... takovych, Ze ax, € [cp, dy].
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Podle Véty 2.16 existuji limity ¢ = lim, o0 ¢, ad = lim, o d,, a plati
o0
0 # (\lcn-dn] = [c.d].
n=1

Protoze d, — ¢, = %(dl —c1),dy—c3 = %(dz —Cp) = i(dl — 1) atd.; obecné d,, — ¢, = 2,1%1(61’1, c1),
vidime, Ze lim,—, oo (d, — ¢,) = 0, odkud pouzitim Véty 2.10 (o aritmetice limit) dostivame, Ze ¢ = d, a
tedy interval [c, d] obsahuje jediny bod ¢ (= d). Jak jsme konstatovali vyse, jest pro kazdé n ax, € [cp, dy],
tedy

cn < ak, < dp.

Pouzitim Lemmatu 2.9 (o dvou policajtech) dostavame, Ze lim, . ax, = c. Nasli jsme tedy konvergentni
podposloupnost a dikaz je hotov. O]

Poznamka. Pravé dokdzand véta nefika nic o jednoznacnosti konvergentnich vybranych posloupnosti. Nen{
obtizné si rozmyslet, Ze pokud omezend posloupnost {a,}5> , neni konvergentni, pak existuji nejméné dvé
rizné limity konvergentnich podposloupnosti. Takovym limitdm fikdme hromadné hodnoty posloupnosti
{a, o2 ,. Nésleduje presnd definice.

Definice. Necht' {a,}%, je posloupnost redlnych &isel a 4 € R*. Rekneme, Ze A je hromadnd hodnota
posloupnosti {a,}o>,, jestliZe existuje vybrand posloupnost {ag,}>>, z posloupnosti {a,}5>, takovd, Ze
lim, o ak, = A. MnoZinu v§ech hromadnych hodnot posloupnosti {a, }5> ; zna¢ime H ({an},‘le).

Véta 2.18. Necht’ {a,}52, je néjakd posloupnost redlnych Cisel. Pak H ({a,, };’,":1) C R* md maximum a
minimum. (Pokud {a,}2, je shora neomezend, bude max H ({an},°l°=1) = 00, a pokud je zdola neomezend,
bude min H ({a,}32,) = —oc.)

Definice. Necht’ {a,}, je posloupnost; znacime

lim sup a,, = max H({a,,};‘;l);
n—>oo

liminfa, = min H ({a};2,).

Hodnota liminf,_, . a, se nazyva limes inferior posloupnosti {a, }-~,; hodnota lim sup,_, ., @, se nazyva
limes superior posloupnosti {a, }o> ;.
Z definice je jasné, Ze H({an }Z°=1) C [lim inf, o0 ap, limsup, _, an].

Véta 2.19. Necht’ {a,};>, je libovolnd posloupnost. Pak limita lim,_,~ a, existuje prdvé tehdy, kdyz

liminfa, = limsupa,.
n—>00 n—»00

Véta. Méjme libovolnou posloupnost redlnych cisel {a, o2 . Plati ndsledujici vzorce:
limsupa, = lim ( sup a,,)
n—>00 N—oo\ =N

liminfa, = lim ( inf a,,)
n—00 N—oco\n=N

Priklad. VSimli jsme si, ze H ({an},‘;ozl) - [lim inf, o0 @y, liminf,_ an], nemusi ale nastat rovnost
téchto dvou mnozin. Napfiklad posloupnost a, = (—1)" ma pfesné dva rtizné hromadné body a plati

liminf(—1)" = —1, limsup(—1)" = 1. A

n—>00 n—>00
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Poznamka. VSimnéme si ddle, Ze je-li {a,};>, konvergentni posloupnost, pak podle Véty 2.19 plati

liminfa, = limsupa,,
n—00 n—o0

takZe interval [lim inf,, o a,, liminf,_, an] obsahuje jediny bod. Jelikoz H ({an};’;l) je podmnoZinou
tohoto intervalu (to je vidét z definice), existuje nejvyse jeden hromadny bod nasi posloupnosti {a, 5> .
Nase posloupnost je konvergentni, oznatme tedy L := lim,_, o a,. ProtoZe posloupnost je vybrana
posloupnost ze sebe sama (sta¢i ,,vybrat* vSechny jeji prvky), je L € H ({an }Z":l).
Celkem jsme si tedy uvédomili, Ze pro konvergentni posloupnost je mnoZina hromadnych bodi vcelku
nezajimava: obsahuje pouze limitu.

2.3.3 Drobnosti k vypoctum limit

v, s

V této Casti probereme bez dikazii nékolik zdkladnich faktt slouzicich ke snaz§im vypoctim limit.

e lim, .o ¥n =1;

n
lim, 0 (1 + %) = e, kde e = 2,718281828... je Eulerovo cislo; tuto rovnost povaZujeme za
definici ¢isla e;

Limitni podilové kritérium je nasledujici uzitecné tvrzeni, které si pozdé€ji dokdzeme v silnéjsi verzi:
Necht’ {a,}2, je posloupnost kladnych redlnych Cisel. JestliZe lim, oo “ < 1, pak limy_o0 ay =

an
0.
e Z limitniho podilového kritéria je snadné odvodit ndsledujici fakta:
k n |
im = =0, timZL =0, 1imZ =0 apod

e Srovnavaci Skdla.
e Limity na Eulerovo ¢islo.

Lemma. Pokud lim, ., a, = a, pak také pro libovolné k € 7 plati lim, . ap+x = a. Receno slovy,
limita posunuté posloupnosti je stejnd.

Diikaz. Je dobré si nejprve uvédomit, Ze tvrzeni dava dobry smysl i pro celé Cislo k < 0; v takovém piipadé
se samoziejmé muze stit, Ze a,+, neni definované pro prvnich konecné mnoho clend. To ndm ovSem
vzhledem k dmluvé o zobecnénych posloupnostech nevadi. V kaZdém piipadé€ je posloupnost {a, i }oe,
definovana pro vSechny indexy n = ng pro jisty pocatecni index ny.

Nyni dokdZeme tvrzeni. BudiZ ddno libovolné ¢ > 0. Podle pfedpokladu (lim,—., a, = a) existuje
ng € N tak, Zze Vn = ng: |a, —al| < e. Polozime-li ny := ng — k, pak tedy Vn = ny: |ay,+x —a| < e.
Jinymi slovy pro posunutou posloupnost staci pfislusné posunout ,,pocatecni index ‘. O]



Kapitola 3

Funkce

3.1 Uvodni poznamky o funkcich a zdkladni definice

Definice (Pripomenuti zékladnich pojmt). Redlnou funkci nazyvame jakékoliv zobrazeni do R (zobrazeni
do C je komplexni funkce) — nezéleZi tedy na povaze defini¢niho oboru, termin ,,redlna funkce* se vztahuje
pouze k oboru hodnot, ktery musi byt podmnoZinou R. Reélna funkce jedné redlné promeénné je libovolné
zobrazeni z R do R, tedy f: Dy € R — R, kde Df znaci defini¢ni obor f (obor hodnot znacime
symbolem [H). Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme o redlné funkci jedné redlné proménné hovofrit
prosté jako o funkci.

Jsou-li f; a f, funkce, definujeme jejich soucet f; + f, jako funkci popsanou vzorcem
(f1 + f2)(x) = fi(x) + f2(x). Podobné definujeme i rozdil, soucin a podil dvou funkci.

SloZeni funkci f; a f> je funkce f;o f, dand predpisem (fi0 f2) = f1(f2(x)), a to na nejvétsi mnoZziné,
na niZ tento vzorec davd smysl, tj. pro x € Dr o, = {x € R: x € Dy, A f2(x) € Dy, }.

Pripomenime, Ze funkce se nazyva prostd, pokud pro libovolné body x, y € D plati implikace f(x) =
f(y) = x = y. Funkce f: A € R — B se nazyvd na B, jestlize Hy = B. (Stejné definice lze
samoziejmé zavést i pro jiné typy zobrazeni nez funkce.) Funkce (nebo zobrazeni) f: A — B, kterd je
prosta a zaroven na, se nazyva bijekce.

Pokud f je prostd, definujeme k ni inverzni funkci f~' v kazdém bodé y € Hy (je tedy Dy—1 = Hy)
vzorcem f~1(y) = x, pokud f(x) = y.Je-li A C Dy, definujeme restrikci (ziZen{) funkce f na mnoZinu
A jako f|a(x) = f(x) pro x € A (tedy f|4 je na mnozin¢ A rovna funkci f a jinde neni definovana, tj.
Dry = A).

Obraz a vzor mnoZziny: Obrazem mnoZiny M C Dy pfi funkci f rozumime mnoZinu

fM) ={f(x): x € M}, (3.1

tedy mnozinu vSech funkénich hodnot v bodech mnoziny M. Napiiklad pro funkci f = sina M =
[—7/6, w/2) dostaneme

sin([—m/6,7/2)) = [—1/2,1).

Vzor (libovolné) mnoZiny B pfi funkci f je mnoZina

f7HYB) = {x €eDs: f(x) € B}, (3.2)

neboli mnoZina vSech bodi, ve kterych je funkéni hodnota prvkem mnoZiny B.

Uvédomte si, Ze zde je jista kolize znadeni: pro prostou funkci f totiz symbolem f~! znalfme také
prisluSnou inverzni funkci. V piipad€ prostoty f tedy symbol f~! miize znamenat dvé rtizné véci; z kon-
textu je nicméné vzdy jasné, co mame zrovna na mysli. Pokud do f~! ,,dosadime* mnoZinu B, tj. piSeme

33
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/~1(B), pak mdme na mysli vzor mnoZiny; pokud dosadime bod y € Hy (j. y € Ds-1), mdme na mysli
hodnotu inverzni funkce v bodé y (s tim, Ze to pripoustime pouze pro prostou funkci f).

Ale pozor. V pifpadg, Ze f je prost4, je zde jesté jeden maly haek s kolizi zna&eni: symbol f~1(B) lze
totiz chapat bud’to a) jako vzor mnoziny B pfi funkci f podle definice (3.2), nebo b) jako obraz mnoZiny
B pfi funkci f~! (ktera je diky prostot€ f dobfe definovédna) podle definice (3.1). Opét zde tedy mdme
dvé mozné interpretace a na rozdil od pfedchoziho ptfipadu uz nemame co dale dosazovat a z kontextu tak
rozlisit, kterd z obou interpretaci daného symbolu je ta spravna.

Nastésti vSak v tomto pfipade oba vzorce (tedy (3.2) a (3.1)) ddvaji tentyZ vysledek, takZe problém opé&t
nemdame. Neni t€Zké si to z definice rozmyslet a ja vdm to viele doporucuji jako snadné cviceni.

Definice (Omezend funkce). Funkce f: A € R — R se nazyva omezend (resp. shora omezend, resp. zdola
omezend), jestlize H ¢ C R je omezend mnoZina (resp. shora omezend, resp. zdola omezend). (Pfipomefime
Ze mnoZina, a nyni tedy i1 funkce, je omezend, pravé kdyZ je omezena shora i zdola.)

Priklad.
e Pokud Dy = N, jednd se o posloupnost (posloupnost je tedy specidlni pfipad funkce);

e polynomem rozumime libovolnou funkci tvaru P(x) = a,x" + a,_1x" ' + ... + a1x + aop;

Pi(x)
Pr(x)’

e libovolny podil dvou polynomd, tedy funkce tvaru R(x) =
nazyva raciondlni funkce.

kde P, a P, jsou polynomy, se

e funkce signum je definovédna nésledujicim predpisem:

1, pokud x > 0,
sgnx = (0, pokud x =0,
—1, pokud x < 0.

e Necht' fi(x) = sinx a f>(x) = x2. Rozmyslete si, jaky je rozdil mezi funkcemi (f; o f2)(x) =
sin(x?) a (f> o f1)(x) = (sinx)?2. (Pfipomefime, Ze symbolem sin® x se tradi¢né mysl{ (sin x)? a i
my tuto zkratku budeme vyuZivat.)

e Funkce f(x) = x? neni na svém defini¢nim oboru (Dy = R) prostd, a tedy nemd inverzni funkci.
Restrikce funkce f na nezdpornd &isla ¢ = f|j0,00) ale prostd je a plati g7!'(x) = 4/x, pficem%
Dg-1 = Hg = [0, 00). To je skute¢né pravda podle definice inverzni funkce — pro x € [0, 00) je totiz
VY = x, kdykoliv x* = y.

e Funkce f(x) = /x je zdola omezend, ale neni shora omezena (a tedy neni omezena);
e funkce f(x) = sinx je omezend shora i zdola, a je tedy omezena;

e funkce f(x) = Inx neni omezend ani shora ani zdola. A

3.2 Limita a spojitost funkce

3.2.1 Definice limity funkce

Definice. Necht f je n&jakd funkce a necht ¢, A € R. Rekneme, Ze limita f v bod& c je A
(pisSeme lim,_,. f(x) = A), jestlize

Ve>035§>0VxeR:0<|x—c|<§=|f(x)—A| <e.
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Poznamka. Z definice je vidét, Ze limita funkce f v bodé ¢ zdleZi pouze na hodnotich riiznych od c,
protoze implikace v zavéru onoho vyroku ma ve svém predpokladu nerovnost 0 < |x — ¢|, tedy x # c.
Jinymi slovy: limita v bod¢€ ¢ nezalezi na hodnoté v bod€ c, funkce f v tom bodé dokonce ani nemusi byt
definovana.

Na druhou stranu, aby limita funkce f v bod€ ¢ mohla existovat, musi byt funkce definovana ve vSech
ostatnich bodech (tj. s vyjimkou samotného bodu ¢) né&jakého ,,§-okoli“ bodu c¢. Tento pozadavek je v
definici obsazen implicitné — tj. neni pfimo vysloven, je ale zjevné nutnou podminkou toho, aby definice
mohla byt splnéna. Skute¢né tomu tak je: tvrdi se totiz, Ze existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna x riiznd
od ¢ z §-okoli bodu ¢ je funkéni hodnota f(x) mdlo vzdélena od A; specidlné tedy funk¢éni hodnota f(x)

musi byt definovéna.

Zatim jsme definovali pouze viastni (konecnou) limitu ve viastnim bodé (tj. v kone¢ném bodé ¢ €
R). Zbyva definovat nevlastni limitu ve vlastnim bod¢, vlastni limitu v nevlastnim bodé a nevlastni limitu
v nevlastnim bodé. Abychom nemuseli vSechny tyto pfipady definovat zvlast’, zavedeme nyni uZitecné
znaceni, které ndm umoZni vSechny 4 definice (tj. v€etné definice vySe) vyslovit soucasné.

Definice. Necht' ¢ € R, § > 0. Okolim bodu c (s polomérem §) nazveme mnoZinu tvaru
B(c,0) =(c—6,c+6) ={xeR:|x—c| <}
Prstencovym okolim bodu c (s polomérem §) nazyvame mnoZzinu tvaru
P(c,8) =(c—68,c)U(c,c+d8)=(c—6,c+d)\{c}={xeR:0<|x—c| <}

Déle definujeme:

B(00,8) = P(c0,8) = (éoo) ataké B(—00,8) = P(—00,8) = (— oo,—%);

nerozliSujeme tedy mezi okolim a prstencovym okolim bodil c0.

Definice. Necht f je n&jakd funkce a necht ¢, A € R*. Rekneme, Ze limita funkce f v bodé ¢ je A4
(piseme lim,_,. f(x) = A), jestlize

Ve> 036 >0Vx e P(c,d): f(x) € B(A,¢).
Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro ¢, A € R (tedy obé Cisla kone¢nd) je tato definice totozna s definici vyse.

Véta 3.1. Necht’ ¢ € R* anecht’ f je funkce. Pak f md v c nejvyse jednu limitu.

Podobné jako dfive u posloupnosti diva tento vysledek (ktery si dokdZzeme pozdé€ji pomoci Heineho
véty) opodstatnéni naSemu znaceni limity pomoci symbolu limy—_,. f(x).

Definice. Necht’ ¢ € R a f je funkce. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé c, jestliZe plati
lim f(x) = f(c).
X—>C

Poznamka.

e Pokud f je spojita v bodé ¢, musi f byt definovana na néjakém okoli bodu ¢ (tj. 36 > 0: B(c,§) <
D). Tento fakt je implicitné obsaZen v definici, nebot’ to, Ze v ni hovoiime o limité¢ f v bodé ¢
znamend, ze f je definovdna na jistém prstencovém okoli bodu ¢ a hovorime téZ o hodnoté f(c), a
tedy f musi byt definovana i pfimo v c.
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e PovSimnéte si, Ze na rozdil od pojmu limity, spojitost funkce zdvisi na hodnoté v bod¢.
e Snadné cviceni je ndsledujici fakt: Funkce f je v bodé c¢ spojitd <

Ve> 036 >0Vx e P(c,d): f(x) € B(f(c),e).

e Stoji také za to si uvédomit, Ze pii naSem novém znaceni lze definice vlastni 1 nevlastni limity po-
sloupnosti formulovat ndsledujicim jednotnym zpisobem (kde tedy pfipoustime a € R*):

def.
lim a, = a éV8>OEInoeNVn =>ng: a, € B(a,e).

n—oo

3.2.2 Souvislost limity funkce a limity posloupnosti

Nasledujici klicova véta ndm umozni usetfit si préaci s diikazy nékterych tvrzeni o limité funkce. Pokud na-
priklad chceme dokézat, Ze limita funkce je jednoznacné urcena, budeme schopni tento problém prevést na
studium jednoznacnosti limity posloupnosti — v kontextu posloupnosti ale feSeni zndme: limita posloupnosti
(pokud existuje) je jen jedna. Heineho véta ndm v tomto (a v podobnych pifipadech) umozni analogické tvr-
zeni pro funkce ziskat jednoduse a aniZ bychom museli opakovat podobny (ale piece trochu jiny) dikaz z
definice limity funkce.

Dalsi typicky zptisob uZiti Heineho véty je v opacném sméru: pii vypoctech nékterych limit posloup-
nosti. Pomoci Heineho véty vypocet pfevedeme na vypocet limity funkce, ktery bude mnohdy jednodussi,
nebot” pro funkce budeme mit k dispozici siln€jsi pocetni metody.

Véta 3.2 (Heineho véta). Necht’ ¢, A € R* a f je funkce. Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
(i) limy_,. f(x) = A.
(ii) Pro libovolnou posloupnost {x,}°2 | splitujici podminky (HI) a (H2)

(HI) lim, o X, = ¢,

(H2) Vn € N: x, # c,
platilim,_, o f(x,) = A.

Poznamka. Nez prikroc¢ime k ditkazu pravé uvedené véty, je vhodné si dobie uvédomit jeji logickou struk-
turu. Véta fikd, Ze jisté dva vyroky jsou navzdjem ekvivalentni. Jinymi slovy, plati-li v dané situaci vyrok
(1), plati i vyrok (ii) a naopak. Struktura vyroku (i) je jasna: Funkce f', bod ¢ i hodnota A jsou piedem pevné
dany v hlaviéce véty a zde ve vyroku (i) se pouze tvrdi, Ze lim,_,. f(x) = A.

plati lim, o f(x,) = A. Zde je dllezité si vSimnout (ve formulaci implicitné obsazeného) obecného
kvantifikatoru (V). JesSt€ presné;jsi formulace by totiZ byla nasledujici:

V{a,},=,: posloupnost {a,},=, spliuje (H1) a (H2) = lim f(x,) = A.
n—00

Toto uvédoméni je zasadni pro pochopeni Heineho véty. Rikd nam, Ze pokud chceme zjistit néco o limité
funkce limy_,. f(x) (tj. chceme dokazat implikaci (ii)=>(i)), nesta¢i nam do funkce f dosazovat body je-
diné posloupnosti bodi x,, jdouci k ¢ (tj. spliujici (H1)). Véta od nés poZaduje, abychom funkci ,,testovali*
na vsech posloupnostech jdoucich k ¢ (které se samotnému bodu ¢ vyhybaji, jak Zada podminka (H2)).
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Diikaz. (i) = (ii): Pfredpokladejme, Ze limy_,. f(x) = A a dokazme (ii). BudiZ tedy dédna libovolna po-
sloupnost {x,}>>, spliujici podminky (H1) a (H2); chceme z definice limity posloupnosti dokdzat, Ze
lim, e f(x,) = A. Necht je tedy dano libovolné ¢ > 0. Podle predpokladu, Ze lim,_.. f(x) = A,
miZeme najit §o > 0 takové, ze

Vx € P(c,8): f(x) € B(A,¢). (3.3)

Podle predpokladu (H1) mGZeme k tomuto §y (chdpanému nyni jako epsilon z definice limity posloupnosti)
najitng € N takové, ze Vn = ng: x, € B(c, §p); diky podmince (H2) vSak z toho ihned vidime, Ze dokonce

Vn =ng: x, € P(c, ).
V kombinaci s faktem (3.3) tedy dostdvame, Ze
Vn =ng: f(x,) € B(A,¢).

(ii) = (i): Implikaci dokdzeme nepiimo, budeme tedy dokazovat —(i) = —(ii). Predpokladejme
—(limy—. f(x) = A), tj.

de>0Vs>03x € P(c,8): =(f(x) € B(A,¢)); (3.4)

zafixujme si néjaké takové ¢ > 0. Nyni chceme dokdzat —(ii), coZ znamend najit posloupnost {x,}5>,
spliujici podminky (H1) a (H2), pro kterou neplati zavér lim, .~ f(x,) = A. Takovou posloupnost zkon-
struujeme indukef (pfesngji: rekurzi): Pro kazdé n € N miZeme podle (3.4) najit x, € P(c,1) (stai
v (3.4) zvolit 6 = %) takové, ze —(f(x,) € B(A,¢)). Timto zptisobem jsme tedy dostali posloupnost
{xn}o2,, kterd spliiuje podminky (H1) a (H2), protoZe pro kazdé n € N jsme volili x, € P(c, 1), a tedy
|x, —c| < }l (odkud podle Lemmatu o dvou policajtech plyne, Ze |x, — c| — 0, a tedy lim, . X, = ¢) a
Xn # ¢ (protoZe jde o prstencové okoli).

Na druhou stranu ale neplati lim, . f(x,) = A, nebot” existuje ¢ > 0 (a sice ono pevné zvolené ¢), Ze
dokonce Vn € N: =(f(x,) € B(A,¢)), atvrzeni je tedy zfejmé. Tim je dokdzano, Ze existuje posloupnost
spliujici (H1) a (H2) a nikoliv zavér v (ii), a tedy plati —(ii). ]

Véta 3.3 (,,Heineho definice spojitosti®). Necht’ ¢ € R a f je funkce. Pak NVJE:
(i) Funkce f je spojitd v bodé c.
(ii) Kdykoliv {x,}°2, je posloupnost takovd, Ze lim,_, X, = ¢, potom lim,_, f(x,) = f(c).
Diikaz. Snadnd aplikace Véty 3.2 a definice spojitosti. ]

Diikaz Veéty 3.1 pomoci Heineho véty. Necht ma funkce f v bodé ¢ limitu A. Je-li {x,}52, libovolnd po-
sloupnost spliiujici pro bod ¢ podminky (H1) a (H2) z Heineho véty (. lim, e X, = caVn € N: x, #
¢), potom lim,_, o f(x,) = A (podle Heineho véty). Kdyby funkce f méla v bodé ¢ jesté né€jakou jinou
limitu B, musela by (opét podle Heineho véty) posloupnost f(x,) kromé limity A mit i limitu B, coZ je
nemozné podle véty o jednoznacnosti limity posloupnosti. Proto jina limita funkce f v bodé ¢ existovat
nemuze. [
Piiklad. Funkce f(x) = sin () nemd limitu v bod& 0. Skute¢ng, sta¢f najit dv& posloupnosti {x,}3, a
{yn}52, splitujici podminky (H1) a (H2) v Heineho vété a takové, Ze lim,—o f(x,) # lim,—oo f(Vn)-
Kdyby totiz existovala limita lim,_,o f(x) = A, pak by podle Heineho véty musela byt splnéna rovnost
limy, 00 f(Xn) = A = limp—00 f(Vn).

Priklady takovych posloupnosti jsou tfeba x, = Hﬁ ay, = #, které ob€ maji limitu 0 a maji
nenulové Cleny (tj. spliiuji podminky (H1) a (H2)) a pro vSechna n € N plati f(x,) = 1a f(y,) = 0,
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odkud lim, o f(x,) = 1 # 0 = lim,—0 f(Vn), a limita limy,_,o f(x) podle vyse uvedené uvahy tedy
nemuze existovat.

Heineho véta tedy dava jednoduchy ndvod, jak dokazovat, Ze limita néjaké funkce v urCitém bodé ne-
existuje. Staci najit dvé posloupnosti konvergujici k onomu bodu takové, Ze prislusné hodnoty funkce maji
rizné limity. Jde o analogicky postup, jako kdyZ dokazujeme neexistenci limity posloupnosti tak, Ze naje-
deme dvé podposloupnosti s riznymi limitami. A

3.2.3 Metody vypoctu limity funkce

Véta 3.4 (Aritmetika limity funkce). Necht’ ¢ € R* a f, g jsou funkce. Pak kaZdd z ndsledujicich rovnosti
plati, md-li prislusnd pravd strana smysl.

(i) limyc(f(x) + g(x)) = limy—e f(x) + limy—e g(X);
(ii) limy . (f(x)-g(x)) = limy_ f(x) -limy_c g(x);
(iti) limy—¢(f(x)/g(x)) = limy—c f(x)/limyx—c g(x).

Diikaz. Dilikaz provedeme pomoci Heineho véty. DokdZeme bod (i), ostatni dlikazy projdou zcela stejnym
postupem. Pfedpoklddejme, Ze prava strana prvni rovnosti ma smysl. To znamend, Ze existuji limity A =
limy,. f(x) a B = lim,_,. g(x) a dajf se secist (tj. neni jedna rovna oo a druhd —oo). Necht’ {x,}72, je
libovolnd posloupnost spliiujici pro bod ¢ podminky (H1) a (H2) z Heineho véty, tj. plati lim, . X, = c a
Vn € N: x, # c. Pak podle Heineho véty plati lim, o f(x,) = A alim,_ g(x,) = B. Podle véty o
aritmetice limit pro posloupnosti tedy plati, Ze

Tim (f +)(xa) = lim (f(xa) + g(ra)) "= lim f(xs) + lim g(xn) = 4+ B.

ProtoZe vSak posloupnost {x,}5 , spliujici (H1) a (H2) byla zvolena libovolné, plati tato rovnice pro
vSechny takové posloupnosti, a opétovnym pouZitim Heineho véty (tentokrat opa¢né implikace) dostdvame,
Ze
lim f(x) + g(x) = im(f + g)(x) "2 4 + B = lim f(x) + lim g(x). O
X—>C X—>C X—>C X—>C
Véta 3.5 (Spojitost a aritmetické operace). Necht’ ¢ € R a funkce f a g jsou spojité v bodé c. Potom i
funkce f + g, f - g jsouv bodé c spojité. Pokud g(c) # 0, je spojitd i funkce f/g.

Diikaz. Dokazeme napriklad posledni tvrzeni o funkci f; ostatni Ize dokédzat analogicky. Necht’ jsou tedy
funkce f a g spojité v bodé ¢ a g(c) # 0. Tedy podle definice spojitosti plati, Ze

lim f(x) = f(c) a limg(x) = g(c).

Podle Véty 3.4 dostdvame, Ze

fx)  limyse f(x)  fle) (i)(c)_

lim (f)(x) — lim ;

x—e\ g x—c g(x)  limeeg(x) go)

Tedy limita funkce % v bodé ¢ je rovna jeji funkéni hodnoté v bodé c, a tedy je funkce v tom bodé spojita.
[

Priklad 3.6 (Spojitost polynomu a raciondlni funkce).
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e Nejprve si dokdZeme spojitost funkce f(x) = x v kazdém bodé: Budiz tedy dano ¢ € R; chceme
dokazat, ze lim,_,. x = c¢. Necht’ ¢ > 0 je libovolné. PoloZme § = ¢. Nyni je zfejmé, Ze pro libovolné
x € P(c,8)je f(x) = x € B(c,e¢), protoze P(c,8) C B(c,e¢).

e Jesté jednodussi je dokdzat, Ze libovolna konstantni funkce je spojita ve vSech bodech. Pro konstantni
funkci mizeme § zvolit jak chceme (dokonce nezavisle na ¢€) a vyjde to. Doporucuji si toto podrobné
rozmyslet z definice spojitosti a limity.

e Postupnou aplikaci pfedchozich dvou bodl a Véty 3.5 dostaneme, Ze libovolny polynom je spojity v
kazdém bodé. Presnéji: Dokdzeme to indukci podle stupné polynomu. Pro stupeni O uz to vime, nebot’
jsme ucinili pozorovani, Ze konstantni funkce je spojitd. Pfedpoklddejme nyni, Ze uz jsme dokazali,
Ze libovolny polynom stupné nejvyse n (kde n = 0 je celé) je ve vSech bodech spojity. M&jme
nyni libovolny polynom P stupné n + 1, tedy P(x) = a,11x" ! + a,x" + ... + a;x + ao. Pak
Pi(x) = ap41x™ + apx™ 1 + ... + ayx + a; je polynom stupné n, a tedy P je spojitd v kazdém
bodé. Podle Véty 3.5 je spojitd i funkce x - Py(x), a (podle téze véty) tedy i P(x) = x - Py(x) + ao.

e Libovolna funkce tvaru R(x) = ﬁ;—g; (tedy raciondlni funkce) je podle Véty 3.5 spojitd ve vSech
bodech svého defini¢niho oboru, tj ve vSech bodech ¢ € R takovych, ze P,(c) # 0. A

Nyni definujeme intuitivné pfirozeny pojem jednostranné limity funkce ve vlastnim bodé. Treba funkce
sgn x nema v bod¢ 0 limitu, m4 tam ale, jak uvidime, (rizné) jednostranné limity.

Definice (Jednostranna limita a spojitost). Nejprve zavedeme znaceni: Je-li ¢ € R a § > 0, definujeme
P.(c,6) =(c,c+6) a P_(c,8)=(c—56,c).

Limita funkce f v bod¢ ¢ zprava je definovana stejné jako oboustrannd limita, pouze symbol P(c, )
nahradime symbolem P (c, §). Presnéji:
Pro A € R* (pozor, zde ¢ € R) fekneme, Ze limita funkce f v bod€ ¢ zprava je rovna A, jestliZe plati

Ve>036>0Vx e Pi(c,d): f(x) € B(A,e).

PiSeme pak lim, .., f(x) = A. Analogicky definujeme limitu zleva a piSeme lim,_,._ f(x) = A.
Rekneme, Ze funkce f je v bod& ¢ spojitd zprava (resp. spojitd zleva), jestlize plati

lim f(x) = f(c) (resp. lim f(x) = f(c)).
X—>C4 X—>C—
Lemma 3.7. Necht’ c € R, A € R* a f je funkce. Potom
lim f(x) =A4 <= lim f(x)=A4 A lim f(x)= A.
x—c x—c_ x—c4t

Ddle plati, Ze f je v bodé c spojitd, kdykoliv je v bodé c¢ spojitd zleva i zprava.

Diikaz. Jde o trivialitu. Staci si precist definice a vyuZit zjevného faktu, ze P(x,§) = P_(x,d) U P+(x, ).
Tvrzeni o spojitosti je okamZitym dlsledkem tvrzeni o limitach a definice spojitosti. [

Poznamka. Jak je zfejmé z definice, jednostrannd limita v bod€ ¢ zavisi pouze na hodnotach funkce na
piislusné stran€ od bodu c. Ze stejného diivodu jako pro diive definovanou oboustrannou limitu nezavisi na
hodnoté (nebo existenci hodnoty) pfimo v bodé c.

Vsechny dosud uvedené véty o (oboustranné) limité€ funkce plati i s pfisluSnymi ,,jednostrannymi for-
mulacemi®. Napiiklad plati, Ze limita zprava dané funkce v daném bod¢ je jednoznacné urcena (pokud
existuje). Stejné tak plati Véta 3.4, nahradime-li v ni kazdy symbol lim,_,. symbolem lim,_,., (a podobné
1 zleva). Trochu komplikovanéjsi by byla jednostrannd modifikace Heineho véty. Naptiklad verze zprava by

Yev s

Necht’ ¢ € R, A € R* a f je funkce. Pak NVJE:
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(i) limyc, f(x) = A
(ii) Pro kaZdou klesajict {x,}52, takovou, Ze lim,_, o x, = ¢, plati lim,_,~ f(x,) = A.

Priklad. Pro funkci sgn x, jak se snadno nahlédne, plati

lim sgnx =1 a lim sgnx = —1.
x—>04 x—>0—

Podle Lemmatu 3.7 tedy neexistuje limy_,o sgn x. Kromé toho (podle t¢hoz lemmatu) funkce sgn x neni
v bod€ nula spojitd ani zleva ani zprava, nebot’ sgn0 = 0, coZ se nerovna ani limité zleva ani limité
zprava. A

Véta 3.8 (Limita slozené funkce). Necht’ f, g jsou funkce, c, B, A € R*. Predpoklddejme ddle, Ze plati
podminky

(i) limy_. g(x) = B alimy_,p f(y) = A;
(P) 361 > 0Vx € P(c,81): g(x) # B.
Potom plati limy—.c f(g(x)) = A (= limyp f())).

Diikaz. Necht jsou splnény vSechny predpoklady véty; chceme dokazat lim,_.. f(g(x)) = A. Necht’ je
ddno ¢ > 0. ProtoZe lim,_,5 f(y) = A, miZeme podle definice limity najit n > 0 (které hraje roli ¢isla
»delta‘ pro vnéjsi funkci) takové, Ze

Vy e P(B,n): f(y) € B(A,e). (3.5)

Toto ¢islo n nyni chdpeme jako ,.epsilon pro vnitini funkci. Podle definice faktu, Ze lim,_,. g(x) = B,
miZeme najit §, > 0 takové, Ze
Vx € P(c,62): g(x) € B(B,n). (3.6)

PoloZzme § = min{é;, §,} (kde Cislo 8; pochazi z podminky (ii); tvrdime nyni, Ze k onomu ¢ jde o vhodnou
volbu § z definice dokazovaného faktu, Ze lim,_,. f(g(x)) = A, tj. chceme dokazat, ze

Vx € P(c,8): f(g(x)) € B(A,e).

Budiz tedy dano libovolné x € P(c,§). Protoze § < &5, jest podle (3.6) g(x) € B(B,n). Navic ale
mame § < &, a tedy podle podminky (ii) vime, Ze g(x) # B, odkud celkem dostdvame, Ze g(x) €
B(B,n) \ {B} = P(B,n). Tim padem ale podle (3.5) plati, Ze f(g(x)) € B(A,¢), a jsme hotovi. ]

Véta 3.9 (Limita slozené funkce se spojitou vnéjsi funkci). Bud'te f, g funkce, B € R a ¢ € R*. Necht’
ddle plati podminky

(i) limy—. g(x) = B;
(S) funkce f je v bodé B spojitd.
Potom plati lim,_.. f(g(x)) = f(B).

Dusledek. Necht’ je funkce g spojitd v bodé ¢ a funkce f je spojitd v bodé g(c). Potom je funkce f o g
spojitd v bodé c.
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Pro véty 3.8 a 3.9 plati také rizné ,;jednostranné verze*. Pfitom ona jednostrannost se muizZe tykat jak
funkce vné&jsi, tak funkce vnitini. V prvnim piipadé miiZzeme napiiklad dokazat nasledujici tvrzeni:

Necht’ je (vnitini) funkce g spojitd v bodé ¢ a na jistém okoli bodu c plati g(x) = g(c). Necht’ je (vnéjsi)
funkce f zprava spojitd v bodé g(c). Potom je funkce f o g spojitd v bodé c.

Pro (pouze) zprava spojitou vnitini funkci bychom zase mohli formulovat takovouto vétu:

Necht’ je (vnitini) funkce g zprava spojitd v bodé ¢ a (vnéjsi) funkce f spojitd v bodé g(c). Potom fog
je zprava spojitd v bodé c.

Celkové tedy miZeme ucinit zaver, Ze je-li f spojitd na Dy a g spojitd na Dg, potom f o g je spojitd
na Dy.g, tedy, jak jsme zvykli fikat, sloZeni spojitych funkci je spojitd funkce.

Poznamka. Pojd’'me se podivat na priklad, ktery ilustruje, pro¢ je Vét€ 3.8 potieba podminka (P) — ukdZeme tedy sloZenou
funkci, kterd spliluje predpoklady véty aZ na (P) a zavér véty pro ni selze.

Polozme g(x) = x2sin ()1?) Podle Lemmatu 3.12 (,,nulova - omezend = nulova*®) je limy_o g(x) = 0. VSimnéme si rovnou,
7e takto definovand funkce g, kterd v naSem piiklad€ sehraje roli vnitini funkce, nespliiuje podminku (P), tj. plati jeji negace:

—(36; > 0Vx € P(0,81): g(x) #0),

coz je ekvivalentni vyroku
Vé; > 03dx € P(0,67): g(x) =0. (3.7)

Skuteéné, tento vyrok je pravdivy, nebot’ g(x) = 0 (tedy funkce je rovna svoji limité) ve v§ech bodech x tvaru x = #, které
1ze najit libovolné blizko nule, tj. v libovolném prstencovém okoli nuly, pfesné jak tikd vyrok vySe.

Vezméme si nyni néjakou (vnéjsi) funkci f(y), pro kterou nelze aplikovat VéEtu 3.9, ve které neni potieba podminka (P) —
tedy takovou funkci, kterd nespliiuje podminku (S), tj. spojitost v bodé, ke kterému konverguje vnitini funkce g (v naSem pripadé
tedy 0). Pfikladem takové funkce je tieba f(y) = eyy_l , kterd v bod€ y = 0 neni ani definovana (a tedy tam nemiiZe byt spojita).
SepiSme si tedy, co mdme:

limg(x) =0 A lim f(y)=1.
x—0 y—0
Mohli bychom tedy chtit ucinit nepravdivy zaver, ze

x2 sin i _

lim &7 — lim f(g(x)) = lim f(y) = 1.
x>0 x2sin1 x—0 y—0
Ve skute¢nosti totiz limita limy_.¢ f(g(x)) neexistuje. To proto, Ze podle (3.7) existuje v libovolném prstencovém okoli bodu 0
bod x, ve kterém g(x) = 0, a tedy f(g(x)) nemd smysl (protoze f neni v nule definovédna). Jinak feCeno, funkce f o g neni
definovdna na Zadném prstencovém okoli bodu 0, a tedy v tomto bodé nema limitu (viz Pozndmku 3.2.1). Jinak feceno, limita
limy—o f(g(x)) vibec neexistuje, a tedy neni rovna jedné.

3.2.4 Limita a nerovnosti, lokalni chovani funkci

Lemma 3.10 (Limita a nerovnosti). Necht' ¢ € R* a f, g jsou funkce.

(i) Pokud limy_,. f(x) > limy_. g(x), pak 35 > 0 Vx € P(c,d): f(x) > g(x).

(ii) Pokud 3§ > 0 Vx € P(c,6): f(x) < g(x) a ony limity existuji, pak limy_,. f(x) < limy_. g(x).
Lemma 3.11 (Policajti pro funkce). Necht’ A € R, c € R* a f, g, h jsou funkce.

(i) Necht’ 3§ > 0 Vx € P(c,8): f(x) < h(x) < g(x) anecht’ limy_. f(x) = limy_. g(x) = A.
Pak limy_.. h(x) = A.

(ii) Necht’ 35 > 0 Vx € P(c,d): f(x) < h(x) a necht’ limy_,. f(x) = oo. Pak limy_,. h(x) = oo.
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Prvni bod lemmatu je tedy analogii Lemmatu o dvou policajtech pro posloupnosti. Tam predpokldddme,
Ze ony nerovnosti plati od jistého pocate¢niho indexu. Zde (pro funkce) mdme misto toho predpoklad, ze
tyto nerovnosti plati na jistém okoli bodu, v némzZ uvazujeme limitu. Druhé tvrzeni je ,L.emma o jednom
policajtovi* pro funkce, analogické Lemmatu 2.9*. Je snad jasné, Ze analogické tvrzeni lze zformulovat 1
pro limitu —oo.

Poznamka. Limita v bodé vypovida néco o chovani funkce ,,lokdlné na jistych prstencovych okolich onoho
bodu®. Je naprtiklad jasné, Ze kdyZ studuji limitu funkce f v bod¢€ ¢ a rozhodnu se predefinovat hodnotu
f(x) v n¢jakém bodé x na hodnotu jinou, na limitu v bodé ¢ to nema vliv. Skutecné je to tak: pokud x = c,
s limitou se nic nestane, jak uz vime davno. Na druhou stranu, pokud x # c, pak je vzdalenost od x od
¢ pevné kladné Cislo, a tedy to rovnéZ nema vliv; jako cviceni si miZete zkusit dokdzat toto jednoduché
tvrzeni (muzete to dokazat snadno z definice, nebo i jednoduchou aplikaci Lemmatu 3.10):

Necht’ se funkce f a g shoduji na néjakém prstencovém okoli bodu ¢ € R* (¢. 36 > 0 Vx €
P(c,8): f(x) = g(x)), pak limy_,. f(x) = limy_. g(x), md-li jedna strana smysl.

Z existence vlastni limity v bodé také plyne lokdlni omezenost funkce. Presnéji:
Necht’ limy_,. f(x) € R. Pak je funkce f na néjakém prstencovém okoli bodu ¢ omezend.
Toto také plyne z Lemmatu 3.10 (zkuste si rozmyslet jak).

Déle plati napiiklad lokalni zachovavani znaménka (rovnéz aplikace Lemmatu 3.10):
Necht’ limy_,. f(x) > 0. Pak je f na jistém prstencovém okoli bodu c kladnd.

Lemma 3.12 (,,Nulova - omezena = nulova.*). Necht’ limy_,. f(x) = 0 a necht’ g je na néjakém prsten-
covém okoli bodu ¢ omezend. Pak limy_,. f(x)g(x) = 0.

Diuikaz. Jako v mnoha podobnych piipadech, diikaz miizeme vést dvéma zdkladnimi zptisoby:

e tvrzeni odvodime z analogického tvrzeni pro posloupnosti (Lemma 2.8) pouZzitim Heineho véty;

e provedeme dilkaz piimo z definice.

Z cvi¢nych divodi se podivejme na diikaz druhou uvedenou metodou. Za uvedenych predpokladi mame
dokazat lim,_,. f(x)g(x) = 0. Budiz tedy dano libovolné & > 0, nas cil je najit néjaké ,,vhodné* 5 > 0.

Funkce g je podle predpokladu omezena na néjakém prstencovém okoli bodu ¢, neboli existuje néjaké
81 > 0 (,,polomér* tohoto prstencového okoli) a konstanta K tak, Ze

Vx € P(c,61): |g(x)| < K.
Dale vime, Ze limy_,. f(x) = 0. Pro vyse dané ¢ tedy musime byt schopni najit §, > 0 takové, Ze
€
Vx € P(c,62): | f(x)| < ra

Polozme nyni § = min{dy, 6,}; toto § je ,,vhodné*, nebot’ pak pro libovolné zvolené x € P(c, §) dostavame

f@) 8@ = 1@ 1g@)] < 2 - K = .

a diikaz je hotov. [

3.3 Véty Bolzanova a Weierstrassova a jejich dasledky

Definice. Necht' je funkce f definovand na intervalu / = [a, b]. Rekneme, Ze f je spojitd na I pokud f
je spojitd v kazdém bodé x € (a, b) a je zprava spojitd v a a zleva spojitd v b. Podobn¢ definujeme spojitost
na I, pokud I = [a, b) apod.

Pokud je definicnim oborem funkce sjednoceni vice intervalii, fekneme, Ze f je spojitd na svém defi-
ni¢nim oboru, pokud je spojitd na kazdém z téchto intervalii.
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Rekneme-li tedy napiiklad, Ze funkce % je spojitd na svém definicnim oboru, mdme tim na mysli, Ze
je spojitd jak na intervalu (—oo, 0), tak na intervalu (0, co), které dohromady tvofi cely defini¢ni obor této
funkce. Podobné i funkce tg(x) je spojitd na svém defini¢nim oboru, coZ znamen4, Ze je spojita na kazdém
intervalu tvaru (— % + km, % + krr), kelZ.

Véta 3.13 (Bolzano). Necht’ f je spojitd na intervalu [a, b]. Potom plati:

(i) Pokud f(a) a f (D) jsou nenulovd ¢isla s opacnym znaménkem, potom existuje xo € (a, b) takové, Ze

S (xo) = 0.
(ii) Pro kaZdé y mezi f(a) a f(b) existuje x € [a, b] takové, Ze f(x) = y.

Diikaz délenim intervalii. Nejprve dokdZeme prvni tvrzeni, z néj pak uZ snadno plyne tvrzeni druhé. Aby-
chom si pro tcely tohoto dikazu zjednodusili vyjadifovani, pojd’'me se domluvit, Ze jakykoliv uzavieny

interval [c,d] C Dy nazveme vhodny, jestlize plati sgn f(c) = —sgn f(d) (neboli f ma opacné zna-
ménko v jeho krajnich bodech).
PoloZme ay := a a by := b; vSimnéme si, Ze podle predpokladu véty plati sgn f(ag) = —sgn f(by)

(opacné znaménko), tj. interval [ag, bo] = [a, D] je vhodny.
Rekurzi postupné definujeme posloupnosti {a,}7>, a {b,};>, tak, aby definovaly klesajici posloupnost
vhodnych intervald, tj.
[Clo,bo] - [al,bl] - [az,bz] o ... (38)

Konkrétné to provedeme nasledujicim zptsobem:
UZ méame vhodny interval [ag, bg]. Nyni predpokladejme, Ze uz je definovan vhodny interval [a,, b,] a
rozdélme ho na dvé stejn¢ dlouhé poloviny (interval [a,+1, b,+1] pozdé€ji definujeme jako jednu z téchto

polovin):
an +b an, +b
[an»bn]:[an» n2 n:|U|: n2 nvbl’l:l
Protoze sgn f(a,) = —sgn f(b,), je ziejmé, Ze jsou tii (navzdjem se vyluCujici) mozZnosti: pokud A) plati

f (@) = 0, nasli jsme nulovy bod funkce f, a dikaz je tedy hotov; v opatném piipadé mame bud’to
B) ze [ay, £ ] je vhodny, nebo C) [%£b= b, ] je vhodny. Kdyby totiZ nenastdvala ani jedna z téchto

@tbn) = sgn f(by), a interval [a,, b,] by tedy nemohl byt

moznosti, znamenalo by to, Ze sgn f(a,) = f (
vhodny.

Timto rekurzivnim postupem jsme tedy dostali bud’to rovnou nulovy bod funkce f (v tom piipadé se
rekurze zastavila po kone¢né¢ mnoha krocich), nebo nekonecnou klesajici posloupnost vhodnych intervalt
(3.8), ktera navic vznikla ptlenim, a tak délka té€chto intervald jde k nule (délka kazdého dalsiho intervalu

je polovi¢ni).! Podle Cantorova principu (Véta 2.16) tedy existuje pravé jeden bod v priiniku:
o0
xo € (\[an.ba] < [a.b].
n=1

Sporem ukdzeme, Ze f(xo) = 0; bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze f(xq) > O (pfipad f(xo) <
0 je zcela analogicky). Ze spojitosti f plyne existence § > 0, Ze Vx € B(xo,8): f(x) > 0. ProtoZe vSak
Xo € [an,by] pro vSechna n a délka téchto intervald ma limitu nula, od jistého indexu jsou vSechny tyto
intervaly obsazeny v B(xy,§), takZe nemohou byt vhodné, nebot’ funkce f je na B(xg,d) kladnd. To je
spor s predchozi konstrukei, kterd zarucovala vhodnost vSech zvolenych intervald. Proto je f(xo) = 0, a
jsme hotovi.

IPfesnéji bychom tento fakt dokézali indukci: snadno ukdZeme, Ze pro kazdé n € N je b, —a, = 27" (b — a) (zkuste si to!),
takze lim,,— o0 (b, — a,) = 0.
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Pro ditkaz druhé ¢asti véty méjme déano libovolné y mezi f(a)a f(b). Pokud y = f(a)neboy = f(b)
jsme hotovi: hodnoty y se nabyva v bodé€ a nebo v bod€ b. V opacném piipade je y ostrie mezi f(a)a f(b);
definujeme-li tedy funkci g pfedpisem g(x) = f(x) — y pro vSechna x € Dy, pak hodnoty g(a) a g(b)
maji opa¢né znaménko. Navic je funkce g spojitd (protoZe je souctem spojité funkce f a konstantni funkce
—Y), a tedy podle prvni ¢asti véty (kterou uz mame dokazanou), existuje x¢ € [a, b] takové, Ze g(xo) = 0.
To znamenad, Ze 0 = g(xo) = f(x0) — ¥, tj. f(x0) = y. [

Jiny diikaz Bolzanovy véty. DokdZeme prvni tvrzeni. Necht' tedy funkce f spliiuje predpoklady prvni Césti véty; bez Gjmy na
obecnosti miZeme predpoklddat, Zze f(a) < 0a f(b) > 0. Definujme

Z ={x €la,b]: f(x) <0}

Pak Z # @, protoze a € Z a také je to shora omezend mnoZina, nebot’ je podmnozinou [a, b]. Proto podle Véty o supremu
existuje xo = sup Z. Tvrdim, Ze f(xo) = 0.

Diikaz tohoto tvrzeni povedeme sporem: Kdyby f(xg) # 0, pak bud’to f(xp) < 0, nebo f(x¢) > 0; v obou piipadech
odvodim spor. Pfedpoklddejme nejprve, ze f(xg) < 0; pak ovS§em x¢ # b, nebot’ f(b) > 0. Ze spojitosti funkce f tedy plyne,
ze limy—x,+ f(x) = f(xo) < 0 a odtud (pouzitim levostranné verze Lemmatu 3.10, nebo pozndmky pod nim) 36 > 0 Vx €
(x0,x0 + 8): f(x) < 0. Tim padem existuje né&jaké takové x > xg, Ze f(x) < 0, coZ ale znamend, 7e x € Z a zdroveii
X > sup Z, coZ je spor.

Nyni pfedpokladejme druhou moZnost, totiz Zze f(xg) > 0. Dikaz je podobny, ale pfece jen jiny. V tomto piipadé mame
Xo # a, protoZze f(a) < 0, a ze spojitosti f tedy mdme, Ze limy_,,,— f(x) = f(xo) > 0; odtud stejnym postupem dostaneme,
7e

36 > 0 Vx € (xg—6,x0): f(x)>0. (3.9)
Zvolme libovolné ¢ € (x¢ — §, x¢); nyni oviem mame, Ze funkce f je kladna na intervalu [c, x¢) (podle (3.9)), je také kladnd v
bod€ x¢ samotném (podle predpokladu) a je nezdpornd na intervalu (xg, b] (protoze xo = sup Z a f nabyvd zdpornych hodnot
pouze v bodech Z). Celkem tedy mame, Ze f je nezdpornd na [c, b] (na ¢dsti této mnoZziny vime, Ze je dokonce kladn4, ale to nds
nezajimd), a tedy [c, b]N Z = @. Tim padem je bod ¢ horni zdvora Z a pfitom ¢ < xo = sup Z. To je spor s tim, Ze supremum je
nejmensi horni zdvora (my jsme totiZ nasli néjakou mensi). Dostali jsme spor v obou piipadech a nutné tedy plati, Ze f(x¢) = 0.
Tim je dokoncen dikaz prvni{ Casti.
Pro dikaz druhé Casti véty vizte posledni odstavec v prvnim uvedeném dikazu této véty. O

Véta 3.14 (Weierstrass). Necht’ je funkce f spojitd na intervalu [a, b]. Potom plati:
(i) Funkce f je omezend na [a, b].

(ii) Funkce [ nabyvd na [a, b] svého maxima i minima. Tj. existuji body x,,, xps € [a, b] takové, Ze
f(xm) = inf f([a,b]) = min f([la.b]) a f(xm) = sup f([a,b]) = max f([a,Db]).

Pripomenime, Zze f([a, b]), tedy obraz pfi funkci f mnoZiny [a, b], je (podle definice) mnoZina obrazd
vSech bodu z [a, b], neboli

J(a. b)) = {f(x): x € [a,b]}.

Duikaz. Nejprve sporem dokdZeme, Ze f je omezend; necht’ je tedy neomezena. Tim padem plati
Vn e N 3dx € [a,b]: | f(x)| > n;

indukef (rekurzi) vybereme tedy posloupnost {x,}°>, C [a, b] spliiujici | f(x,)| > n pro vSechna n. Podle
Bolzanovy-Weierstrassovy véty 2.17 existuje konvergentni vybrand posloupnost {x, }5> ;, lim, o0 Xk, =
X (a tato limita x¢ je prvkem [a, b], jak je vidno snadno z definice, nebo pouZzitim Véty 2.13). Protoze f je
spojitd, Véta 3.3 implikuje lim, o f(xk,) = f(x0), atedy lim, o | f(xk,)| = | f(x0)| € R. Na druhou
stranu ale | f(xx, )| > n pro vSechna n, a tedy podle Lemmatu o jednom policajtovi pro posloupnosti plati,
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ze lim, o | f(xk,)| = 00, cOZ je spor, nebot’ oo ¢ R (pfesnéji: limita nemiiZe byt soucasné rovna f(xo) a
00).

Nyni dokdzeme, Ze funkce f nabyva svého maxima, a to opét sporem. Z prvni Casti dikazu vime, Ze
existuje sup f([a,b]) = M € R, protoZe f je omezena; pro spor predpokladejme, Ze tohoto suprema se
nenabyva v zddném bod¢ intervalu [a, b]. Mdme tedy Vx € [a,b]: f(x) < M, tojest M — f(x) > O.
Definujeme-li tedy pro x € [a, b]

1
M= f(x)
je g dobfe definovana na [a, b] (v Zddném bod¢ nedelime nulou), kladna a spojitd (podle Véty 3.5). Tim

s Y 2z

padem i g spliiuje pfedpoklady, a podle prvni Casti véty je tedy g omezena funkce na [a, b], tj.

1
M=)

g(x) =

K > 0 Vx € [a,b]: K.

To ale po Gpravach znamend, ze Vx € [a,b] je f(x) < M — % atedy M — % je horni zavora funk¢nich
hodnot f, ktera je mensi neZ jejich supremum M . To je spor s tim, Ze supremum je nejmensi horni zdvora.
Tim padem funkce f musi nabyvat svého maxima; analogicky se dd dokazat i nabyvani minima. Pfipadné
(misto opakovani stejného diikazu pro pfipad minima) miZeme konstatovat, Ze (spojitd) funkce — f nabyva
svého maxima (podle pravé dokazaného), a tedy f nabyva svého minima. ]

Poznamka.

(a) Je dulezité si uvédomit, ze Weierstrassova véta neplati pro spojitou funkci na otevieném nebo po-
louzavieném intervalu. Jako piiklad vdm mizZe poslouZit tieba funkce %, kterd je spojita na (0, co),
ale nenabyva na tomto intervalu ani minima, ani maxima.

(b) Bolzanova véta 1ika, ze za jistych predpokladid existuje xo € (a, b) takové, ze f(xo) = 0. To lze
precCist také tak, Ze rovnice f(x) = 0 md v intervalu (a,b) reSeni. Jinymi slovy, Bolzanova véta
nam garantuje existenci feSeni nékterych rovnic. S jeji pomoci miizeme napriklad pohodIné dokazat
existenci druhé (i libovolné vyssi) odmocniny:

M¢jme Cislo a > 0 (pro a = 0 je odmocnina rovna 0, takZe existuje); druhou odmocninu z a miZeme
definovat jako nezdporné felenf rovnice x> = a. Polozme f(x) = x> —a. Pak f(0) = —a < 0
a snadno se najde néjaké b > 0, Zze f(b) > 0. Protoze funkce f je spojitd (jak vime z Véty 3.5),
muiZeme aplikovat Bolzanovu vétu a konstatovat existenci jistého x € (0, b) takového, ze f(x) = 0,
coZ znamen4, 7¢ x> = a. Druh4d odmocnina z &isla a tedy existuje a je rovna x. Napiiklad pro
a = 2 jsme tedy dokdzali, Ze existuje ~/2; uvédomte si, Ze toto je netrividlni vlastnost redlnych &isel
— ta, kterou se realnd Cisla odliSuji od Cisel raciondlnich. Rozmyslete si, kde pfesné v tomto ditkazu

existence +/2 € R jsme pouZili Vétu o supremu.

Poznamka. Vlastnost nabyvani mezihodnot se nékdy nazyva Darbouxova vlastnost. Presnéji:
Rekneme, Ze funkce f mad na intervalu / Darbouxovu vlastnost, pokud

(Va,bel,a<b)(Vymezi f(a)a f(b)) (Ix € [a,b]): f(x) = y.

Je dobré si uvédomit, Ze implikace mezi spojitosti a Darbouxovou vlastnosti plati pouze jednim smérem:
Podle Bolzanovy véty mame: f je spojitd = [ md Darbouxovu vlastnost. Protipiikladem na opacnou
implikaci je tfeba funkce
sin(3), x #0,

J(x) = 0 X =0,

kterd ma Darbouxovu vlastnost na celé mnoZiné R, neni ale spojitd v bod¢ 0. (Ovéite obé tato tvrzeni.)
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Definice. Rekneme, Ze funkce f je na intervalu /
e rostouci,pokud Vx,y e l: x <y = f(x) < f(»);
e klesajici,pokud Vx,y € [: x <y = f(x) > f(y);
o neklesajici,pokud Vx,y e I: x <y = f(x) < f(y);
e nerostouci,pokud Vx,y e [: x <y = f(x) = f(y);
e monotonni, pokud je na I neklesajici nebo nerostouct;
e ryze monotonni, pokud je na I rostouci nebo klesajici;
Poznamka. Rozmyslete si nasledujici jednoducha tvrzeni.
e Nerostouci* a ,,neni rostouci* je néco jiného;
e Rostouci = neklesajici;
e Neklesajici N nerostouci = konstantni;
e Monotonni A prostd = ryze monotonni.
Véta 3.15. Prostd spojitd funkce na intervalu je ryze monotonni.

Diikaz. Necht' je funkce f prostd a spojitd na intervalu /; kdyby f nebyla ryze monoténni, musely by
existovat body x < y < z v I takové, Ze bud’'to f(x) < f(y) > f(z), nebo f(x) > f(y) < f(2).
Ke sporu privedeme pouze predpoklad, Ze nastavd prvni z téchto dvou variant; spor v druhém pripadé se
dostane analogicky.

Necht' tedy x,y,z € I, x <y < za f(x) < f(y) > f(2). Polozime-li ¢ = max{ f(x), f(2)} <
f(y),potomc € [f(x), f(y)) ataké c € [f(z), f(»)). ProtoZe f je spojita, Bolzanova véta v této situaci
fikd, ze 3x; € [x, y]: f(x1) =cazedz; €[y, z]: f(z1) = c.

Mame tedy f(x1) = ¢ = f(z1). Nadruhou stranu ale x; # z1, protoZe f(x1) < f(y), atedy x; # y.
Tim padem mame, Ze x; € [x,y) a z; € [y, z], a jde tedy o prvky disjunktnich intervald — nemiZou byt
tedy stejné. Celkem tedy f(x1) = f(z1) a x; # Z1, COZ je spor s prostotou f. O

Véta 3.16. Bud’ f spojitd na intervalu 1. Pak f(I) je interval (jde o degenerovany — tedy jednobodovy —
interval v pfipade, Ze f je na I konstantni).

Abychom mohli pohodlné dokdzat tuto vétu, je dobré si nejprve 1épe uvédomit, co to vlastné je interval; k tomu se zase hod{
pochopit pojem konvexni mnoziny:

Mnozina A v eukleidovském prostoru R” se nazyva konvexni, pokud pro libovolné dva body x;, x, € A plati, Ze dsecka
spojujici x; a x; je celd obsaZzena v A.

Pro n = 2, tedy v roviné, si lze snadno predstavit, co tato definice znamend; ona je vSak rozumnd i v pfipadé n = 1, tj. v
prostoru dimenze 1, tj. na pfimce: mnoZina v R je konvexni, pravé kdyZ s kazdymi dvéma svymi body x;, x, obsahuje i v§echny
body x nachdzejici se mezi x; a x,.

Platnost néasledujiciho lemmatu, které popisuje intervaly v R jako pravé ty mnoziny, které jsou podle vySe uvedené definice
konvexni, se mi zd4 intuitivné jasnd a podrobny diikaz se rozhodn€ nemusite ucit. Na druhou stranu mi bylo lito dikaz nezaradit
aspon pro ty Ctendfe, které zajimd, co vlastné obnasi diikaz néceho tak intuitivné zfejmého.

Lemma. Bud’ I C R. Pak I je interval, pravé kdyZ I je konvexni.

Duikaz. Pripomenime si nejprve definici intervalu v R: jde o mnozinu vSech x € R spliiujicich jisté nerovnosti, pfiCemz jsou
rizné moZnosti, jak miZou tyto nerovnosti vypadat (kazda z nich nim da interval jiného typu):
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e X >ua e x=>ua e a<x<b e a<x<bh

e x<b e x<bh e a<x<b e a<x<b

Ve vsech pripadech plati, Ze kdykoliv x;, x, jsou prvky intervalu, pak také libovolné x mezi x; a x, je prvkem tohoto
intervalu. Napfiklad pro interval / definovany nerovnostmia < x < b, tj. I = (a, b), pokud x1, x2 € (a,b) ax; < x < X3, pak
také a < x < b, tj x € (a,b) — a velmi podobné argumenty funguji i pro v§echny ostatni typy intervalt. Vidime tedy, Ze kazdy
interval je konvexni mnoZina v R.

K dikazu opac¢né implikace nyni naopak mé&jme libovolnou nepriazdnou konvexni mnozinu / € R a dokaZme, Ze jde o
interval. Polozme @ = infI, b = supl; pak a,b € R* aa < b. Jsou nyni rdzné moznosti (které odpovidaji vyse uvedenym
osmi typim intervali) plynouci z toho, Ze a, b muzou byt konecné, nebo nekonecné a mizou a nemusi byt obsazeny v I.
Nebudeme probirat zvlast” vSech 8 moznosti, pro ilustraci pfedpokladejme, Ze ¢ € R, b = o0, a ¢ I a dokaZme, Ze v tomto
ptipadé I = (a, 00) (a tedy skute¢né I je interval, jak mame dokdzat). ProtoZze ¢ = inf I, a ¢ I, je jasné, Ze I C (a, 00). Staci
tedy dokdzat jesté opacnou inkluzi; necht’ tedy x € (a,00). Pak tedy inf/ = a < x < oo = sup/, a podle definice infima a
suprema existuji prvky x;,x, € [ tak, Ze x; < x < x,. ProtoZe I je konvexni, obsahuje vSechny prvky mezi x; a x,, tedy i
x € I. Tim jsem dokazali i onu opacnou inkluzi, nebot’ libovolny prvek x € (a, co) je skutecné také prvkem 7. O

Diikaz Véty 3.16. Pokud f je na I konstantni, je f(/) jednobodova mnoZina, tj. (degenerovany) interval,
a neni tedy co dokazovat. Predpokladejme proto, Ze f je na I nekonstantni funkce.

K dikazu pouzijeme intuitivné ziejmého faktu (viz Lemma vyse), Ze intervaly v R jsou pravé konvexni
podmnoziny R, tj. Ze mnoZina / C R je interval, pravé kdyz kdykoliv mdme dva body x1,x, € I, pak /
obsahuje také vSechny body mezi x; a x5.

Staci tedy dokézat, Ze pro vSechny hodnoty yy, y, € f([) a vSechna y lezici mezi y; a y, plati y €
f(I). Méjme tedy libovolné hodnoty yq, y, € f(I) a najdéme né&jaké body x1, x, € I, v nichz se téchto
hodnot nabyva, tj. f(x1) = y1 a f(x2) = y,. Nevime, jestli x; < x,, nebo naopak, bez ijmy na obecnosti
ale predpokladejme prvni moznost. Pak [xq, x5] € I (jelikoZ /I je interval obsahujici x; i x,), pficemz f
je na [xq, x»] spojitd, nebot’ je spojitd dokonce na celém intervalu /. Je-li tedy y libovolné Cislo mezi y; a
¥2, podle Bolzanovy véty 3.13 existuje x € [x1, x»] takové, Ze f(x) = y, ¢imZ je dikaz dokoncen: ukazali
jsme totiz, Ze f(I) je konvexni, a podle vySe uvedeného pozorovani to tedy je interval. ]

Tvrzeni posledni véty spocivé v tom, Ze spojity obraz intervalu je interval, a ,,nemd tedy zadné diry“.
Napriklad vidime, Ze obor hodnot spojité funkce definované na intervalu, je zase interval; zndme-1i globalni
minimum 7 i maximum M této funkce, miizeme rovnou konstatovat, Ze obor hodnot je [m, M.

Véta 3.17. Je-li f: 1 — R prostd a spojitd na intervalu 1, pak J = f(I) je interval a inverzni funkce
71 J — I je na ném spojitd.

Duikaz. Podle Véty 3.16 je J = f(I) interval. Podle Véty 3.15 je funkce f bud’to rostouci nebo klesajici;
bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze je rostouci. Dokdzeme, Ze f~! je zprava spojitd v kazdém bodé&
J, ktery neni pravy krajn{; analogicky se provede diikaz ,,zleva®, a ve vSech vnitfnich bodech J tak budeme
mit oboustrannou spojitost, zatimco v ptipadnych krajnich bodech pfislusnou jednostrannou.

Bud’ tedy y né&jaky bod intervalu J, ktery neni pravy krajni, oznaéme x = f~!(y) a budiZ ddno
libovolné & > 0. Chceme najit piislu$né § z definice spojitosti zprava funkce f~! v bodé y. Zvolme si
libovolné &, € (0, ¢) takové, Ze x + &1 € I (jde pouze o pomocny krok, délame ho proto, abychom si mohli
byt jisti, Ze je definovano f(x + &;1)). Polozme

0= f(x+e)—f(x), . y+36= f(x+e1); (3.10)
tvrdim, Ze toto § je vhodné: Je-li dano libovolné z € P, (y,8) = (y,y + 6), pak

Qe M o+ =10 x+e) = (0, fT1) +e1) S BT ()9,

coz plyne z toho, Ze f (atedy i f~!) je rostouc, dile z toho, Ze f~1(y + 8) = x + &; (viz (3.10)), a z
toho, Ze g; < . ]



Kapitola 4

Derivace funkce

4.1 Definice a zakladni metody vypoctu

Zakladni fyzikalni motivace pro pojem derivace je ,,okamzitd rychlost®. Je nazorné, Ze primérnou rychlost
v v Casovém intervalu [t¢, ] spocteme jako v = w, kde s je funkce popisujici délku drahy v zéavislosti
na Case. Uvedenému zlomku se Casto fika diferencni podil, jeho Citatel nazyvame diferenci funkce a jeho
jmenovatel je diferenci argumentu.

Intuitivné dava dobry smysl definovat okamzitou rychlost v Case fy jako limitu primérnych rychlosti

pres krat3i a krat$i intervaly ,,0kolo #,*, tedy jako limitu lim;_,,, W; jednd se o derivaci funkce s
v bodé 1.

Definice. Rekneme, Ze funkce f z R do R mé v bodé a € R derivaci f'(a) € R*, pokud plati

Jf(x) - f(a)
m-———m-:.
a

f'a) =1 (4.1)

x—a X —
Dale definujeme derivaci zprava (resp. zleva) limitou téhoZz diferencniho podilu zprava (resp. zleva). De-
rivace funkce f v bod€ a zprava a zleva znacime f|(a) a f’(a). Stejné jako u obecné limity hovofime
o viastni derivaci, pokud je jeji hodnota konecna (tedy € R), v opacném piipadé hovoiime o derivaci ne-

viastni.
Poznamka.

e Pomoci jednoduché substituce (aplikace véty o limité sloZzené funkce s linearni vnitini funkeci) dosta-
neme druhou béZnou definice derivace funkce f v bodé a:

fla+h) — fa)
- :

f(a) = lim

e Protoze derivace je definovana jako limita (jisté funkce), plati pro ni néktera analogicka tvrzeni jako
pro obecné limity. Napiiklad derivace v bodé¢ existuje pravé tehdy, kdyZ existuji obé jednostranné
derivace (tedy zleva i zprava) a jsou si rovny.

e Protoze derivaci (aspon jednostrannou) l1ze v principu pocitat v kazdém bodé defini¢niho oboru, dava
dobry smysl derivaci chapat jako funkci (bod a, ve kterém pocitame derivaci f'(a) se stivd promén-
nou, kterou pak obvykle znacime opét x).

48
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Geometricka interpretace derivace: UZ jsem se zminil o tom, jak lze derivaci chapat ve fyzice: napiiklad
derivace funkce s(t) popisujici délku drahy v zavislosti na Case je rychlost v daném okamziku (tj. napiiklad
s’(a) chapeme jako okamzitou rychlost v Case a). Jak bylo feCeno, princip pojmu okamZité rychlosti je v
tom, Ze poc¢itame primérnou rychlost za kratsi a kratsi ¢asové intervaly obsahujici ¢as a. Limitni hodnota
téchto primérnych rychlosti je rychlost okamzita.

v,

Jsou ale i jiné (i kdyZ souvisejici) zptsoby, jak derivaci pochopit. MoZna ten nejprirozenéjsi je geome-
tricky, tj. v podstaté pomoci obrdzku. K tomu je potfeba znét jesté jeden pojem, ktery se obvykle probird
uz na stfednim stupni — smérnice piimky. Linedrni funkce tvaru L(x) = rx + s, jejimz grafem je pfimka
(oznacme ji taky L), je urCena dvéma koeficienty r a s, pfiCemZ praveé r se nazyva smérnice primky L.
Je to prirozené, nebot’ hodnota koeficientu r celkem zjevn€ udava rychlost ristu (pokud » > 0), piipadné
poklesu (pokud r < 0), souvisi tedy se smérem primky (zatimco hodnota koeficientu s ovliviiuje ,,posunuti
nahoru ¢i dolid*). Vzhledem k tomu, Ze koeficient s nema vliv na smér piimky, predstavme si nyni, Ze s = 0,
takze L(x) = rx; pak je L(0) = 0, a ptfimka tedy prochazi poc¢iatkem. Podivejme se na hodnotu v bod¢ 1:
plati L(1) = r. MtZeme si tedy predstavit pravouhly trojihelnik uréeny body (0, 0), (1,0) a (1, r) (prvni a
posledni z té€chto bodt lezi na grafu L). Jeho vodorovna odvésna ma délku 1, jeho svisld odvésna ma délku
|7 |; oznacime-li & thel u bodu (0, 0), pak plati tg(er) = £ = r,' neboli:

Pozorovani 4.1. Je-li L(x) = rx + s a « je iihel, ktery pfimka L svird s osou x, pak tg(e) = r. Receno
slovy, ,,smérnice je tangens toho vihlu .

Zpét k derivaci: uvazujme nyni n¢jakou funkci f: R — R a méjme také bod a € R, ve kterém pocitame
derivaci f”’(a). Budeme nyni brat rizné body x v blizkosti a a spojime oba prislusné body grafu funkce f
(tj. body (a, f(a))a(x, f(x))) pifimkou, kterou mizeme neformalné nazvat secnou grafu f . Pfi tom méjme
na paméti, Ze bod (a, f(a)), jimz seCna prochazi, je pevny; naproti tomu bod (x, f(x)) si predstavme jako
,volny““ v tom smyslu, Ze se miZe ,,po grafu f pohybovat®, pficemzZ se piislusné otaci ona seCna obéma
body (z nichz jeden se hybe) urCend. Je celkem jednoduché si piedstavit, Ze kdyz se bod (x, f(x)) blizi
k pevnému bodu (a, f(a)), prislusnd secna vic a vice pfipomind te¢nu ke grafu funkce f — a v limitnim
pripadé€ (kdy oba urcujici body splynou v jeden) se vlastné teCnou stane.

Tecnu ke grafu funkce f (v bod€ (a, f(a))) tedy mizeme chapat jako jakousi limitni se¢nu, nebo limitu
secen. Tato vyjadreni jsou pochopitelné nepiesnd a maji pouze navodit jistou predstavu; jak ovSem tato

predstava souvisi s derivaci, kterd je definovédna prosté vzoreCkem (4.1)?

Vrat'me se k seCné€ a uvazujme analogicky pravouhly trojuhelnik jako vySe u vykladu pojmu smérnice,
nyni v§ak ureny body (a, f(a)), (x, f(a)) a (x, f(x)). Neni tézké si uvédomit, Ze jeho svisld odvésna ma
orientovanou délku (tj. mdZe jit o zaporné Cislo) f(x) — f(a) a jeho vodorovna odvésna ma orientovanou
délku x — a. Z obrazku je nyni snadno vidét, ze

Jf(x) - f(a)

X —da

tg(a) =

kde « je orientovany tuhel, ktery piisluSna seCna svird s osou x. VSimnéte si zlomku napravo: tento typ
vyrazu nazyvame diferencni podil (tj. podil rozdild), je roven smérnici secny grafu f prochézejici body
(a, f(@)) a(x, f(x)).

Derivace je pritom definovdna jako limita uvedenych diferen¢nich podild, kdyZ x — a, tedy jako
limita smérnic secen, které se ,,blizi tecné*. Je to tedy smérnice teCny. To se snazi zndrozrnit i nasledujici
neformdlni schéma na némz je snad vidét, jak se limitnim procesem stane ze seCny te€na a ze smérnice

Protoze r miize byt zdporné, méli bychom spravné hovofit o orientovaném thlu o.
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secny (tj. diferen¢niho podilu) smérnice tecny (derivace):

seCna W = smérnice secny
\ \ (x—a) \
tecna f(a) = smérnice te¢ny

Z vyse uvedenych tvah by — intuitivné vzato — mélo byt ziejmé, Ze rozumna geometrickd interpretace
pojmu derivace souvisi s pojmem ,,te¢ny ““ ke grafu funkce, a to konkrétné tak, Ze f”’(a) je smérnice ,,tecny*
ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)). Zde ovsem schvédlné davam slovo ,tecna“ do uvozovek, aby bylo
jasné, Ze az dosud Slo v naSich dvahdch o nepfesny pojem, ktery ndm pouze pomédhal 1épe pochopit definici
derivace. ProtoZe se vSak tato intuice zd4 byt rozumna4, nic ndm nebréni fecnu definovat, a to tak, aby vznikly
presné definovany koncept byl i naddle v souladu s nasi intuici (a my v podobnych vyjadienich uz nikdy
nemuseli ddvat toto slovo do uvozovek). Zavadime tedy nésledujici definici.

Definice 4.2. Necht’ ma funkce f z R do R v bod€ a € R vlastni derivaci f’(a). Pak definujeme te¢nu ke
grafu funkce f v bodé (a, f(a)) jako pfimku s rovnici

y = fla)+ fl(@)(x —a),
neboli jako mnoZinu vSech bodi (x, y) v roving, které uvedenou rovnici spliuji.

Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, ma smysl hovofit o ,,sméru funkce v bod¢ a“, nebo o ,,rychlosti
jejiho riistu* v onom bodé. Oboji jsou jiné vyrazy pro smérnici piimky, kterd funkci na okoli bodu a nejlépe
aproximuje. Tato piimka, kterou nazyvame tecna ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)) je definovana vyse a
z jejiho predpisu je ihned vidét, Ze ma tu spravnou smérnici — je ji ¢islo f’(a). Takto definovand te¢na tedy

ma ten spravny smér. Uvédomme si jeste, Ze skutecné prochdzi bodem (a, f(a)); to ovéiime jednoduse tak,
Ze do rovnice dosadime x = a a y = f(a). Dostaneme

f@) = f(a) + f'(a)(a —a)

a po trividlni Upravé pravé strany vidime, Ze rovnost skute¢né nastava, neboli bod (a, f(a)) na této piimce
skute¢né leZi. To pochopitelné neni Zddna ndhoda, rovnice teCny je vymysSlena pravé tak, ,.aby to vySlo®, .
aby méla poZadovany smér a prochazela poZadovanym bodem.

MiuzZeme si jesté vSimnout jednoho dal$iho zpisobu, jak se divat na vztah funkce a tecny k jejimu grafu.
V Definici 4.2 je tecna definovdna pomoci rovnice piimky; stejné tak bychom ji ale mohli definovat jako
graf linedrn{ funkce

L(x) = f(a) + f'(@)(x —a),

kde jsem schvéln€ zvyraznil proménnou x zelenou barvou, aby jasnéji vyniklo, Ze ostatni zicastnéné vy-
razy, jmenovité a, f(a), f'(a) jsou Cisla (konstanty) vzhledem k tomu, Ze a € Dy je pevné zvoleny bod
(Cislo). Jaky je tedy vztah nasi funkce f alinearni funkce L (jejiZ graf je teCna ke grafu f v bodé€ (a, f(a)))?

Je snadno vidét’

f(a) = L(a) a také
f'(a) = L'(a),

tj. Ze L je prave takova linearni funkce, kterd ma v bod¢€ a nejen stejnou hodnotu jako f (takovych linearnich
funkci je nekone¢né mnoho), ale ma i stejny smér jako funkce f v bodé a.

vvvvv

cviCeni na definici, které vdm doporucuji — nebo si pockate na Priklad 4.3 a Vétu 4.5 niZe, z nichZ se dozvime, jak se derivuje
linedrni funkce (dokonce libovolnd polynom). Jak ostatné skoro kazdy vi uZ na tomto mist&, plati (rx + s)' = r, tj. derivace
linedrni funkce je vlastné jeji smérnice.
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Priklad 4.3.
e Konstantni funkce ma nulovou derivaci v kazdém bodé (trividln€ z definice derivace).
e Necht' n € N a f(x) = x". Dostaneme

Py = tim 5 gy G OQET A Pad A xa e

xX—>a X —d xX—>a X —a

n—1

na

Nyni je vhodné si vzpomenout na posledni bod pozndmky vyse a interpretovat tento vysledek nésledu-
jici formulkou, ve které derivaci funkce x” chapeme opét jako funkci (kterou dostaneme tak, ze x"
derivujeme postupné ve vSech bodech):

(x™) = nx""1. 4.2)

e V piedchozim piikladé pro n = 3 dostaneme (x3)" = 3x2; specidlné tedy v bodé& 0 je derivace funkce
x3 rovna 3 - 02 = 0. Porovname-li nyni tento vysledek s poznimkou vyse o te¢né, vidime jasng, Ze
v bod& 0 ma te¢na ke grafu funkce x> zvIastni vlastnost (v§imnéme si, Ze tato te¢na ma rovnici y = 0,
tedy je to pravé osa x): napravo od bodu 0 se teCna nachazi pod grafem funkce, zatimco nalevo se
nachdzi nad grafem; v jistém smyslu tedy graf funkce ,,protind“, misto aby se pouze ,,dotykala“ — to
je vSak bézny jev a je to zcela v poradku.

e Jako snadné cviceni si muZete zkusit zderivovat (z definice) funkci e*. Plati (e*)’ = e”*.

e Derivace dalSich funkci (které se dozvime pozdéji):

(sinx) =cosx, (cosx) = —sinx, (x?) = px?~! (prolibovolné p € R\ {0}). A

Véta 4.4. Necht’ f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom f je v bodé a spojitd.

Diikaz. Chceme ukazat, Ze limy_,, f(x) = f(a), tj. limy_4(f(x) — f(a)) = 0. To je ale snadné:

lim (f(x) — f(a)) = lim M(X —a) = f'(a) lim(x —a) = f'(a)-0=0. O
x—a x—a X —da x—a
Priklad. Existence derivace pro spojitost neni postacujici podminkou; ve vySe uvedené véte je podstatny
predpoklad existence viastni (a tedy konecné) derivace (rozmyslete si, kde v diikazu tento predpoklad vy-
uzivame!). Napfiklad funkce sgn ma v bodé 0 derivaci rovnou oo, neni ale v bodé€ 0 spojitd (oba fakty si
muZete zkusit dokazat jako snadnd cvicent).

Na druhou stranu ale nekone¢nd derivace neimplikuje nespojitost, jak se snadno miZete presvédcit tieba
pouzitim piikladu funkce 3/x, kterd m4 v bodé 0 nekone¢nou derivaci (snadné cviceni), ale je v nule spojit4.

Na stranu tfeti navic ani neplati, Ze by nespojitost implikovala nekonecnou derivaci (tfeba funkce sin %
neni v bodé 0 spojitd, ale nema tam ani Zddnou jednostrannou derivaci. Lze tedy fici, Ze mezi nespojitosti a
existenci nekonecné derivace obecné neni Zadnd souvislost.

Kromé toho vSeho se taky na jednoduchém piikladu funkce |x| v bod¢ O lze presvédcit, Ze spojita
funkce nemusi mit v kazdém bodé derivaci. (Body, ve kterych spojitd funkce nemd derivaci, 1ze Casto
popsat jako ,hroty“ nebo ,,zlomy*.) Dokonce existuje spousta spojitych funkci definovanych na R, které

nemaji derivaci v Zadném bodé. A
Véta 4.5. Necht’ f a g jsou funkce z R do R, a necht’ ddle a,r € R. Pak plati:

(i) (r- f)(a) =r- f'(a), md-li pravd strana smysl.
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(ii) (f + g)(a) = f'(a) + g'(a), md-li pravd strana smysl.

(iii) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), md-li pravd strana smysl a f'(a), g'(a) € R.

. / ’ _ ’
(iv) (g) (a) = f (a)gg)(a;;ga)g (a)

Analogickd tvrzeni plati i pro jednostranné derivace.

,md-li pravd strana smysl a f'(a), g’(a) € R.

Diikaz. Prvni bod je trividlni cviceni na definici derivace; dokdzeme o néco tézsi bod (ii):

(f +¢)(a) = lim S +8(x) —(f@) +g(@) _

x—a X —a
i SO S@ g0 @)
X—a X —a x—>a X —a

Protoze prava strana ma smysl (podle predpokladu), pouZiti véty o aritmetice limit je korektni.
DokaZzme nyni vzorec pro derivaci soucinu (iii). Vyjdeme opét z definice derivace a provedeme vypocet:
o o JOE) — fla)gla) . f(x)g(x) — fla)g(x) + fla)g(x) — fla)g(a) _
(fg)'(a) = lim = lim —
x—a X —a x—a X —a
SO = 1@ | i 80 = 8@
X —a x>a X —a

= lim g(x) -
= lim ¢(x) - f"(a) + f(a)g'(a) © ¢@) /(@) + f@)g' ().

Vysledek vypoctu ma smysl, takZe vSechna pouZiti véty o aritmetice limit byla korektni. Je ovSem jesté
potieba zdivodnit rovnost (x). U bodu (iii) predpokladdme kromé smysluplnosti pravé strany jest¢ konec-
nost obou derivaci, takze mame g’(a) € R. Véta 4.4 nam v takovém piipadé fikd, Ze funkce g je v bod€ a
spojitd, coZ ovSem znamend presné rovnost lim,_,, g(x) = g(a), a rovnost (x) je dokdzana.

(iv): Zbyvé dokazat vzorec pro derivaci podilu. Diky existenci vlastnich derivaci (viz pfedpoklady bodu
(iv)) vime, Ze ob¢ funkce (tedy f i g) jsou v bodé€ a spojité podle Véty 4.4. Protoze prava strana ma smysl,
je navic g(a) # 0, coZ spole¢né se spojitosti g v bod¢ a implikuje existenci okoli bodu @, na némz je
funkce g nenulova, to jest: 36 > 0 Vx € B(a,§): g(x) # 0. Nasledujici vypocet tedy nenardzi na zadné
problémy:

I f&x) _ f@ S(x)g(@)—f(a)g(x)
(_) (@) = lim s  s@ _ o g(x)g(a) _
g x—a X —a x—a X —a
— tm i 8@ — f(@)g(@) + fla)g(a) — fla)g(x) _
x—a g(x)g(a) x—a x—a
- (g(iz))z (s6@- Jim —f(xi = Z “— r@- tim —g(x; = i_(a))

_ [@s@ — f@)g'@ -

(g(a))?
Priklad 4.6. Pouzitim prave dokdzané véty a Pfikladu 4.3 mGZeme nyni snadno spocist derivaci libovolného
polynomu. Slo by samoziejmé uvést obecny vzorec pro derivaci jakéhokoliv polynomu, mozn4 jasnéjii to
ale bude na konkrétn{ tloze:

(7x°+3x* — x2 4+ 1337x + 69)'
= (7x°) + (3x%) + (=x2) + (1337x)" + (69)'
= 7(x*) +3(x%) = (x?) +1337(x)" + (69)'
= 35x* 4 9x% — 2x + 1337 + 0.
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Zde na prvni rovnost opakované pouzivame pravidlo pro derivaci souctu z véty vyse (bod (ii)) a na rovnost
nasledujici pouzivame vytykani konstant z derivace (bod (i)). Pfi zavére¢ném kroku je posledni ¢len (69)’
zcela jasny, nebot’ jde o derivaci konstanty, a ta je nulovd; ostatni Cleny derivujeme podle vzorce (4.2) z
Prikladu 4.3.

Je snad jasné, Ze zde je tento vypocet uveden tak obsirné jen kviili tomu, aby bylo vidét, jak presné pfi
ném vyuZzivame uz dokazanych faktl; v praxi bychom u derivace polynomu prostiedni kroky preskocili a
napsali rovnou vysledek:

(7x5 4 3x3 — x2 4 1337x + 69)" = 35x* 4 9x% — 2x + 1337 + 0. A

Véta 4.7 (Véta o derivaci sloZené funkce). Necht’ f a g jsou funkce a existuji vliastni derivace g'(a) a
f'(g(a)) (tedy derivace funkce f v bodé g(a)). Pak plati

(f e g)(a) = f'(ga))-g'(a).

Diikaz. Necht’ jsou splnény predpoklady véty. Oznacme b = g(a) a na Dy definujme pomocnou funkci F
predpisem
FAC I AC)] pokud y € D \ {h},

_b ’
FOY=9 ry. pokud y = b,

Funkce F je v bod€ b spojitd, nebot” plati

lim F(y) = lim fOI = 7®) _ f'(b) = F(b).
y—b y—b y - b

Dale si v§imnéme, Ze funkce g je spojitd v bod¢€ a, protoZe tam mad vlastni derivaci; plati tedy limy_., g(x) =

g(a) = b apodle Véty 3.9 o limité sloZené funkce se spojitou vnéjsi funkci jest
lim F(g(x)) = F(g(a)) = F(b) = f'(b) = f'(g(a)). (4.3)

Nyni chceme vypocitat
f(g( ) — f(g(a))

X —d

(fog)(a)=

k ¢emuz se ndm hodi diferen¢ni podily na pravé strané vyjadrit pomoci funkce F', a to timto vzorcem, ktery
dokéazeme pro vSechna x # a z defini¢niho oboru f o g:

f(g(x) — f(g(a))

X —d

g(x ) gla)
—d

= F(g(x)) - (4.4)

Vzorec plati trividlné pro takova x, Ze g(x) = g(a); v tom pripad€ jsou obé strany rovnice rovny nule.
V opacném pripadé, tj. pokud g(x) # g(a), poCitdme takto:

flgx) — fgl@) _ f(gx) — f(g@) g(x)—gla) _ _ F(g(x)) - g(x ) g(a)
X—a  g(x)—g(a) X—a —a

Rovnost (4.4) je tim dokdzdna pro v§echna x € Dy., \ {a}, a derivaci sloZené funkce tedy vypocitdme
z definice takto:

(f og)(@ = tim TEDZIED iy pg ) EDZED 2 o) ). 0

X —da
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Poznamka (Jednodussi dikaz je Spatné). Na tomto misté chci podotknout, Ze existuje mnohem jednodussi
dikaz Véty 4.7, ktery je ovSem korektni pouze za predpokladu, Ze

36§ >0 Vx € P(a,d): g(x) # g(a). 4.5)

V tom pfipadé nepotfebujeme pomocnou funkci F', ani dokazovat vzorec (4.4) nadvakrét; misto toho Ize
provést piimy vypocet pomoci standardniho triku rozsifeni zlomku vhodnym vyrazem:

f(g() - f(g(@) _

(f 08)'(@) = lim

X —d
— Lm fgx) — f(gla)) glx)—gla) _ Fe(@) - ¢ (@).
x>a  g(x)—g(a) X —

kde posledni rovnost (zejména limita prvniho z obou zlomki) vyplyva z Véty 3.8 o limité sloZené funkce
s podminkou (P) (ta je splnéna podle pfedpokladu 4.5). Podstatny moment tohoto jednoduchého vypoctu
je také hned druhd rovnost, kde zlomek rozsifujeme vyrazem g(x) — g(a). Aby to bylo korektni, musime
védét, Ze na jistém prstencovém okoli bodu a je tento vyraz nenulovy. To ovSem neni a priori jasné a i zde
nam tedy poslouZzi predpoklad (4.5).

Vsimnéte si dale, Ze podminka (4.5), kterd vyrazné zjednodusSuje diikaz Véty 4.7, je spInéna napiiklad za
predpokladu, Ze g’(a) # 0. Nabizi se proto zkusit VEétu 4.7 dokazat nejprve za predpokladu g’(a) # 0 (coz
je, jak jsme prave vidéli, snadné) a pak zvlast’ ukazat, ze pokud g’(a) = 0, paki (f o g)'(a) = 0. Timto
zptsobem to skutecné lze provést. My jsme pro nas diikaz této véty zvolili jiny postup, ktery s pomoci
funkce F postihuje vSechny piipady naréz.

Poznamka (S definici sudé/liché funkce).

e Informace obsaZend ve Vété 4.7 se obvykle vyjadfuje ve formé vzorce takto:

(f(g(x)) = f'(g(x))- g (x).

Pti aplikaci tohoto jednoduchého vzorce je vSak potfeba mit na paméti predpoklad obsazeny ve
Vété 4.7, totiZz Ze obé derivace existuji a jsou vlastni. VSechny body a, pro které neexistuji (obou-
stranné!) vlastni derivace g’(a) a f'(g(a)) musi byt vySetfeny zvlast’ — miZe se totiZ stat, ze derivace
(ptipadné jednostranné) v takovych bodech existuji, ackoliv nejsou Vétou 4.7 garantovany.

e Rekneme, 7e funkce f je sudd, jestlize Vx € Dy: f(—x) = f(x).
Rekneme, Ze funkce f je lichd, jestlize Vx € Dy: f(—x) = —f(x).
Poznamenejme, Ze funkce je sudd, prave kdyz je jeji graf osové soumérny podle souradnicové osy y.
Lichost odpovid4 stfedové soumérnosti grafu podle pocatku.

e Jako jednoduché cviceni si miZete dokazat, Ze pokud f je lichd, pak f'(x) = f’(—x), ma-li jedna
strana smysl. (Jinak feCeno f’ je sudd na svém definicnim oboru.) Podobné plati, Ze derivace sudé
funkce je na svém defini¢nim oboru licha.

Véta 4.8 (Véta o derivaci inverzni funkce). Necht’ I C R je intervala f: I — R je prostd. Necht’ existuje
nenulovd viastni derivace f'(x¢) # 0 v néjakém bodé xo € I. Potom f~! je spojitd a pro yo = f(xo)

plati
1

1
f'Go) — f1(f7 o)

(71 (o) =
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Diikaz. Dukaz spociva v nasledujicim vypoctu, jehoZ jednotlivé kroky ospravedlnime niZe.

e ST O ST00) ST~ G
(F7) 00 = lim === T 70— f(r)
X —Xo 5 (f(X)—f(xo))‘l_ 1

T = fa e T T, = )

Prvni rovnost tohoto vypoctu je z definice derivace. Druha rovnost je nejdalezitéjsi: ,,dosazujeme f(x) za
y“. Rovnost obou limit plyne z Véty 3.8 o limité sloZené funkce s podminkou (P), kde roli vné;si funkce ma
w a vnitini funkce je f(x). ProtoZe f’(x¢) je podle pfedpokladu vlastni, je funkce f v bodé xg
spojitd, a plati tedy limy_,, f(x) = f(xo). Podminka (P) je splnéna trividlné, protoZe funkce f je prostd
(takZe hodnoty f(x¢) nabyva pravé a jen v bodé xo, a v podmince (P) tedy za § miZeme vzit jakékoliv
kladné cislo).

Treti rovnost plyne z definice inverzni funkce: f~!( f(x)) = x a podobné& pro x,. Nésledujici rovnost
je jasnd a posledni rovnost plyne z VéEty o aritmetice limit a z definice derivace. Prava strana ma smysl diky
predpokladu f”/(x¢) # 0, a vypocet je tedy korektni. Tim je dikaz dokoncen. Il

Priklad 4.9. Priklady uziti véty o derivaci inverzni funkce:

1
V1—x2

Pro prvni vzorec ve Vét€ 4.8 bereme f(x) = e*, pro druhy vzorec f(x) = tgx. My zde pro ilustraci
odvodime pouze tieti uvedeny vzorec, m&jme tedy f(x) = sin x naintervalu (—x/2, /2).? Podle Véty 4.8
dostaneme nésledujici, pfi¢emZ vyuZijeme faktd sin’ = cos a také cos(t) = ~'1 —sin®¢ pro viechna
t€(—m/2,m/2)*

(arcsinx)’ =

1
1 = —, t e ,
(Inx) e (arctg x) T2

_ 1 1 1 1
(FY0 == : — B ,
S (7))  cos(arcsin(y)) V1 —sin’(arcsiny) /1 —y2
Dva zbyvajici vzorce se odvodi jesté jednoduseji a ja vam to rad prenechdm jako roztomilé cviceni. A

4.2 Zakladni véty diferencialniho poctu

4.2.1 Extrémy

Definice (Extrémy). Rekneme, e funkce f md v bodé c lokdlni maximum, jestlize
36 >0Vx e P(c,d): f(x) < f(c) (4.6)

Ostrou nerovnosti pak definujeme ostré lokdlni maximum. Opacnd nerovnost (ostrd) definuje lokdlni mi-
nimum (ostré). Pojmy (ostrého) lokdlntho maxima a minima sdruzujeme pod spolecny pojem (ostrého)
lokdlniho extrému.

Rekneme, Ze funkce f md v bodé ¢ globdlni maximum, pokud Vx € D o f(x) < f(c). Globdlnt
minimum definujeme opacnou nerovnosti; hovoiime pak o globdlnich extrémech.

Véta 4.10 (Fermat). Necht’ md funkce f v bodé c lokdlni extrém. Existuje-li f'(c), pak f'(c) = 0.

3Tj. f = sin|(—z/2,z/2), neboli f je restrikce funkce sin na uvedeny interval.
*To lze snadno odvodit ze zndmého vzorce cos? ¢ + sin’¢ = 1, tj. cos®> ¢t = 1 —sin?¢, odkud | cos¢| = v/ 1 —sin® ¢ a zbyv4
jen uvédomit si, Ze cost je na daném intervalu kladny.
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Diikaz. Necht f ma v bodé ¢ lokalni maximum (pfipad minima se dokaze analogicky), tj. at’ plati (4.6), a
necht’ existuje derivace f/(c). Podle definice je

oy — i )= 1)
£/(e) = lim 222

Pritom ale z rovnice (4.6) plyne, Ze pro x € P(c,§) jest f(x) — f(c) < 0, tedy Citatel onoho diferenéniho
podilu je nekladny. Naproti tomu jmenovatel x — ¢ je kladny pro x > ¢ a zdporny pro x < c. Dostdvame

)= 1) f@-f© _,
X —C X =

—C

Vx € (c—6,c¢): >0 a Vxe(c,c+9): ,
a tedy derivace zleva (tj. limita tohoto zlomku zprava) spliiuje f’(c¢) = 0 podle Lemmatu 3.10 (resp. jeho
levostranné verze); podobné je vidét, Ze f (c) < 0.

Z existence (oboustranné) derivace v bod€ ¢ ale vime, Ze f’(c) = f|(c) a z nerovnosti vySe plyne, Ze
jejich spolecnd hodnota musi byt nulova. ]

Poznamka. Je dileZité si uvédomit, Ze f’'(c¢) = 0 neni postacujici podminka pro extrém. Naptiklad funkce
x3 m4 v bodé& 0 nulovou derivaci, ale nem4 tam extrém. Extrém taky milZe existovat i v bodech, kde neexi-
stuje derivace. Treba funkce |x| ma v bodé 0 ostré minimum, ale nema tam derivaci.

Pri hledani extrému funkce tedy miZeme postupovat tak, Ze funkci zderivujeme a najdeme vSechny
body, ve kterych je derivace nulova. Tyto body ozna¢ime za podezrelé 7 extrému. Dalsi podezielé body
jsou pak body, v nichZ derivace neexistuje, a krajni body definicniho oboru. Abychom mohli rozhodnout
o pritomnosti extrému, musime pak ve vSech téchto podezielych bodech provést dalsi tivahy.

4.2.2 Véty o stredni hodnoté
Definice. Rekneme, Ze funkce f je v bodé c rostouct, jestlize
6 >0Vxe P(c,d): (x>c= f(x)> fe) A(x <c= f(x)< f(c)).

Opacnymi nerovnostmi definujeme pojem klesajici v bodé. Neostré nerovnosti pak definuji prislusné neostré

pojmy (neklesajici v bodé a neroustouci v bodé). Rekneme, 7e bod ¢ je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize f'(c) = 0.

Lemma 4.11. Necht’ f je funkce a f'(c) > 0. Pak f je v bodé c rostouci.

Diikaz. 7 definice derivace jakoZto limity a z definice limity plyne (viz téZ Lemma 3.10 a Pozndmku 3.2.4),
Ze existuje § > 0 takové, ze pro vSechna x € P(c,d) je

f@) = f@)
X —=C

Protoze pro x € (c, ¢ + §) je jmenovatel kladny, musi byt kladny i Citatel, tedy f(x) > f(c).
ProtoZe pro x € (¢ — §, ¢) je jmenovatel zdporny, musi byt zaporny i Citatel, tedy f(x) < f(c). ]

Je snad jasné, Ze analogické tvrzeni plati pro zdpornou derivaci: v tom pfipadé je funkce v tom bodé
klesajici.

Poznamka. Je trividlnim disledkem definice (o ¢emZ byste se méli sami presvédcit), Ze kdyZ je funkce g
v bodé c¢ rostouci (nebo klesajici), pak

36 > 0Vx € P(c,8): g(x) # g(c). 4.7)
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Toho lze vyuzit pfi ovéfovani podminky (P) z Véty o limité sloZené funkce (Véta 3.8): VySetfujeme-li s jeji
pomoci néjakou limitu tvaru lim,_,. f(g(x)), staci védét, Ze g’(c) existuje a je rizna od nuly. Podle pravé
dokdzaného lemmatu je pak totiz funkce g v bodé€ ¢ rostouci nebo klesajici (podle toho, jestli je g’(c) > 0
nebo g’(c¢) < 0), a tedy plati (4.7), coZ neni nic jiného nez podminka (P).

Pii praktickych vypoctech limit Ize tedy splnéni podminky (P) zdlivodnit tak, Ze derivace vnitini funkce
je v daném bodé kladna (nebo zdporna).

Nésledujici jednoduchd véta je primitivnim piikladem ,,véty o stfedni hodnoté*; ndm poslouzi jako

Vv

Véta 4.12 (Rolle). Necht’ je funkce f spojitd na nedegenerovaném (tj. a < b) intervalu [a, b] a necht’
existuje f'(x) pro vSechna x € (a,b). Je-li f(a) = f(b), pak existuje & € (a, b) takové, Ze f'(§) = 0.

Diikaz. Pokud f je konstantni, pak f’ = 0 na celém intervalu (a, b). Pokud f neni konstantni, jsou dvé
moznosti (které se nevylucuji): Bud’to existuje x € (a,b), ze f(x) > f(a), nebo existuje y € (a,b), Ze
f(y) < f(a).Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze nastava prvni moznost (v opacném piipadé
se dukaz provede analogicky).

Podle Weierstrassovy véty (3.14) existuje & € [a, b], ze f(§) = sup f([a,b]), tedy f nabyva v bodé
¢ svého maxima. ProtoZe jsme predpokladali, ze Ix € (a,b): f(x) > f(a),jei f(§) > f(a) = f(b),a
tedy & # a a & # b —jinak feCeno & € (a, b).

Podle predpokladu véty tedy existuje derivace f'(£), a protoZe £ je bodem maxima, jest podle Ferma-
tovy véty 4.10 f/(&) = 0.

O

Véta 4.13 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Necht’ je funkce f spojitd na nedegenerovaném (tj. a < b)
intervalu [a, b] a necht’ existuje f'(x) pro vSechna x € (a,b). Pak existuje & € (a, b) takové, Ze

S(®)— f(a)
b—a

Priklad. Situace: Dne 4. tinora 2008 probéhla médii zprava obsahujici nasledujici informace: Premiér Mi-
rek Topoldnek se predchoziho dne ucastnil televizni debaty, kterd koncila ve 13:00 v Praze. Ve 14:20 téhoz
dne uZ byl k vidéni na tribuné tenisového stadionu v Brné, kam po skonceni debaty piispéchal autem.
Otazka: Jak policista na tenisovém stadionu dokdZe Soférovi pana premiéra, Ze v néjaky moment & musel
prekrocit povolenou rychlost?

Odpovéd’: Policista musi zndt a aplikovat Lagrangeovu vétu; s jeji pomoci Soféra pana premiéra snadno
z prestupku usvédc¢i. Podrobnéji: Vzdélenost mezi Prahou a Brnem je 200km, jest tedy s(13:00) = 0 a
5(14:20) = 200 km. Protoze ani vladni Superby nedovedou akcelerovat nespojité, ma funkce s (popisujici
drdhu premiérova vozu) derivaci v kazdém bodég. Podle Lagrangeovy véty tedy musi existovat okamzik
& € (13:00, 14:20) takovy, Ze plati

1§ =

5(14:20) — 5(13:00) _ 200 km

= = 150 km/h.
14:20 — 13:00 %h

v(§) =5'(¢) =

Lagrangeova véta nam tedy fikd, Ze v né¢jaky moment & cesty se okamzitd rychlost v(§) = s'(§) musi rovnat
rychlosti primérné. (Pokud rychlost neni konstantni, tento okamzik bude odliSny od okamzZiku maximaln{
rychlosti, ktera bude vyssi nez primérna.) A

Diikaz Lagrangeovy véty. Dilikaz provedeme prevedenim na predchozi pripad — od funkce f odecteme li-

nedrni funkci tak, aby byly splnény predpoklady Rolleovy véty. PoloZme

f(b) = f(a)
b—a

gx) = fx) - (x —a).
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Pak g je spojitd na [a, b] a pro vSechna x € (a, b) existuje derivace

0 = fiw - O @8
—a
Navic plati g(a) = f(a) a
b) —
g0 = 1)~ LD o) = pia),

takze g(a) = g(b); jsou tedy splnény predpoklady Rolleovy véty, kterd nam nyni zaruCuje existenci £ €
(a, b) takového, ze g’'(§) = 0, tj. podle (4.8):

f) - @ _

0. [
b —

1€ -

4.2.3 Intervaly monotonie

Nyni budeme vychézet z definice monoténni funkce na intervalu. Jako zajimavé (a ne zcela trividlni cviceni)
si mizete zkusit dokazat, ze funkce je na intervalu (a, b) rostouci, pravé kdyZ je rostouci v kazdém jeho
bod¢. To vSak v tento moment neni podstatné. Nasleduje véta davajici do souvislosti znaménko derivace a
monotonii funkce na intervalu.

Véta 4.14. Necht’ je funkce f spojitd na intervalu I s krajnimi body a = inf I a b = sup I a necht’ f'(x)
existuje pro vSechna x € (a, b). Pak plati:

(i) (Vx € (a,b): f'(x) =0) & f jeneklesajici na I.
(ii) (Vx € (a,b): f'(x) > 0) = f jerostoucina I.
Poznamka.

e Je snad jasné, Ze analogicka véta plati i pro nekladné (resp. zdporné) derivace s nerostoucimi (resp.
klesajicimi) funkcemi. V tomto i v§ech podobnych pfipadech se to d4 dokazat bud’to analogickym
postupem, nebo prevedenim na predchozi piipad pomoci — f: Tieba prvni tvrzeni pfedchozi véty pro
nekladnou derivaci dokdZeme takto:

(Vx € (a,b): f'(x) <0) < (Vx € (a,b): (—f) (x)=0)
)
& (—f) je neklesajicina I < f je nerostouci na /.
Obdobné se da postupovat i v dalSich pripadech, kdy tvrzeni véty omezujeme pouze na pripad kladné
derivace nebo rostouci funkce. (Pfipadné 1ze podobnym postupem také odvodit néjaké tvrzeni pro
konkavni funkce z jiz zndmého tvrzeni pro funkce konvexni, protoze f je konkavni, pravé kdyz — f
je konvexni.)

e Je dobré si v§imnout, Ze implikace ve druhém bodé& véty se ned4 otocit. Tieba funkce x? je rostouci
na R, ale nema ve vSech bodech kladnou derivaci.

Diikaz Véty 4.14. Dokazeme prvni tvrzeni. Necht' je f’(c) = 0 pro libovolné ¢ € (a,b) a bud’te x <
y libovolné dva body intervalu /. Chceme dokazat, ze f(x) < f(y). Podle Lagrangeovy véty (kterou
muzZeme aplikovat, nebot’ funkce f je spojitd na [x, y] C I a ma derivaci v kazdém bodé intervalu (x, y) C

(a, b)) existuje £ € (x, y) takové, Ze
i = L= 1)
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Podle predpokladu je f'(¢§) = 0, tedy onen diferencni podil (maje stejnou hodnotu) je také nezdporny.
ProtoZze y — x > 0, musi byt f(y) — f(x) = 0, tedy f(y) = f(x) a jedna implikace je dokdzana.
Na druhou stranu, pokud f je neklesajici, 1ze snadno nahlédnout, Ze pro libovolné dva rizné body
x,y € I je diferencni podil
ACAC))

y—x
nezdporny (at’ uz je x < y nebo naopak). Proto i libovolna limita takovych diferenénich podili (a tedy
derivace v libovolném bodé intervalu (a, b)) je také nezaporna.

Druhé tvrzeni se dokdze tplné stejné jako prvni implikace, jen misto v§ech neostrych nerovnosti mame
ostré. []

Poznamka. Predpoklad spojitosti ve VEte 4.14 je dilezity kvuli krajnim bodim v / a (pfipadnym bodim
s nevlastni derivaci). Formulace véty totiZ pfipousti interval libovolného typu.

Pokud je interval I otevieny, pak I = (inf/,sup /) = (a,b). Mame-li ve vSech bodech / dokonce
vlastni derivaci, spojitost funkce f plyne automaticky z Véty 4.4.

Naproti tomu pokud / je uzavieny (nebo aspofi polouzavieny), predpoklad spojitosti na I zahrnuje
i jednostrannou spojitost v krajnich bodech — pak totiz I = [infI,sup /] = [a,b] a spojitost f na [
znamena také spojitost v @ zprava a spojitost v b zleva.

Nasledujici tvrzeni (které prezentujeme jako disledek Véty 4.14, ale da se podobné jednoduse odvodit
1 pftimo z Lagrangeovy véty — cviceni) spolené s trividlnim faktem, Ze konstantni funkce m4 nulovou
derivaci, davd charakterizaci konstantnich funkci: Jsou to prdvé ty funkce, které maji ve vSech bodech
nulovou derivaci. VSimnéte si, Ze zatimco jedna implikace tohoto tvrzeni je trividlni z definice derivace,
druhd implikace pro sviij diikaz potfebuje vétu o stiedni hodnoté (Lagrangeovu), a je tedy netrividlni.

Dusledek 4.15. Necht’ a,b € R* a f je funkce na intervalu (a,b) takovd, Ze f'(x) = 0 pro kaZdé
x € (a,b). Pak f je na (a,b) konstantni.

Diikaz. Protoze f ma ve vSech bodech (a, b) vlastni derivaci (nulu), je to spojitd funkce podle Véty 4.4.
Podle Véty 4.14 je funkce f na (a, b) neklesajici a zaroven nerostouci (protoze f’ = 0 a zaroven f’' < 0).
Tim padem musi byt konstantni. ]

4.2.4 Limita derivace

Nésledujici véta ndm umozni vypocitat (jednostrannou) derivaci i v nékterych bodech, kde selhdvaji za-
kladni vzorce pro derivovéni. Vétu formulujeme ,,zprava“; analogickd tvrzeni pochopitelné plati i pro deri-
vaci zleva a pro oboustrannou derivaci.

Véta 4.16. Je-li funkce f spojitd v bodé ¢ zprava a existuje-li lim,_,., f'(x), pak existuje derivace f(c)
a plati
file) = lim f'(x).
X—>C4

Diikaz. ProtoZe existuje limita lim,_,., f'(x), miZeme najit § > 0 takové, Ze pro x € (c,c + 0) je
f'(x) € R (z definice limity v bodé ¢ zprava plyne, Ze funkce, v naSem piipadé f’, jejiZ limitu uvazujeme,
musi byt definovdna — a tedy mit hodnotu € R — na pravém prstencovém okoli ¢).

Mame tedy, Ze f je spojitd v ¢ zprava a podle Véty 4.4 je také spojita v kazdém bod¢ intervalu (c, ¢ +9).
Celkem tedy mame spojitost f na intervalu [c, ¢ + §).
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Je-li tedy déano libovolné x € (c,c + §), mame splnény predpoklady Lagrangeovy véty na intervalu
[c, x]; skuteCné, f je na tom intervalu spojitd a ve vSech jeho vnitfnich bodech ma derivaci. Mizeme tedy
pro toto x najit néjaké takové £(x) € (c, x), Ze plati

f() = 1)

X —=C

1) =

ProtoZe takové &(x) mizeme vybrat pro kazdé x € (c,c + §), je timto vybérem vlastné zadana funkce
£:(c,c +6) — R, ktera spliiuje ¢ < £(x) < x pro kazdé x € (c,c + §). Z Lemmatu 3.11 (,,policajti)
plyne, Ze lim, ., §(x) = c. Dostdvame:

bon o S = fle)
f+(c) = lim — . -

X—>C4

Jim S0 = lim S,

kde prvni rovnost je definice derivace zprava, druhd rovnost plyne z volby £(x) a tfeti rovnost plyne
z Véty 3.8 o limité sloZené funkce s podminkou (P); podminka (P) je v tomto pfipadé splnéna trividlné,
nebot’ vnitini funkce £ je ve vSech bodech svého defini¢niho oboru rizna od svoji limity. ]

4.3 Konvexnost a konkavnost

Definice. Funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize pro kazdé dva body x, y € I lezi usecka spojujici
piislusné body grafu (neostfe) nad grafem f. Formalné:

Vx,yel Ve, ): f((l—t)x+ty) <A —-0)f(x)+1tf(y).
Ostrou nerovnosti definujeme ryzi konvexnost a opacnymi nerovnostmi konkdvnost a ryzi konkdvnost.

Pochopeni formdlni definice konvexnosti spo¢ivd v pochopeni toho, jak funguji funkce

p() =0 -—nDx+1y a y@)=010-0)f(x)+1f(y).

Jednd se o linedrni funkce (proménna je ¢ € [0, 1]). Je snadno vidét, ze kdyzZ ¢ probihd interval [0, 1], tak

@(t) probiha interval [x, y] (pfipadné [y, x]) a ¥ probihd interval [ f(x), f(y)] (pfipadné [ (), f(x)]).
V neformalni verzi definice se hovoii o bodech grafu f prislusnych bodiim x a y — je snad jasné, Ze se

jednd o body v R? se soufadnicemi (x, f(x)) a (v, f(y)). ProtoZe funkce ¢ a ¥ jsou line4rni, je snadno
vidét, ze kdyz ¢ probiha [0, 1], bod se soufadnicemi (¢(¢), ¥ (¢)) probiha usecku spojujici body (x, f(x)) a
(y, f(»)). Pritom je ihned z definice patrné, Ze

(©0).v(0) = (x, f(x)) a (o), y¥(1) = (y. f).
Z téchto uvah by mélo byt patrné, Ze formdalni i neformélni definice konvexnosti fikaji totéz.

Lemma. Funkce f je konvexni na intervalu I, prdavé kdyZ pro libovolné body x, x1, x, € I plati

JO) = fx) _ fO) = f(x)

X — X1 X2 — X

X1 <X <Xy —

Vétad.17. Necht’ f je spojitd na intervalu I s krajnimi body a = inf I ab = sup I a necht’ f'(x) existuje
pro vSechny body x € (a,b). Pak

(i) f je konvexnina I, prdvé kdy? f’ je neklesajici na (a,b);
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(ii) f je ryze konvexni na I, pravé kdy? f' je rostouci na (a, b).

Definice. Pokud f je funkce, kterd ma na néjakém intervalu (a, b) vlastni derivaci f’, pak definujeme
druhou derivaci f v bodé x jako

) = ('),

pokud derivace na pravé strané¢ existuje.

Dusledek 4.18. Je-li f spojitd na intervalu I a f"(x) = 0 (resp. f”(x) > 0) pro vSechny vnitini body x
intervalu I, pak f je konvexni (resp. ryze konvexni) na I .

Jako obvykle, analogickd tvrzeni plati pro konkdvni a ryze konkdvni funkce.

Definice. Funkce f ma v bod€ c inflexni bod, pokud existuje f'(c), f je spojita v ¢ a existuje § > 0 takové,
ze f jena (c — 8, c) ryze konkdvni a na (c, ¢ + §) ryze konvexni, nebo naopak (konvexni—konkavni).

Je dobré zde poznamenat, Ze existuji riizné neekvivalentni definice inflexniho bodu; my se budeme drzet
této. Z vySe uvedenych vét je patrné, Ze inflexni body lze najit pomoci vySetieni zmény znaménka druhé
derivace, piipadné zmény ,,sméru monotonie* prvni derivace.

Véta 4.19. Necht’ je funkce f konvexni na intervalu (a,b); pak f je na (a, b) spojitd.

Poznamka. V predchozi véte je podstatné, Ze se jednd o otevieny interval. V krajnich bodech uzavieného
intervalu miZe spojitost selhat i pro konvexni funkci. Pfikladem nespojité konvexni funkce je tfeba

x2, pokud x € (-1, 1);

xX) =
S (x) 2, pokud x = —1, nebo x = 1.

Tato funkce je definovana na intervalu [—1, 1] a je na ném konvexni (jasné z obrazku). V krajnich bodech
jejiho defini¢niho intervalu vSak neni spojitd (zprava v —1, zleva v 1), jak se miZete snadno sami presvédcit
pfimo z definice. Podle pfedchozi véty vSak k takovémuto selhani spojitosti nemiZe u konvexni funkce dojit
ve vnitinim bod¢ jejiho defini¢niho oboru.

4.4 Asymptoty

Definice. Rekneme, Ze graf funkce A(x) = ax + b je asymptotou f v +o00, jestlize
lim (f(x) — A(x)) = 0.
X—>00

Asymptotu v —oo definujeme nulovou limitou téhoZ rozdilu v —oo.

Asymptotu chapeme jako linearni funkci, ke které se f neomezené bliZi. Pfi studiu asymptot se ome-
zujeme pouze na ne-vertikdlni pripad; nebudeme tedy napfiklad chdpat osu y jako asymptotu funkce xiz
apod.

Véta 4.20. Graf funkce A(x) = ax + b je asymptotou f v +o0, pravé kdyZ
b = lim (f(x)—ax). 4.9)
X—>00

V tom pripadé plati, Ze
_ o S
a = lim .
x—>00 X

Asymptota je jednoznacné urcena.
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Diikaz. Dokazeme postupné obé implikace. Nejprve predpokladejme, Ze graf linedrni funkce A(x) = ax +
b je asymptota funkce f v 4+o00; dokdzeme rovnost (4.9). Skute¢né,

xli_)rgo(f(x)—ax) = xli)rgo(f(x)—(ax +b)+b) = lerr;o(f(x)—A(x)) +b=0+b,

kde posledni rovnost vyplyva pifimo z definice asymptoty.
Na druhou stranu, plati-li (4.9), potom

xli)ngo(f(x)—A(x)) =xli)ngo(f(x)—(ax+b)) =xli_>ngo(f(x)—ax)—b =b—b=0,

a tedy graf funkce A(x) je vskutku asymptotou f v +oo.
Dokazeme jesté dodatek. Pokud plati (4.9), pak
— b
lim&:limM+lim%:—+a:a. [
X—>00 X X—>00 X xX—>00 X o0
Priklad. V praxi pii hledani asymptoty nejprve spocitime druhou limitu z Véty 4.20. Vysledné Cislo je
,,kandidat na hodnotu a ““. Teprve pokud prvni limita z téZe véty vyjde vlastni, vime, Ze asymptota existuje.
Napftiklad funkce f(x) = x - arctg x md v nekone¢nu asymptotu:
f(x)

. . T
lim = lim arctgx = —,
x—>o00 X X—00 2

a déle (s dvojim pouzitim VOLSF)

lim (f(x) — zx) = lim x(arctgx — z) = lim tgy(arctg(tg y) — Z) —

X—>00 2 X —>00 2 y—>E_ )
siny - (y —7/2) .

m =1- lim

y—Z_ cos y z—>0_ —8ing

= —1.

Asymptota funkce f v +oo0 je tedy graf funkce A(x) = 7x — 1. A



Kapitola 5

Nekonecna cCiselna rada

5.1 Zakladni fakta

M¢jme posloupnost redlnych ¢isel {a, }5>, € R. AZ dosud jsme se pfi studiu posloupnosti zabyvali zejména
jejich limitou
lim a,,
n—o00
tedy hodnotou, ke které se Cleny posloupnosti s neomezenou presnosti blizi. Hovorime-li o nekonecné radé
Cisel, zajimame se o hodnotu (a existenci) souctu vsech Cisel a,. Jaky presny vyznam vSak dat souctu

nekoneéné mnoha Eisel? Mam-li pouze N Cisel aq,as, ..., ayn, md soucet
N
E ay, =a; +a; +az+...+ay-1 +an
n=1

vSech téchto ¢isel jedinou moznou interpretaci: Soucet dostanu tak, zZe k a; prictu a,, k vysledku déle pfictu
a3 a tak ddle, az po kone¢né mnoha krocich dojdu k ax a jeho pfi¢tenim dostanu celkovy vysledek. (Diky
komutativité a asociativité s¢itdni pfi tom nezdleZi, v jakém poradi jednotlivd Cisla pficitdm, stejné jako
v samoobsluze nezdleZi na tom, v jakém poradi vdm prodava¢ namarkuje zboZi.)

To ndm d4va ndpovédu, jak interpretovat symbol

)
Zan=a1+a2+a3+... .

n=1

Budu prosté pficitat dalsi a dalsi ¢leny posloupnosti {a,};>, a doufat, Ze mezivysledky (C4stecné soucty),
které budu timto zpisobem dostdvat, konverguji k néjaké limité; tuto limitu — existuje-li — pak nazvu souc-
tem nekonec¢né fady. Takto opravdu soucet fady budeme definovat:

Definice. Je-li ddna posloupnost {a,}5>, € R, nekonecnou radou nazyvame formalni symbol
ay+ax+as+..., (5.1)

misto néhoZ zavadime téZ symbol

o0 o0
Z a, nebo Z ar apodobné;
=1 k=1

v,

jakym pismenem oznacujeme index ,,podle né¢hoz se s¢ita, na tom nezaleZi.
rady (5.1).

Cisla aq,as,, ... jsou c¢leny

63
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Je-li ddna nekonecnd fada (5.1), definujeme jeji posloupnost cdstecnych souctu takto:

N
S1=4ai, S»=a;+a, S3=a;+a,+as atd.; obecné SN:E a.

n=1

Existuje-li limita ¢astecnych soucti

= li , 52
s NgnooSN ( )

nazyvame toto ¢islo s souctem rady (5.1); piSeme pak
o0
ay+a+asz+...= Zan =S
=1

a symbolem (5.1) pak rozumime nejen fadu samotnou (podobné jako symbolem {a,};>, rozumime po-
sloupnost), nybrz i jeji soucet s.

Pokud s € R, fikdme Ze tada (5.1) je konvergentni (ma vlastni soucet); pokud limita (5.2) neexistuje
nebo je nekonecnd, fikdme, Ze fada je divergentni.

Maiéme-li posloupnost indexovanou od jiného pocatecniho indexu nez n = 1, naptiklad od n = 0, vSe je
definovano analogickym zpisobem: Je-li napiiklad ddna posloupnost {a, }52, (indexovand od n = 0) a my
chceme definovat soudet fady Y .-, dn, je potieba pouZit ¢dstené soudty tvaru sy = Ziv:o ay.

Poznamka.

e Vsimnéme si, Ze definice pocitd nejen s moZnostmi konecné i nekonecné hodnoty souctu (jak bychom
asi pfi sCitdni nekoneéné mnoha Cisel oCekdvali), ale 1 s mozZnosti neexistence jakéhokoliv souctu.
Napriklad pro fadu

D+14+ D +I+ D+ ==l 1T+ 114 =) (=)
n=1

jsou caste¢né soucty nasledujici:
s1=-1, s$,=-14+1=0, s3=—-1+1—-1=-1, s4=—-14+1—-1+1=0 atd.,
tvori tedy posloupnost —1, 0, —1, 0, . . ., kterd nema limitu, a soucet fady proto neexistuje.

e Definice souctu nekonecné fady je dosti ndzornd; jeSté ndzornéjsi je vSak nésledujici zapis, ktery plati
v pripadé, Ze fada ma (konecny nebo nekonecny) soucet:

o] N
def. .. def. .
E a, = lim sy = lim ( E an).
] N—>o0 N—>o0
n=

V limité na pravé strané si lze predstavit, Ze horni mez sumy ,,béZzi do oo, takze s¢itdme vice a vice
¢lend tady, a sledujeme, k cemu se soucty bliZi.

Priklad. Pro zacateCnika miiZe byt obtizné predstavitelné, Ze soucet nekone¢né¢ mnoha Cisel je konecny.
Niésledujici priklad ukazuje, Ze skute¢né existuji konvergentni nekonecné rady.

i(l)n_l+1+l+l+ .
2/ 2 48 16 7

n=
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Soucet této fady je skute¢né roven jedné, coz Ize snadno pochopit, kdyZ si ¢lovék uvédomi, Ze pfictenim
kazdého dalsiho élenu se hodnota éésteéného soultu priblizi k 1 o polovinu zbyvajl’ci vzdélenosti:
Zaciname s s; = 5; vzdélenost od 1 Je 5 a hodnota dalSiho Clenu rady j Je , tedy polovina této vzdale-
nosti. Ve druhém kroku mame s, = 5 -|— 7 = 3, takZe vzdalenost od 1 Je < a hodnota dal$iho Clenu fady
je %, tj. jedna polovina této Vzdélenosti. A tak déle. Odtud je jasné vidét, ie limita ¢aste¢nych souctd (tj.
hodnota souctu fady) je pfesné 1, a je to tedy konecné Cislo. A

Nynfi si tento vysledek dokazeme ve vEétsi obecnosti a presné (tedy bez zbyte¢nych odkazii na intuici).

Priklad (Geometricka fada). Necht N € N ag € (—1, 1) \ {0}. Pak plati rovnost

o0
" 1
Z q" =1 (5.3)
n=0 q
Tuto fadu nazyvdme geometrickou Fadou s kvocientem g. Definujeme-li na okamzik 0° = 1, pak tato
rovnost plati pro g € (—1, 1). A

Poznamenejme, Ze v tomto pripadé (na rozdil od predchoziho piikladu) n béZzi od O a nikoliv od 1.
Samoziejmé jde pouze o kosmetickou zménu; diky ni mdme o néco elegantnéjsi vzorecek.

Diikaz. Plati (dokonce pro libovolné ¢) nasledujici rovnost (jak si kazdy miiZe snadno ovéfit — rozndsobe-
nim vznikne ,teleskopickd fada“, tj. soucet, kde vétsina ¢lend se odeéte): 1 — gV +! = (1 —g)(1 + g +
g%+ ... +¢"). Odtud

X N 1- gN+1 gV+!
1 = —, S
+q+a+...+q — Z q" 4
Mame tedy vzorec pro N-ty EdsteCny soudet fady Y ., ¢" a dostdvame
= N 1 1 1
Z = lim —2 lim (1—g¥+*) = ——(1-0)= ——. 0
— N—oo l—q 1—qN—>oo 1—g¢g l—¢q
Priklad. 0,9 = 0,999... = 1. Skute¢n&, pouZitim vzorce odvozeného vyse dostdviame

00 9 00 1 \n [ee) 1 \n 1
om =S o S <o (B )=o)
215 =2 2 (% 2 (10 —
n=1 n=1 n=0
Je ovSem celkem jasné, Ze ne vSechny nekonecné fady maji konecny soucet (nékolik piikladi uvadim
nizZe).

Piiklad (Konvergentni fady). Rad pro které jsme (podobné jako pro geometrickou fadu) schopni zjistit
konkrétni hodnotu souctu neni mnoho — obvykle se spokojime se zjiSténim, Ze soucet je naptiklad konecny
— jedna dalsi takova fada je ale nasledujici; rovnou uvadime i (trikovy) vypocet hodnoty jejiho souctu:

nd 1

def. . al 1 _ Yo 1
;n(n+1) B Ngnoo’;n(n—l-l) _Nﬂnoo;(ﬁ_nﬂ)

. 1 I 1 I 1 1 1
:1&120((1—§)+(z—§)+(§—z)+---+(ﬁ—N+1))

. 1
= lim (1——)21.
N—o0 N +1
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Nasleduji dva dalsi slavné priklady konvergentnich fad i s jejich soucty uvadim bez dikazu jen pro
zajimavost. (Ve druhém piipadé sC¢itdme od n = 0; pripomenme tedy, Ze 0! definujeme jako 1.)

1 w2
2

™M@
S

I
>

1

3
Il

— =e. A
n!

WK

0

3
II

Priklad (Divergentni fady). e > 1 =1+1+1+...= oco.Skutetn&, N-ty &asteCny soudet sy
této rady je totiZ roven souctu N jednicek, tj. Cislu N. Plati tedy limy 00 Sy = limy 00 N = 00.

e > n=1+2+3+... = ococ. Tato fada diverguje do nekone¢na ,,je3té rychleji“; chceme-li,
miZeme pro dikaz jeji divergence pouzit srovnavaci kritérium (viz déle) — tato fada je totiZ zjevné

v 66

,»VEetsi* neZ divergentni fada z predchoziho bodu. Alternativné miizeme pouzit zndmy ,,Gaussiv*

vzorec pro N -ty CasteCny soucet této fady: sy = 1+24+ ...+ N = w (Dikaz tohoto vzorce
je oblibené a snadné cviceni na matematickou indukci.) Je vidét, Ze limy .o, Sy = 00, fada tedy

diverguje.
e > > (—1)" = —14+1—1+1—...diverguje. Podivdme-li se totiZ na posloupnost &4stenych souct
této fady, vidime, Ze je to —1,0,—1,0, .. ., cozZ je (jak vime) posloupnost, kterd nema limitu. (Kdyby

totiz mé¢la limitu A € R*, musely by podle véty o limité vybrané posloupnosti konvergovat k A jak
liché Cleny, tak 1 sudé Cleny. My ale vidime, Ze liché Cleny konverguji k —1 a sudé ¢leny k 0.)

e > °  sinn rovnéZ diverguje, a to z podobného diivodu jako v pfedchozim bodg: jeji soucet neexis-
tuje. Dikaz tohoto faktu je v§ak pon¢kud méné trividlni a zde ho vynechdme. A

Véta 5.1 (Nutnd podminka konvergence). Necht’ Y -, a, konverguje. Pak limy_,oo a, = 0.
Diikaz. To, 7e Y -, a, konverguje, podle definice znamend, Ze existuje limita ¢dste¢nych soudtd:
N

s = lim sy = lim E a.
N—o0 N—>o0 1
n=

My ale vime, Ze ,,posloupnost a posunutd posloupnost maji stejnou limitu*, takze plati limy oo Sy—1 = 5.
Odtud
lim ay = lim (sy —sy—1) = lim sy — lim sy_; =s—s5 =0. O
N —o0 N —o0 N—o0 N —o00
Nésledujici pfiklad ukazuje, Ze ani fada, jejiZz cleny konverguji k nule (tj. spliluje nutnou podminku
konvergence), nemusi byt konvergentni (tj. mit kone¢ny soucet).

Pfiklad 5.2 (Harmonicka fada). Takzvand harmonickd fada > o | % diverguje. Presnéji, plati
il—l—i-l—l-l—i-l-l- = 00
203 4 T

ProtozZe vSak zdroven vime, Ze lim,_, % = 0, vidime, Ze v predchozi vété plati pouze jedna implikace.
Jinymi slovy, neni pravda, Ze kdyZ se ¢leny fady bliZi k nule, musi mit fada konecny soucet. A
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Diikaz divergence harmonické fady. Mame dokazat, Ze

SELL UL I I
—+-+-F+-F+-F-+-+-+—=4+... =00
23456 7 8 910

Vsimnéme si, Ze prvni dva Eleny jsou nejméné tak velké jako 5, tojest1 = a5 = 2. Véechny dalsi éleny

1
37 %
a;= 4, a tedy souctem téchto dvou Clent dostaneme % + ‘1‘ > 2- % = 1 Podl’vejme se nyni na Cleny od
1 déle; ty uZ jsou sice menSi neZ 4, ale nésledujici 4 Cleny jsou vEtSi n ez =, a jejich soucet proto spliiuje

1_ 1
§+6+7+8/4-§ 2.Obrazkem.

jsou sice mensi nez jedna polovina, ale ndsledujici dva Cleny jsou oba aspori tak velké jako , to jest 1
1

R L
—-— 2 3 4 5 6 7 8 9 16 o
>1 N ——
~2 >1 >1 >1 >1

ES) E) E) =2

Vidime tedy, Ze 2% -ty dstecny soucet je = (N +1)-1 (tieba o fddek vy3e vidime, Ze 554 = s16 = (4+1)-2).
Odtud plyne (vezméme jesté v ivahu to, Ze posloupnost ¢astecnych soucti je rostouci, nebot’ vSechny Cleny

NOA

nasi fady jsou kladné) pomoci Lemmatu o jednom policajtovi pro posloupnosti, Ze limy e Sy = 00. [
Véta 5.3 (Zdkladni vlastnosti souctu fady). Necht’ jsou ddny Fady Y oo an ad ey by aCislac € Ra
nog € N. Pak plati:

o0

o
(i) Zan =(a+ax+...+an)+ Z ay, md-li jedna strana soucet.

n=nop+1

(ii) Z(an + by) = Zan Z by, md-li pravd strana soucet.

n=1

(iii) E ca, =c¢ E a,, md-li pravd strana soucet.

n=1 n=1

Diikaz. VSechny body jsou snadnd cviceni (zejména na aritmetiku limit); pro ilustraci dokdZeme prvni bod
véty. Oznalme sy Cdstecné soulty fady Y oo, an, 4j. Sy 1= 2,11\;1 a,.Pak pron > ny médme

SN =a1+ax+...+ay =@ +a+ ... +ay) + Z a,

n=no+1

A4 v . O W v v 4 N . A Y Vv 7 4 z W A
piicemZ si miZzeme vSimnout, Ze souCty ., _, .| @, jsou presné ¢dsteCné soucty fady Z:‘;no +1@n- Pokud
tedy na obou strandch rovnice piejdeme k limit€ pro N — oo, dostaneme poZadované

o) N
X;an—NIEnOOSN_ lim ((al-l—az-l—...-l—a,,o)—i- Z a,,)
n=

n=no+1
N 0o
:(a1+a2+...+a,,o)—|—]\}i_r)noo Z+1an:(a1+a2+...+an0)—|— ZHaH. [l
n=nyg n=no

Poznamka. e Z bodu (i) je jasné vidét, Ze konvergence fady (tedy otdzka, zdd m4, ¢i nemé koneCny
soucet) nezdvisi na hodnotach konecné mnoha ¢lenti. Tohoto faktu budeme hojné vyuzivat bez dalsich
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komentaru. Jednim z diisledk je, Ze kdyZ néjaké tvrzeni (tfeba kritérium konvergence) plati pro fady
o0 z v o0
tvaru ) .~ | an, plati i pro fady tvaru )~ , a, apod.

Zaroven je jasné, Ze prvnich kone¢né mnoho (v naSem pripadé presné n¢) ¢leni mohu libovolnym
zpusobem ,,uzdvorkovat“ a mohu také libovolnym zptisobem ménit jejich poradi. To je zcela jasné,
nebot’ soucet konecné mnoha ¢isel, a tedy také soucet (a; + a» + ... + a,,) je stejny bez ohledu na
tyto zmény.

Body (ii) a (iii) predchozi véty fikaji, Ze soucet fady funguje linedrnim zptisobem: ,,suma souctl je
soucet sum* a ,,suma nasobkil konstantou je nasobek konstantou sumy “.

Vsimnéte si, Ze v predchozi vété misto ,,ma-li jedna strana smysl* (pfipadn€ ,,ma-li prava strana
smysl®) piSu ,,md-li jedna strana soucet®. Jednd se pouze o formalni a neprili§ podstatny rozdil.
Divodem pro né&j je, Ze fada Y ., a, nemusi mit soudet, ale symbol Y oo, a, v kazdém piipadé
smysl ma: kromé souctu oné fady (ktery ovSem nemusi existovat), totiz oznacuje i fadu samu. Tento
rozdil je malokdy podstatny, a v ndsledujicim tedy uz na néj nebudeme upozoriiovat. Aspoi jednou je
ale dobré vzit na védomi, Ze tfeba v prvnim bodé Véty 5.3 by predpoklad ,,ma-li jedna strana smysl*
byl prazdny (tj. k ni¢emu), protoZe leva strana uvedené rovnosti md smysl v kazdém piipadé, a to
minimdlné jako symbol oznacujici onu fadu.

Standardni poznamka vztahujici se k bodu (iii) je, Ze budeme-li predpokladat ¢ # 0, pak ona rovnost
plati dokonce za slabsiho predpokladu, Ze jedna strana md soucet. Skute¢né, pokud totiz vime, Ze
zrovna prava strana soucet ma, plyne rovnost pfimo z formulace uvedené ve Vét€ 5.3. Na druhou
stranu, vime-li, Ze leva strana ma soucet a ¢ # 0, pak miZeme pocitat takto:

o oo 1 1 00
ZEQan ::ZE:<:;-can> ::z;jzgcan,
n= n=

n=1

kde druhd rovnost plati opét presné podle Véty 5.3, protoZe prava strana této rovnosti md soucet (diky
naSemu predpokladu, Ze leva strana dokazované rovnosti, tj. Z;ozl ca,, ma soucet). Odtud ihned

plyne, Ze
o0 o0
c E an = E cay.
n=1 n=1

Priklad. Porovnejme nasledujici tfi uzavorkovani tézetfady 1 + (—1) + 1 + (=1) + 1 4+ (1) + ...
e 14+ (—1)4+ 1+ (—1)+... nema soucet;
e (I1+(-D)+A+(-1)+...=0+0+...=0;

e l+(-D+D+((-D)+D)+...=1404+0+...=1.

Pokud se tedy pfi ,,zdvorkovani* neomezime na kone¢né mnoho ¢lent, soucet se miZe zménit. Zména
poradi sCitani, kterd se neomezi na pouhych kone¢né mnoho ¢lenti také miize mit vliv na existenci a hodnotu

souctu:
e l+(-D+1+1+ED+1+1+1+(=D)+...=00;

e l+(-D+1+=D+(=D+14...=—o0.
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5.2 Kritéria konvergence pro rady s nezapornymi ¢leny

V této asti se zam&fime na fady s nezdpornymi Cleny, tj. na fady Y .-, a, spliiujici Vn € N: a, = 0.
Vsimnéme si hned, Ze takovéto fady vzdy maji dobie definovany soucet; posloupnost ¢astecnych souctil
je totiz evidentné neklesajici (kazdy dalsi ¢asteCny soucet je o nezdporné Cislo vétsi), a tedy jeji limita (tj.
soulet fady) existuje. Otdzka ovSem je, jestli je tato limita konec¢na ¢i nekonecna.

Véta 5.4 (Srovndvaci kritérium). Bud’te Y oo an a Y e, by dvé Fady s nezdpornymi cleny, které spliuji
Vn € N: a, < b,. Pak plati:

(i) Y02, by konverguje = Y 72| a, konverguje.
(Rikdme, Ze > o2 | by je konvergentni majoranta.)

(i) Y oo, an diverguje = > | b, diverguje.
(Rikdme, Ze Y2 | an je divergentni minoranta.)

Diikaz. Dokédzeme nejdfive prvni bod véty; piedpokladejme tedy, Ze Y .-, b, konverguje. Chceme dokd-
zat, Ze totéz plati pro Y - | an, tj. Ze ma koneény soudet. To jsou dvé informace: mé soucet a tento soucet
je konecny.

Existence souctu plyne z nezdpornosti s¢itanct; ¢astecné soucty jsou diky tomu neklesajici. Pfesnéji:
pro libovolné n je s,41 = Sy + dnt1 = Su, protoze a,+1 = 0. My ovSem vime (Véta 2.14), ze libovolna
monoténn{ posloupnost m4 limitu. To znamend, Ze existuje limita limy, oo Sy, §j. soudet fady > oo, dp.

Nyni si uvédomime, Ze soudet Y - | a, je koneny. Podle pfedpokladu je Vn € N: a, < b,, odkud
snadno plyne pro kazdé n € N

sn=a1+a2—|—...+anSbl—i-bz—i-...—i—bn =ISn.

Podle Véty o limité a nerovnostech (Véta 2.13) tedy dostdvame

o0
E a, = lim s, < thn—E b, < oc.
n—>oo n—>oo 1

n=

Tim je dokoncen ditkaz prvniho bodu véty. K dikazu druhého bodu si staci uvédomit, Ze implikace v ném
uvedend je pouhou obménou implikace z bodu prvniho, a je tedy ekvivalentni (takze plati, jak jsme praveé
dokazali). [l

Piiklad. Rada Yoo, nlz je konvergentni. Skutecné, pro libovolné n > 2 totiZ plati nerovnost
1 1
2 " (mn—=1Dn
Drive jsme trikem zjistili, Ze konverguje (k souctu 1) fada
o0

o0
— n(n +1) zzz (n— l)n
Podle Srovndvactho kritéria tedy plati, Ze Y .o — L konverguje, a tedy konverguje i Yoo 2 (a mé podle
Véty 5.3 pravé o 1 vétsi, ovSem stdle konecny, soucet) A

Poznamka. Podle Véty 5.3 (i) konvergence nezdlezi na konecné¢ mnoha Clenech. Je tedy ziejmé, Ze ve
VEte 5.4 staci predpokladat, Ze rovnost a, < b, je splnéna pro vSechna n od jistého ny poc¢inaje. Tj. véta
plati i za slabsiho predpokladu, Ze Ing € N Vn = ng: a, < by,.
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Véta 5.5 (Limitn{ srovndvaci kritérium). Bud’te Y .o a, a Y .-, by Fady s nezdpornymi &leny a necht’
existuje limita
. a
lim = = A e R*.
m»a)bn

Pak plati:

(i) A€ (0,00) = (Zf;l by konverguje < > °7 | ay konverguje);
(ii) A=0 — (Z;’;l by konverguje = 3 o2 | ay konverguje);

(iii) A = o0 — (Z by diverguje = Y .| dn dlvergu]e)

Diikaz. Nebudeme se fidit presnou formulaci véty; dokdZzeme néco trochu jiného a pak si uvédomime, Ze
véta z naSich postieht snadno plyne. Nejprve dokdZzeme nasledujici tvrzeni:

Pokud A < oo, pak plati implikace (ZZOZI b, konverguje = > o2 ay konverguje). Necht' tedy

> o2, by konverguje a opravdu A < 00, tj. limy_ e Z—Z = A < oo. Podle definice limity posloupnosti
existuje ng € N takové, Ze
Vi =g Zﬁ <A+1, neboli a, < (A+1)b, (5.4)
n

(za e si mizeme zvolit 1; vime, Ze prislusné no musi existovat). ProtoZe podle Véty 5.3 plati, ma-li prava
strana soucet, Ze

DA+ Dby =(A+ 1) by,
n=1 n=1

a pravd strana této rovnice je kone¢na (podle pfedpokladu konvergence > oo | by), vidime, 7e Y oo (A +
1)b, konverguje. Podle (5.4) (kde odhad plati pocinaje indexem ng!) a srovnavaciho kritéria (Véta 5.4)
dostavame, Ze konverguje

[e.e] (o .e]
Z a,, atedy podle Véty 5.3 (i) konverguje i fada Z an.

n=ny n=1

Déle si uvédomime, ze pokud A > 0, pak plati implikace (tho_l a, konverguje = Y °7 b, konverguje).

Skute¢né, jest lim,,_, o %+ = = A > 0, neboli (podle aritmetiky limit) lim,,_, 2” = i < 00. Nyni mizeme
pouZit tvrzeni dokdzané v prvni ¢asti diikazu s tim, Ze posloupnosti {a,}7> , a {b 100, sipfehodi svoje role.
Ihned tak dostdvame poZadovanou implikaci.

K dokonceni dikazu si staci uvédomit, Ze vSechny tii body véty snadno plynou z uvedenych (a dokaza-

nych) dvou pozorovani. Nemam pochyb o tom, Ze to uz si rozmyslite sami. ]
Piiklad. e Y 7 sin-5 srovnejs > .2, -5, kterd konverguje (viz vyse);
1 1 P . v
o Y ol n-sin—ssrovnejs y oo n- -5 =y 2+ kterd diverguje (Pfiklad 5.2).

e Dal3{ jednoduché piiklady na Vétu 5.5: Y72 | 2531 (srovnej s harmonickou fadou),

> %, Y o2 sin(r/n). A
Nésledujici kritéria konvergence (odmocninové a podilové) jsou zaloZena na srovndni (pomoci srovna-
vaciho kritéria) s geometrickou fadou. Z toho vyplyva, Ze tato kritéria Ize s Uspéchem pouZit pouze na rady,
které ,konverguji velmi rychle®, a sice aspon tak rychle jako néktera konvergentni geometrické fada. Jak
uvidime, tato kritéria neumi napfiklad rozhodnout o (ndm uZ znamé) konvergenci fady > oo

n= 1n2
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Véta 5.6 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Bud’ ddna Fada s nezdpornymi ¢leny Y oo, an. Necht’ exis-
tuje pevné &islo g < 1 takové, Ze Vn € N: /a, < q. Pak Fada y .- | a, konverguje.

Diikaz. Jsou-li splnény predpoklady véty, pak Vn € N: a, < ¢". Je jasné, ze g € [0,1), atedy Y .o, ¢"
konverguje (umime dokonce spocitat hodnotu souctu; pozor ale na pocatecni index). Podle Véty 5.4 tedy
konverguje i Y oo | dp. O

Poznamka (O dilezité roli ¢ < 1). Na tomto misté je dobré si uvédomit, Ze z predpokladi Cauchyova
kritéria nelze jen tak vypustit ono ¢ < 1. Uvazujme dvé varianty tohoto predpokladu, které zde prichazi
v tvahu:

(A) g <1VneN: a, <q,
B) VYneN: a, < 1.

Uz vime, Ze Y oo, a, konverguje za predpokladu (A) (pfesné to je obsahem pravé dokdzané Véty 5.6);
je také jasné, Ze (A) = (B); pfedpoklad (B) je tedy slab$i. UkdZeme, Ze nahradime-li pfedpoklad (A)
slabSim predpokladem (B), véta pfestane platit. Jinymi slovy, zatimco (A) konvergenci implikuje, (B) ji
neimplikuje.

Skute¢né, uvazujme a, = ﬁ, tedy D 00 dn = D poy # je posunutd harmonicka fada: misto sci-
tancem 1 zacindme scitat od % a dal uz je to stejné. Jak vime, koneéné mnoho ¢lenii nemd na konver-
genci/divergenci vliv, a tedy Y2 | a, diverguje, stejné jako harmonicka fada.

1
n+1

konvergentni. To znamend, Ze (B) neimplikuje konvergenci, jak jsme chtéli ukézat.

Tim je vlastné vSechno jasné: (A) konvergenci zarucuje, zatimco (B) ne; role onoho ¢ < 1 je tedy
opravdu dilezita. Zaroven jasné vidime, Ze predpoklady (A) a (B) nejsou ekvivalentni, a opacna implikace
mezi nimi, tedy (A) < (B) nemtize platit. To jinymi slovy znamend, Ze (B) je ostfe slabsi predpoklad nez
(A).

Nicméné bych se nedivil, kdyby takovéto vysvétleni nékoho neuspokojilo. V ¢em se (A) a (B) tak lisi,
Ze tento zdanlivé drobny rozdil rozhoduje o platnosti matematické véty? Abychom si tento rozdil 1épe
uvédomili, ozna¢me d, = {/a, a podivejme se na tuto posloupnost pifimo, bez pfemysleni o konvergenci
fad. Pfi tomto znaceni vypadaji pfedpoklady (A) a (B) nésledovné:

Je ale jasné, Ze pro viechna n plati 2/a, = " < 1.Rada Y22, -7 tedy spliiuje (B), ale neni

(A) g <1VneN:d, <gq;
(B) VneN:d, <1.

Vv

Docela snadno, sta¢i k tomu libovolna nezaporna rostouci posloupnost s limitou 1, tfeba d,, = n"? Opravdu
je jasné, Ze tato posloupnost splituje (B). Ze nespliiuje (A), je také jasné, a to kazdému, kdo pochopil definici
limity. Vezmu-li si libovolné Cislo ¢ < 1, tfeba g = 19—0 nebo g = 1909090 atd., od jistého indexu déle uz
posloupnost d, bude nad touto hranici. TakZe d,, nespliiuje (A).

Abychom v bézné teci snadno odlisili situace podobné predpokladu (A) od (B), hovofime v piipadé
(A), ze Cisla d,, jsou odraZend od jednicky. To znamenad, Ze existuje jisté netrividlni okoli Cisla 1, v némz se
nevyskytuje zZadné Cislo d,,.

Poznamenejme jeste, Ze nesplnéni podminky (A) neimplikuje divergenci fady. Podivejte se na konver-
gentnf fadu > 7, niz; zjistite, Ze kritérium (pfedpoklad (A)) nespliiuje, ale presto konverguje. Podrobnéji
o tom niZe.

Véta 5.7 (Limitn{ Cauchyovo odmocninové kritérium). Bud’ ddna Fada s nezdpornymi cleny Y -, an. Pak
plati:



KAPITOLA 5. NEKONECNA CISELNA RADA 72

(i) Jestlize lim %/a, <1, pak Y o2, a, konverguje.
n—oo

(ii) JestliZe nll)ngo Yan > 1, pak Y 2| a, diverguje.
Diikaz. Pfedpokladejme, Ze L := lim,_ {/a, < 1. Oznatme q = % (aritmeticky primér L a 1);
potom L < g < 1. Podle definice limity (pro ¢ = g — L > 0) existuje nyo € N takové Ze pro vSechna
n = ngjest {/a, < L+¢& =g < 1. Tedy podle Véty 5.6 konverguje fada )2 a,,atedyifada ), a,.
Nyni pfedpokladejme, Ze L := lim,_.o #/a, > 1. Z definice limity ihned plyne, Ze od jistého indexu
no plati /a, > 1, atedy i a, > 1. Tim pddem neni splnéna nutnd podminka konvergence, tj. neplati
lim,,~ a, = 0, afada tedy diverguje podle Véty 5.1. O]

Poznamka.

(a) Pokud lim, .« #/a, = 1, nevime nic, tj. miZou nastat obé moznosti. Skutecné:

e Necht a, = %; pak lim, o #/a, = 1 a (jak ddvno vime) fada diverguje;

e Necht a, = }%; pak lim,, .o, /a, = 1 a (jak ddvno vime) fada konverguje;

(b) Uvedend limita viibec nemusi existovat. V tom piipadé se miZeme pokusit pouZit piimo Vétu 5.6
(tedy ,.nelimitni verzi‘), pfipadné jeji snadnou Upravu ,,s po¢iatenim indexem 7 ““:
Jestlize g < 13ng € N Vn = ng: t/a, < q, pak y o, a, konverguje.

Pfiklad (Argumentace kruhem). Uvazujme ¢ € (0, 1); pak Y .=, ¢" je n&jakd konvergentni geometricka
rada. MiZeme zkusit pouZit Vétu 5.7:

lim {/g" = lim g =¢q <1,
n—o00 n—0o0
takze fada ) .-, ¢" skutetn& podle Véty 5.7 konverguje. KdyZ uz mdme limitni Cauchyovo kritérium,
je obtizné tento argument popirat, jednd se ale o argument kruhem: Abychom totiZ mohli ono kritérium
dokazat, nejdriv potiebujeme védét, Ze geometrickd rada konverguje; nedava tedy smysl pouZzitim tohoto
vysledku zpétné dokazovat konvergenci geometrické fady.

Z cvicnych divodi si miiZzete zkusit rozmyslet, pro¢ je tato situace velmi podobnd vypoctu limity

limy_¢ ¥2* = | pomoci I'Hospitalova pravidla (Véta 6.2). A

Véta 5.8 (D’ Alembertovo podilové kritérium). Bud’ ddna Fada s nezdpornymi &leny > oo | an. Necht’ exis-
tuje pevné Cislo g < 1 takové, Ze Vn € N : % < q. Pak rada Z;o:l a, konverguje.

Diikaz. Vsimnéme si nejprve, Ze z nezapornosti a, pro vsechnan € N plyne, Ze ¢ = 0, tj. ¢ € [0, 1).

Podle ptedpokladu (pro n = 1) plati Z—f < g, takZe a, < a,q. Déle ovSem (n = 2) plati také Z—; < g,
odkud a3 < a,q < a;q? atd. Odtud je uz snadné nahlédnout, Ze asi plati nasledujici vyrok, ktery piesné
dokédzeme indukci:

VneN:a,y <aq”. (5.5)

Skutecné, k dliikazu indukci ndm staci nerovnost ovéfit pro n = 1 (coZ uZ jsme ucinili) a dokdzat, Ze
z platnosti nerovnosti pro n plyne jeji platnost také pro n + 1 (tj. ,,indukéni krok ‘). Pfedpokladejme tedy, Ze
pro jisté n € N plati nerovnost a,+; < a1q". Pak podle predpokladu véty a podle indukéniho predpokladu
postupné dostaneme

dnyz Sani1-q S arq"-q = arg" ',

tedy a,4» < a;q"!, coz jsme chtéli ovéfit, a (5.5) tedy plati.

Pro fadu Y 02, dnt1 = Y ne,dy jsme tedy nasli konvergentni majorantu y oo a1q" (jde o geo-
metrickou fadu s kvocientem g € [0, 1), kterd je konvergentni — dokonce zname presnou hodnotu jejiho

souctu: % < 00). Podle srovndvaciho kritéria (Véta 5.4) tedy fada Y .., a,, a konverguje proto i fada

Yt dn. 0
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Véta 5.9 (Limitni D’ Alembertovo podilové kritérium). Bud’ ddna Fada s nezdpornymi &leny Y oo | an. Pak
plati:

a
(i) Jestlize lim —*1 < 1, pak > o2 | an konverguje.
n

—>00 an

a
(ii) JestliZe lim o, pak Y o2 | a, diverguje.
n—00

n

Diikaz. Dukaz této veéty je velmi podobny dikazu VéEty 5.7, pouze misto Cauchyova kritéria pouZijeme
D’ Alembertovo. U

Poznamka. Pro (pravé uvedené) podilové kritérium plati analogicka poznamka jako pro kritérium odmoc-
ninové. Je dobré mit na paméti, Ze obé kritéria, tedy Véta 5.6 1 Véta 5.8 (resp. jejich limitni verze) funguji
pouze na fady, ve kterych se vyskytuji velmi rychle rostouci nebo klesajici ¢leny, protoZe jejich diikaz vy-
uziva ,,srovnani* (pomoci srovnavaciho kritéria) s né¢jakou konvergentni geometrickou fadou. Tim padem
Zadna konvergentni fada, kterd se neda s tspéchem srovnat s n¢jakou geometrickou, nemize byt vySetiena
pouzitim zZadného z téchto kritérii.

Vzhledem k inherentnimu omezeni odmocninového a podilového kritéria byla vynalezena dalsi, silné;si
kritéria konvergence. Jejich formulace je vSak také ponékud sloZitéjsi a aplikace obtiZné€jsi. Pro zajimavost
uved’ 'me tak zvané Raabeovo kritérium konvergence:

’ 2 v z s v o0
Bud’ ddna Fada s nezdpornymi cleny ) .~ a.

(i) Pokud lim n( dn_ _ 1) > 1, pak fada ">, a konverguje.

n—>o0  \dp41

a
(ii) Pokud lim n( T 1) < 1, pak rada y_,2_, an diverguje.
n=o0 Mpt1

5.3 Rady s obecnymi ¢leny — absolutni a neabsolutni konvergence

Definice. Rekneme, Ze fada Y . | a, je absolutné konvergenmi, konverguje-li fada Y - | |a,|. Rekneme,
Ze fada je relativné konvergentni (t€Z: neabsolutné konvergentni), jestlize je konvergentni, ale neni absolutné
konvergentni.

Véta 5.10. KaZdd absolutné konvergentni Fada je konvergentni.
K diikazu pouZijeme nasledujici Sikovné znaceni:
Znaceni. Je-li a € R libovolné Cislo, definujeme

at =max{0,a} a a = max{—a,O0}.

Je snadno vidét, ze plati nasledujici:

0<a" <|a], 0<a <lal,
a=at—a", lal=at+a".
Diikaz. Predpoklddejme, Ze > 2 | a, absolutné konverguje, tj. Ze konverguje fada Y .-, |a,|. Pro kazdé

n € N plati
ay <las| a a, <|agl;
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fada ) 72 | |ax| je tedy konvergentni majoranta jak pro fadu Y -, a;f tak i pro fadu > -, a, . Obé& fady
tedy konverguji (tj. maji kone¢ny soucet) podle srovnavaciho kritéria. Nyni pomoci Véty 5.3 odvodime
konvergenci fady Y - | a, takto:

o0 o0

e} o0
dYan=> (af —a)) =) af =) a, <oc. O
n=1 n=1 n=1

n=1

w2 v LA —_ n 1
Pfiklad. Rozhodnéme o konvergenci fad ) o | (n12) ay o B

= nLZ a fada

(—1)"
n2

Pouzijeme predchozi vétu: Prvni z obou fad je absolutné konvergentni, nebot’
> n% je konvergentni. Podle Véty 5.10 je tedy i konvergentni (v obyCejném slova smyslu).

Obdobné postupujeme i pro druhou fadu, nejprve ale pouzijeme Vétu 5.4 (srovnavaci kritérium):
1

n

sinn
2}1

‘ = ’

protoZe geometrickd fada Y .-, 27" je konvergentni, konverguje i fada Y oo Siz‘ln” . To znamen4, Ze fada
> Siznn” je absolutné konvergentni, a tedy 1 konvergentni (opét podle Véty 5.10). VSimnéte si, Ze jsme
pouZili obycejné (ne limitni) srovnavaci kritérium; s limitnim bychom nepofidili, nebot’ pfislusnd limita
neexistuje (jak se miiZzete snadno presvédcit). A

Poznamka. Véta 5.10 1ika, Ze absolutni konvergence implikuje konvergenci; jde tedy o siln€jsi vlastnost.
Od tohoto okamziku se tedy domluvme, Ze nemusime pokazdé explicitné konstatovat, Ze fada je konver-
gentni, vime-li uz, Ze je absolutné konvergentni. Budeme to povaZovat za samoziejmé; ostatné i terminolo-
gie, kterou pouZzivame, je pro toto chapdni vhodna.

Véta 5.11 (Leibnizovo kritérium). BudiZ {a,};> | nerostouci posloupnost redlnych cisel s lim,_, a, = 0.
Potom Fada "2, (—1)"a, konverguje.

Diikaz. ProtozZe {a,}, je nerostouci, pro kazdé k € N plati ax > lim,— an, = 0, tj. vSechna ¢isla a,
jsou nezdporna. Ozna¢me posloupnost castecnych soucttl studované fady takto:

n

Sp =—ay+ay—az+ ...+ (—D"a, = Z(—l)kak.
k=1

UkdZeme, Ze posloupnost {s,, }r—, vybrand z {s, }>>, md vlastni limitu.
Skutecné: protoZe {a,}5>, je nerostouci, jest pro vSechnan € N, —az,4+1 + a2,42 < 0, a tedy

S2(n+1) = S2n+2 = S2n — Aoap+1 + don+2 < Son,

takZe posloupnost {s,,}°2, je nerostouci. Navic je zdola omezend, protoZe (s opétovnym vyuZitim faktu,
ze {an )52, je nerostouci) snadno vidime, Ze pro vSechna n € N plati

San = —a1 + (a2 —az) + ... + (a2n—2 — dz2n—1) + d2n = —ay.

Podle Véty 2.14 tedy dostdvame, Ze existuje vlastni limita s = lim,_, 52, € R. ProtoZe vSak plati
lim, _, o a, = 0, dostaneme

lim $5,47 = lim (82, —dzp+1) = lim s, — lim azp41 =5 —0=35.
n—>oo n—->oo n—>oo n—>oo

Protoze vybrana posloupnost ,lichych ¢leni* (tj. ¢lent s lichym indexem) ma stejnou limitu jako vy-
brand posloupnost ¢leni sudych, snadno se ukdze, Ze lim, o0 5, = § < 00, tj. fada Zflozl(—l)”an ma
konecny soucet s, a jsme hotovi. O]
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=D”

n

o0
Piiklad. Rada Z

n=1

je relativné konvergentni.

e KaZdy se snadno ptfesvédci, Ze fada neni absolutné konvergentni.

e Rada ale je konvergentni (a je tedy relativné konvergentni). Skute¢ng, polozime-li a, = }l pak po-
sloupnost {a,}5>, spliiuje predpoklady Leibnizova kritéria (je klesajici a md limitu 0). Tim paddem

konverguje fada
o0 o0 1
D (D'an =) (-1
n=1 n=1

coZ je presné vySetiovand fada.

Vidime tedy, Ze ne kazda konvergentni fada je absolutné konvergentni, a tedy absolutni konvergence je
ostie siln€jsi vlastnost neZ konvergence. Ve Vété 5.10 tedy neplati opa¢nd implikace. A
[e.@]
o < v . 24+ (D"
Priklad. Vysetiete konvergenci fady Z(— 1" #
n

n=1
Podivejme se nejprve na absolutni konvergenci (nékde se zacit musi a Casto neni jasné, které poradi je

vyhodnéjsi):

" _ 24(=1)"
. Oznalme a, = (—1)"=——.

24 (=" 24+ (D" 1
lan] = |=1)" - >,
n n n
Nasli jsme tedy divergentni minorantu, a to harmonickou fadu. Nase fada tedy nekonverguje absolutnég.

VySetieme nynf (relativn{) konvergenci fady Y - | a,. Politejme:

24 (=1 (=241
- = -

an = (~1)" L2,
n n
Podivejme se na fadu odpovidajici druhému scitanci na pravé strané posledni rovnice. Snadno zjistime, Ze
fada ) o7, (—1)”% konverguje podle Leibnizova kritéria, protoze % je klesajici a ma limitu O.

Dostavame nyni nasledujici vypocet, v némz druha rovnost oznacena () plati podle Véty 5.3 vzhledem
k tomu, Ze jeji pravd strana md soucet; posledni rovnost pak plyne z toho, Ze se jedna o soucet kone¢ného
Cisla ) 02 (—1)"% (jak jsme zjistili vySe) a nekonecna (soucet harmonické fady):

oo o0 oo o0
2+ (D" 1 2 1 2
D LS SE AR N i T 5 ) ()

Rada tedy diverguje.

Vidime, Ze prvni Cast, tedy vySetfovani absolutni konvergence, jsme si mohli odpustit, nebot’ (obménou
implikace) Véta 5.10 tik4, Ze divergentni fada neni absolutné konvergentni — zavér prvni Casti (totiZ fakt, Ze
> "> | an neni absolutné konvergentnf) tedy automaticky plyne ze zav&ru &dsti druhé (tj. z toho, ze Y o | an
neni konvergentni). Odhadnout, zda se vice vyplati zaCit absolutni konvergenci nebo konvergenci, vyZaduje

jisté zkuSenosti a Casto na tom navic nezdleZi, nebot’ k tplnému feSeni jsou potieba ob¢ Casti (to nastane
pravé pro kazdou relativné konvergentni fadu). A

5.4 Prerovnani rady

Definice. Budiz {k,}5>, € N posloupnost pfirozenych cisel, ve které se kazdé prirozené Cislo vyskytuje
pravé jednou (tj. jde o bijekci N N, tj. jde o ,,permutaci“ na N). Potom fadu Y oo | ax, nazveme

v z 2 v o0
prerovndnim fady ) -~ | ay,.



KAPITOLA 5. NEKONECNA CISELNA RADA 76

Véta 5.12. Necht’ je fada ) - | a, absolutné konvergentni. Pak i kazdé jeji prerovndniy .- | ax,, je abso-
lutné konvergentni a plati rovnost soucti, tj.

o0 o0
E ak, = E ay.
n=1 n=1

Véta 5.13 (Riemannova). Necht' Y .- | a, je relativné konvergentni. Pak pro libovolné s € R* existuje
pFerovndni ) | ax, takové, Ze Y .. ak, =S.

Ditikazy obou vét vynechdme.



Kapitola 6

Dalsi témata

6.1 L’Hospitalovo pravidlo

V této Casti si dokdzeme tak zvané 1’Hospitalovo pravidlo. To miiZe byt uziteCnym nastrojem pii vypoctech
nékterych limit a pozdéji (v dalsim semestru) ho pouzijeme také k dikazu Taylorovy véty.

Nyni se chystdme dokazat takzvanou Cauchyovu vétu o stiedni hodnoté; jde v podstaté o silnéj$i verzi
nam jiz zndmé véty Lagrangeovy (Véta 4.13); proto Ctendfi doporucuji si nejprve tuto vétu pripomenout,
aby si obé véty 1épe propojil.

Véta 6.1 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté). Necht’ jsou funkce f,h spojité na intervalu [a,b] a necht’
maji viastni derivaci na (a, b). Navic predpoklddejme, Ze Vx € (a,b): h'(x) # 0.
Za téchto predpokladii existuje bod & € (a, b) takovy, Ze plati

)= fl@ _ '
h(b) —h(a) — W(§)

Diikaz. Definujme pomocnou funkci F ndsledujicim piedpisem
F(x) = (f(0) = f(@)h(x) = (h(b) — h(a)) f (x).

Ovéiime, Ze F na intervalu [a, b] spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty: Funkce F je evidentné spojitd na
intervalu [a, b] a ma derivaci na intervalu (a, b). Ovéfime, ze F(a) = F(b); skutecné,

(f(®) = f(@)h(a) — (h(b) — h(a)) f(a) = f(B)h(a) — h(D) f(a).
= (f(®) = f(@)h(]) — (h(b) — h(a)) f(])

Rolleova véta garantuje existenci bodu & € (a, b) takového, ze F'(§) = 0, tj.

0=F'(§) = (f) — f@)h' &) — (h(b) — h(@)) f'€).

a tedy
)= fl@ _ &
h(b) —h(a) — W)

77
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Véta 6.2 (L'Hospitalovo pravidlo). Necht’ f, g jsou funkce, a € R*. Necht’ je splnéna jedna z ndsledujicich
podminek.

(i) limy_4 f(x) = limy_,, g(x) = 0;
(if) limy—4 |g(x)| = oo.
Potom ndsledujici rovnost plati, md-li jeji pravd strana smysl:

S )
m 2

li = lim .
x—a g(x) x—a g’(x)

Poznamka. Ctenaf zajisté jiZ vi, Ze pii splnéni podminky (i) hovoifme o 1’Hospitalovu pravidlu %, zatimco
podminka (ii) odpovidé tomu, co se n€kdy oznacuje —, tedy ,,cokoliv lomeno nekonenem*. Pochopitelné
nejde doopravdy o podil nul, ale funkci, které se k nule limitné bliZi.

L’Hospitalovo pravidlo miize v mnoha piipadech vyraznym zptusobem zjednodusit vypocty limit, mize
viak také komplikovat jinak vcelku snadnou situaci. Casto je vhodné aplikaci 1’Hospitalova pravidla kom-
binovat s elementdrnimi metodami vypoctu limit, které uzZ zname.

Je také fada pripadi, kdy limita sice I’Hospitalovym pravidlem vy¢islit 1ze, a to dokonce snadno, je to
vSak proti dobrému vkusu (Casto takovy vypocet predstavuje argumentaci kruhem); napiiklad:

sinXx Ly .. COSX
lim = lim
x—>0 X x—0

I
_

Toto je sice korektni aplikace, vyuzivdme vSak pfi ni znalost derivace funkce sin, o které pocitand limita
sama vypovidd (skute¢nost, Ze ona limita je rovna 1 znamena piesné to, Ze derivace sinu v nule je 1). Skoro
vSechny ,,zndmé limity“* se daji takto ,,vypocitat* pomoci I’Hospitalova pravidla.

Dile je potieba dét si pozor na to, Ze ve formulaci véty stoji ,,ma-li pravd strana smysl*; jinak feceno,
véta se nevztahuje na situace, v nichZ prava strana smysl nemd — tj. ,,nefikd o takovych situacich nic*.
To znamend, Ze kdyZ ndm po aplikaci I’Hospitalova pravidla vyjde nesmysl (tfeba neexistujici limita),
nemuzeme z toho ucinit zavér, Ze pivodni limita neexistuje; misto toho se musime vratit (minimalné) pred
posledni aplikaci véty, kterd predpoklad smysluplnosti pravé strany zahrnuje, a pokusit se pokracovat jinak.

A jesté jedno varovani: Neplet'te si I’'Hospitalovo pravidlo, kde derivujeme Citatele a jmenovatele
zv1ast, s derivaci podilu:

SO S (i)/: f's— 18"

lim =
g g2

x—a g(x) x—a g'(x)
Priklad. Nésledujici limita je ,.typu %“, miizeme tedy zkusit aplikovat I’Hospitalovo pravidlo (a skutecné
dojdeme k vysledku):

SInX — X LH

Ilm —— = lim ———=—1lm ——— = —;
x—0  x3 x—>0  3x2 3x—0  x2 6

cosx—l_ 1 . 1-—cosx —1

prava strana ma smysl, takZe pouziti I’Hospitalova pravidla bylo opravnéné, a vypocet je korektni.

Priklad. Dalsi priklad je snadné spocitat elementarni metodou vytknuti prevladajiciho ¢lenu (x) a aplikaci
faktu ,,nulova - omezena = nulovd®; vysledek je 1. Limita je navic ,typu ;“, takZe midZeme také zkusit
aplikovat I’Hospitalovo pravidlo; limita na pravé strané vSak neexistuje, jak je snadno vidét:

. XxX+sinx pg .. 14+cosx
Iim ———— = lim ———

X—00 X X—00 1
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Limita nalevo tedy existuje (je rovna jedné) a limita napravo neexistuje. Rovnost oznacend , ' H* tak pfece
jen neplati; vysvétlenim je, Ze jeji prava strana nema smysl, coZ je situace, o niz nam 1’Hospitalovo pravidlo
nefikd nic (zejména netvrdi, Ze by platila ona rovnost oznacena ,,L.'H*).

Podobny piiklad, ve kterém I’Hospitalovo pravidlo selZe na neexistenci pravé strany, je limita

sin 1
X

lim
x—>0+ ;
MizZete se snadno presvédcit, Ze jeji hodnota je 0, nicméné po ,,pouziti* 1’Hospitalova pravidla typu %
dostaneme limitu, kterd neexistuje. A

Znamé limity typu g je nesmysl odvozovat pouzitim 1’Hospitalova pravidla — jak uZ bylo poznamenéno
vyse. Nicméné na nésledujici limity (které jsou v podstaté soucasti nasi ,,srovnavaci Skaly“) je to néstroj
vhodny. Pro libovolné k € N miZeme pocitat takto:

k k—1 |
. X" LH . kx L'H LH . k!
lim — = lim = ... = lim — =0, (6.1)
x—o00 eX x—o00 eX x—o00 X
1
. . Inx v . % . —x?
lim xInx = lim — = Ilim = = lim — =0. (6.2)
x—>04 x—>04 x x—04 ;—2 x—>04+ X

Pritom druha z obou limit nen{ ve tvaru zlomku, standardnim trikem jsme ji vSak do takového tvaru prevedli
— viz téZ odstavec niZe. VSimnéte si téZ toho, Ze jde o limitu v nule zprava: funkce logaritmus je totiz
definovéna pouze pro kladn4 ¢isla, takZe oboustrannd limita této funkce neexistuje.

Poznamka. Mimochodem vyse uvedené ,,znamé* limity (6.1) a (6.2) jsou v zdsad¢ ekvivalentni, tj. v podstaté se daji jednodu-
chou substituci prevést jedna na druhou. A samoziejmé se daji odvodit i jinymi zplisoby - bez I’Hospitalova pravidla. Pojd’me
si nejprve rozmyslet onu ekvivalenci obou limit: Kupfikladu predpokladejme, Ze mdme dokazanou rovnost (6.1) a nas cil je
dokazat, ze
lim xInx =0.
x—>04

Budeme chtit pouzit ,,substituci tvaru y = e™*, kde x — oo. To ddva dobry smysl, nebot’ opravdu limy_,ce™ = 0 a
funkce e™* je kladn4, takZe se dd dosadit do logaritmu (resp. je vyhovujici v nasi ponékud omezujici situaci, kdy pocitame limitu
zprava vin&jsi funkce). Jinymi slovy chceme aplikovat Vétu 3.8 o limité sloZené funkce s vnéjsi funkei f(y) a vnitini funkef
g(x), kde

fO)=y-(ny¥,  lim f(y) =4
y—>04
gx)=e¢"", 1lim g(x) =0 afunkce g je kladnd.
X—>00

NS cil je zjistit hodnotu limity A a diky Vété o limité sloZzené funkce niZe plati rovnost oznacena ,,VOLSF*. (Podminka (P)
je splnéna trividlné, protoZe vnitini funkce je prostd.) Dostdvame ve skute¢nosti o néco obecnéjsi vysledek (pro k € N), ktery
odpovida (6.2) po dosazeni k = 1:

lim y-(ny)* = lim f(y) VESE fim f(g(x)) = lim e_x(ln(e_x))k = (—DF. lim xke™* @,

y—>04 y—>04 X—>00 X—>00 xX—>00

V opacném sméru, tedy od znalosti (6.1) k odvozeni (6.2) 1ze postupovat velmi podobnym postupem (pomoci substituce y =
—1In x). Vidime, Ze jedna rovnost lze snadnou substituci odvodit z druhé, a ob€ rovnosti jsou tedy v tomto smyslu ekvivalentni.

Nyni elementdrnim postupem (tj. bez pouZiti I’'Hospitalova pravidla) dokdZeme rovnost (6.1) (takZe automaticky dostaneme
i diikaz rovnosti (6.2)): Nejprve dokaZeme, Ze limita lim,_, o, x¥e ™ existuje, a v druhém kroku ukdZeme, 7e nepfichdzi v Givahu
jind hodnota této limity nez 0.

Existence limity: Snadno se ukdZe, 7e funkce x¥e~* je na n&jakém intervalu tvaru (xo, 0o) klesajici (sta&f vySetfit derivaci).

ProtoZe je navic zdola omezena (nulou), jeji limita existuje, je kone¢nd a je rovna inf{x¥e™: x € (xq,00)}; to se dd dokazat
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zcela stejnym postupem jako analogické tvrzeni (Véta 2.14) pro posloupnosti a i tuto ¢ast dikazu prenechdme ¢tenéii jako snadné
cviceni.

Nulova hodnota limity: Nyni tedy vime, Ze zkoumana limita skuteéné existuje a zbyva tedy najit jeji hodnotu 4. K tomu
nam ovsem stali do nasi funkce x¥e ™ dosadit libovolnou posloupnost splitujici podminky (H1) a (H2) z Henieho véty v ne-
konecnu, tj. libovolnou posloupnost s limitou oo — tfeba standardni x,, = n — a vypocitat prislusnou limitu posloupnosti. He-
ineho vé&ta nam totiZ ¥ikd, Ze pokud limy_oc xKe™ = A (tento predpoklad implicitn& zahrnuje i existenci této limity!), pak i
limn_,oo(xn)ke_x" = lim;— o nke™ = A. (PricemZ samoziejmé Cekdme, Ze jest A = 0.)

Uvazujme proto posloupnost a,, = n*e™; jak dokazat, Ze jeji limita je 0? Nic ndm nebrani misto posloupnosti uvazovat

prislusnou radu
o0 oo

Zan = ane_"

n=1 n=1

a pomoci limitntho D’ Alembertova podilového kritéria (fada ma nezdporné ¢leny!) dokdzat, Ze tato fada je konvergentni:

lim = — lim =-<1.
n—0o  a, nke—” e n—oo e

ang1 _ (n4 DFe (D g (n + 1>k 1
n

Rada >">° | an tedy opravdu konverguje; podle VEty 5.1 to ale znamend, Ze limy—o0 @, = 0, a jsme hotovi.

Dalsi neurcité vyrazy a I’H: Problematické limity ostatnich ,,neuritych vyrazi* (tj. oo — oo, 0 - 0o,
1°°, 0°) 1ze jednoduchymi triky pievést na vyrazy, na které uz 1’Hospitalovo pravidlo aplikovat Ize; zda to
povede k vysledku je ovSem otdzka jin4.

Kuptikladu mame-li zaddno spocitat limitu ve tvaru

lim £ (x)*%,
X—>C
kde limy,. f(x) = 1 alim,_. g(x) = oo (jde tedy o typ 1°°), pouZijeme nejprve definici obecné mocniny
F(x)8® = (M)
a pak pocitame limitu exponentu, tedy limitu funkce g(x) In( f(x)); ta je uz typu oo - 0, protoze f(x) — 1,

funkce In je v bod€ 1 spojitd a jest In 1 = 0 (pouzivdme tedy Vétu o limité sloZené funkce se spojitou vnéjsi
funkci), a dale ji upravime takto:
In(f(x))

1/g(x)

posledni vyraz je typu g, a muZeme se tedy pokusit aplikovat 1’Hospitalovo pravidlo pro tento pfipad:

o UG /)

x—e 1/g(x) — x—e—g/(x)/g*(x)

g(x)In(f(x)) =

atd. A

Diikaz Véty 6.2. Predpokladejme nejprve, Ze a € R (ptipad a € {—o0, oo} vyfesime v druhé ¢asti diikazu).
Necht’ existuje A = limy_,, L) (tj. prava strana dokazované rovnosti ma smysl); nas cil bude ukézat,

g'(x)
ze limy 4, A 83 = A (dtikaz pro limitu zleva je mozno provést analogicky). BudiZz dano ¢ > 0; podle
predpokladu (a definice limity) existuje § > 0 takové, Ze pro vSechny body x € (a,a + §) plati
/
S Al <e. (6.3)
g'(x)

Bez 4jmy na obecnosti nyni predpokladejme, ze f(a) = g(a) = 0; mlizeme tak ucinit, nebot’ predpoklady
véty ani jeji tvrzeni o hodnoté obou funkci v bodé€ a netikaji nic (pfipomenme, Ze limita nez4visi na hodnoté
v bod€). VSimnéme si, Ze pak f(a) = 0 = limy_,,, f(x)ag(a) = 0 = lim,_,,, g(x), takZe obé funkce
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jsou v bodé a zprava spojité. Nyni necht’ je dan libovolny bod x € (a,a + §); ovéfime predpoklady
Véty 6.1 na intervalu [a, x]. Funkce f, g jsou na tomto intervalu spojité, protoZe kromé bodu a (v némz
jsme spojitost zprava prave zajistili) jsou spojité i ve vSech bodech y € (a, x]: Skutecné, zlomek L) mg
totiz smysl, a tedy jest f/(y), g’(y) € R, tj. obé derivace jsou vlastni. Odtud podle Véty 4.4 plyne spojitost;
zaroven dostavame i g’'(y) # 0.

Jsou tedy splnény piedpoklady Véty 6.1, ktera garantuje existenci bodu & € (a, x), v némz plati rovnost

fx) _ S = f@) _ 6
glx)  glx)—gl@  g'(®)
Protoze & € (a,x) C (a,a + §), plati (6.3), a podle rovnice vyse tedy mame i
f(x)
g(x)
Tuto nerovnost jsme dostali pro v§echna x € (a,a + §), a jsme tedy hotovi za predpokladu a € R.
Nyni pfedpoklddejme, Ze a = oo (pro a = —oo funguje analogicky diikaz). Podle predpokladi véty
mdame ,
A= tim L&)
y=oo g'(y)
PiSeme zde proménnou y misto x, protoze tyto funkce budeme chépat jako vnéjsi funkce: Podle Véty
o limité sloZzené funkce s vnitini funkci g(x) = 1/x jsou vyse uvedené rovnice ekvivalentni nasledujicim.

A=l —f,(%) li hy = li ! =0
= Jlim Sy dm S (3) = Jim e(3) = o

X

—A‘ <&

Jim f(y) = lim g(y) = 0.

Podle uz dokdzané Casti véty (tj. pro pripad a € R) miZeme pocitat takto

(6 A ) I o € K N o ) BN 40
1 — =1 = 1 —=r 2 = ]i =l =
I e 2(1) . g1 =L T a0 g(L) T vt g(y)

b

kde prvni rovnost plyne opét z Véty o limité sloZzené funkce. [

6.2 Bolzanova-Cauchyova podminka

Méjme néjakou posloupnost {a,}>>, redlnych ¢isel. Jakou pfedstavu mdme spojenou s tim, Ze posloup-
nost je konvergentni, tj. Ze m4 konecnou (vlastni) limitu? Napiiklad vime, Ze limita je jednoznacné urcena
(Véta 2.3) a Ze kazd4 posloupnost s kone¢nou limitou je omezend (Véta 2.4). Intuitivné si pfedstavujeme, Ze
posloupnost se blizi k dané hodnoteé. MiZeme si ale také v§imnout, Ze konvergentni posloupnost se v jistém
smyslu ,smr$t'uje*: podivame-li se na jeji Cleny s dostate¢né velkymi indexy, nebudou se od sebe pfilis
lisit.

Definice limity posloupnosti explicitné hovorii o hodnoté této limity a fik4, Ze jednotlivé ¢leny posloup-
nosti jsou této hodnoté ,,stdle bliZz*“. Co kdybychom vSak neznali hodnotu limity a védéli jen to, Ze se naSe
posloupnost v jistém smyslu ,,smrs$t'uje*“? Jsme schopni fict, Ze pak uz nutné existuje kone¢nd limita? Od-
povéd’ na tuto otdzku dava nésledujici definice (kterd dava presny smysl onomu ,,smrs$t'ovani*) a véta hned
pod ni.

Definice (Bolzanova-Cauchyova podminka pro posloupnost). Rekneme, Ze posloupnost redlnych &isel
{an}52, spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (BC), jestliZe plati:

Ve>03dngoe NVm,n =>ng: |a, —a,| < e.
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Véta 6.3. Bud' {a,}.>, posloupnost redlnych cisel. Pak {a,}.~, je konvergentni, prdvé kdyZ spliiuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

Diikaz. Ptredpoklddejme, Ze {a,};>, je konvergentni a dokaZme platnost (BC); budiZ tedy ddno ¢ > 0 a
oznatme A = lim,_, o a,. Podle definice limity posloupnosti pro toto ¢ existuje ny € N takové, Ze pro
vSechna n = ng jest

lay — A| < % 6.4)

Pak pro libovolna ¢isla m,n = ny dostdvame

lam —an| =lam — A+ A—ay| <l|am— Al +|a, —A| < =+ = = ¢,

N ™

a tedy (BC) plati.

Pro diikaz obracené implikace pfedpoklddejme, Ze posloupnost {a,}5>, spliiuje (BC). NS cil je najit
jeji vlastni limitu; nejprve vSak dokdZeme pouze to, Ze {a,},—, je omezend. Podle (BC) pro ¢ = 1 existuje
pocatecni index ny € N takovy, Ze pro libovolné indexy m,n = ny jest |a, — a,| < € = 1. Specialné tak
(pro m = ng) mame |a,, — a,| < 1, tedy pro vSechna n = ny dostdvame

an, — 1 < a, <au, +1,

tj. posloupnost {a,},2, (tedy od indexu no) je omezend. Tim pddem je omezend i celd posloupnost
tanns,.
Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty (2.17) existuje konvergentni vybrand posloupnost {a,, >, jejiZ
limitu oznacime
A= lim ay,. (6.5)

k—>o00

Chceme dokdzat, Ze dokonce A = lim, . a,. BudiZ ddno ¢ > 0. Diky platnosti (BC) pro {a,}5>, najdeme
n; € N takové, Ze pro vSechna m,n = n plati

2
lam — ay| < 7

Z rovnice (6.5) dale plyne, Ze existuje ko € N takové, Ze pro vSechna k > ky jest

&
|ank — A| < 5

ProtoZe posloupnost indexii (tj. pfirozenych Cisel) {nx } 22, kterd urcuje nasi konvergentni podsposloupnost
je (z definice) rostouci, je jasné, Ze mizeme najit prirozené Cislo K > ky takové, Ze navic ng = ny. Pak
pro vSechna n = n; dostaneme

e €
|an—A|=|an—ank+anK—A|S|an—anK|+|anK—A|<§+§=e. O

6.3 Zavedeni elementarnich funkci
Véta 6.4. Existuje jedind funkce exp: R — R spliujici:
(i) Vx,y e R: exp(x +y) =expx-expy;

(ii) exp’(0) = 1;
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(iii) exp je rostouci na R.

Diikaz. Existuje vice zpusobu, jak zavést tuto funkci; nejelegantnéjsi z nich je patrné pomoci mocninné
rady, coz je ovSem latka pozdéjsich semestri kurzu analyzy. Elementarni zpisob jak definovat exponencidlu
spocivd v tom, Ze definujeme obecnou mocninnou funkci, a to postupné. Pro redlné ¢islo (zdklad mocniny)
a > 1 araciondlni exponent g = © € Q,kder € Z as € N, je pfirozené definovat

a? =a"l* = Yar.
Je snadné ovérit, Ze takto definovand mocnina (zatim pouze pro raciondlni exponenty) spliiuje obvyklé
vzorce a vlastnosti: a?T = a” - a4, funkce g +— a? je rostouci pro a > 1 (klesajici pro a € (0, 1) a kon-
stantné 1 pro @ = 1). O néco tézsi, ale stile zvladnutelné, je potom ovéfit, Ze pro posloupnost raciondlnich
¢isel {g, )52, spliujici g, — 0 jest a?" — 1, coZ se hodi k diikazu korektnosti ndsledujici definice.
Abychom definovali obecnou mocninu (s obecnym redlnym exponentem) a*, kde ¢ € R, uvédomime si,
Ze pro libovolné o € R existuje posloupnost raciondlnich ¢isel {g, 152, konvergujici k o, tj. lim, 00 g, =
a. Pak staci definovat
a* = lim a7
n—>oo
a dokdzat, Ze tato definice nezavisi na nasi volbé posloupnosti {g,}5 , jdouci k «. Nakonec definujeme (jak
jsme zvykli)
) 1
e= lim (1+-)" a expx=c¢" O
n—o00 n
ProtozZe takova funkce je jedina (coZ je soucasti tvrzeni véty), z vlastnosti exponencidly uvedenych ve
vété 1ze odvodit vSechny ostatni jeji vlastnosti. Mezi né patii i fakt, Ze expl = e = lim,_, (1 + %)n, a
tedy miZeme psatexpx = e”*.

Véta 6.5. Existuje jedind dvojice funkci sin, cos: R — R spliujici:
(i) Funkce sin je lichd, cos je sudd;
(ii) plati souctové vzorce

sin(x + y) = sinx cos y + cos x sin y;

cos(x + y) = cosx cosy —sinx sin y;
(iii) sin’(0) = 1.

Funkce tangens a kotangens definujeme znamym zptisobem jako tg = sin/cos a cotg = cos/ sin.

Funkce logaritmus je definovdna prosté jako In = exp~!, tj. inverzni funkce k exponencidle a cyklo-
metrické funkce jsou definovdny vzorci arcsin = (sin|[—z2,2/2]) , arccos = (cos |[0’n])_1, arctg =
(tg](-njan/2)  aarccotg = (cotglm)  tedy jako inverznf funkce k restrikcim goniometrickych

funkei na jisté maximdlni intervaly, na nichZ jsou tyto funkce prosté (tyto intervaly by §lo zvolit i jinak a
nase konkrétni volba téchto intervalll byla stanovena prosté dohodou).
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