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Predmluva

Tento text predstavuje zacatek mého projektu, jehoz cilem je vytvorit zcela netradic¢ni
kombinaci sbirky tloh, pracovniho sesitu a u¢ebniho textu na témata, kterym se pti vyuce
matematiky na MFF ¢asto z ¢asovych divodi nedostéava patficné pozornosti. Casto se
predpokladé, Ze si student znalosti doplni sim z néjakého textu, popiipadé si je domysli,
prokonzultuje se svymi kolegy. Tento zptisob fungoval celé generace a neni diuvod se
domnivat, ze by v tom nemél pokracovat; presto se mi ale na zékladé poznatku ze zkousek
z predméti, které vyucuji, nebo ze statnich zkousek zda, ze velka ¢ast latky, kterou ucime,
prosté v mnoha piipadech nepada na trodnou pudu.

Cést problému vidim v tom, Ze studenti jsou zahlceni velkym mnozstvim latky, kterou
tak tak stihaji vstfebavat, jde-li v8e hladce; jakmile vSak pfijdou nesnéze, uz nemaji
energii (nebo Cas) tyto nesnaze dostateéné svédomité prekonévat. Spokoji se tak jen
s hrubym porozuménim, tieba si i védomi toho, Ze véc nechapou poradné. Takovéto
nedostatky se obvykle daji skryt u jednotlivych zkousek: velmi obtiznych véci v jediném
predmétu nebyva mnoho, a tak neni nemozné se problémova mista naucit zpaméti, nebo
se jim dokonce vyhnout docela opakovanymi pokusy o slozeni zkousky. I zkouska slozené
,hapotieti za tfi se pocita. Pfedméty vSak na sebe navazuji a kumulujici se neznalosti
miizou po par semestrech zpusobit, Ze je probirana latka studentovi do té miry vzdélena,
Ze vSechny zbylé snahy o porozuméni prosté vzdéa a snazi se jen ,,proplout®.

V tomto vznikajicim textu se chci postupné zamérovat na aspekty, které jsou podle
mé zkuSenosti obtizné, a pomoci navodnych a nazornych tloh ¢tenafi pomoci, aby si vSe
potfebné co nejsnaze zvladl sém uvédomit.
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Kapitola 1

Matematické vyjadrovani

Vysokoskolskéd matematika klade velké naroky na presnost vyjadfovani, coz ma nékolik

vl weiv s

v

Predstavte si, ze se kupiikladu snazite pochopit komplikovanou matematickou vétu, aniz
byste si byli (aspon forméalné) jisti tim, co tato véta Fika. Je zFejmé, Ze pokud mate
nékolik moznych interpretaci jeji formulace a nevite, ktera interpretace je ta spravna, je
pochopeni véci tézsi.

Dalsim duavodem, pro¢ se z matematiky stala v mnoha ohledech dosti formalni disci-
plina plné specialnich znacek, je skutec¢nost, ze i v pripadech, kdy mame do néjaké pro-
blematiky ,intuitivni vhled“, nas matematicka skutecnost ¢asto zaskoci. Leckterd platna
matematicka véta nasi prvotni intuici odporuje: jsou to piipady, kdy narazime na néco
nového, néjaky jev nebo princip, ktery jsme dosud nechépali; po jeho pochopeni se nase
intuice muze zménit a dfive nepredstavitelné se stane ,jasnym®. Abychom vSak mohli
timto blahoddrnym procesem projit, musime mit nezavislou a bezvyhradné spolehlivou
moznost, jak overit platnost oné prekvapivé skutecnosti bez bezprostredniho pouZiti intuice
(v opa¢ném piipadé bychom jen tézko odolavali pokuSeni povaZovat tvrzeni nasi intuici
odporujici jednoduse za nepravdiva). Je tedy potieba postavit matematické uvazovani na
pevné zaklady a k tomu je beze sporu potieba pfesné vyjadrovani. Intuice je nenahra-
ditelna pfi vymysleni novych nebo vhodnych feSeni problémi, nemtzeme vSak dokazat
platnost matematické véty pouze na zakladé intuice. Je potieba se opfit o presnou argu-
mentaci, kterou lze rozlozit na logicky nezpochybnitelné kroky.

V bézném jazyce, ba i v matematice vyucované na gymnaziu, se vsak obvykle setkame
s vyjadfovanim nepfesnym, zavislym na kontextu nebo jinych kanalech, pres které pro-
biha naSe komunikace. Skoro vSechna slova, ktera bézné pouzivame, maji vice moznijch
vyznami, mezi nimiz si vybirame na zakladé slozitych podvédomych procesii; naproti
tomu pri vyjadfovani v matematice je nutné mit pro pouzité pojmy jednoznacné definice.
V bézném jazyce muize mit jedna véta (tj. ur¢ita posloupnost slov) zcela odlisné, dokonce
protichidné vyznamy v zavislosti na faktorech jako hlasitost a ton hlasu atd; v mate-
matice si toto nemizeme dovolit: kazda posloupnost slov (a symboli) musi mit nejvyse
jeden vyznam. Abychom co nejdfive dosahli potfebné presnosti a bez potizi se spolu do-
mluvili, budeme (v 1. semestru o néco vice nez v semestrech nasledujicich) zavadét razné
konvence a definice.



Prvni ¢ast tohoto textu vam ma usnadnit prechod na precizni zpiisob vyjadiovéni,
ktery pouzivame v matematice. Je dobré tento aspekt vaseho studia matematiky nepod-
cenit, a pokusit se ho zvladnout co nejdiiv a co nejlépe; koneckoncii ho budete pouzivat
po celé studium a pravdépodobné i ve své nasledujici praxi. Dlouholeta zkuSenost vétsiny
vysokoskolskych ucitelii matematiky ukazuje, ze praveé tyto aspekty, tj. prfesné vyjadieni
myslenky, resp. spravné pochopeni presné vyjadiené myslenky, pfedstavuji pro vétsinu
studentu znacny (a podle mého nazoru ¢asto dokonce hlavni) problém. Nasledujici od-
stavce vam maji pomoci tento problém prekonat, nékdy s pomoci prikladi ,,ze zivota®,
které (doufejme) umozni véc pochopit ponékud snéze. Probirejte je postupné a zadané
,2alohy* Feste pokud mozno bez nahlizeni do vysledki.

1.1 Vyroky

Matematické (i jiné) pravdy i nepravdy vyjadiujeme pomoci tak zvanych vgrokii.
Tento pojem se obecné neda tplné presné definovat a neni to ani potfeba, spokojime se
s hrubym ale vcelku nédzornym priblizenim: za vyrok povazujeme libovolné ,vyjadieni®
které je z principu budto pravdivé, nebo nepravdivé. Nemusime pfitom byt schopni o
pravdivosti rozhodnout, staci, aby otézka pravdivosti byla smysluplna, tj. ze jedna z moz-
nosti (pravdivost vs. nepravdivost) jisté nastava. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich vyja-
dreni jsou vyroky. Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

(a) Dnes je krasné pocasi. (i) Vsimnéme si, ze 2 + 2 = 4.

(b) Prsi a fouka vitr. (j) Jestlize prsi, mam u sebe destnik.
(c) Kéz by zaprselo. k) 1+1<2.

(d) Ode dneska za rok bude krasny den. 1) 1,2,3,4,5,...

(e) Karel IV. mél dne 1.1.1348 rymu. (m) Protore 2+2 — 4, New York je velké

(f
(g

)
)

(h)

Uz aby bylo po volbach!
(n)
(0)

Vsichni velci obratlovei zijici v mofi
jsou ryby.

Je 0 sudé ¢islo, nebo je 0 liché ¢islo?

mesto.

1 _
O_OO'

V nasi galaxii neexistuje zadné jina
technologicka civilizace.

Casto je vhodné vyroky, které v matematice studujeme, oznacovat pismeny — napii-
klad kvili prehlednosti zapisu. Mizeme tak tfeba vyrok ,,2 + 2 = 4.“ oznacit pismenem
C' nebo treba vyrok ,,0 je liché ¢islo.” oznacit pismenem D. Je dokonce bézné pracovat
s ,abstraktnimi vyroky*, jejichz obsah nezname, zname pouze jejich oznaceni pismenem
a vime, Ze jejich pravdivostni hodnota je budto 0 (pokud neplati) nebo 1 (pokud vyrok
plati).

Méjme tedy néjaké dva vyroky oznacené pismeny A, B. Kupfiikladu miize jit o které-
koliv vyroky z pfedchoziho paragrafu nebo o jakékoliv jiné vyroky. Obsah vyroki A, B



tedy nezname, pouze o kazdém z nich vime, Ze ma néjakou pravdivostni hodnotu (tj. 0,
nebo 1). Pomoci logickych spojek A (,,a%, ,a zérovei*),! V (,nebo*), = (implikace), <
(ekvivalence) a také — (negace) muzeme z vyroki A, B utvaret vyroky slozitéjsi: A A B,
A = B, =B apod. Je dobré si uvédomit, ze pravdivostni hodnota takto vzniklého sloze-
ného vyroku zélezi jen na zvolené logické spojce a na pravdivostnich hodnotach A, B; neni
potfeba zadné dalsi informace, napriklad obsahova souvislost mezi A a B. Tak napriklad
A N B je pravdivy vyrok préavé tehdy, kdyz jsou pravdivé oba vyroky A i B. Vyrok —B
plati pravé tehdy, kdyz B neplati. A tak dale; v pfipadé pochybnosti si vzdy muzeme
pomoci tzv. tabulkami pravdivostnich hodnot, které nejspis znéate uz ze stfedni skoly.

Rozhodnéte, které z nasledujicich zapistu predstavuji pravdivé vyroky (vyuzivame vy-
roky (a)-(o) z predchoziho odstavce):

(i) (a)A(c); (v) (e)=(0); (viil)  (g)=(a);
(iif) - (k)v(b); (vi) (a)=(0); (ix)  ((2)A(e))V(=(a)A(e)).

Pro spravné pochopeni posledniho z uvedenych vyroku je potieba védét dodatecnou
informaci, Ze negace ma prednost pred ostatnimi logickymi spojkami. Vyraz —(a)A(e)
tedy vyhodnotime tak, Ze nejprve aplikujeme negaci a az pak spojku ,A“. Podrobnéji se
na to podivame v dalsim paragrafu.

Podivame se nyni na vyrok (ix) z predchoziho paragrafu a dokazeme, Ze plati pravé
tehdy, kdyz plati vyrok (e). To vlastné znamena, ze (ix) fika pfesné totéz co (e); nesou-li
oba vyroky tutéz informaci, je ziejmé, Ze (ix) je zbyteéné slozity, misto néj staci uvazovat
prosté (e). Jak ale tuto shodu dokazat?

Jednou z metod k lepsimu pochopeni (struktury) slozenych vyroki jsou tzv. tabulky
pravdivostnich hodnot. Jak vite, vyznam kazdé logické spojky se takovou tabulkou da
popsat. Vyrok (ix), jak ho mame napsany vyse, zahrnuje binarni logické spojky A a V a
také (tzv. unarni) logickou spojku —. Abychom tedy mohli napsat tabulku pravdivostnich
hodnot pro (ix) potfebujeme znat tabulky piislusné kazdé z téchto spojek. Pfedpokladam,
Ze to pro vas problém nepfedstavuje, a tak se podivime rovnou na ,velkou“ tabulku,
jejiz sloupce odrazi postupny vznik sloZzené formule (ix): nejprve utvorime (a soucasné
vyhodnotime z hlediska pravdivosti) jeji ¢asti a nakonec formuli (ix) samotnou. V tabulce
nize jsem vyplnil pouze prvni sloupec za dvojitou ¢arou, zbytek si postupné — sloupec po
sloupci — vypliite sami. Na zavér porovnejte sloupec odpovidajici (e) a (ix); méli byste
zjistit, Ze jsou stejné.

(a)

(e) | ~(a) | ~(a) A (e) | (ix)

—~
— = O Ol
S—
—
—_— O = O
S~—
—_o o o>

1Spojky ,A“ a ,,V* se mohou plést, je oviem mimofadné dilezité, aby se tak nedélo. Aby se vam to
nestavalo, staci si vSimnout, ze symbol pro spojku ,,A“, tedy ,,A“, vypada jako ,,pismeno A bez prepazky*“.



V predchozim paragrafu jsme si pomoci tabulky rozmysleli, Ze vyroky (ix) a (e) maji
stejnou pravdivostni hodnotu. Intuitivné vzato se tedy nabizi tuto skute¢nost vyjadrit
pomoci (logické spojky) ekvivalence, tj. vyrokem (ix)<>(e), ktery by mél , platit obecné®,
tj. ve v8ech (¢tyfech) moznych situacich. Co to presné znamené a je tomu opravdu tak?
Ano:

Abychom si to rozmysleli, nejprve rozepiseme (ix) podle definice; tutéz ekvivalenci
pak piSeme takto:

(@) A @) v (=@ A (@) (o).

Zopakujme, Ze pfi vSech Ctyfech moznych kombinacich pravdivostnich hodnot vy-
roku (a) a (e), tj. ve v8ech moznych pripadech, maji obé strany této ekvivalence stejnou
pravdivostni hodnotu. Jinak feceno, budto jsou obé pravdivé, nebo obé& nepravdivé. V
obou téchto pripadech vSak ekvivalence plati, jak se mtzete presvédc¢it pohledem do jeji
tabulky. To znamené, Ze uvedena ekvivalence plati ve vSech ¢tyfech pripadech; jinak
feCeno, ji prislusny sloupec by obsahoval ¢tyfi jednicky a zadnou nulu.

A|B|| A< B
010 1
01 0
110 0
111 1

Obecné podobné slozené vyroky nazyvame tautologie. Neformalné receno tautologii v
tomto kontextu rozumime vyrok, ktery je pravdivy ve vSech moznych pfipadech. Opa-
kem tautologie je kontradikce, tj. vyrok, ktery neni pravdivy v zddném mozném pripadé
(takovy vyrok by v pfislusném sloupci tabulky pravdivostnich hodnot mél samé nuly).
Prikladem kontradikce je tfeba vyrok —((ix)<>(e)); to je jasné z uz ovéfené skutecnosti,
Ze (ix)<(e) je tautologie — ta je vzdy pravdivé, a jeji negace je tedy vZdy nepravdiva.

Metodou postupného vyplihovani tabulky dokazte, ze nasledujici formule je tautolo-
gie. Rozmyslete si, co formule fika a Ze je to vlastné ,jasné“.

((A:>B)/\(B:>C)> = (4= C) (1.1)

Uvédomte si, ze v této formuli se vyskytuji dokonce t¥i vyrokové proménné (A, B, C),
a tedy tabulka bude mit vice fadkt nez 4 (jako to bylo pro dvé proménné). Dale je
potieba si rozmyslet, jak budou vypadat jednotlivé sloupce. Je jasné, ze prvni tii sloupce
budou odpovidat jednotlivym proménnym A, B, C'. Dale se musime podivat na strukturu
formule (1.1) (zavorky, poradi operaci) a predstavit si, jak tato formule vznika z formuli
jednodussich. Jak formuli postupné skladame, poznamenavame si jednotlivé mezikroky
do zahlavi sloupci. V zahlavi posledniho sloupce bude formule sama.

Zkuste tabulku sestavit sami a vyplnit ji. Pokud to nezvladnete (nebo se vam nechce),
v TeSenich najdete nédvod na sestaveni tabulky a jejimu vyplnéni se budeme vénovat v
dalsim paragrafu.



@ V predchozim paragrafu jste méli sestavit tabulku, kterd méla vypadat zhruba takto.
Nyni jde o to do ni doplnit vSechny pravdivostni hodnoty a presvédcit se, ze v poslednim
sloupci, ktery odpovida vySetFované formuli (1.1), neboli tato formule je pravdiva ve vSech
moznych pripadech, tj. jedna se o tautologii.

A/B|C|A=B|B=C|(A=B)AN(B=C)|A=C]|(11)
000
0071
01110
0 1]1
110710
1101
117110
11171

Specifické problémy se tykaji logické spojky =, tedy implikace: velmi ¢asto je Spatné
chapana, pficemz existuje hned nékolik zptisobt, jak se mylit. Abychom si uvédomili,
v ¢em tkvi ony potiZze, je dobré se znovu podivat na tabulku pravdivostnich hodnot
implikace:

Bl A=1EB
0 1
1
0
1

1
0
1

— — O Ol

Rozmyslete si podle tabulek pravdivostnich hodnot, Zze vyrok A = B je ekvivalentni
vyroku = AV B. Pokud to chcete udélat metodou postupného vypliiovani tabulky, tak si
nakreslete tabulku se sloupci nadepsanymi poradé A, B, =A, =AV B a nakonec miiZete
pripsat sloupec A = B z tabulky vyse. Uvidite, ze posledni dva sloupce jsou stejné.

Vzhledem k tomu, Ze implikace je plné popsana vyse uvedenou jednoduchou tabul-
kou, je déle zcela zFejmé, Ze (v rozporu s béznou predstavou) neni potfeba zadna obsahova
souvislost mezi vyroky A a B, které implikaci spojujeme. To mimo jiné znamena, ze tieba
implikace ,,Protoze 2+ 2 = 4, New York je velké mésto.“ je pravdiva, jak se mizeme pie-
svédcit pohledem do posledniho fadku tabulky: jak predpoklad A (tj. ,,2 + 2 = 4%) tak
jeji zaveér B (tj. ,New York je velké mésto.*) jsou pravdivé vyroky, tj. maji pravdivostni
hodnotu 1, a totéz tedy plati pro A = B. Zkuste si vymyslet jiné ,absurdni piiklady*
pravdivych implikaci, idealné zalozené na jiném nez poslednim fadku tabulky (ptiklady
podobné uz uvedenému najdete v feSeni, ale zkuste to nejprve sami).

@ Casto je problémem zaména implikace a ekvivalence. Kdyz naptiklad tatinek svému
nezbednému synkovi fekne ,,Kdyz nesnis obéd, nedostanes zmrzlinu.“, jesté to (striktné
vzato) neznamend, Ze po vzorné konzumaci obéda zmrzlina bude. Podobné, kdyZ prohla-
sim, ze ,,Jestlize prsi, mam s sebou destnik.“, jesté to neznamena, ze pokazdé kdyz mam
s sebou destnik, musi nutné prset: nékdy si ho vezmu ,,zbytecné*. Pokuste se vymyslet
néjaké priklady ze zivota, néjaka vyjadieni formulovana pomoci implikaci, kterd bézné
chapeme jako ekvivalence.



1.2 Kvantifikatory

Dosud probrané poznatky o vyrocich spadaji do oblasti zvané virokovd logika. Pti
vétsiné matematické prace si ale se samotnou vyrokovou logikou nevystacime; je potieba
mit moznost vyjadrit, ze néco plati pro vsechny objekty urcitého typu nebo Ze existuji
objekty s urcitou vlastnosti. Samotné logické spojky tyto véci nejsou schopny vyjadfit,
zejména ne v piipadech, kdy pracujeme s nekoneénymi mnozinami objekti (coz ¢inime
nestale, napiiklad mnozina v8ech pfirozenych ¢isel N je samoziejmé nekonecna).

Z toho divodu existuji obecny kvantifikdtor V (,,pro vSechna®) a existen¢ni kvantifi-
kator 3 (,existuje”). S jejich pomoci jsme schopni vyjadfit velmi Sirokou $kéalu tvrzeni,
je ovSem namisté opatrnost: je velmi snadné (a ¢asté) délat pii jejich pouZiti nejrizngjsi
chyby.

Ke smysluplnému pouziti kvantifikitorta je potfeba pracovat s promenngymi. Je sa-
moziejmé nesmysl , kvantifikovat® (opatfovat kvantifikitory) jednoznacné uréené vyroky
jako ,,Dnes je krasné pocasi.“ Dostavali bychom pak stézi smysluplné paskvily jako na-
priklad

Vz: dnes je krasné pocasi.

Z takovych prikladu je ziejmé, ze kvantifikace (at uz obecna nebo existencéni) se musi
vztahovat k néjaké proménné, ktera vystupuje v ¢asti ,,za dvojteckou”. Tteba

V den x: v den x je hezké pocasi.

je ponékud krkolomné vyjadreny, nicméné jasny vyrok, ktery vyjadiuje, ze kazdy den
je hezké pocasi. Pokud v tomto vyroku nahradime obecny kvantifikdtor existencénim,
dostaneme vyrok, ktery rika, ze néktery den je hezké pocasi.

Pokuste se v duchu predchoziho odstavce vyjadrit pomoci kvantifikatoru vyrok,
ze ,V8ichni velci obratlovei Zzijici v mofi jsou ryby.“ Je zfejmé, Ze je potifeba pouzit
obecny kvantifikator. Jaké tvrzeni vznikne, kdyz misto obecného kvantifikatoru pouzijete
existen¢ni? Bude tato zména mit vliv na pravdivostni hodnotu vyroku? Az si rozmyslite
odpovédi, podivejte se do feSeni, kde jsou k této véci dilezité poznamky.

Negace vyroku s jednim kvantifikatorem obvykle nejsou problém, pfesto se rychle
podivejme na nékolik pripadi. Uvazujme tfeba vyrok ,,Vsichni matfyzaci jsou chytii.“
Jeho negace se da zapsat jako

ﬁ(Véichni matfyzaci jsou chytfi.),

to ale neni prilis uzite¢né pozorovani. Pon¢kud rozumnéjsi vyjadieni negace je fici néco
jako ,,Ne vsichni matfyzaci jsou chytfi.“, odkud uz je jen kriucek k formulaci ,,Nékteri
matfyzaci nejsou chytii.“. Tato posledni formulace uz zfetelné zahrnuje existen¢ni kvan-
tifikaci.

Pro nésledujici dvé sady vyroki predpokladejte, ze matfyzak je chytry, pravé kdyz
neni hloupy (tj. také: matfyzék je hloupy, pravé kdyz neni chytry; to je totéz refeno
obménou). Sparujte dvojice z levého a pravého sloupce, které maji stejny vyznam. Pak
sparujte dvojice, které maji opa¢ny vyznam (tj. jsou si navzajem negacemi).
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(a) Vsichni matfyzaci jsou chytii. (1) Zadny matfyzak nenf chytry.
(b)  Vsichni matfyzaci jsou hloupi. (2) Zadny matfyzak neni hloupy.
(c) Nekteri matfyzaci jsou chytii. (3) Neékteri matfyzéci nejsou chytii.
(d) Neékteri matfyzaci jsou hloupi. (4) Nektefi matfyzaci nejsou hloupi.

Vratme se jesté jednou k vyroku studovanému v jednom predchozim odstavci:
V velky obratlovec Zijici v mofi z: x je ryba. (1.2)
Jaka je negace tohoto vyroku? Tak samoziejmé jde o vyrok
—(V velky obratlovec Zijici v mofi z: z je ryba), (1.3)

to ale neni prilis uzite¢né pozorovani. Radi bychom vyrok (1.2) pfeformulovali tak, aby
byl jeho obsah vice zfejmy. V souladu s Gvahami predchoziho odstavce tak ucinime na-
sledovné:

3 velky obratlovec Zijici v moti z: —(z je ryba),

tj. ,Existuje velky motsky obratlovec, ktery neni ryba.*

Ozna¢me nyni pismenem V' mnozinu vSech velkych mofskych obratlovet a pismenem
R a mnozinu vSech ryb. Jak lze nase dosavadni zjisténi zapsat pomoci tohoto znaceni
kratceji? Uvazte, ze kupfikladu zapis ,,x € V* znamena, Ze x je velky moisky obratlovec,
apod.

Jesté jednou se zamérime na vyrok (1.2); tentokrat ovSem pouZijeme jiné oznaceni.
Misto ,,x € R“ (,x je ryba*) budeme psat ,R(z)“ a misto ,x € V* (,x je velky moisky
obratlovec*) budeme psat ,V(x)“. Mame-li tedy né&jaké x, pak zapis ,R(z)“ znamena,
ze ,x je ryba“, a podobné pro ,V(z)“. Zapisy jako ,R(x)“ a ,V(z)“ se obecné nazyvaji
predikdty nebo vijrokové funkce;® vyznacuji se tim, Ze po dosazeni n&jaké konstanty (t;.
konkrétniho objektu) za proménnou x se z nich stavaji vyroky. Tak napiiklad ,, R (pstruh)“
nebo ,,R(delfin)* jsou vyroky (prvni z nich je pravdivy, druhy nepravdivy).
Jak upravit zapis pouzivajici mnozinového znaceni R,V

VreV:zeR

s vyuzitim téchto novych symboli? Za dvojteckou neni problém; psat ¥V (z) ale nedava
smysl, nebot nemuzeme kvantifikovat vyroky V(x). Pokuste se najit jinou cestu jak tento
vyrok ekvivalentné preformulovat s pouzitim predikati R a V.

1.3 Ulohy o lasce a manzelstvi

V tomto oddilu budeme pouzivat znaceni shrnuté v nasledujici tabulce:

2nékdy téz vijrokové formy



M e mnozina vSech muzi;

A e mnozina vSech Zen;
S(m,z) ... muzm a Zena z jsou sezdéni;
Li(m,z) ... muz m miluje Zenu z;
Ly(m,z) ... Zena z miluje muze m.

Jsou tedy popsany tii binarni predikaty® a dvé mmnoZiny prvki s nimiZ pracujeme. K
tomu méme k dispozici logické spojky a kvantifikitory. Pomoci téchto symboli muzeme
vyjadrit prekvapivé Sirokou skalu vyroku o vztazich mezi muzi a Zenami.

Vsimnéme si, ze ,,m € M* prosté znamena, zZe m je néjaky muz a ze muzeme pouzivat
také symbol ,, =", k tomu, abychom naznacili, Zze dvé oznaceni reprezentuji tutéz osobu:
napiiklad ,;m; = mso* znamena, zZe m, je tentyz muz jako ms.

Je dobré si vSimnout, Zze vSechny tii zavedené predikity maji pevné urcené poradi
proménnych: prvni proménné odpovidé vzdy muzi, druhé proménna zené. Je tedy chyba
napiiklad pro néjaké m € M a z € Z psat Li(z,m).

Pomoci logickych symbolii a znaceni z tabulky prepiste ¢eskou vétu:
Kazdou zenu miluje néjaky muz.

Je snad zfejmé, ze vyrok zahrnuje dvé proménné, jednu pro Zeny, jednu pro muze a dva
kvantifikatory souvisejici se slovy , kazdou“ a ,néjaky*. Je dilezité dbat na spravné poradi
kvantifikatori. Pokuste se uvedenou vétu zapsat pomoci zavedeného znaceni a uvedte,
jestli/jak se zméni vyznam vyroku po ,prehozeni kvantifikatora*.

Zapiste pomoci zavedeného znaceni nasledujici vyroky:
Existuje vdana zena.

Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku.

)
)
(¢c) Kazda zena ma nejvyse jednoho manzela.
) Kazdy muz ma nejvyse jednu manzelku. (Rika tento vyrok totéz, co (c)?)
) Existuje Zenaty muz. (Rika tento vyrok totéz, co (a)?)
)

Existuji nevérné manzelky. (Manzelku prohlasime za nevérnou, pokud miluje ji-
ného muze nez svého manzela.)

x(g) Kazdou vdanou Zenu miluje néjaky muz. (Riké tento vyrok totéz, co (b)?)

x(h) Kazdého stastné zenatého muze miluje jesté jina Zena. (f{ekneme, ze muz je Stastné
zenaty, pokud miluje (néjakou) svou manzelku.)

3Tj. predikaty se dvéma volnymi proménnymi; dosud jsme se zde setkali s predikaty unarnimi, napf.
»Z je ryba“ resp. ,R(x)“.



Nasledujici vyroky ptelozte do ¢eStiny:
(i

(J
(k
#(

dm e MVze Z: =S(m,2);

)

) JzeZVme M: Li(m,z) = —La(m, z);
) Jze€eZVYme M: Ly(m, z) = —Li(m, 2);
)

) Vz€Z: (Ime M: Ly(m,z)) = (3m € M: Li(m, z) A —Ly(m, z));

Mame k dispozici formalni jazyk, ktery umi popisovat nékteré vztahy mezi muzi a
zenami. Nékteré vyroky jsme prekladali z formélniho jazyka do ¢eStiny nebo naopak; je
ovSem jasné, ze tyto ,preklady probihaji pouze v intuitivni roviné. Tak t¥eba vyrok (i) z
predchoziho odstavce jsme prelozili jako ,, Existuje svobodny muz.“, aniz bychom predem
definovali, co myslime spojenim ,,svobodny muz‘“ — misto takovéhoto vysvétleni jsme se
odkézali na predstavu o obsahu tohoto pojmu, kterou s velkou pravdépodobnosti sdilime.
Takovyto postup je prijatelny pii bézné komunikaci, musime vSak byt smitfeni s tim, ze
obcas dochazi k nedorozuménim apod. V matematice si toto nemtzeme dovolit, a proto
musime kazdy novy pojem jednozna¢éné definovat.*

Definice v matematice neni nic jiného nez zkratka. Tak naptiklad misto toho, abychom
psali, Ze pro jistého muze m € M plati Vz € Z: =S(m, z), muzeme tikat, ze m je svobodnjj.

Vyrok ,m je svobodny“  je tedy zkratka za: ,Vz € Z: —S(m, z2)“.

Zkuste si nyni napsat formalni definici svobodného muze. To znamena napsat stru¢ny
odstavec nebo ceskou vétu, kterou kdyz si precte nékdo do problému zcela nezasvécenyj,
pochopti z ni, co v nasSem formdlnim jazyce rozumime pojmem ,svobodny muz“.

Napiste rozumné (s nadsazkou) ucelené formalni definice néasledujicich pojmu. Zkuste
si v nékterych pripadech uleh¢it praci pouzitim predchozich definic (nékdy je to vhodné,
ale nikdy to neni nutné).

(1) Svobodné Zena; (5) vérny manzel;

(2) Zenaty mu¥; (6) polygamista (mé vice manzelek);

’ s 5 (7) neodolatelna zena (vsichni ji opé&tuji
(3) stastné vdana Zena (s manZelem se lasku):
SV asku);
vzajemné miluji);
(8) svidnice (neodolatelnd Zzena, ktera
(4) nevérny manzel (viz vySe nevérna miluje nékteré muze, a to vyhradné
manzelka); zenateé).

4Toto pravidlo neni zcela bez vyjimek, ty jsou viak zcela mimo ramec tohoto textu.



ResSeni

(1) Vyroky jsou: (a), (b), (d), (e), (g), (j), (k), (m), (n), (o). Nekteré vyroky jsou nékdy
pravdivé a jindy ne. U nékterych pravdivostni hodnotu nemizeme ihned urcit; napft. prav-
divost dnes proneseného (d) se asi dozvime za rok. Platnost (e) nejspis nejsme schopni
overit ani vyvratit. Vyrok (m) je strikné logicky vzato pravdivy; podobné podivnosti
probereme pozdéji. Pravdivy je i vyrok (k). Platnost (n) zéavisi na konvenci, obvykle ho
v8ak povazujeme za nepravdivy, nebot levé strané rovnosti nedavame smysl. Platnost (o)
nejspis nebudeme schopni dokazat, jediné vyvratit (v piipadé, Ze potkame jinou techno-
logickou civilizaci, nez je ta nase).

Je snad jasné, ze zvolani typu (c) a (f) nemaji zadnou pravdivostni hodnotu (t;.
nejedné se ani o pravdy ani o nepravdy), a nejde tedy o vyroky.

(2) Probereme vsechny slozené vyroky jeden po druhém.

(i) Vyrok je nepravdivy, a to bez ohledu na pocasi: uvedené podminky (a) a (b) se
navzajem vylucuji.

Nejde o vyrok, nebot (c¢) neni vyrok.

)
(iii) Vyrok plati, protoze (k) plati, coz staci; pravdivostni hodnota (b) néas uz nezajima.
) Protoze (g) neplati, vyrok —(g) je pravdivy.

)

ProtoZze nevime nic o pravdivosti zadného z obou vyroki (e) a (0), nezname ani
pravdivostni hodnotu tohoto slozeného vyroku. Pokud bychom vsak jednoho dne
objevili jinou technologickou civilizaci, popt. zjistili, ze Karel IV. byl 1.1.1348 zcela
zdrav, znamenalo by to, Ze implikace (v) je pravdiva. Zkuste si rozmyslet — tieba
s pomoci tabulky pravdivostnich hodnot implikace (nize) — pro¢ tomu tak je.

(vi) Jediné co muzeme fici je, ze pokud maji oba vyroky (a) a (o) stejnou pravdivostni
hodnotu, ekvivalence plati, v opa¢ném pripadé neplati.

(vii) Zde predpoklad (g) nasi implikace neplati, implikace jako takova tedy automaticky
plati (viz tabulku pravdivostnich hodnot).

(viii) Implikace plati ze stejného divodu jako v pfedchozim bodé.

(ix) Muzete si zkusit rozmyslet, Ze tento zdanlivé slozity vyrok plati pravé tehdy, kdyz
plati vyrok (e). S trochou snahy to lze pochopit i ,selskym rozumem®, v dalsim
paragrafu se na to ale podivame s pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

A|B||A=B
010 1
01 1
110 0
1] 1 1
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(3) Kompletné doplnéna tabulka pravdivostnich hodnot vypada takto. Je vidét, ze sku-
teéné plati (e) a (ix) maji ve vSech moznych piipadech stejnou pravdivostni hodnotu.

(&) | (e) || () A(e) | =(a) | ~(a) Afe) | (ix)
00 0 1 0 0
0| 1 0 1 1 1
1|0 0 0 0 0
1|1 1 0 0 1

(5) Kolik je celkem moznych kombinaci pravdivostnich hodnot proménnych A, B a
C? Protoze jsou dvé moznosti (0 a 1) pro kazdou ze tii proménnych, méame celkem
2-2-2=23%= 8 moznosti, a pravé tolik fadk musi mit tabulka (k tomu jests zahlavi).

Déle si musime rozmyslet, jaké by vhodnéa tabulka méla mit sloupce. Jak uz bylo
naznaceno, prvni ti sloupce jsou jasné: A, B, C. Dale budou nasledovat: A = B, B = C,
(A= B)AN (B = C), A= C akonecné (1.1). (Je asi jasné, ze toto neni jediné vhodné
poradi, ale Ze ne v8echna poradi funguji.) Takto sestavenou tabulku najdete hned v
nasledujicim paragrafu (v zadani) a muZete si ji cviéné vyplnit.

(6) Kompletné vyplnéné tabulka je nize. Jak jsme na to pfisli? Véfim, Ze prvni dva
sloupce jsou jasné, nebot jde o prosté dosazeni tabulky pravdivostnich hodnot implikace
(tu je snadné si dokonce aktivné zapamatovat, protoZe tfeba A = B je nepravdiva v
jediném piipadé: kdyz A ~ 1 a B ~ 0). Dal3i sloupec (konjunkce dvou implikaci) je
podobné pifimocary: vyplnime jednicku, pokud oba vyroky spojené spojkou ,A“ jsou
pravdivé, jinak vyplnime nulu.

Asi nejproblematictéjsi je vyplnéni posledniho sloupce, ktery obsahuje vyrok slozeny
pomoci implikace z vyroki (A = B) A (B = C) (pfedpoklad) a A = C (zavér). My ale
vime, Ze implikace je nepravdiva pouze v pfipadé, kdy jeji predpoklad je pravdivy a jeji
zévér nepravdivy; takovy rfadek vSak v nasi tabulce nenajdete. Ani v jednom fadku neni u
vyroku (A = B)A(B = () jednicka (pravdivy predpoklad) a u A = C nula (nepravdivy
zavér). Protoze ve vSech ostatnich piipadech je implikace pravdiva, je posledni sloupec
spravné vyplnén samymi jednickami.

A|B|C|A=B | B=C|(A=B)ANB=0C)|A=C | (11)
000 1 1 1 1 1
001 1 1 1 1 1
0110 1 0 0 1 1
011 1 1 1 1 1
117010 0 1 0 0 1
1101 0 1 0 1 1
11110 1 0 0 0 1
117111 1 1 1 1 1
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(7) Maeli byste dospét k nasledujici tabulce:

A|B|-A|-AVB| A=1B
010 1 1 1
01 1 1 1
110 0 0 0
111 0 1 1

(8) Dalsi priklady podivnych pravdivych implikaci: ,Protoze 2 + 2 = 5, New York je
malé mésto.” (Tento vyrok je pravdivy podle prniho fadku tabulky pravdivostnich hodnot
implikace.) , Protoze 2+2 = 5, New York je velké mésto.“ (Pravdivé podle druhého fadku
tabulky:.)

Nepravdivy (podle tietiho fadku tabulky) nicméné je vyrok ,Protoze 2+2=4, New
York je malé mésto.”.

(12) Je asi jasné, ze onen vyrok lze vyjadiit n&jak takto:
V velky obratlovec Zijici v mofi z: x je ryba. (1.4)

To ovSsem neptisobi prilis elegantné, protoze specifikace typu proménné z je prilis dlouha:
pozadujeme, aby proménna x nabyvala pouze takovych ,hodnot®, jimiz jsou velci obrat-
lovci zijici v mori; jiné hodnoty nepfipoustime. Nastésti existuje jiny zpusob, jak vyjadiit
totéz:

Vr: x je velky obratlovec Zijici v mofi = =z je ryba. (1.5)

Rozmyslete si, Ze oba zapisy vyjadiuji totéz; pritom ve druhém zapisu nijak neomezujeme
rozsah véci, které muze zastupovat x. Prosté fikame, Ze pro jakoukoliv véc x, jestlize x je
velky motsky obratlovec, pak z je ryba. (Nefikdme tedy nic o takovych x, ktera nejsou
velkymi motskymi obratlovci, a je tedy jasné, ze oba vyroky fikaji totéz.)

Jak vi kazdy, kdo nabyl aspon zékladnich znalosti biologie, uvazovany vyrok je ne-
pravdivy: ne v8ichni velei moisti obratlovei jsou ryby. (Napiiklad kytovci.) Pokud vsak
misto obecného kvantifikdtoru pouZijeme existenéni, dostaneme pravdivy vyrok:”

3 velky obratlovec Zijici v mofi z: z je ryba. (1.6)

Je zndmo, Ze tento vyrok plati. Podivejme se jesSté na jeho alternativni verzi, ktera se mé
k formulaci (1.6) zcela analogicky, jako (1.5) k (1.4). Pouzitim vhodné logické spojky se
zbavime nutnosti specifikovat ,,obor hodnot* proménné x:

dx: x je velky obratlovec Zijici v mofi A x je ryba. (1.7)

Zajemcum doporucuji podrobnéji si rozmyslet, pro¢ v pfipadé existen¢niho kvantifikatoru

je vhodnou spojkou ,A* (,a zaroven) misto implikace, jak tomu bylo u kvantifikitoru
obecného.

Pro jistotu varuji, Ze se nejedna o negaci ptivodniho vyroku (1.4). Aby &lo o negaci, muselo by za
dvojteckou stat ,,x nenf ryba‘.
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(13) Ekvivalentni dvojice: (a)—(2), (b)—(1), (c)—(4), (d)—(3).
Dvojice s opatnym vyznamem (vzajmné negace): (a)—(3), (b)—(4), (¢)—(1), (d)—(2).

v v

odstavci, je
~(VzeV:z€eR) & FeV:z¢R

(15) Spravné je nejprve ekvivalentné psat
Ve:x eV = x € R,
coz uz neni problém zapsat pomoci nového znaceni jako

Va: V(x) = R(z).

(16) Neni tezké si rozmyslet, ze spravny symbolicky zapis uvedeného vyroku je
Vze Z3Ime M: Li(m,z).

Po pfehozeni poradi kvantifikitort dostaneme vyrok, ktery tika, ze ,existuje muz, ktery
miluje kazdou zenu“. Je zfejmé Ze oba tyto vyroky mohou byt ekvivalentni jen za velmi
specialnich okolnosti (napf. v ptipadé, Ze mnoziny M a Z jsou obé jednoprvkové). Obecné
(a ve vétsiné realnych situaci) maji tyto vyroky zcela odlisné, i kdyz ne nezbytné pro-
tikladné vyznamy. Lze si predstavit, ze plati oba soucasné; v redlném svété je naopak
pravdépodobné, Ze neplati ani jeden. Mohl by platit i pravé jeden z obou vyroki. Za-
lezi tedy na ruznych dalsich okolnostech, které oviem neznédme (resp. nejsou zadany —
napiiklad ve formé axiomt), a nejsme tedy schopni rozhodnout o pravdivosti.

Uz na tomto jednoduchém ptikladu jste si tedy mohli uvédomit, Ze prehozenim potradi
kvantifikatoru vznikne jiny vyrok, ktery nemusi mit s puvodnim vyrokem Zddnou logickou
souvislost.

Poznamka. Nami zavedené a pouzité znaceni predstavuje formdini jazyk pouzitelny
pro budovani néjaké teorie. Abychom vSak mohli teorii zacit skute¢né budovat, kromé
vyjadrovacich prostiedkii (tj. formalniho jazyka) potifebujeme jesté znat néjaké zakladni
pravdy (axiomy) z nichZ pak mtZzeme odvozovat pravdy dalsi (véty, resp. teorémy). To
momentalné neni nas cil, soustfedime se ¢isté na jazyk.

(17) Preklady do symbolického jazyka jsou nasledujici.
(a) Jze€Z3Ime M:S(m,z);
(b) Yme MVze Z:S(m,z)= Li(m,z);

(c) Vze€ZV¥my e MVYmye M: S(my,z) AS(ma, z) = my = ma;
)

(d) Vme MVz € ZNz € Z: S(m,z1) N S(m, z9) = 21 = 2.

Intuitivné je asi jasné, Ze tento vyrok neni ekvivalentni predchozimu, nebot si
lze predstavit lidské spole¢nosti, v nichz jeden vyrok plati a druhy nikoliv, nebo
naopak.
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(e)

dneM3Ize Z: S(m,z).
Tento vyrok je skuteéné ekvivalentni (a) coZ je z jeho vyznamu zfejmé. V tomto
piipadé tedy na poradi kvantifikitort nezélezi.

Uvédomme si, ze vyrok je formulovan v mnozném ¢isle, musime tedy konstatovat
existenci dvou nevérnych manzelek. Jedno spravné feSeni je (zkracené zapsano,
takze napf misto ,,3z; € Z Jzp € Z“ piSu kratsi ,, 3z, 20 € Z apod.):

d21,20 € Z Amy,mo,m3,my € M 21 # 29 Amy # ma A
A ms 7é my A S(ml, Zl> AN L2<m2, Zl) AN S(m3, 22) AN Lz(m4, ZQ).

Neni snadné tuto formuli (nebo néjaky jeji ekvivalent) napsat spravné hned na
prvni pokus. Po prohlédnuti feSeni je vSak jeho spravnost snad jasna: tvrdi se
existence dvou rizngch zen a 4 muzui, z nichz dva a dva musi byt rizni (celkovy
pocet muzi muze byt 2, 3 nebo 4), aby prokazovali nevérnost kazdé z obou Zen.
Vsichni tito lidé musi spliovat néjaké relace (predikaty) a je ziejmé, Ze jsou potieba
pravé ty, které jsou tam uvedené. Pokud bychom napiiklad vynechali pozadavek
S(my, z1), Zena z; by nemusela byt nevérna (a vyrok by to kazdopadné netikal);
pokud bychom tam naopak dalsi pozadavky pridali, mohlo by se stat, ze vyrok
fika néco vic, nez bylo v zadéni, coz nechceme.

Je dobré si vS§imnout, Ze striktné vzato ma tento vyrok 6 existenc¢nich kvantifi-
katort, které jsme ovsem pro prehlednost rozdélili do dvou ,skupin“ (na Zeny a
muze). Protoze v8echny kvantifikatory jsou stejného typu (existenéni), nezélezi na
jejich poradi. (Kdyby ovSem mezi nimi byl pfimichany jeden obecny kvantifikator,
mohli bychom beztrestné permutovat pouze existencni kvantifikitory na jedné,
resp. na druhé strané od obecného. Jakmile bychom vsak jeden existen¢ni kvan-
tifikator prehodili na opacnou stranu od kvantifikatoru obecného, zménilo by to
vyznam vyroku.)

Toto je tézky priklad, je uréeny spiSe pro lidi s hlubsim zajmem. Resent je napriklad
formule
Vze ZVmy € M Img € M: S(my,z) = Li(mo, 2). (1.8)

Existuje vice zptusobu, jak vyrok (g) pfepsat do naseho formalismu; tento je patrné
nejelegantnéjsi, neni vSak snadné ho pochopit. Pojdme si rozmyslet, ze uvedeny
zapis skutecné 1ika, co ma.

Formule (1.8) 1ika, Ze pro libovolnou dvojici (mq, 2) existuje néjaky muz mso (ne-
vyluujeme m; = may, ale ani to netvrdime), ktery zenu z miluje za predpokladu,
ze dvojice (mq, z) je sezdana. Pokud tedy mame libovolnou vdanou Zenu z a m;
je jeji manzel, tvrdi se existence ms, ktery miluje z. Pokud m; naopak jeji man-
7el neni, implikace za dvojteckou je splnéna automaticky®; to oviem znamen4 Ze
na jejim zavéru (zde ,,Li(ms,z)“) viibec nesejde, a implikace tak bude splnéna
pro libovolné zvoleny prvek my € M. V tom piipadé tedy implikace nepozaduje
nic. Jinymi slovy, implikace za dvojteckou néco tvrdi pravé v pripadech, kdy plati
S(my, z), a v téchto pripadech je z vdana.

6Viz prvnf a druhy fadek tabulky pravdivostnich hodnot implikace.
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Nyni proberu nékolik moznych chyb, kterych je moZzno se pii feSeni této tlohy
dopustit. Prvni z nich je druhy kvantifikdtor v (1.8) nahradit existenénim: prece
chceme vyjadrit, ze Zena z mé néjakého manzela, tj. my splaujici S(my, z) ma
existovat. Pak by ztézi davalo smysl za dvojteckou pouzit implikaci, a nabizi se
tedy nasledujici chybné reseni:

Vz€ Z 3Imy € M Imy € M: S(my, z) A Li(ma, 2).

Problém je v tom, Ze nyni tvrdime, Ze vSechny Zeny jsou vdané (a kazdou miluje
néjaky muz), coz nebylo zadani. Pokud bychom se pfece jen uchylili k pouziti
implikace, tj. napsali vyrok

Vze Z3dmy € M Img € M: S(my,z) = Li(ma, 2),

pak by se tvrdilo velmi mélo: ke splnéni vyroku by totiz ke kazdé Zené z najit
néjakého muze mq, pro néjz neni splnén predpoklad implikace. Napriklad v naSem
skuteéném svété tak tento vyrok rozhodné nema pozadovany vyznam, protoze pro
kazdou Zenu existuje né&jaky muz mq, ktery neni jeji manzel. Co se déje s my a
zéavérem implikace uz nas tak viibec nezajima, vyrok v nasem svété trivialné plati
a viibec z néj neplyne, ze by kazdou vdanou Zzenu nékdo miloval.

Nepomiizeme si ani tim, ze vSechny tii kvantifikatory budou existen¢ni.
(h) MozZné feSeni této tézké ulohy je tfeba:

VYme MVz € Z 3z € Z: (S(m, z1) A Ll(m,zl)) - (Zl =+ 29 N Lg(m,z2))

(i) Existuje svobodny muz.
) Existuje Zena, ktera zaddnému muzi neopétuje lasku.
(k) Existuje Zena, jiz zadny muz neopétuje lasku.
) Kazda zena, ktera nékoho miluje, nemiluje nékterého muze, ktery miluje ji.

U tohoto posledniho vyroku si uvédomte dilezitou véc: proménné m se vyskytuje
ve dvou ruznych existenc¢nich kvantifikatorech, a tedy tyto dva pripady mohou
znacit jiného muze. Asi prehlednéjsi by bylo v druhém pripadé pouzit misto m
jiného znaku, aby nemohlo dojit k tomuto omylu; striktné vzato to vsak neni
potieba.

(19) Jedna mozna formulace definice svobodného muze je:

Definice. Rekneme, Ze urcity prvek m € M je svobodny muz, pokud plati, ze

Vz e Z:~S(m, z).
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Néktera slova v této formulaci pritom nejsou uplné podstatna. Mohli bychom napii-
klad slovo ,,prvek* nahradit slovem ,,muz‘ nebo docela vynechat slovo ,,ur¢ity“. Ponékud
méné jasné je pouziti slova ,,pokud®; leckdo by byl spokojenéjsi s logickou spojkou ,,praveé
kdyz“. Existuje ovSsem tzus, podle kterého v definicich myslime témito dvéma spojkami
totéz, i kdyz ve zbytku matematiky znamenaji néco jiného (prvni z nich predstavuje im-
plikaci (pozor na jeji smér!), druhé ekvivalenci). Mohli bychom tedy tutéz definici vyslovit
tfeba takto:

Definice. Muz m € M se nazyva svobodny (muz), pravé kdyz Vz € Z: =S(m, z).

Podstatné zde je, ze ob& uvedené definice (téhoZ pojmu) jsou srozumitelné a ucelené
(). Je jasné co (muze) nazyvame jak (svobodnym) a za jakych okolnosti (plati-li onen
vyrok s jednim kvantifikdtorem).

Pro pfehlednost jsem si také v obou definicich dovolil zelené zvyraznit m, tj. toho
muze, o némz néco prohlasujeme. Je na tom snad vidét, ze kdyz se definice tyka vlastnosti
jistého objektu (zde m), musi se tento objekt vyskytovat také ve vyroku, ktery onu
vlastnost definuje, a to jako volna proménna (tj. nesmi byt v kvantifikdtoru). Z toho je
snad jasné, Ze tfeba nésledujici definice je chybna:

Definice (CHYBNA!). Muz m € M je svobodngj, pokud Im € M Vz € Z: =~S(m, 2).

Zde jsem oba vyskyty m ve vyroku na pravé strané definice oznacil ¢ervené, protoze
nemaji nic spolecného s tim m, o kterém je fe¢. To je dano tim, Ze je toto ¢ervené m
ve vyroku wdzdno kvantifikitorem, navenek tedy nemé vyznam. Vyrok totiz nezméni
svij vyznam, kdyz vSechny véazané vyskyty jisté proménné nahradime jinym znakem,
napiiklad

0 eMVze Z: 250, 2) :
i nadéle se tvrdi ezistence néjakého muze s jistou vlastnosti. Ale to, Ze tento muz existuje,

nam pfece netika nic o onom konkrétnim muzi m.

(20) Vsechny néasledujici definice lze jisté formulovat trochu jinymi slovy, to podstatné
by ale mélo zustat stejné. Jsou zformulované takovym zptsobem, aby obsah definovanych
pojmii byl z nich jasny bez dalsich komentaiti. Je dulezité naucit se formulovat definice a
jednoznacné je odlisSovat od matematickych vét, tj. vlastné vyroki. Pokud jste naptiklad
svobodnou zenu definovali prosté napsanim ,Vm € M : =S(m, 2)* nesplnili jste zadani,
protoze toto je né&jaka vyrokova forma (s volnou proménnou z), nikoliv ucelené definice,
po jejimz precteni lze rozumeét nové definovanému pojmu svobodné Zeny.

(1) Zena z se nazve svobodnd, jestlize Ym € M: =S(m, z).

(2) MuZ z se nazve Zenaty, pravé kdyz m neni svobodny.

Zde jsme tedy pouzili uz diive definovany pojem svobodného muze. VSimnéte si,
7e negace vlastnosti byt svobodny v

(3) Zena z je stastné vdand, pokud Im € M: S(m, z) A Ly(m, z) A Ly(m, z).
(4) Prvek m € M je je nevérny manzel, pokud

21,20 € Z: 21 # 2o ANS(m, z1) A Li(m, 29).
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(5) Vyuzijeme uz definovanych pojmi:

Definice. Rekneme, Ze muz m je verny manZel, pokud m je Zenaty a zaroven m neni
nevérny manzel.

Zde tedy vyuzivame dvé predchozi definice: Zenatého muze a nevérného manzela.
Vsimnéte si, ze se jedna o zcela formalni definici v nasem formalnim jazyce, ackoliv neob-
sahuje zadné specialni znacky, pouze ¢eska slova. Je to dano tim, Ze jsme tento formalni
jazyk uz diive rozsitili pomoci definic, které tato ceska slova zahrnuji. Kdybychom vsak
tyto definice rozepsali, dostali bychom nésledujici (hiife ¢itelnou, ale ekvivalentni) definici:

Rekneme, ze muz m je vérny manzel, pokud plati

ﬁ(‘v’z € 7: ﬂS(m,z)) A —|(E|zl,22 € Z: 2z # 2 NS(m,z) A Li(m, 22))

Prvni ¢ast vyroku fika, ze m neni svobodny, neboli je (podle definice) Zenaty; druhé ¢ast
fika, ze neni nevérny (pfesné podle definice z predchoziho bodu). Asi neptekvapi, Ze tento
vyrok je zbytecné slozity a da se ekvivalentné zapsat o néco jednoduseji, zde nam vsak slo
o to rozepsat vSechny definice zu¢astnéné v definici vérného manzela vyse. Zda se byt z
tohoto piikladu jasné, ze pouzivat (vhodné) definice pfinasi vyrazné zvyseni prehlednosti.

N

Definice (CHYBNA!). Rekneme, Ze muz m € M je vérnyg manZel, pokud neni nevérny
manzel.

Je zfejmé proc: lecktery muz neni vérny manzel, a pfesto neni ani nevérny manzel,
je totiz svobodny. Pokud bychom ale pracovali v systému (tj. néjaké konkrétni lidské
spole¢nosti), v niz jsou vSichni muzi Zenati (naptiklad proto, ze muz je v té spole¢nosti
definovdn jako Zenaté osoba muzského pohlavi), byly by — v tomto konkrétnim systému
— obé definice vzajemné ekvivalentni.

(6) Prvek m € M nazveme polygamistou pravé tehdy, kdyz
21,20 € Z: 21 # 2o N S(m, z1) A S(m, 29).
(7) Rekneme, 7e 7ena z je neodolatelnd, pokud Vm € M : Lo(m, z) = Li(m, z).
(8) Staci vypsat ty t¥i podminky a propojit je logickou spojkou ,a zaroven“ (zde ji
jednou vypisu slovy a jednou pomoci znacky A).
Definice. Zena z se nazyva svidnice, kdykoliv je neodolatelna a zaroven plati
(3m € M: Ly(m, 2)) A (Vm € M 3z € Z: Ly(m, z) = S(m, z1)). (1.9)

Pokud sou¢asti nasi definice je uz néjaky diive definovany pojem (zde neodolatelna zena),
muzeme ho do nasi nové definice zakomponovat i takto:

Definice (ekvivalentni). Neodolatelna Zena z se nazve svidnice, plati-li (1.9).

V prvni z obou uvedenych definic je na ,pravé strané definice jak formule (1.9),
tak pozadavek neodolatelnosti. V druhé definici je na pravé strané pouze ona formule.
Jak je mozné, Ze jsou si ekvivalentni? Je to ddno formulaci na zacatku druhé definice:
uvazujeme totiz pouze Zeny s vlastnosti neodolatelnosti a na zadné jiné Zeny se tato
definice nevztahuje. Vysledek ja tedy stejny.”

"Matematicky, byt dost nepfirozeny, piiklad tohoto jevu jsou tfeba nasledujici dvé definice pfirozenych
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¢isel. (D1) Redlné &islo = je prirozené, pokud z je kladné a zaroven celé. (D2) Kladné realné ¢islo z je
piirozené, pokud z je celé. Obé definice rikaji totéz.
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