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v prvnı́ řaděbylo nutnéceléskriptum přepsat v TEXu. Vzhledem ke skutecˇnosti, že převážnou většinu
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Kapitola 1

Limita posloupnosti, limes inferior a limes
superior posloupnosti

1.1. Přı́pravná tvrzenı́

Věta 1.1. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvěposloupnosti majı´cı́ vlastnı́limity, lim
n→∞ an = a, lim

n→∞ bn = b. Dále

bud’ c čı́slo. Potom rovneˇž posloupnosti{an + bn}∞
n=1, {can}∞

n=1, {anbn}∞
n=1 majı́ vlastnı́limity a platı́

a) lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞ an + lim
n→∞ bn,

b) lim
n→∞ can = c · lim

n→∞ an,

c) lim
n→∞ anbn = lim

n→∞ an · lim
n→∞ bn.

Je-li navı́c bn �= 0 pro všechna prˇirozenán a lim
n→∞ bn = b �= 0, platı́

d) lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞ an

lim
n→∞ bn

.

Poznámka. Hovořı́me-li o čı́sle nebo o posloupnosti, ma´me na mysli komplexnı´ čı́slo nebo posloupnost
komplexnı´ch čı́sel. Protozˇe každéreálné čı́slo je zároveňčı́slem komplexnı´m, je Věta1.1přirozeněpouži-
telnápro reálnéposloupnosti. Veˇtšina nasˇich přı́kladův této kapitole dokonce budou rea´lnéposloupnosti.
Čtenář, který se podivı´ nad tı́m, že formulujeme „obecnou veˇtu“ pro komplexnı´ posloupnosti a potom
ji vlastněpoužı́váme téměř výlučně pro posloupnosti rea´lné, necht’ si prˇečte Větu 1.15. Tato nám totiž
ukazuje, zˇe dovedeme-li dobrˇe počı́tat limity reálných posloupnostı´, nenı́pak užvětšinou těžké počı́tat
limity komplexnı́ch posloupnostı´. Jsou ovsˇem na druhe´ straněmnohévěty, kterélze vyslovit pouze pro
reálnéposloupnosti. Jsou to vesmeˇs věty, v nichžse vyskytujı´ nerovnosti. Komplexnı´ čı́sla se totizˇ špatně
uspořádávajı́. Ne že by nebylo mozˇnékomplexnı´ čı́sla usporˇádat (jak se bohuzˇel občas slyšı́), ale žádné
takovéuspořádánı́ nemádost rozumne´ dalšı́ vlastnosti.

Věta 1.2. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvěreálné posloupnosti a bud’ c reálné čı́slo. Potom platı´:

a) Je-li posloupnost{an}∞
n=1 zdola omezena´ a lim

n→∞ bn = +∞, potom

lim
n→∞(an + bn) = +∞.

b) Je-li posloupnost{an}∞
n=1 shora omezena´ a lim

n→∞ bn = −∞, potom

lim
n→∞(an + bn) = −∞.
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c) Je-li c > 0 a lim
n→∞ an = +∞, potom lim

n→∞ can = +∞.

Je-li c > 0 a lim
n→∞ an = −∞, potom lim

n→∞ can = −∞.

Je-li c < 0 a lim
n→∞ an = +∞, potom lim

n→∞ can = −∞.

Je-li c < 0 a lim
n→∞ an = −∞, potom lim

n→∞ can = +∞.

d) Existuje-li čı́slo d > 0 tak, žean > d pro všechnan, a je-li lim
n→∞ bn = +∞, potom lim

n→∞ anbn = +∞.

Existuje-li čı́slo d > 0 tak, žean > d pro všechnan, a je-li lim
n→∞ bn = −∞, potom lim

n→∞ anbn = −∞.

Existuje-li čı́slo d < 0 tak, žean < d pro všechnan, a je-li lim
n→∞ bn = +∞, potom lim

n→∞ anbn = −∞.

Existuje-li čı́slo d < 0 tak, žean < d pro všechnan, a je-li lim
n→∞ bn = −∞, potom lim

n→∞ anbn = +∞.

Poznámky k Větě 1.2.
ad a) Má-li posloupnost{an}∞

n=1 vlastnı́limitu nebo limitu+∞, je zdola omezena´.

ad b) Má-li posloupnost{an}∞
n=1 vlastnı́limitu nebo limitu−∞, je shora omezena´.

ad d) Prˇedchozı´ věta se zda´nlivě nezmiňuje o výpočtu lim
n→∞

an
bn

. Uvědomme si vsˇak, že podı´l an
bn

můžeme

chápat též jako soucˇin an · 1
bn

.

Věta 1.3. Necht’existujelim
n→∞ an. Potom existuje te´ž lim

n→∞ |an| a platı́

lim
n→∞ |an| = | lim

n→∞ an|.

Poznámka k Větě 1.3. Věta1.3platı́ i v přı́paděreálnéposloupnosti s nevlastnı´ limitou, kdyždefinujeme
| + ∞| = +∞, | − ∞| = +∞.

Věta 1.4. Bud’ {an}∞
n=1 posloupnost. Potomlim

n→∞ an = 0 tehdy a jen tehdy, kdyzˇ lim
n→∞ |an| = 0.

Věta 1.5. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvěposloupnosti. Necht’lim
n→∞ an = 0 a necht’ posloupnost{bn}∞

n=1 je

omezena´. Potom lim
n→∞ anbn = 0.

Věta 1.6. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvě reálné posloupnosti a necht’an ≤ bn pro všechna prˇirozenán.
Necht’existujı´ lim

n→∞ an a lim
n→∞ bn. Potom platı´

lim
n→∞ an ≤ lim

n→∞ bn.

Poznámka k Větě 1.6. Může se sta´t, žean < bn pro všechna prˇirozenán, ale přesto lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn.

Jednoduchy´m přı́kladem na tento jev jsou naprˇ. posloupnostian = 0, bn = 1
n

.

Věta 1.7. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvě reálné posloupnosti a necht’an ≤ bn pro všechna prˇirozenán.
Necht’ lim

n→∞ an = +∞ (respektive lim
n→∞ bn = −∞). Potom lim

n→∞ bn (respektive lim
n→∞ an) existuje a platı´

lim
n→∞ bn = +∞ (respektivelim

n→∞ an = −∞).

Věta 1.8. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1, {cn}∞
n=1 tři reálné posloupnosti a necht’an ≤ bn ≤ cn pro všechna

přirozenán. Necht’existujı´ lim
n→∞ an, lim

n→∞ cn (přı́padněnevlastnı´) a platı́ lim
n→∞ an = lim

n→∞ cn. Potom existuje

též lim
n→∞ bn a rovnáse spolecˇnéhodnotě lim

n→∞ an = lim
n→∞ cn.

Věta 1.9. Bud’ {an}∞
n=1 monotonnı´ reálná posloupnost. Potom existujelim

n→∞ an (přı́padněnevlastnı´).

Je-li {an}∞
n=1 neklesajı´cı́ (nerostoucı´) je lim

n→∞ an > −∞ ( lim
n→∞ an < +∞). Je-li {an}∞

n=1 neklesajı´cı́

(nerostoucı´), potom lim
n→∞ an je vlastnı´ právětehdy, kdyzˇ {an}∞

n=1 je shora (zdola) omezena´.
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Věta 1.10 (Stolzova). Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvě reálné posloupnosti a necht’ posloupnost{bn}∞
n=1 je

rostoucı´. Necht’existuje

lim
n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn

(přı́padněnevlastnı´). Potom existuje te´ž lim
n→∞

an
bn

a platı́

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞
an+1 − an

bn+1 − bn
.

Věta 1.11. Bud’te {an}∞
n=1, {bn}∞

n=1 dvěposloupnosti. Necht’an = bn pro všechna prˇirozenán s výjimkou
konečněmnoha. Potomlim

n→∞ an existuje právě tehdy, kdyzˇ existuje lim
n→∞ bn. Jestliže jedna z nich (a tudı´ž

pak i druhá) existuje, platı´
lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn.

Poznámka k Větě 1.11. Předchozı´ věta nám fakticky řı́ká, že existence a hodnota limity posloupnosti
nezávisı́ na konecˇném počtu členů této posloupnosti. Toto tvrzenı´ nám umožňuje zeslabit prˇedpoklady
některých výše uvedeny´ch vět (přičemž přirozeněvěty zůstávajı́ v platnosti). Uved’me nynı´ přesně,
kterých vět a kterých předpokladu˚ se toto týká.

Ve Větě1.2, bod d) stacˇı́ předpokládatan > d (respektivean < d) pro všechnan s výjimkou konečně
mnoha. Velice du˚ležitý je přı́pad, kdy existuje lim

n→∞ an (přı́padněnevlastnı´) a je> 0 (respektive< 0).

Potom vždy existujed > 0 (respektived < 0) tak, že an > d (respektivean < d) pro všechnan
s výjimkou konečněmnoha. Výsledky bodu d) Veˇty 1.2můžeme potom formulovat daleko jednodusˇeji:

Je-li lim
n→∞ an �= 0 (přı́padněnevlastnı´) a je-li lim

n→∞ bn nevlastnı´, potom platı´

lim
n→∞(anbn) = lim

n→∞ an · lim
n→∞ bn.

Zde pouzˇı́váme obvyklých definic

a · (+∞) = +∞, a · (−∞) = −∞ proa > 0,

a · (+∞) = −∞, a · (−∞) = +∞ proa < 0,

(+∞) · (+∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = −∞,

(−∞) · (+∞) = +∞, (−∞) · (−∞) = +∞.

Předchozı´ tvrzenı́můžeme cha´pat jako zobecneˇnı́ Věty 1.1, bodu c).
Ve Větě 1.6a Větě 1.7stačı́ předpokládatan ≤ bn pro všechnan s výjimkou konečněmnoha.
Ve Větě 1.8stačı́ předpokládatan ≤ bn ≤ cn pro všechnan s výjimkou konečněmnoha.

Věta 1.12. Bud’ {an}∞
n=1 posloupnost a necht’lim

n→∞ an = a. Bud’ {ank }∞
k=1 posloupnost vybrana´ z posloup-

nosti {an}∞
n=1. Potom limita této vybranéposloupnosti je stejna´ jako limita posloupnosti pu˚vodnı́, tj.

platı́
lim
k→∞ ank = lim

n→∞ an = a.

Věta 1.13. Posloupnost{an}∞
n=1 je konvergentnı´ (= má vlastnı́limitu) právě tehdy, kdyzˇ je cauchyovska´.

Věta 1.14. Bud’ {an}∞
n=1 reálná posloupnost. Tato posloupnost ma´ limitu právě tehdy, kdyzˇ platı́ rovnost

lim
n→∞ inf an = lim sup

n→∞
an. Jestliže posloupnost{an}∞

n=1 málimitu, potom platı´

lim
n→∞ an = lim inf

n→∞ an = lim sup
n→∞

an.
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Věta 1.15. Bud’ {an}∞
n=1 posloupnost. Pro kazˇdén pišmean = a′

n + i a′′
n , kdea′

n respektivea′′
n je reálná

respektive imagina´rnı́ část čı́sla an. Potom posloupnost{an}∞
n=1 mávlastnı́limitu právě tehdy, kdyzˇ majı́

vlastnı́ limity obě reálné posloupnosti{a′
n}∞

n=1 a {a′′
n}∞

n=1. V přı́padě, že existuje vlastnı´ lim
n→∞ an, nebo

ekvivalentneˇ, existujı́vlastnı́ lim
n→∞ a′

n a lim
n→∞ a′′

n , platı́

lim
n→∞ an = lim

n→∞ a′
n + i lim

n→∞ a′′
n.

Na závěr uvedeme hodnoty neˇkterých často se vyskytujı´cı́ch limit (k je reálné čı́slo).

lim
n→∞

n
√
a = 1 proa > 0,

lim
n→∞

n
√
n = 1,

lim
n→∞

n
√
n! = +∞,

lim
n→∞

nk

an
= 0, lim

n→∞
an

nk
= +∞ proa > 1,

lim
n→∞

nk

an
= +∞, lim

n→∞
an

nk
= 0 pro 0< a < 1,

lim
n→∞

an

n! = 0, lim
n→∞

n!
an

= +∞ proa > 0,

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n = lim
n→∞

(
1 + 1

1! + 1

2! + · · · + 1

n!
)

= e,

lim
n→∞ nan = 0 pro |a| < 1.

1.2. Přı́klady

Přı́klad 1.1. Určete lim
n→∞

1

nk
, k přirozené.

Řešenı́. Opakovany´m použitı́m Věty 1.1, bod c) dosta´váme

lim
n→∞

1

nk
= lim

n→∞

(1

n
· 1

n
· · · 1

n

)
︸ ︷︷ ︸

k krát

=
(

lim
n→∞

1

n

)
·
(

lim
n→∞

1

n

)
· · ·
(

lim
n→∞

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

k krát

= 0.

�
Přı́klad 1.2. Určete lim

n→∞(αkn
k + αk−1n

k−1 + · · · + α1n + α0), αk �= 0.

Řešenı́. Zde se vlastneˇ jednáo posloupnost{an}∞
n=1, kdean = P(n), přičemžP je polynom stupneˇ k,

v němžmı́sto obvykléproměnnéx pı́šemen. Postupujeme tak, zˇe vytkneme nejvysˇšı́ mocninun.

lim
n→∞ (αkn

k + αk−1n
k−1 + · · · + α1n + α0) =

= lim
n→∞

[
nk
(
αk + αk−1

1

n
+ · · · + α1

1

nk−1
+ α0

1

nk

)]
=

∗= lim
n→∞ nk · lim

n→∞

(
αk + αk−1

1

n
+ · · · + α1

1

nk−1
+ α0

1

nk

)
=

=
{

−∞ je-li αk < 0,

+∞ je-li αk > 0. �

∗Tato rovnost platı´ na základěPoznámky k Větě 1.11.
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Budeme-li si tento vy´sledek pamatovat, nemusı´me přı́klady tohoto typu vu˚bec pocˇı́tat. Můžeme
rovnou napsat vy´sledek, totizˇ nekonecˇno opatrˇenéstejným zname´nkem jako koeficientαk u nejvyššı́
mocniny promeˇnnén. Tak naprˇ.

lim
n→∞(−7n3 + 2n − 8) = −∞,

lim
n→∞(n4 + 1) = +∞.

Přı́klad 1.3. Určete lim
n→∞

αkn
k + αk−1n

k−1 + · · · + α1n + α0

β�n
� + β�−1n

�−1 + · · · + β1n + β0
, αk �= 0, β� �= 0.

Řešenı́. V tomto přı́kladěse jedna´ o posloupnost{an}∞
n=1, kdean = R(n), přičemžR je racionálnı́ funkce,

kde opět mı́sto obvykléproměnnéx pı́šemen. V čitateli i jmenovateli zlomku jsou vy´razy nám již známé
z Přı́kladu1.2. Budeme tedy postupovat analogicky. V cˇitateli i jmenovateli vytkneme nejvysˇšı́ mocninu
proměnnén.

lim
n→∞

αkn
k + αk−1n

k−1 + · · · + α1n + α0

β�n� + β�−1n�−1 + · · · + β1n + β0
=

= lim
n→∞

nk(αk + αk−1
1
n

+ · · · + α1
1

nk−1 + α0
1
nk
)

n�(β� + β�−1
1
n

+ · · · + β1
1

n�−1 + β0
1
n�
)

=

= lim
n→∞ nk−�

αk + αk−1
1
n

+ · · · + α1
1

nk−1 + α0
1
nk

β� + β�−1
1
n

+ · · · + β1
1

n�−1 + β0
1
n�

.

Nynı́ musı́me rozlišit tři přı́pady:

a) přı́pad k = �

Zde dosta´váme prosteˇ

lim
n→∞

αk + αk−1
1
n

+ · · · + α1
1

nk−1 + α0
1
nk

βk + βk−1
1
n

+ · · · + β1
1

nk−1 + β0
1
nk

= αk

βk

.

b) přı́pad k < �

Použijeme-li Větu 1.1, bod c), dosta´váme

lim
n→∞ nk−�

αk + αk−1
1
n

+ · · · + α1
1

nk−1 + α0
1
nk

β� + β�−1
1
n

+ · · · + β1
1

n�−1 + β0
1
n�

= 0 · αk

β�

= 0.

c) přı́pad k > �

Zde pouzˇijeme formuli z Pozna´mky k Větě 1.11. Dostáváme

lim
n→∞ nk−�

αk + αk−1
1
n

+ · · · + α1
1

nk−1 + α0
1
nk

β� + β�−1
1
n

+ · · · + β1
1

n�−1 + β0
1
n�

= (+∞) · αk

β�

=



−∞ je-li αk

β�
< 0,

+∞ je-li αk

β�
> 0. �

I v tomto přı́padětedy vidı́me, že na za´kladě znalosti obecne´ho výsledku nemusı´me limity výše
uvedene´ho typu vůbec pocˇı́tat, ale mu˚žeme ihned psa´t výsledek. Je-lik = �, pı́šeme podı´l koeficientů
u nejvyššı́ch mocnin promeˇnnén. Je-lik < �, pı́šeme vždy 0, a konecˇněje-li k > �, pı́šeme nekonecˇno se
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znaménkem stejny´m jako je zname´nko podı´lu koeficientůu nejvyššı́ch mocnin promeˇnnén. Např. tedy

lim
n→∞

2n4 − 3n + 1

−3n4 + 2n2 − n
= 2

−3
= −2

3
,

lim
n→∞

n5 + 5

n7 + 7
= 0,

lim
n→∞

−n6 + n3 + 1

2n5 − 2
= −1

2
· (+∞) = −∞.

V několika následujı́cı́ch přı́kladech bude na prvnı´ pohled jasne´, že se jedna´ o specia´lnı́ typy Přı́-
kladu 1.3, tj. o limity racionálnı́ch výrazův proměnnén. Jedinýproblém, kterývzniká, je jak limitovaný

výraz upravit na potrˇebný tvar lim
n→∞

αkn
k+αk−1n

k−1+···+α1n+α0
β�n�+β�−1n�−1+···+β1n+β0

. K tomu by nám mělo stačit trochu početnı́

zručnosti a znalost vhodny´ch soucˇtových formulı́.

Přı́klad 1.4. Určete lim
n→∞

( 1

n2
+ 2

n2
+ · · · + n − 1

n2

)
.

Řešenı́. Je
1

n2
+ 2

n2
+ · · · + n − 1

n2
= 1 + 2 + · · · + (n − 1)

n2
=

(n−1)n
2

n2
= n − 1

2n
.

Zde jsme pouzˇili vztah 1+ 2 + · · · + k = k(k+1)
2 . Dostáváme tedy

lim
n→∞

( 1

n2
+ 2

n2
+ · · · + n − 1

n2

)
= lim

n→∞
n − 1

2n
= 1

2
.

�

Přı́klad 1.5. Určete lim
n→∞

(12

n3
+ 22

n3
+ · · · + (n − 1)2

n3

)
.

Řešenı́. Platı́

12

n3
+ 22

n3
+ · · · + (n − 1)2

n3
= 12 + 22 + · · · + (n − 1)2

n3
= (n − 1)n(2n − 1)

6n3
.

Zde jsme pouzˇili vztah 12 + 22 + · · · + k2 = k(k+1)(2k+1)
6 . Pak

lim
n→∞

(12

n3
+ 22

n3
+ · · · + (n − 1)2

n3

)
= lim

n→∞
(n − 1)n(2n − 1)

6n3
=

= lim
n→∞

(n − 1)(2n − 1)

6n2
= lim

n→∞
2n2 + · · ·

6n2
= 2

6
= 1

3
.

Všimněte si, že nenı´ nutnéani roznásobovat vy´raz (n − 1)(2n − 1), protože k určenı́ limity nám stačı́
znát koeficient u nejvysˇšı́ mocniny, tj. un2. �

Přı́klad 1.6. Určete lim
n→∞

(12

n3
+ 32

n3
+ · · · + (2n − 1)2

n3

)
.

Řešenı́. Je
12

n3
+ 32

n3
+ · · · + (2n − 1)2

n3
= 12 + 32 + · · · + (2n − 1)2

n3
.
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Zde jsme postaveni prˇed problém, jak vyjádřit součet 12 + 32 + · · · + (2n − 1)2. Jsme-li vsˇak schopni
vyjádřit součet kvadrátů k po sobeˇ jdoucı́ch přirozených čı́sel (viz formuli v Přı́kladě1.5), nemuselo by
být tak obtı́žnévyjádřit součet kvadrátů k po sobeˇ jdoucı́ch lichých čı́sel.

12 + 32 + · · · + (2k − 1)2 =
k∑

i=1

(2i − 1)2 =
k∑

i=1

(4i2 − 4i + 1) =

= 4
k∑

i=1

i2 − 4
k∑

i=1

i +
k∑

i=1

1 = 4
k(k + 1)(2k + 1)

6
− 4

k(k + 1)

2
+ k = k(2k − 1)(2k + 1)

3
.

Takováto formule asi steˇžı́ stojı́ za zapamatova´nı́. Myslı́m však, že je vhodne´ si zapamatovat postup,
kterým jsme ji odvodili. Je zcela zrˇejmé, že stejným způsobem mu˚žeme odvodit formuli pro soucˇet

(a + b)2 + (2a + b)2 + · · · + (ka + b)2.

Pokračujeme-li v nasˇem přı́kladu, dosta´váme

12 + 32 + · · · + (2n − 1)2

n3
= n(2n − 1)(2n + 1)

3n3
= (2n − 1)(2n + 1)

3n2
,

a tedy

lim
n→∞

(12

n3
+ 32

n3
+ · · · + (2n − 1)2

n3

)
= lim

n→∞
(2n − 1)(2n + 1)

3n2
=

= 1

3
lim
n→∞

(2n − 1

n
· 2n + 1

n

)
= 1

3
lim
n→∞

2n − 1

n
· lim
n→∞

2n + 1

n
= 1

3
· 2

1
· 2

1
= 4

3
.

Čtenář necht’si povsˇimne, že k výpočtu lim
n→∞

(2n−1)(2n+1)
3n2 jsme pro zmeˇnu použili maličko jiný postup,

nežk výpočtu lim
n→∞

(n−1)(2n−1)
6n2 (ačkoli jsme mohli pouzˇı́t postup u´plněstejný). �

Přı́klad 1.7. Určete lim
n→∞

∣∣∣∣1n − 2

n
+ 3

n
− · · · + (−1)n−1n

n

∣∣∣∣ . (Pozor! Výraz je v absolutnı´ hodnotě.)

Řešenı́. Je
1

n
− 2

n
+ 3

n
− · · · + (−1)n−1n

n
= 1 − 2 + 3 − · · · + (−1)n−1n

n
.

Zdáse tedy, zˇe jedinýproblém spočı́vá ve vhodne´m vyjádřenı́součtu

1 − 2 + 3 − · · · + (−1)n−1n.

Je vidět, že tento soucˇet můžeme cha´pat jako rozdı´l dvou aritmetických posloupnostı´ (oběmajı́diferenci 2)
— totiž konečnéaritmeticképosloupnosti 1+ 3 + 5 + · · · a konecˇnéaritmeticképosloupnosti 2+ 4 +
+ 6 + · · · . Oběposloupnosti jisteˇ umı́me secˇı́st, i kdyžmusı́me trochu da´vat pozor, ktere´ budou jejich
poslednı´ členy. Je to vsˇak postup zbytecˇněsložitý. Stačı́ si uvědomit, že v přı́paděn lichého máme

1 − 2 + 3 − · · · + (−1)n−1n = 1 + (−2 + 3) + · · · + (−(n − 1) + n) = n + 1

2
= n

2
+ 1

2

a v přı́paděn sudého

1 − 2 + 3 − · · · + (−1)n−1n = (1 − 2) + (3 − 4) + · · · + ((n − 1) − n) = −n

2
.
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Obě formule bychom jisteˇ rádi zapsali jednotny´m způsobem. S prvnı´m sčı́tancem potı´ž nenı́ — stačı́
napsat

(−1)n−1n

2
.

Nynı́ musı́me napsat urcˇitý výraz tak, aby pron liché byl roven 1
2 a pron sudénule. I to však lze udeˇlat

poměrněsnadno. Stacˇı́ napsat [
1 + (−1)n−1

] 1

4
.

Celkem tedy dosta´váme

1 − 2 + 3 − · · · + (−1)n−1n = (−1)n−1n

2
+ [

1 + (−1)n−1
]1
4

= (−1)n−1 1

4

[
2n + 1 + (−1)n−1

]
,

a tudı́ž ∣∣∣∣1n − 2

n
+ 3

n
− · · · + (−1)n−1n

n

∣∣∣∣ = 1

4

∣∣∣∣2 + 1 + (−1)n−1

n

∣∣∣∣ .
Platı́

lim
n→∞

(
2 + 1 + (−1)n−1

n

)
= 2 + lim

n→∞
1

n

[
1 + (−1)n−1

] = 2.

Poslednı´ limita je rovna nule podle Veˇty 1.5. Je totiž lim
n→∞

1
n

= 0 a posloupnost 1+ (−1)n−1 je omezena´.

Odtud podle Veˇty 1.3plyne

lim
n→∞

1

4

∣∣∣∣2 + 1 + (−1)n−1

n

∣∣∣∣ = 1

2
.

�

Přı́klad 1.8. Určete lim
n→∞

[ 1

1 · 2
+ 1

2 · 3
+ · · · + 1

n(n + 1)

]
.

Řešenı́. U tohoto přı́kladu je nutno si uveˇdomit, že 1
k(k+1) = 1

k
− 1

k+1 . Potom

1

1 · 2
+ 1

2 · 3
+ · · · + 1

n(n + 1)
=
(1

1
− 1

2

)
+
(1

2
− 1

3

)
+ · · · +

(1

n
− 1

n + 1

)
= 1 − 1

n + 1
.

Uvažovanálimita je tedy rovna

lim
n→∞

(
1 − 1

n + 1

)
= 1.

�

Přı́klad 1.9. Určete lim
n→∞

[ 1

1 · 2 · 3
+ 1

2 · 3 · 4
+ · · · + 1

n(n + 1)(n + 2)

]
.

Řešenı́. Tato limita je velmi podobna´ limitě předchozı´. Zkusı́me proto postupovat velmi podobny´m
způsobem.

1

k(k + 1)(k + 2)
= 1

k(k + 1)
· 1

k + 2
=
(1

k
− 1

k + 1

)
· 1

k + 2
=

= 1

k(k + 2)
− 1

(k + 1)(k + 2)
= 1

2

(1

k
− 1

k + 2

)
−
( 1

k + 1
− 1

k + 2

)
=

= 1

2k
− 1

k + 1
+ 1

2(k + 2)
.



1.2 Přı́klady 9

S použitı́m tohoto výsledku dosta´váme

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
= 1

2

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1
+ 1

2

n∑
k=1

1

k + 2
=

= 1

2

n∑
k=1

1

k
−

n+1∑
k=2

1

k
+ 1

2

n+2∑
k=3

1

k
= 1

2
+ 1

4
+ 1

2

n∑
k=3

1

k
− 1

2
−

n∑
k=3

1

k
− 1

n + 1
+

+ 1

2

n∑
k=3

1

k
+ 1

2(n + 1)
+ 1

2(n + 2)
= 1

4
− 1

n + 1
+ 1

2(n + 1)
+ 1

2(n + 2)
.

Odtud

lim
n→∞

[ 1

1 · 2 · 3
+ 1

2 · 3 · 4
+ · · · + 1

n(n + 1)(n + 2)

]
=

= lim
n→∞

[1

4
− 1

n + 1
+ 1

2(n + 1)
+ 1

2(n + 2)

]
= 1

4
.

Existuje ovšem ještě jiný způsob, jak vypocˇı́st danou limitu, ktery´ se ideoveˇ asi ještě vı́ce nezˇ právě
použitý postup podoba´ způsobu výpočtu limity v předchozı´m přı́kladě. Platı́totiž

1

k(k + 1)(k + 2)
= 1

2

( 1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

)
.

Užijeme-li tento vztah, dosta´váme

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
= 1

2

n∑
k=1

1

k(k + 1)
− 1

2

n∑
k=1

1

(k + 1)(k + 2)
=

= 1

2

n∑
k=1

1

k(k + 1)
− 1

2

n+1∑
k=2

1

k(k + 1)
= 1

2
· 1

1 · 2
− 1

2
· 1

(n + 1)(n + 2)
.

Tedy

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
= lim

n→∞

[1

4
− 1

2(n + 1)(n + 2)

]
= 1

4
.

�

Přı́klad 1.10. Určete lim
n→∞

(1

2
+ 3

22
+ 5

23
+ · · · + 2n − 1

2n

)
.

Řešenı́. Toto je již limita zcela odlisˇná od všech předchozı´ch. Dı́váme-li se chvı´li na výraz v závorce,
může nás napadnout prˇedstavit si ho v na´sledujı́cı́ formě:

1

21
+

+ 1

22
+ 1

22
+ 1

22
+

+ 1

23
+ 1

23
+ 1

23
+ 1

23
+ 1

23
+

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
+ 1

2n
+ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · + 1

2n︸ ︷︷ ︸
(2n−1)-krát

.
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Silněnápadnéje, že ve sloupcı´ch dosta´váme same´ (konečné) geometricke´ řady. Zkusı´me tedy scˇı́tat nikoli
po řádcı́ch, nýbrž po sloupcı´ch. Dosta´váme

1

2
· 1 − 1

2n

1 − 1
2

+ 2
1

22
· 1 − 1

2n−1

1 − 1
2

+ · · · + 2
1

2k
· 1 − 1

2n−k+1

1 − 1
2

+ · · · + 2
1

2n
· 1 − 1

2

1 − 1
2

.

Uvědomme si zde urcˇitý technickýmoment. Obecny´ (k-tý) člen nás navádı́ k tomu, jak napsat poslednı´
člen, kdek = n. Kdybychom poslednı´ člen napsali prosteˇ jako 2· 1

2n , nebylo by mozˇnév úpravách dále
pokračovat. My ale ma´me(

1 − 1

2n

)
+
(
1 − 1

2n−1

)
+ 1

2

(
1 − 1

2n−2

)
+ · · ·

+ 1

2k−2

(
1 − 1

2n−k+1

)
+ · · · + 1

2n−2

(
1 − 1

2

)
=

=
(
1 − 1

2n

)
+
(
1 + 1

2
+ · · · + 1

2n−2

)
− (n − 1)

1

2n−1
=

= 1 − 1

2n
+ 2

(
1 − 1

2n−1

)
− (n − 1)

1

2n−1
=

= 3 − 1

2n
− n + 1

2n−1
= 3 − 1

2n
− 1

2n−1
− n

2n−1
= 3 − 3 · 1

2n
− 2 · n

2n
.

Tedy

lim
n→∞

(1

2
+ 3

21
+ 5

23
+ · · · + 2n − 1

2n

)
= 3 − lim

n→∞
1

2n
− 2 lim

n→∞
n

2n
= 3.

Upozorňujeme, že poslednı´ limita je specia´lnı́m přı́padem limity lim
n→∞

nk

an uvedene´ v tabulce. �

Přı́klad 1.11. Určete lim
n→∞

(23 − 1

23 + 1
· 33 − 1

33 + 1
· · · n

3 − 1

n3 + 1

)
.

Řešenı́. Na prvnı́pohled na´s může napadnout, zˇe výrazy v čitatelı́ch a jmenovatelı´ch je možno rozložit.
Je třeba ovsˇem prozkoumat, zda na´m tyto rozklady budou k neˇčemu dobre´. Dostáváme

23 − 1

23 + 1
· 33 − 1

33 + 1
· · · (n − 1)3 − 1

(n − 1)3 + 1
· n

3 − 1

n3 + 1
=

= (2 − 1)(22 + 2 + 1)

(2 + 1)(22 − 2 + 1)
· (3 − 1)(33 + 3 + 1)

(3 + 1)(32 − 3 + 1)
× · · ·

×
(
(n − 1) − 1

)(
(n − 1)2 + (n − 1) + 1

)(
(n − 1) + 1

)(
(n − 1)2 − (n − 1) + 1

) · (n − 1)(n2 + n + 1)

(n + 1)(n2 − n + 1)
=

= 1 · 2 · · · (n − 2)(n − 1)

3 · 4 · · · n(n + 1)
· 22 + 2 + 1

22 − 2 + 1
· 32 + 3 + 1

32 − 3 + 1
× · · ·

× (n − 1)2 + (n − 1) + 1

(n − 1)2 − (n − 1) + 1
· n

2 + n + 1

n2 − n + 1
.

V prvnı́m zlomku poslednı´ho výrazu se mnoho cˇinitelů zkrátı́. Dalšı́ zlomky ovšem vypadajı´ mnohem
méně sympaticky. Zkusı´me-li si však vyčı́slit hodnoty čitatelů a jmenovatelu˚ několika prvnı́ch z nich,
nejspı´še dospeˇjeme k následujı́cı́mu vztahu:

(k + 1)2 − (k + 1) + 1 = k2 + 2k + 1 − k − 1 + 1 = k2 + k + 1.
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Tento vztah na´m ukazuje, zˇe čitatel zlomku (samozrˇejmědruhým zlomkem pocˇı́naje) se zkra´tı́ se jmeno-
vatelem zlomku na´sledujı́cı́ho (pokud za nı´m ovšem ten na´sledujı́cı́ je). Uvažovanývýraz se pak podstatneˇ
zjednodusˇı́ a bude mı´t tvar

1 · 2

n(n + 1)
· n

2 + n + 1

22 − 2 + 1
= 2

3
· n

2 + n + 1

n2 + n
.

Takto dosta´váme

lim
n→∞

(23 − 1

23 + 1
· 33 − 1

33 + 1
· · · n

3 − 1

n3 + 1

)
= 2

3
lim
n→∞

n2 + n + 1

n2 + n
= 2

3
.

�

Přı́klad 1.12. Určete lim
n→∞

n∑
k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)! .

Řešenı́. Zde můžeme být na znacˇných rozpacı´ch, jak postupovat. Ale v cˇitateli je mnohocˇlen a mno-
hočleny často umı´me rozložit. Jistěby bylo přı́jemné, kdyby se neˇkterý činitel v rozkladu mnohocˇlenu
k3 + 6k2 + 11k + 5 zkrátil proti (k + 1)!. Zkusı́me tedy naprˇ. zdak + 1 nedělı́ uvažovanýmnohočlen.
Bohužel však zjistı́me, že v boděk = −1 mámnohočlen hodnotu−1. Tedyk + 1 nášmnohočlen nedeˇlı́,
ale z nasˇeho výsledku plyne, zˇe k + 1 dělı́ mnohočlen (k3 + 6k2 + 11k + 5) + 1. Odtud je pak jizˇ jen
krůček ke zjištěnı́, že

k3 + 6k2 + 11k + 5 = (k + 1)(k + 2)(k + 3) − 1.

S použitı́m tohoto výsledku dosta´váme

n∑
k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)! =
n∑

k=1

(k + 1)(k + 2)(k + 3) − 1

(k + 3)! =

=
n∑

k=1

1

k! −
n∑

k=1

1

(k + 3)! =
n∑

k=1

1

k! −
n+3∑
k=4

1

k! =

= 1

1! + 1

2! + 1

3! − 1

(n + 1)! − 1

(n + 2)! − 1

(n + 3)! .

Odtud

lim
n→∞

n∑
k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)! =

= lim
n→∞

( 1

1! + 1

2! + 1

3! − 1

(n + 1)! − 1

(n + 2)! − 1

(n + 3)!
)

=

= 1

1! + 1

2! + 1

3! = 5

3
.

�

Přı́klad 1.13. Posloupnost{an}∞
n=1 je dána předpisema1 = 0, an = an−1 + 3

4
pron ≥ 2. Určete lim

n→∞ an.

Řešenı́. V tomto přı́kladěje posloupnost definova´na pomocı´ rekurentnı´ formule. Vypočteme-li prvnı´ tři
členy, zjistı́me, že

a1 = 0 < a2 = 3

4
< a3 = 15

16
.

Posloupnost{an}∞
n=1, alesponˇ na svém začátku, působı́dojmem, že by mohla by´t rostoucı´ a shora omezena´

čı́slem 1. Zkusme tedy tato tvrzenı´ dokázat. Zřejměa1 < a2. Předpokládejme tedy, zˇe ak < ak+1 pro
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všechnak = 1,2, . . . .n − 1. Upravujeme-li nerovnost, jejı´ž platnost ovsˇem chceme teprve doka´zat,
dostáváme

an < an+1,

an−1 + 3

4
<

an + 3

4
,

an−1 + 3 < an + 3,

an−1 < an,

přičemž poslednı´ nerovnost podle indukcˇnı́ho předpokladu platı´. Předchozı´ postup ovsˇem nemu˚žeme
považovat za du˚kaz, spı´še za na´vod k důkazu. Forma´lnı́ důkaz by postupoval prˇesněopačným směrem.
Podle indukcˇnı́ho předpokladu platı´ an−1 < an. Odtud úpravami dosta´váme

an−1 + 3 < an + 3,

an−1 + 3

4
<

an + 3

4
,

an < an+1.

Tı́m je tedy doka´záno, že posloupnost{an}∞
n=1 je rostoucı´. Ukážeme nynı´, žean < 1 pro všechnan ∈ N.

Zřejměa1 < 1. Předpokládejme, žeak < 1 prok = 1,2, . . . , n − 1. Potom

an = an−1 + 3

4
<

1 + 3

4
= 1,

čı́mž je omezenost posloupnosti{an}∞
n=1 dokázána. Podle Veˇty 1.9 má tedy posloupnost{an}∞

n=1 vlastnı́
limitu. Označı́me lim

n→∞ an = a. V rovnostian = an−1+3
4 pišmen + 1 mı́ston. Dostáváme rovnost

an+1 = an + 3

4
,

kteráplatı́ pro všechnan ∈ N. Přechodem k limiteˇ na obou strana´ch této rovnosti dosta´váme

lim
n→∞ an+1 = lim

n→∞
an + 3

4
,

a = 1

4
( lim
n→∞ an + 3),

a = 1

4
(a + 3),

a = 1.

Připomeňme, že lim
n→∞ an+1 = a na základěVěty 1.12, protože posloupnost{an+1}∞

n=1 je vybranáz {an}∞
n=1.

Ukázali jsme tedy, zˇe lim
n→∞ an = 1.

Ukažme si ale jesˇtě, nežukončı́me tento prˇı́klad, jak jinak můžeme dospeˇt k přesvědčenı́, že čı́slo 1
by mohlo být hornı́ hranicı́ posloupnosti{an}∞

n=1. Postup, ktery´ ukážeme, se na´m může hodit i leckdy
jindy. K přesvědčenı́, že an < 1 pro každé n ∈ N jsme původnědospěli odhadem. Pak jsme ovsˇem
tuto nerovnost doka´zali. Můžeme však postupovat i takto: Chceme-li doka´zat, že an < c pro všechna
n ∈ N (c ovšem zatı´m nezna´me), bylo by dobre´, kdybychom byli schopni doka´zat, že an < c implikuje
an+1 < c:

an+1 = an + 3

4
<

c + 3

4
.
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Kdyby nynı́platilo c+3
4 = c, byl by náš důkaz hotov. Z te´to rovnice ale ihned dosta´vámec = 1.

Můžeme ale nabı´dnout jesˇtě dalšı́ postup pro urcˇenı́kandidáta na hornı´ hranici posloupnosti{an}∞
n=1.

V okamžiku, kdy užvı́me, že{an}∞
n=1 je rostoucı´, můžeme uvazˇovat následujı́cı́m způsobem: Hornı´ hranicı́

rostoucı´ konvergentnı´ posloupnosti je jejı´ limita. Má-li posloupnost{an}∞
n=1 vlastnı́ limitu, označme

lim
n→∞ an = a. Přechodem k limiteˇ v rovnosti an+1 = an+3

4 úplně stejnějako výše zjistı́me, že a = 1.

Takže, má-li posloupnost{an}∞
n=1 vůbec hornı´ hranici, potom cˇı́slo a = 1 je jejı́ hornı́hranicı́. �

Přı́klad 1.14. Posloupnost{an}∞
n=1 je dána předpisema1 > 0, an+1 = 1

2

(
an + 1

an

)
. Určete lim

n→∞ an.

Řešenı́. Jedna´ se opeˇt o posloupnost definovanou rekurentneˇ, takže zkusı´me stejny´ postup jako v Prˇı́-
kladě1.13. Je-li posloupnost{an}∞

n=1 vůbec monotonnı´, zjistı́me téměř jistědruh monotonnosti srovna´nı́m
prvnı́ch dvou členů a1 a a2 = 1

2

(
a1 + 1

a1

)
. (Nic nezjistı́me pouze v prˇı́paděa1 = a2.) Vyšetřujme tedy

např. nerovnost

a1 < a2, a1 <
1

a1
,

a1 <
1

2

(
a1 + 1

a1

)
, a2

1 < 1,

2a1 < a1 + 1

a1
, a1 < 1.

Zdá se tedy, zˇe pro a1 < 1 by nasˇe posloupnost mohla by´t neklesajı´cı́ a pro a1 > 1 nerostoucı´.
Každopádně je ale jasne´, že proa1 = 1 je konstantnı´, přesněji an = 1 pro všechnan ∈ N. Předchozı´
domněnka o monotonnosti je vsˇak velkýomyl, kterýnám ukazuje, jak opatrnı´ při matematicky´ch soudech
musı́me být. Jak ale zjistı´me, že se jedna´ o omyl, a jak nalezneme spra´vnou odpoveˇd’? Pokracˇujeme-li
v našich předchozı´ch úvahách, je přirozenésnažit se v přı́paděa1 < 1 dokázat, že nasˇe posloupnost je
neklesajı´cı́. Vyšetřujme proto nerovnostan ≤ an+1 :

an ≤ an+1,

an ≤ 1

2

(
an + 1

an

)
,

an ≤ 1

an
,

an ≤ 1.

(Při násobenı´ čı́sleman nedojde k obra´cenı́nerovnosti, nebot’ jak se snadno doka´že indukcı´ {an}∞
n=1 je

posloupnost s kladny´mi členy.) Jisteˇ by tedy bylo dobre´ dokázat, žean ≤ 1 pro všechnan ∈ N. Pron ≥ 2
zde dosta´váme

an ≤ 1,

1

2

(
an−1 + 1

an−1

)
≤ 1,

an−1 + 1

an−1
≤ 2,

a2
n−1 + 1 ≤ 2an−1,

(an−1 − 1)2 ≤ 0,
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odkud ihned vidı´me, že an ≤ 1 neplatı´ ani pron = 2. Navı́c opakova´nı́m předchozı´ho postupu snadno
zjistı́me, že pro libovolnén ≥ 2 platı́ dokonce obra´cenánerovnostan ≥ 1. Přitom ale klidněmůže
být a1 < 1. To ale znamena´, že neplatı´ an ≤ an+1, ale naopak zˇe platı́an ≥ an+1, ovšem pouze pro
n ≥ 2. Naše posloupnost tedy je, od druhe´ho členu počı́naje, vždy nerostoucı´, bez ohledu na velikost
kladného čı́slaa1. Existuje tedy lim

n→∞ an. (Čtenář necht’si rozmyslı´, že posloupnost, ktera´ je monotonnı´ až

od určitého členu, musı´ mı́t nutnělimitu zrovna tak jako posloupnost monotonnı´. Snadno to doka´žeme
např. užitı́m Vět 1.9 a 1.11.) Vzhledem k tomu, zˇe an ≥ 1 pron ≥ 2, je tato limita vlastnı´ a různáod
nuly. Oznacˇı́me lim

n→∞ an = a. Přechodem k limiteˇ v rovnostian+1 = 1
2

(
an + 1

an

)
dostáváme

a = 1

2

(
a + 1

a

)
,

a = 1

a
,

a = 1.

Ukázali jsme tedy, zˇe lim
n→∞ an = 1. Na této úloze stojı´ za povsˇimnutı́ následujı́cı́ skutečnost: Cela´

posloupnost je urcˇena jejı´m prvnı́m členema1. Změnı́me-li jejı́ prvnı́ člen (s výjimkou přı́padua′
1 = 1

a1
),

změnı́ se všechny jejı´ členy. Přitom ale ke zmeˇnělimity nedojde. �

Přı́klad 1.15. Posloupnost{an}∞
n=1 bud’ dána předpisema1 > 0, an+1 = an(a

2
n + 3c)

3a2
n + c

(c ≥ 0 je pevne´).

Určete lim
n→∞ an.

Řešenı́. Je to opeˇt posloupnost zadana´ rekurentneˇ, takže by to pro na´s mohla by´t rutinnı́ úloha. Prozkou-
mejme třeba nerovnostan ≤ an+1 :

an ≤ an+1,

an ≤ an(a
2
n + 3c)

3a2
n + c

,

3a2
n + c ≤ a2

n + 3c,

an ≤ √
c.

(Úpravy jsou zcela v porˇádku, nebot’ jak se snadno doka´že indukcı´, {an}∞
n=1 je posloupnost s kladny´mi

členy.) Podstatny´ je tedy vztah cˇlenů posloupnosti k cˇı́slu
√
c. O členu a1 nevı́me nic. Uvazˇme tedy

nejprve prˇı́pada1 ≤ √
c a zkusme zjistit, zda potom platı´ an ≤ √

c pro všechnan ≥ 1:

an ≤ √
c,

an−1(a
2
n−1 + 3c)

3a2
n−1 + c

≤ √
c,

a3
n−1 + 3an−1c ≤ 3a2

n−1

√
c + c

√
c,

a3
n−1 − 3a2

n−1

√
c + 3an−1(

√
c)2 − (

√
c)3 ≤ 0,

(an−1 − √
c)3 ≤ 0,

an−1 − √
c ≤ 0,

an−1 ≤ √
c.
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Důkaz indukcı´ bude tedy fungovat. U´ plně stejněv přı́padě, že a1 ≥ √
c dokážeme, že an ≥ √

c pro
všechnan ∈ N. Užitı́m postupu uvedene´ho na zacˇátku přı́kladu dosta´váme nynı´ (opět indukcı́):

Je-lia1 ≤ √
c, je {an}∞

n=1 neklesajı´cı́.

Je-lia1 ≥ √
c, je {an}∞

n=1 nerostoucı´.

Přitom v prvnı́m (druhém) přı́paděje {an}∞
n=1 omezena´ shora (zdola) cˇı́slem

√
c. V každém přı́padětedy

existuje vlastnı´ lim
n→∞ an, kterou oznacˇı́me pı́smenema. Měli bychom nynı´ vzı́t rovnostan+1 = an(a

2
n+3c)

3a2
n+c

a

limitovat ji. Zde však musı´me postupovat trochu opatrneˇ. Na prave´ straněnemůžeme totižjen tak napsat

lim
n→∞

an(a
2
n + 3c)

3a2
n + c

=
lim
n→∞[an(a2

n + 3c)]
lim
n→∞[3a2

n + c] ,

protože naprˇ. nevı́me, zda na´hodou nenı´ lim
n→∞[3a2

n + c] = 0. (To ovšem může nastat pouze v prˇı́padě

c = 0. Tento prˇı́pad však nenı´ vyloučen.)
Nynı́ ukážeme, že proc > 0 je a > 0, cožpoužijeme k výpočtu a. V přı́paděa1 ≤ √

c je a limitou
neklesajı´cı́ posloupnosti kladny´ch čı́sel, a tudı´ž a > 0. V přı́paděa1 ≥ √

c je an ≥ c, takže rovněž

a ≥ √
c > 0. Tedy v prˇı́padě, že c > 0, limitovánı́m rovnostian+1 = an(a

2
n+3c)

3a2
n+c

dostáváme

a = a(a2 + 3c)

3a2 + c
,

3a2 + c = a2 + 3c,

a = √
c,

a tedy lim
n→∞ an = √

c. V přı́padě, žec = 0, márovnostan+1 = an(a
2
n+3c)

3a2
n+c

tvaran+1 = an
3 . Odtud limitovánı́m

a = a

3
,

a = 0.

a tedy lim
n→∞ an = √

0. V každém přı́padětedy můžeme napsat lim
n→∞ an = √

c. �

Přı́klad 1.16. Posloupnost{an}∞
n=1 je dána předpisema1 > 0, an+1 = 1

3

(
2an + c

a2
n

)
, kde c > 0 je

konstanta. Urcˇete lim
n→∞ an.

Řešenı́. Zde je na prvnı´ pohled obtı´žnéodhadnout, zda je posloupnost monotonnı´ a o kterýdruh mono-
tonnosti by se meˇlo jednat. Zkusme tedy vysˇetřit, zda posloupnost nenı´ náhodou neklesajı´cı́:

an ≤ an+1,

an ≤ 1

3

(
2an + c

a2
n

)
,

3an ≤ 2an + c

a2
n

,

an ≤ c

a2
n

,

a3
n ≤ c,

an ≤ 3
√
c.
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Kdybychom tedy veˇděli, žean ≤ 3
√
c pro všechna prˇirozenán, snadno bychom pak doka´zali, že posloup-

nost je neklesajı´cı́. Zkušený čtenář si ovšem všimne, že nemu˚žeme nikdy doka´zat platnost nerovnosti
an ≤ 3

√
c pro všechna prˇirozenán, protože o členua1 vı́me pouze, zˇe je kladný, přičemžmůže být klidně

třeba většı́ než 3
√
c. Zdálo by se tedy, zˇe je vše ztraceno a zˇe nemu˚žeme doka´zat vůbec nic. Ale neby´vá

dobrése vzda´vat předčasně. Musı́me se sice v nasˇich požadavcı´ch trochu uskrovnit, ale trˇeba to nebude
tak zlé. Co kdyžnerovnostan ≤ 3

√
c platı́ jen pron ≥ nežnějaképřirozenéčı́slo! Půjde-li tato nerovnost

dokázat, zřejměto půjde indukcı´. Předpokládejme tedyan ≤ 3
√
c a zkusme indukcˇnı́ krok:

an+1 ≤ 3
√
c,

1

3

(
2an + c

a2
n

)
≤ 3

√
c,

2an + c

a2
n

≤ 33
√
c,

2
an
3
√
c

+
( 3
√
c

an

)2 ≤ 3.

(Zde úprava chteˇla trochu technicke´ šikovnosti.) Polozˇme u = an
3√c

. Podle indukcˇnı́ho předpokladu je
u ≤ 1. Upravujeme-li da´le, dosta´váme

2u +
(1

u

)2 ≤ 3,

2u3 − 3u2 + 1 ≤ 0.

Zde snadno uha´dneme jeden korˇen — totižkořen 1. Potom uzˇ výraz vlevo snadno rozlozˇı́me.

2
(
u + 1

2

)
(u − 1)2 ≤ 0,

cožskoro nikdy neplatı´ (pouze prou = 1), nebot’se snadno vidı´, že vždy jean > 0 a tudı´ž i u > 0. Tato
dalšı́ katastrofa by na´s měla přivést k zoufalstvı´. Ale zde pozor! Zrˇejměplatı́ vždy

2
(
u + 1

2

)
(u − 1)2 ≥ 0.

Indukčnı́ krok by tedy fungoval, kdybychom dokazovali nerovnost obra´cenou, totizˇ an ≥ 3
√
c! Přitom, jak

snadno zjistı´me, k důkazu nerovnostian+1 ≥ 3
√
c indukčnı́ předpokladan ≥ 3

√
c vůbec nepotrˇebujeme!

Odtud tedy plyne, zˇe an ≥ 3
√
c pro všechnan ≥ 2. Potom ovsˇem nebude platitan ≤ an+1, nýbrž přesně

obráceněan ≥ an+1, ale ažpro n ≥ 2. Všechno vzniklo proto, zˇe jsme na zacˇátku špatněodhadli typ
monotonnosti. Takova´ věc se na´m přirozeněmůže stát častěji, je ovšem třeba se naucˇit, podle objevujı´cı́ch
se zna´mek ve výpočtech, rozpoznat na´š omyl. Každopádnějsme tedy uka´zali, že posloupnost{an}∞

n=1 je
od druhého členu počı́naje nerostoucı´ a mátedy limitu lim

n→∞ an = a. Zároveňpron ≥ 2 platı́0 < an ≤ a2,

takže tato limita je vlastnı´. Limitnı́m přechodem v rovnostian+1 = 1
3

(
2an + c

a2
n

)
dostáváme

a = 1

3

(
2a + c

a2

)
,

3a = 2a + c

a2
,

a = c

a2
,

a3 = c,

a = 3
√
c.
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Nášpostup je spra´vný jen v přı́padě, žea �= 0. Přı́pada = 0 však nemu˚že nastat. Kdyby totizˇ a = 0, potom
by byla lim

n→∞
c

a2
n

= +∞ a limitovánı́m výše uvedene´ rekurentnı´ formule by vyšlo 0 = +∞, cožje spor. Je

tedy lim
n→∞ an = 3

√
c. Opět si zde mu˚žeme povsˇimnout, že limita této rekurentneˇ zadane´ posloupnosti vu˚bec

nezáležı́ na velikosti prvnı´ho členua1. Podotkneˇme ještě, že tato rekurentnı´ posloupnost se v numericke´
matematice pouzˇı́vá k přibližnému výpočtu 3

√
c. �

Přı́klad 1.17. Necht’a1 = 1, ak+1 = (k + 1)(ak + 1). Vypočtěte lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + 1

ak

)
.

Řešenı́. Součin
n∏

k=1

(
1 + 1

ak

)
lze upravit asi jen jednı´m způsobem, a to na tvar

a1 + 1

a1
· a2 + 1

a2
· a3 + 1

a3
· · · an + 1

an
.

Zde by nás mělo napadnout pouzˇı́t vztahak+1 = (k + 1)(ak + 1). Dostaneme tak

a1 + 1

a1
· a2 + 1

2(a1 + 1)
· a3 + 1

3(a2 + 1)
· · · an + 1

n(an−1 + 1)
= an + 1

n! .

Poslednı´ výraz je alesponˇ podstatneˇ jednodusˇšı́ nežvýraz na zacˇátku. Čemu však je rovna jeho limita,
nenı́ani nynı́jasné. Zde asi nezby´vá nic jiného, nežan prostěvypočı́st:

an = n(an−1 + 1) = n + nan−1 = n + n(n − 1)(an−2 + 1) =
= n + n(n − 1) + n(n − 1)an−2 =
= . . . = n + n(n − 1) + · · · + n(n − 1) · · · 2 + n(n − 1) · · · 2 · 1.

Odtud
an + 1

n! = 1 + 1

1! + · · · + 1

(n − 2)! + 1

(n − 1)! + 1

n! .
Celkem potom dosta´váme

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 + 1

ak

)
= lim

n→∞
an + 1

n! = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k! = e

(viz tabulku limit v přı́pravnéčásti). �

Přı́klad 1.18. Určete lim
n→∞

(3

2
· 5

4
· 17

16
· · · 22n + 1

22n

)
.

Řešenı́. Limitovaný výraz zapı´šeme ve tvaru

220 + 1

220 · 221 + 1

221 · 222 + 1

222 · · · 22n + 1

22n
.

Čitatele upravı´me následujı́cı́m způsobem:

(220 + 1)(221 + 1)(222 + 1) · · · (22n + 1) =
= (220 − 1)(220 + 1)(221 + 1)(222 + 1) · · · (22n + 1) =
= (221 − 1)(221 + 1)(222 + 1) · · · (22n + 1) =
= (222 − 1)(222 + 1) · · · (22n + 1) = · · · = 22n+1 − 1.
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Jakým způsobem by meˇl čtenář tuto úpravu objevit, to mu autor nenı´ schopen vysveˇtlit. Chce to chvı´li času
a trochu zkusˇenosti v pocˇı́tánı́. S úlohou podobne´ho charakteru se konecˇně ještě setkáme. Jmenovatele
ovšem upravı´me snadno:

220 · 221 · 222 · · · 22n = 21+21+22+···+2n = 2
2n+1−1

2−1 = 22n+1−1.

Takto dosta´váme

lim
n→∞

(3

2
· 5

4
· 17

16
· · · 22n + 1

22n

)
= lim

n→∞
22n+1 − 1

22n+1−1
= lim

n→∞

(
2 − 1

22n+1 − 1

)
= 2.

�

Přı́klad 1.19. Určete lim
n→∞

(√
2 · 4

√
2 · 8

√
2 · · · 2n

√
2
)
.

Řešenı́. Limitovaný výraz napı´šeme ve tvaru

2
1
2 · 2

1
22 · 2

1
23 · · · 2

1
2n = 2

1
2+ 1

22 +···+ 1
2n = 2

1
2 · 1− 1

2n

1− 1
2 = 2 · 1

2
1

2n
= 2 · 1

2n
√

2
.

Tedy

lim
n→∞

(√
2 · 4

√
2 · 8

√
2 · · · 2n

√
2
) = 2 · 1

lim
n→∞

2n
√

2
= 2,

nebot’ lim
n→∞

2n
√

2 = 1. Poslednı´ rovnost dostaneme pouzˇitı́m lim
n→∞

n
√
a = 1 (viz tabulka limit) a Věty 1.12.

�

Přı́klad 1.20. Určtete lim
n→∞

(√
n + 1 − √

n
)
.

Řešenı́. Zde postupujeme na´sledujı́cı́m způsobem:

lim
n→∞

(√
n + 1 − √

n
) = lim

n→∞

(√
n + 1 − √

n
)

1
=

= lim
n→∞

(√
n + 1 − √

n
)(√

n + 1 + √
n
)

√
n + 1 + √

n
= lim

n→∞
n + 1 − n√
n + 1 + √

n
=

= lim
n→∞

1√
n + 1 + √

n
= 0.

Podobneˇ lze postupovat i ve slozˇitějšı́ch situacı´ch analogicke´ho typu. S touto technikou se konecˇně ještě
setkáme u limit funkcı́. �

Přı́klad 1.21. Určtete lim
n→∞

(n+1)2∑
k=n2

1√
k

.

Řešenı́. Zden-tý člen uvažovanéposloupnosti ma´ tvar

an = 1√
n2

+ 1√
n2 + 1

+ · · · + 1√
(n + 1)2

,
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přičemžpočet sčı́tancův tomto vyjádřenı́ je (n + 1)2 − n2 + 1. Nejmensˇı́ z nich je 1√
(n+1)2

a největšı́

1√
n2

. Platı́tedy

((n + 1)2 − n2 + 1)
1√

(n + 1)2
≤an ≤ ((n + 1)2 − n2 + 1)

1√
n2

,

2n + 2

n + 1
≤an ≤ 2n + 2

n
.

Platı́však lim
n→∞

2n+2
n+1 = lim

n→∞
2n+2
n

= 2. Odtud ihned na za´kladěVěty 1.8dostáváme

lim
n→∞

(n+1)2∑
k=n2

1√
k

= lim
n→∞ an = 2.

�

Přı́klad 1.22. Určete lim
n→∞

1p + 2p + · · · + np

np+1
, p je přirozené.

Řešenı́. U limit tohoto typu je dosti pravdeˇpodobne´, že bude mozˇné je vypočı́st pomocı´ Stolzovy věty.
Položı́me-li totiž

an = 1p + 2p + · · · + np,

bn = np+1,

vidı́me, že máme vypočı́st lim
n→∞

an
bn

. Posloupnost{bn}∞
n=1 je evidentneˇ rostoucı´, takže stacˇı́ vyšetřit existenci

limity lim
n→∞

an+1−an
bn+1−bn

. Tento postup se zda´ výhodný, nebot’výrazan+1−an = (n+1)p je podstatneˇ jednodusˇšı́

nežvýraz proan. Toto bychom obecneˇ měli mı́t na mysli, rozhodujeme-li se pro pouzˇitı́ Stolzovy věty.
Předem by na´m prostěmělo být jasné, že bud’ an+1 − an bude jednodusˇšı́ nežan nebobn+1 − bn bude
jednodusˇšı́ nežbn. Většinou tomu tak je v prˇı́padě, že máme určit limitu zlomku, v jehožčitateli nebo
jmenovateli se vyskytuje „dlouhy´ součet“. Je to pra´vě náš přı́pad.

lim
n→∞

an+1 − an

bn+1 − bn
= lim

n→∞
(n + 1)p

(n + 1)p+1 − np+1

= lim
n→∞

np + členy nižšı́ho stupneˇ

(p + 1)np + členy nižšı́ho stupneˇ
= 1

p + 1
.

�

Přı́klad 1.23. Určete lim
n→∞

1p + 3p · · · + (2n − 1)p

np+1
.

Řešenı́. Přı́klad je zcela stejne´ho typu jako prˇı́klad předchozı´. Opět použijeme Stolzovu veˇtu.

lim
n→∞

(2(n + 1) − 1)p

(n + 1)p+1 − np+1
= lim

n→∞
(2n + 1)p

(n + 1)p+1 − np+1

= lim
n→∞

2pnp + členy nižšı́ho stupneˇ

(p + 1)np + členy nižšı́ho stupneˇ
= 2p

p + 1
.

�
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Přı́klad 1.24. Určete lim
n→∞

(1p + 2p + · · · + np

np
− n

p + 1

)
.

Řešenı́. Zde se sice vyskytuje „dlouhy´ součet“, ale limitovanývýraz nema´ tvar zlomku. Zlomek z neˇj ale
zřejměpůjde udělat. Zda ovsˇem pouzˇitı́ Stolzovy věty povede k vy´sledku lze steˇžı́ předem odhadnout.
Musı́ se to prosteˇ vyzkoušet. Je

lim
n→∞

(1p + 2p + · · · + np

np
− n

p + 1

)
=

= lim
n→∞

(p + 1)(1p + 2p + · · · + np) − np+1

(p + 1)np
=

= lim
n→∞

(p + 1)(n + 1)p − (n + 1)p+1 + np+1

(p + 1)[(n + 1)p − np] =

= lim
n→∞

(p + 1)np + (p + 1)pnp−1 − np+1 − (p + 1)np − (p+1)p
2 np−1 + np+1 + · · ·

(p + 1)[np + pnp−1 − np + · · · ] =

= lim
n→∞

(p+1)p
2 np−1 + · · ·

(p + 1)pnp−1 + · · · = 1

2
.

�

Přı́klad 1.25. Určete lim
n→∞

1 + √
2 + 3

√
3 + · · · + n

√
n

n
.

Řešenı́. Opět typický přı́klad na pouzˇitı́ Stolzovy věty.

lim
n→∞

1 + √
2 + 3

√
3 + · · · + n

√
n

n
= lim

n→∞

n+1
√
n + 1

(n + 1) − n
= 1.

Zde musı´me využı́t lim
n→∞

n
√
n = 1 — viz tabulku limit. �

Přı́klad 1.26. Určete lim
n→∞

cn

n
, c > 1 reálné.

Řešenı́. I tuto limitu, ačna to nevypada´, lze velmi snadno vypocˇı́st s pouzˇitı́m Stolzovy věty. Zdean = cn,
bn = n a ihned je videˇt, že velmi jednoduchy´ bude výrazbn+1 − bn. Dostáváme

lim
n→∞

cn

n
= lim

n→∞
cn+1 − cn

(n + 1) − n
= lim

n→∞

[
cn+1

(
1 − 1

c

)]
= +∞ ·

(
1 − 1

c

)
= +∞.

�

Přı́klad 1.27. Určete lim
n→∞

cn

n! , c > 0 reálné.

Řešenı́. Tuto limitu máme uvedenu v tabulce. Lze ji urcˇit různými způsoby. My zde uka´žeme jeden,
který se zakla´dána určenı́rekurentnı´ho vztahu. Oznacˇı́me-li an = cn

n! , potom platı´

an+1 = cn+1

(n + 1)! = c

n + 1
· c

n

n! = c

n + 1
· an.

Zřejmě c
n+1 < 1 právě tehdy, kdyžn > c − 1. Odtud je ihned videˇt, že od indexun0 = [c] (zde[ ] značı́

celou část) je posloupnost{an}∞
n=1 klesajı́cı́. Protože se jedna´ o posloupnost kladny´ch čı́sel (tedy zdola
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omezenou cˇı́slem 0), ma´ tato posloupnost vlastnı´ limitu. Označı́me lim
n→∞ an = a. Limitovánı́m vztahu

an+1 = c
n+1 · an dostáváme

a =
(

lim
n→∞

c

n + 1

)
· a,

a = 0.

Tedy lim
n→∞

cn

n! = 0. Tento postup stojı´ za povsˇimnutı́. Posloupnost sice nebyla zada´na rekurentneˇ, přesto

nám však nalezenı´ rekurentnı´ho vztahu umozˇnilo poměrněsnadno urcˇit jejı́ limitu. �

Tı́mto jsme ukoncˇili př ı́klady na určovánı́ limit posloupnostı´. Celýzbytek te´to kapitoly bude veˇnován
určovánı́ limes inferior a limes superior posloupnostı´.

Budeme zde pouzˇı́vat znacˇenı́

bn = inf {an, an+1, an+2, . . . },
cn = sup{an, an+1, an+2, . . . }.

Potom lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn a lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn.

Přı́klad 1.28. Bud’ an = 1 − 1

n
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Zde je situace velmi trivia´lnı́. Zkoumana´ posloupnost ma´ totiž limitu, přesněji lim
n→∞

(
1− 1

n

) = 1.

Potom ovsˇem podle Veˇty 1.14platı́

lim inf
n→∞

(
1 − 1

n

)
= lim sup

n→∞

(
1 − 1

n

)
= lim

n→∞

(
1 − 1

n

)
= 1.

�

Přı́klad 1.29. Bud’ an = (−1)n−1
(
2 + 3

n

)
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Zde máme

an =




2 + 3
n

pron liché,

−(2 + 3
n

)
pron sudé.

Dostáváme tak pro

n liché bn = inf
{
2 + 3

n
,−
(
2 + 3

n + 1

)
, . . .

}
= −

(
2 + 3

n + 1

)
,

n sudé bn = inf
{
−
(
2 + 3

n

)
,2 + 3

n + 1
, . . .

}
= −

(
2 + 3

n

)
.

(Povšimněme si, že v tomto prˇı́kladě, jakož i v některých následujı́cı́ch přı́kladech, platı´, že množina
{an, an+1, an+2, . . . } má nejen infimum a supremum, ale dokonce te´ž minimum a maximum. To na´m
právě umožňuje snadne´ určenı́ členůbn a cn. Posloupnost{bn}∞

n=1 mátedy tvar

−
(
2 + 3

2

)
,−
(
2 + 3

2

)
,−
(
2 + 3

4

)
,−
(
2 + 3

4

)
, . . . .
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Vcelku snadno je videˇt, že lim
n→∞ bn bude rovna−2. Tuto skutecˇnost je mozˇno dokázat přı́mo z definice

limity. My však zde zvolı´me jiný postup. Oznacˇme {dn}∞
n=1 posloupnost 2,2,4,4,6,6, . . . . Zřejmě

dn ≥ n a protože lim
n→∞ n = +∞, je na za´kladěVěty 1.7též lim

n→∞ dn = +∞. Nynı́ už snadno dosta´váme

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = − lim
n→∞

(
2 + 3

dn

)
= −2.

Podobneˇ dostáváme pro

n liché cn = sup
{
2 + 3

n
,−(2 + 3

n + 1
), . . .

}
= 2 + 3

n
,

n sudé cn = sup
{
−(2 + 3

n
),2 + 3

n + 1
, . . .

}
= 2 + 3

n + 1
.

Posloupnost{cn}∞
n=1 mátedy tvar

2 + 3

1
,2 + 3

3
,2 + 3

3
,2 + 3

5
,2 + 3

5
, . . . .

Odtud úvahami stejne´ho typu jako výše dospeˇjeme k výsledku

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = 2.

Na závěr ještěpodotkněme, že lim inf
n→∞ an �= lim sup

n→∞
an, a tudı́ž podle Věty 1.14posloupnost{an}∞

n=1 nemá

limitu. �

Přı́klad 1.30. Bud’ an = (−1)n

n
+ 1 + (−1)n

2
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Zde je

an =
{

− 1
n

pron liché,
1
n

+ 1 pron sudé.

Dostáváme pro

n liché bn = inf
{
−1

n
,

1

n + 1
+ 1,− 1

n + 2
,

1

n + 3
+ 1, . . .

}
= −1

n
,

n sudé bn = inf
{1

n
+ 1,− 1

n + 1
,

1

n + 2
+ 1,− 1

n + 3
, . . .

}
= − 1

n + 1
.

Posloupnost{bn}∞
n=1 mátedy tvar

−1

1
,−1

3
,−1

3
,−1

5
,−1

5
, . . . .

Označme{dn}∞
n=1 posloupnost 1,3,3,5,5, . . . . Platı́dn ≥ n, odkud lim

n→∞ dn = +∞; máme tedy

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = − lim
n→∞

1

dn
= 0.

Dále dostáváme pro

n liché cn = sup
{
−1

n
,

1

n + 1
+ 1,− 1

n + 2
,

1

n + 3
+ 1, . . .

}
= 1

n + 1
+ 1,

n sudé cn = sup
{1

n
+ 1,− 1

n + 1
,

1

n + 2
+ 1,− 1

n + 3
, . . .

}
= 1

n
+ 1.
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Posloupnost{cn}∞
n=1 mátvar

1

2
+ 1,

1

2
+ 1,

1

4
+ 1,

1

4
+ 1, . . . ,

odkud lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = 1. �

Přı́klad 1.31. Bud’ an = 1 + 2(−1)n+1 + 3(−1)(1/2)n(n−1). Určete lim inf
n→∞ an a lim sup

n→∞
an.

Řešenı́. Tato úloha je velice jednoducha´. Je pouze trˇeba členy an vhodněji popsat. Hodnota(−1)n+1

zřejmě závisı́ pouze na tom, zdan je liché či sudé, tj. závisı́ na zbytkove´ třı́dě čı́sla n modulo 2.
S hodnotou(−1)(1/2)n(n−1) je to užnepatrneˇ složitějšı́. Tato hodnota, jak snadno zjistı´me jednoduchy´m
experimentova´nı́m, závisı́na zbytkove´ třı́děčı́slanmodulo 4. Vcelku je tedy vhodne´ vycházet ze zbytkove´
třı́dy čı́slan modulo 4. Dosta´váme takto pro

n = 4k − 3
n(n − 1)

2
= (2k − 2)(4k − 3),

(−1)n+1 = 1, (−1)(1/2)n(n−1) = 1,

n = 4k − 2
n(n − 1)

2
= (2k − 1)(4k − 3),

(−1)n+1 = −1, (−1)(1/2)n(n−1) = −1,

n = 4k − 1
n(n − 1)

2
= (2k − 1)(4k − 1),

(−1)n+1 = 1, (−1)(1/2)n(n−1) = −1,

n = 4k
n(n − 1)

2
= 2k(4k − 1),

(−1)n+1 = −1, (−1)(1/2)n(n−1) = 1.

Odtud vycha´zı́

a4k−3 = 1 + 2 + 3 = 6,

a4k−2 = 1 − 2 − 3 = −4,

a4k−1 = 1 + 2 − 3 = 0,

a4k = 1 − 2 + 3 = 2.

Množina {an, an+1, an+2, . . . } je tedy v kazˇdém přı́paděčtyřprvková a obsahuje cˇı́sla −4,0,2,6. Po-
sloupnosti{bn}∞

n=1, {cn}∞
n=1 jsou tedy obeˇ konstantnı´, přičemžbn = −4, cn = 6. Je tedy

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = −4,

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = 6.

�

Přı́klad 1.32. Bud’ an = (−1)nn. Určete lim inf
n→∞ an a lim sup

n→∞
an.

Řešenı́. Zde máme

an =
{

−n pron liché,

n pron sudé.
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Zřejměb2k−1 ≤ a2k−1 = −(2k−1). Odtud lim
k→∞ b2k−1 = −∞. Posloupnost{bn}∞

n=1 mávšak vždy limitu a

posloupnost{b2k−1}∞
k=1 je z nı́vybraná. Podle Věty 1.12je tedy lim

n→∞ bn = lim
k→∞

b2k−1 = −∞. Dostáváme
tedy

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = −∞.

Podobneˇ c2k ≥ a2k = 2k, odkud lim
n→∞ cn = +∞. Tedy

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = +∞.

�

Přı́klad 1.33. Bud’ an = n(−1)n. Určete lim inf
n→∞ an a lim sup

n→∞
an.

Řešenı́. Zde je

an =




1
n

pron liché,

n pron sudé.

Dále dostáváme pro

n liché bn = inf
{1

n
, n + 1,

1

n + 2
, . . .

}
,

n sudé bn = inf
{
n,

1

n + 1
, n + 2, . . .

}
.

Zřejměje bn ≥ 0 pro všechnan ∈ N, odkud lim
n→∞ bn ≥ 0. Navı́c bez ohledu na to, zda jen sudéči liché,

platı́bn ≤ 1
n

, odkud zase lim
n→∞ bn ≤ lim

n→∞
1
n

= 0. Z obou prˇedchozı´ch výsledkůtedy plyne

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = 0.

Podobneˇ máme pro

n liché cn = sup
{1

n
, n + 1,

1

n + 2
, . . .

}
,

n sudé cn = sup
{
n,

1

n + 1
, n + 2, . . .

}
.

Opět, at’je n sudéči liché, platı́cn ≥ n. Tedy

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = +∞.

Čtenář si může povšimnout, že v tomto prˇı́kladě, na rozdı´l od většiny předchozı´ch, jsme neurcˇili explicitně,
čemu je rovnobn respektivecn (přesto, že by to nebylo obtı´žné), nýbržjsme pouzˇili vhodných odhadu˚. �

Přı́klad 1.34. Bud’ an = 1 + n sin
nπ

2
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Chovánı́ členu an zde zřejměnejvı́c ovlivňuje výraz sinnπ
2 . Argumentem u funkce sinus jsou

celistvénásobky čı́sla π
2 . Odtud je jasne´, žean bude podstatneˇ záviset na zbytkove´ třı́děčı́slan modulo 4.
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Dostáváme takto pro

n = 4k − 3 sin
(4k − 3)π

2
= sin

(
−3

2
π
)

= 1,

n = 4k − 2 sin
(4k − 2)π

2
= 0,

n = 4k − 1 sin
(4k − 1)π

2
= sin

(
−1

2
π
)

= −1,

n = 4k sin
4kπ

2
= 0.

Snadno nynı´ vidı́me, že členy an sn = 4k − 2 nebo 4k (tedy sude´ členy) jsou pro na´s zcela nezajı´mavé.
Platı́však

b4k−1 ≤ a4k−1 = 1 − (4k − 1) = −4k + 2,

odkud lim
k→∞ b4k−1 = −∞, a tudı́ž též lim

n→∞ bn = −∞. Tedy

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = −∞.

Podobneˇ c4k−3 ≥ a4k−3 = 1 + (4k − 3) = 4k − 2, a tudı´ž

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = +∞.

�

Přı́klad 1.35. Bud’ an = 1 + n

n + 1
cos

nπ

2
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Zde opět, jako v předchozı´m přı́kladě, musı́me brát v úvahu zbytkovou trˇı́du čı́slan modulo 4.
Dostáváme pro

n = 4k − 3 cos
(4k − 3)π

2
= cos

(
−3

2
π
)

= 0,

n = 4k − 2 cos
(4k − 2)π

2
= cos(−π) = −1,

n = 4k − 1 cos
(4k − 1)π

2
= cos

(
−1

2
π
)

= 0,

n = 4k cos
4kπ

2
= cos 0= 1.

Odtud

a4k−3 = 1,

a4k−2 = 1 − 4k − 2

4k − 1
,

a4k−1 = 1,

a4k = 1 + 4k

4k + 1
.

Přı́méurčenı́posloupnostı´ {bn}∞
n=1 a{cn}∞

n=1 by bylo možné, ale poneˇkud zdlouhave´. Užijeme jinýpostup.
Z předchozı´ho vyjádřenı́vidı́me ihned, zˇe 0≤ an ≤ 2. Odtud ihned dosta´váme 0≤ bn ≤ 2 a 0≤ cn ≤ 2.
Použijeme-li prvnı́z těchto nerovnostı´ a vyjádřenı́proa4k−2, máme

0 ≤ b4k−2 ≤ a4k−2 = 1 − 4k − 2

4k − 1
.
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Odtud limitnı́m přechodem na za´kladěVěty 1.8dostáváme lim
k→∞ b4k−2 = 0. Tedy

lim inf
n→∞ an = lim

n→∞ bn = 0.

Podobneˇ

1 + 4k

4k + 1
= a4k ≤ c4k ≤ 2

dává lim
k→∞ c4k = 2, a tudı´ž

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ cn = 2.

�

Přı́klad 1.36. Bud’ an = n

n + 1
sin2 nπ

4
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Ve srovnánı́ s předchozı´mi dvěma přı́klady by se mohlo zda´t, že bude trˇeba rozlisˇit osm přı́padů
v závislosti na zbytkove´ třı́dě čı́sla n modulo 8. Nesmı´me ovšem přehlédnout, že funkce sin2 x je
periodickás periodouπ! Budou tedy opeˇt stačit čtyři přı́pady.

n = 4k − 3 sin2 (4k − 3)π

4
= sin2

(
kπ − 3

4
π
)

= 1

2
,

n = 4k − 2 sin2 (4k − 2)π

4
= sin2

(
kπ − 1

2
π
)

= 1,

n = 4k − 1 sin2 (4k − 1)π

4
= sin2

(
kπ − 1

4
π
)

= 1

2
,

n = 4k sin2 4kπ

4
= sin2 kπ = 0.

Chovánı́ samotne´ posloupnosti{ n
n+1}∞

n=1 je jasné. Dále je vcelku zrˇejméz předchozı´ch výpočtů, že při
násobenı´ kvadrátem sinu nejdu˚ležitějšı́ úlohu budou hra´t indexyn = 4k an = 4k − 2, kdy kvadra´t sinu
je nejmensˇı́ (totiž 0) a největšı́ (totiž 1). Zdáse tedy, zˇe limes inferior bude 0 a limes superior 1. Forma´lně
můžeme postupovat na´sledujı́cı́m způsobem:

0 ≤ sin2 nπ

4
≤ 1

0 ≤ n

n + 1
sin2 nπ

4
≤ n

n + 1
< 1.

Odtud plyne lim inf
n→∞ an ≥ 0 a lim sup

n→∞
an ≤ 1. Dále b4k ≤ a4k = 0, odkud lim

n→∞ bn ≤ 0. S využitı́m

nerovnosti lim inf
n→∞ an ≥ 0 tak dosta´váme

lim inf
n→∞ an = 0.

Podobneˇ s použitı́m nerovnostic4k−2 ≥ a4k−2 = 4k−2
4k−1 dostáváme nejprve nerovnost lim

n→∞ c4k−2 ≥ 1, a

konečněve spojenı´ s nerovnostı´ lim sup
n→∞

an ≤ 1 dostáváme

lim sup
n→∞

an = 1.
�
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Přı́klad 1.37. Bud’ an = n − 1

n + 1
cos

2nπ

3
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Zde jsou argumentem funkce kosinus prˇirozenénásobky čı́sla 2
3π. Odtud již by nám mělo

být jasné(dı́ky tomu, že kosinus ma´ periodu 2π), že stacˇı́ uvažovat zbytkove´ třı́dy čı́sla n modulo 3.
Dostáváme pro

n = 3k − 2 cos
2(3k − 2)π

3
= cos

(
2kπ − 4

3
π
)

= −1

2
,

n = 3k − 1 cos
2(3k − 1)π

3
= cos

(
2kπ − 2

3
π
)

= −1

2
,

n = 3k cos
2 · 3kπ

3
= cos 2kπ = 1.

Protože lim
n→∞

n−1
n+1 = 1, na za´kladěpředchozı´ch výsledkůlze opět očekávat, že limes inferior bude−1

2

a limes superior bude 1. Budeme postupovat na´sledujı́cı́m způsobem. Z prˇedchozı´ch výsledků ihned
plynou nerovnosti

−1

2
≤ cos

2nπ

3
≤ 1,

−1

2
· n − 1

n + 1
≤ n − 1

n + 1
cos

2nπ

3
≤ n − 1

n + 1
,

odkud

lim inf
n→∞ an ≥ lim inf

n→∞

(
−1

2
· n − 1

n + 1

)
= lim

n→∞

(
−1

2
· n − 1

n + 1

)
= −1

2
.

Podobneˇ

lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

n − 1

n + 1
= lim

n→∞
n − 1

n + 1
= 1.

Dále jeb3k−2 ≤ a3k−2 = −1
2 · 3k−3

3k−1 , a tudı́ž lim
n→∞ bn ≤ −1

2. Podobneˇ c3k ≥ a3k = 3k−1
3k+1 , a tudı́ž lim

n→∞ cn ≥ 1.

Dáme-li všechny tyto nerovnosti dohromady, dosta´váme ihned

lim inf
n→∞ an = −1

2
, lim sup

n→∞
an = 1.

�

Přı́klad 1.38. Bud’ an =
(
1 + 1

n

)n
(−1)n + sin

nπ

4
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. U výrazu
(
1 + 1

n

)n
nám uvažovánı́ o zbytkových třı́dách čı́slan zjevněnenı́nic platné. Výraz

(−1)n závisı́ na zbytkove´ třı́děčı́slan modulo 2 a vy´raz sinnπ
4 závisı́ na zbytkove´ třı́děčı́slan modulo 8.
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Asi nám tedy nezby´vá nežuvažovat zbytkove´ třı́dy modulo 8. Dosta´váme pro

n = 8k − 7 sin
(8k − 7)π

4
= sin

(
−7

4
π
)

=
√

2

2
,

n = 8k − 6 sin
(8k − 6)π

4
= sin

(
−6

4
π
)

= 1,

n = 8k − 5 sin
(8k − 5)π

4
= sin

(
−5

4
π
)

=
√

2

2
,

n = 8k − 4 sin
(8k − 4)π

4
= sin

(
−4

4
π
)

= 0,

n = 8k − 3 sin
(8k − 3)π

4
= sin

(
−3

4
π
)

= −
√

2

2
,

n = 8k − 2 sin
(8k − 2)π

4
= sin

(
−2

4
π
)

= −1,

n = 8k − 1 sin
(8k − 1)π

4
= sin

(
−1

4
π
)

= −
√

2

2
,

n = 8k sin
8kπ

4
= 0.

Zde by se na prvnı´ pohled mohlo zda´t, že hodnotu lim inf
n→∞ an nejvı́ce ovlivnı́ členy sn = 8k − 2, protože

zde sinnπ
4 = −1. To ovšem nenı´ pravda, protozˇe toton je sudé, a prvnı́člen

(
1 + 1

n

)n
(−1)n tedy bude

poměrněvelký. Bude tedy le´pe se poohle´dnout po liche´m n, pro kterésin nπ
4 bude nejmensˇı́ (mezi všemi

lichými n). To je bud’ n = 8k − 3 nebon = 8k − 1. Budeme postupovat takto:

n sudé
(
1 + 1

n

)n
(−1)n + sin

nπ

4
> 0,

n liché
(
1 + 1

n

)n
(−1)n + sin

nπ

4
≥ −

(
1 + 1

n

)n −
√

2

2
.

Pro každén tedy platı´ (
1 + 1

n

)n
(−1)n + sin

nπ

4
≥ −

(
1 + 1

n

)n −
√

2

2
,

odkud

lim inf
n→∞ an ≥ lim inf

n→∞

[
−
(
1 + 1

n

)n −
√

2

2

]
= lim

n→∞

[
−
(
1 + 1

n

)n −
√

2

2

]
= −e−

√
2

2
.

Dále

b8k−1 ≤ a8k−1 = −
(
1 + 1

8k − 1

)8k−1 −
√

2

2
.

Odtud

lim
n→∞ bn = lim

k→∞ b8k−1 ≤ lim
k→∞

[
−
(
1 + 1

8k − 1

)8k−1 −
√

2

2

]
= −e−

√
2

2
.

Ve spojenı´ s předchozı´ nerovnostı´ tak dosta´váme

lim inf
n→∞ an = −e−

√
2

2
.
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Vzpomeneme-li si, zˇe
{(

1 + 1
n

)n}
je rostoucı´ posloupnost konvergujı´cı́ k čı́slu e, dosta´váme ihned

odhad (
1 + 1

n

)n
(−1)n + sin

nπ

4
≤ e+ 1,

odkud plyne lim sup
n→∞

an ≤ e+ 1. Dále pak

c8k−6 ≥ a8k−6 =
(
1 + 1

8k − 6

)8k−6 + 1,

coždává

lim
n→∞ cn = lim

k→∞
c8k−6 ≥ lim

k→∞

[(
1 + 1

8k − 6

)8k−6 + 1

]
= e+ 1.

Vycházı́ tedy
lim sup
n→∞

an = e+ 1.
�

Přı́klad 1.39. Bud’ an = n
√

1 + 2n(−1)n . Určete lim inf
n→∞ an a lim sup

n→∞
an.

Řešenı́. Zde mázřejměsmysl rozlišovatn sudéa liché. Dostáváme pro

n liché an = n

√
1 + 1

2n
,

n sudé an = n
√

1 + 2n.

Výraz n

√
1 + 1

2n je blı́zký n
√

1 = 1 a odtud zı´skáme podezrˇenı́, že limes inferior asi bude 1. Podobneˇ

výraz = n
√

1 + 2n je blı́zký n
√

2n = 2, cožnasvědčuje tomu, že limes superior asi bude 2. Pokusme se
to dokázat s pouzˇitı́m vhodných odhadu˚. Pro každén zřejměplatı́ an ≥ 1, odkud lim inf

n→∞ an ≥ 1. Dále

b2k−1 ≤ a2k−1 = 2k−1

√
1 + 1

22k−1 ≤ 2k−1
√

2. Odtud

lim
k→∞

b2k−1 ≤ lim
k→∞

2k−1
√

2 = 1,

takže
lim inf
n→∞ an = 1.

(Platı́ lim
k→∞

2k−1
√

2 = 1 — viz tabulka limit.) Dále platı́ c2k ≥ a2k = 2k
√

1 + 22k ≥ 2k
√

22k = 2, odkud

lim sup
n→∞

an ≥ 2. Trochu vı´ce musı´me přemýšlet, jak zı́skat obra´cenou nerovnost. Bude ale urcˇitě technicky

výhodnézı́skat pod odmocninou opeˇt nějakou mocninu. Zrˇejměplatı́ pro

n liché n

√
1 + 1

2n
≤ n

√
2n+1 = 2

n+1
n ,

n sudé n
√

1 + 2n ≤ n
√

2n+1 = 2
n+1
n ,

takžean ≤ 2
n+1
n pro každén. Odtud

lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

2
n+1
n = lim

n→∞ 2
n+1
n = 2.

Tak vycházı́
lim sup
n→∞

an = 2.
�
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Přı́klad 1.40. Bud’ an = cosn
2nπ

3
. Určete lim inf

n→∞ an a lim sup
n→∞

an.

Řešenı́. Argumentem kosinu jsou prˇirozenénásobky čı́sla 2
3π. Zároveňvšak zname´nko členuan závisı́

na čı́slen v exponentu. Je tedy te´ž třeba uvazˇovat zbytkovou trˇı́du čı́slan modulo 2. Celkem tedy musı´me
uvažovat zbytkovou trˇı́du čı́slan modulo 6. Dosta´váme pro

n = 6k − 5 cos6k−5 2(6k − 5)π

3
= cos6k−5

(
4kπ − 10

3
π
)

=

=
(
−1

2

)6k−5 = −
(1

2

)6k−5
,

n = 6k − 4 cos6k−4 2(6k − 4)π

3
= cos6k−4

(
4kπ − 8

3
π
)

=

=
(
−1

2

)6k−4 =
(1

2

)6k−4
,

n = 6k − 3 cos6k−3 2(6k − 3)π

3
= cos6k−3

(
4kπ − 6

3
π
)

= 1,

n = 6k − 2 cos6k−2 2(6k − 2)π

3
= cos6k−2

(
4kπ − 4

3
π
)

=

=
(
−1

2

)6k−2 =
(1

2

)6k−2
,

n = 6k − 1 cos6k−1 2(6k − 1)π

3
= cos6k−1

(
4kπ − 2

3
π
)

=

=
(
−1

2

)6k−1 = −
(1

2

)6k−1
,

n = 6k cos6k
2 · 6kπ

3
= cos6k 4kπ = 1.

Zde je téměř ihned jasne´, že lim sup
n→∞

an = 1. Můžeme postupovat na´sledujı́cı́m způsobem: cosn 2nπ
3 ≤ 1

a odtud lim sup
n→∞

an ≤ 1. Dále pakc6k ≥ a6k = 1, coždává lim sup
n→∞

an ≥ 1. Máme tedy

lim sup
n→∞

an = 1.

Určenı́ limes inferior je zde ocˇividně obtı́žnějšı́. Zkoumáme-li však členy an majı́cı́ zápornéznaménko,
zjistı́me, že pro kazˇdén platı́

cosn
2nπ

3
≥ −

(1

2

)n
.

Odtud

lim inf
n→∞ cosn

2nπ

3
≥ lim inf

n→∞

[
−
(1

2

)n] = lim
n→∞

[
−
(1

2

)n] = − lim
n→∞

(1

2

)n = 0.

Na druhéstraněovšemb6k−1 ≤ a6k−1 = −(1
2

)6k−1
, odkud

lim
n→∞ b6k−1 ≤ lim

n→∞

[
−
(1

2

)6k−1
]

= 0.

Takto dosta´váme
lim inf
n→∞ an = 0. �
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Kapitola 2

Limita funkce

2.1. Přı́pravná tvrzenı́

Věta 2.1. Bud’te f (x) a g(x) dvěfunkce definovane´ na redukovane´m okolı́bodua. (Může být a = −∞
neboa = +∞. Potom je ovsˇem třeba výraz redukovane´ okolı́nahradit výrazem okolı´.) Bud’ c čı́slo. Necht’
existujı́vlastnı́ limity lim

x→a
f (x), lim

x→a
g(x). Potom existujı´ rovněž limity lim

x→a
(f (x) + g(x)), lim

x→a
(cf (x)),

lim
x→a

(f (x)g(x)), přičemžplatı́

a) lim
x→a

(f (x) + g(x)) = lim
x→a

f (x) + lim
x→a

g(x),

b) lim
x→a

(cf (x)) = c · lim
x→a

f (x),

c) lim
x→a

(f (x)g(x)) = lim
x→a

f (x) · lim
x→a

g(x).

Je-li navı́c lim
x→a

g(x) �= 0, potom existuje te´ž lim
x→a

f (x)

g(x)
, přičemžplatı́

d) lim
x→a

f (x)

g(x)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g(x)
.

Zcela analogicke´ tvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Poznámka. Podobneˇ jako u posloupnostı´, funkcı́ zde rozumı´me komplexnı´ funkci reálné proměnnéa
čı́slem rozumı´me komplexnı´ čı́slo. Většinou budeme ovsˇem stejneˇ počı́tat limity reálných funkcı́reálné
proměnné. Limity komplexnı́ch funkcı́většinou pak uzˇ spočı́táme snadno podle Veˇty 2.13(viz dále).

Věta 2.2. Bud’tef (x) a g(x) dvěreálné funkce definovane´ na redukovane´m okolı́bodua (může být opět
a = −∞ neboa = +∞.) a bud’ c reálné čı́slo. Potom platı´

a) Je-li funkcef (x) zdola omezena´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua a lim
x→a

g(x) = +∞, potom

lim
x→a

(f (x) + g(x)) = +∞.

b) Je-li funkcef (x) shora omezena´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua a lim
x→a

g(x) = −∞, potom

lim
x→a

(f (x) + g(x)) = −∞.

c) Je-li c > 0 a lim
x→a

f (x) = +∞, potomlim
x→a

(cf (x) = +∞.

Je-li c > 0 a lim
x→a

f (x) = −∞, potomlim
x→a

(cf (x) = −∞.

Je-li c < 0 a lim
x→a

f (x) = +∞, potomlim
x→a

(cf (x) = −∞.

Je-li c < 0 a lim
x→a

f (x) = −∞, potomlim
x→a

(cf (x) = +∞.
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d) Existuje-li čı́slod > 0 tak, žef (x) > d na nějakém redukovane´m okolı́bodua a je-li lim
x→a

g(x) = +∞,

potom lim
x→a

(f (x)g(x)) = +∞.

Existuje-li čı́slod > 0 tak, žef (x) > d na nějakém redukovane´m okolı́bodua a je-li lim
x→a

g(x) = −∞,

potom lim
x→a

(f (x)g(x)) = −∞.

Existuje-li čı́slod < 0 tak, žef (x) < d na nějakém redukovane´m okolı́bodua a je-li lim
x→a

g(x) = +∞,

potom lim
x→a

(f (x)g(x)) = −∞.

Existuje-li čı́slod < 0 tak, žef (x) < d na nějakém redukovane´m okolı́bodua a je-li lim
x→a

g(x) = −∞,

potom lim
x→a

(f (x)g(x)) = +∞.

Analogickátvrzenı´ platı́ téžpro jednostranne´ limity. (V bodech a) a b) potom stacˇı́ předpokládat omezenost
funkcef (x) na přı́slušném jednostranne´m redukovane´m okolı́. Podobneˇ v boděd) nerovnosti typud > 0
stačı́ předpokládat na přı́slušném jednostranne´m redukovane´m okolı́.)

Poznámka k Větě 2.2.

ad a) Je-li lim
x→a

f (x) vlastnı́ nebo+∞, potom jef (x) na nějakém redukovane´m okolı́ bodu a zdola

omezena´.

ad b) Je-li lim
x→a

f (x) vlastnı́ nebo−∞, potom jef (x) na nějakém redukovane´m okolı́ bodu a shora

omezena´.

Z Věty 2.1a), Věty 2.2a) a b) a z prˇedchozı´ch pozna´mek ad a) a ad b) snadno plyne, zˇe existujı´-li limity
lim
x→a

f (x) a lim
x→a

g(x) (přı́padněnevlastnı´) a jejich soucˇet másmysl, potom existuje te´ž lim
x→a

(f (x)+ g(x))

a platı́
lim
x→a

(f (x) + g(x)) = lim
x→a

f (x) + lim
x→a

g(x).

Toto tvrzenı´ je v přı́paděreálných funkcı́zobecneˇnı́m Věty 2.1a).

ad d) Je-li lim
x→a

f (x) < 0 (> 0), potom existuje cˇı́slod < 0 (> 0) takové, žef (x) < d (> d) na nějakém

redukovane´m okolı́ bodua. Výsledky bodu d) mu˚žeme potom formulovat daleko jednodusˇeji:

Je-li lim
x→a

f (x) �= 0 (přı́padněnevlastnı´) a platı́-li předpoklady bodu d) Veˇty 2.2 týkajı́cı́ se funkce

g(x), potom platı´
lim
x→a

(f (x)g(x)) = lim
x→a

f (x) · lim
x→a

g(x)

při použitı́ obvyklého rozšı́řenı́operace na´sobenı´ reálných čı́sel. Toto tvrzenı´ můžeme cha´pat jako
rozšı́řenı́Věty 2.1c).

Předchozı´ věta se zda´nlivě nezmiňuje o výpočtu lim
x→a

f (x)

g(x)
. Uvědomme si vsˇak, že podı´l f (x)

g(x)
můžeme

chápat též jako soucˇin f (x) · 1
g(x)

.
Analogicképoznámky lze vyslovit též pro jednostranny´ přı́pad.

Věta 2.3. Necht’existujelim
x→a

f (x). Potom existuje te´ž lim
x→a

|f (x)| a platı́

lim
x→a

|f (x)| = | lim
x→a

f (x)|.

Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Poznámka k Větě 2.3. Věta 2.3 platı́ i v přı́paděreálné funkce s nevlastnı´ limitou, když definujeme
| + ∞| = +∞, | − ∞| = +∞.
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Věta 2.4. Bud’ f (x) funkce definovana´ na redukovane´m okolı́bodua. Potomlim
x→a

f (x) = 0 právě tehdy

když lim
x→a

|f (x)| = 0. Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Věta 2.5. Bud’tef (x) a g(x) dvěfunkce definovane´ na redukovane´m okolı́bodua. Necht’lim
x→a

f (x) = 0

a necht’g(x) je omezena´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua. Potomlim
x→a

f (x)g(x) = 0. Analogické

tvrzenı´ platı́ téžpro jednostranne´ limity. (Omezenost funkceg(x) potom stacˇı́ předpokládat na přı́slušném
jednostranne´m redukovane´m okolı́.)

Věta 2.6. Bud’tef (x) a g(x) dvěreálné funkce definovane´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua. Necht’
na nějakém redukovane´m okolı́bodua platı́ f (x) ≤ g(x) a necht’ existujı´ lim

x→a
f (x) a lim

x→a
g(x). Potom

platı́
lim
x→a

f (x) ≤ lim
x→a

g(x).

Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Poznámka k Větě 2.6. Může se sta´t, žef (x) < g(x) na nějakém redukovane´m okolı́ bodua, ale přesto
lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x). Jednoduchy´m přı́kladem jsou naprˇ. funkcef (x) = 0, g(x) = x2 na nějakém

redukovane´m okolı́ bodua = 0.

Věta 2.7. Bud’tef (x) a g(x) dvěreálné funkce definovane´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua. Necht’
na nějakém redukovane´m okolı́bodua platı́f (x) ≤ g(x). Necht’lim

x→a
f (x) = +∞ (respektivelim

x→a
g(x) =

= −∞). Potom limita lim
x→a

g(x) (respektivelim
x→a

f (x)) existuje a platı´ lim
x→a

g(x) = +∞ (respektive

lim
x→a

f (x) = −∞. Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Věta 2.8. Bud’te f (x), g(x), h(x) tři reálné funkce definovane´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua.
Necht’ na neˇjakém redukovane´m okolı́ bodu a platı́ f (x) ≤ g(x) ≤ h(x). Necht’ existujı´ lim

x→a
f (x) a

lim
x→a

h(x) (přı́padněnevlastnı´) a platı́ lim
x→a

f (x) = lim
x→a

h(x). Potom existuje te´ž lim
x→a

g(x) a rovná se

společnéhodnotělim
x→a

f (x) = lim
x→a

h(x). Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Věta 2.9. Bud’ f (x) monotonnı´ reálná funkce definovana´ na intervalu(a, b) (může být a = −∞ nebo
b = +∞. Potom existujı´ lim

x→a+f (x) a lim
x→b−

f (x) (přı́padněnevlastnı´).

Je-lif (x) neklesajı´cı́ (nerostoucı´), potom lim
x→a+f (x) je vlastnı´ právětehdy, kdyzˇ f (x) je zdola (shora)

omezena´.
Je-lif (x) neklesajı´cı́ (nerostoucı´), potom lim

x→b− f (x) je vlastnı´ právětehdy, kdyzˇ f (x) je shora (zdola)

omezena´.

Věta 2.10. Bud’ f (x) funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́ bodu a a bud’ g(x) funkce
definovana´ na nějakém okolı́ (nikoli redukovane´m) bodua a spojitá v boděa. Necht’f (x) = g(x)

na nějakém redukovane´m okolı́ bodua. Potom existujelim
x→a

f (x) a platı́ lim
x→a

f (x) = g(a). Specia´lně,

je-li f (x) definována na nějakém okolı́ (nikoli redukovane´m) bodua a je spojitá v boděa, potom
lim
x→a

f (x) = f (a). Analogickétvrzenı´ platı́ téžpro jednostranne´ limity. (Spojitost je potom nutno nahradit

jednostrannou spojitostı´.)

Věta 2.11. Bud’f (x) funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua. Potomlim
x→a

f (x) existuje

právě tehdy, kdyzˇ existujı́ lim
x→a− f (x) a lim

x→a+f (x) a platı́ lim
x→a− f (x) = lim

x→a+f (x). Existuje-li lim
x→a

f (x),

potom platı´ lim
x→a

f (x) = lim
x→a−f (x) = lim

x→a+ f (x). (Věta se týká i nevlastnı´ch limit.)
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Věta 2.12. Bud’ g(x) reálná funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua (může být a =
= −∞ neboa = +∞). Necht’ existuje vlastnı´ lim

x→a
g(x) = A. Necht’ existuje redukovane´ okolı́ bodua,

na němžg(x) �= A. Necht’f (y) je funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́boduA a necht’
existuje lim

y→A
f (y). (V přı́paděreálné funkcef (y) tato limita může být též nevlastnı´.) Potom existuje te´ž

lim
x→a

f (g(x)) a platı́

lim
x→a

f (g(x)) = lim
y→A

f (y).

Poznámka k Větě 2.12. Jedna´ se o tzv. veˇtu o limitě složenéfunkce, kterou budeme prˇi výpočtu limit
velmi často pouzˇı́vat. Tuto větu lze vyslovit též pro jednostranne´ limity. Jejı́ jednostrannou versi (nebo
spı́še verse, protozˇe je jich vı́c) zde nebudeme uva´dět. Nejsou vsˇak nikterak zvla´št’ složité a můžeme
čtenáři jen doporucˇit, aby se je pokusil zformulovat a doka´zat.

Věta 2.13. Bud’ f (x) funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́bodua. Pro každé x z tohoto
okolı́pišmef (x) = f1(x)+ i f2(x), kdef1(x) respektivef2(x) je reálná respektive imagina´rnı́ část čı́sla
f (x). Potom existuje vlastnı´ lim

x→a
f (x) právě tehdy, kdyzˇ existujı́ vlastnı́ lim

x→a
f1(x) a vlastnı´ lim

x→a
f2(x).

V přı́padě, že existuje vlastnı´ lim
x→a

f (x) (nebo ekvivalentneˇ existujı́vlastnı́ lim
x→a

f1(x) a vlastnı´ lim
x→a

f2(x)),

platı́
lim
x→a

f (x) = lim
x→a

f1(x) + i lim
x→a

f2(x).

Věta 2.14 (Heineho). Bud’ f (x) funkce definovana´ na nějakém redukovane´m okolı́ bodu a. Potom
lim
x→a

f (x) existuje právě tehdy, kdyzˇ pro každou reálnou posloupnost{xn}∞
n=1 s vlastnostmi

1) xn ležı́ v definičnı́m oboru funkcef (x) pro každén,

2) xn �= a pro každén,

3) lim
n→∞ xn = a

existuje lim
n→∞ f (xn). Existuje-li lim

x→a
f (x), potom pro kazˇdou reálnou posloupnost s vlastnostmi1), 2), 3)

platı́
lim
n→∞ f (xn) = lim

x→a
f (x).

Analogickétvrzenı´ platı́ též pro jednostranne´ limity.

Na závěr uvedeme hodnoty neˇkterých často se vyskytujı´cı́ch se limit.

lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

1 − cosx

x2
= 1

2
,

lim
x→0

ex − 1

x
= 1, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

lim
x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctgx

x
= 1,

lim
x→+∞

ex

xn
= +∞, lim

x→+∞
xn

ex
= 0,

n přirozené, n přirozené,
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lim
x→+∞

ln x

xn
= 0, lim

x→+∞
xn

ln x
= +∞,

n přirozené, n přirozené,

lim
x→0+ xn ln x = 0,

n přirozené.

2.2. Přı́klady

Přı́klad 2.1. Určete lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x − 1
.

Řešenı́. Zde je situace velmi jednoducha´. Raciona´lnı́ funkce x2−1
2x2−x−1

je definována na okolı´ bodu 0

o poloměru 1
2 a je v bodeˇ 0 spojitá. (Připomeňme, že raciona´lnı́ funkce je spojita´ v každém bodě, ve

kterém je definova´na.) Podle druhe´ části Věty 2.10je tedy

lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x − 1
= 02 − 1

2 · 02 − 0 − 1
= 1.

�

Přı́klad 2.2. Určete lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
.

Řešenı́. Limitovanáfunkce je zde u´plněstejnájako v předchozı´m přı́kladě, ale přesto je zde situace zcela
odlišná, nebot’ limitu nynı́počı́táme v bodeˇ a = 1. V tomto bodeˇ ovšem raciona´lnı́ funkce x2−1

2x2−x−1
nenı́

vůbec definova´na. Pra´vě toto bude pro na´s zcela obvykla´ situace. Nasˇtěstı́ ale čı́slo 1 je nejen korˇenem
polynomu ve jmenovateli, ale rovneˇž kořenem polynomu v cˇitateli. V uvažovaném výrazu bude tedy
možno krátit. Dostáváme

x2 − 1

2x2 − x − 1
= (x − 1)(x + 1)

2(x − 1)
(
x + 1

2

) = x + 1

2
(
x + 1

2

) .
Použijeme nynı´ Větu 2.10. Funkcef (x) = x2−1

2x2−x−1
je definována na redukovane´m okolı́ bodua = 1

o poloměru (např.) 1. Funkceg(x) = x+1
2(x+ 1

2 )
je definována na okolı´ (nikoli redukovane´m) bodua = 1

o poloměru 1 a je v bodeˇ a = 1 spojitá. Podle Věty 2.10tedy platı´

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
= 1 + 1

2
(
1 + 1

2

) = 2

3
.

�
Poznámka. Způsobem, jaky´ jsme právě ukázali, budeme Veˇtu 2.10 velmi často pouzˇı́vat. Budeme to
většinou dělat zcela bez dalsˇı́ch komenta´řů. Je proto nezbytneˇ potřeba, aby si cˇtenář na jejı́ použı́vánı́
zvykl a aby si beˇhem výpočtu uvědomoval, kde tuto veˇtu použı́vá.

Přı́klad 2.3. Určete lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x) − 1

x
.

Řešenı́. Zde je nula korˇenem jak polynomu v cˇitateli, tak i polynomu ve jmenovateli. Polynom v cˇitateli
je zřejměpotřeba nejprve upravit:

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x) − 1 = 6x3 + 11x2 + 6x.
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Tedy
(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x) − 1

x
= 6x2 + 11x + 6.

Odtud na za´kladěVěty 2.10

lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x) − 1

x
= 6 · 02 + 11 · 0 + 6 = 6.

Připomeňme, že jsme pouzˇili Vě tu 2.10tak, že jsme polozˇili

f (x) = (1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x) − 1

x
, g(x) = 6x2 + 11x + 6.

�

Přı́klad 2.4. Určete lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
.

Řešenı́. Zde

(1 + x)5 − (1 + 5x) = 1 + 5x + 10x2 + 10x3 + 5x4 + x5 − 1 − 5x = x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2,

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
= x3 + 5x2 + 10x + 10

1 + x3
.

Podle Věty 2.10je tedy

lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
= 03 + 5 · 02 + 10 · 0 + 10

1 + 03
= 10.

Povšimněme si ještě, že při úpravěvýrazu(1 + x)5 − (1 + 5x) jsme koeficienty u trˇetı́ ažpáté mocniny
proměnnéx vůbec nemuseli pocˇı́tat. Stacˇilo si uvědomit, že po vydělenı́x2 se z nich stanou prvnı´ ažtřetı́
mocniny, ktere´ stejnědajı́ nulu po dosazenı´ x = 0. Často si tak mu˚žeme zjednodusˇit počı́tánı́ a ušetřit
čas. �

Přı́klad 2.5. Určete lim
x→0

(1 + mx)n − (1 + nx)m

x2
, m an jsou přirozenáčı́sla.

Řešenı́. Nula je opět kořenem jak polynomu v cˇitateli, tak i polynomu ve jmenovateli. Cˇ itatele upravı´me:

(1 + mx)n − (1 + nx)m = 1 + mnx +
(
n

2

)
(mx)2 + členy stupneˇ > 2 −

− 1 − mnx −
(
m

2

)
(nx)2 − členy stupneˇ > 2 =

= n(n − 1)

2
m2x2 − m(m − 1)

2
n2x2 + členy stupneˇ > 2 =

= 1

2
mn(n − m)x2 + členy stupneˇ > 2.

Dostáváme tak
(1 + mx)n − (1 + nx)m

x2
= 1

2
mn(n − m) + členy stupneˇ > 0.

Odtud potom na za´kladěVěty 2.10dostáváme

lim
x→0

(1 + mx)n − (1 + nx)m

x2
= 1

2
mn(n − m).

�
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Přı́klad 2.6. Určete lim
x→2

x2 − 5x + 6

x2 − 8x + 15
.

Řešenı́. Na tomto prˇı́kladě bychom se meˇli naučit nehledat zbytecˇně složitost tam, kde nenı´. Čı́slo 2
je sice korˇenem polynomu v cˇitateli, ale nenı´ kořenem polynomu ve jmenovateli! Raciona´lnı́ funkce
x2−5x+6
x2−8x+15 je tedy spojita´ v bodě2. Podle druhe´ části Věty 2.10je tedy

lim
x→2

x2 − 5x + 6

x2 − 8x + 15
= 22 − 5 · 2 + 6

22 − 8 · 2 + 15
= 0.

�

Přı́klad 2.7. Určete lim
x→1

x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
.

Řešenı́. Zde je čı́slo 1 kořenem jak polynomu v cˇitateli, tak i polynomu ve jmenovateli. Jak je zna´mo
z algebry, musı´ v tomto přı́paděpolynomx − 1 dělit polynom x3 − 3x + 2. Dostáváme

(x3 − 3x + 2) : (x − 1) = x2 + x − 2,

−x3 + x2

x2 − 3x + 2

−x2 + x

− 2x + 2

2x − 2

0

a tedyx3 − 3x + 2 = (x − 1)(x2 + x − 2). Podobneˇ najdemex4 − 4x + 3 = (x − 1)(x3 + x2 + x − 3).
Odtud

x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
= x2 + x − 2

x3 + x2 + x − 3
.

Vidı́me ovšem ihned, zˇe čı́slo 1 je kořenem jak polynomux2 + x − 2 v čitateli, tak i polynomux3 + x2 +
+ x − 3 ve jmenovateli. Deˇlenı́ polynomemx − 1 musı´me tedy opakovat. Oba polynomy jsou ovsˇem
natolik jednoduche´, že se je mu˚žeme pokusit rozlozˇit přı́mo:

x2 + x − 2 = (x2 − 1) + (x − 1) = (x − 1)[(x + 1) + 1] = (x − 1)(x + 2),

x3 + x2 + x − 3 = (x3 − 1) + (x2 − 1) + (x − 1) =
= (x − 1)[(x2 + x + 1) + (x + 1) + 1] = (x − 1)(x2 + 2x + 3).

Tedy
x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
= x2 + x − 2

x3 + x2 + x − 3
= x + 2

x2 + 2x + 3
.

Podle Věty 2.10dostáváme

lim
x→1

x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
= 1 + 2

12 + 2 · 1 + 3
= 1

2
.

Při použitı́ Věty 2.10klademe

f (x) = x3 − 3x + 2

x4 − 4x + 3
, g(x) = x + 2

x2 + 2x + 3
.

�
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Přı́klad 2.8. Určete lim
x→1

x4 − 3x + 2

x5 − 4x + 3
.

Řešenı́. Čı́slo 1 je zde korˇenem polynomu v cˇitateli i jmenovateli. Protozˇe oba polynomy jsou pomeˇrně
jednoduche´, nebudeme je deˇlit x − 1, ale zkusı´me je rozlozˇit přı́mo. (Dělenı́ bývá sice někdy delšı́, ale
zato mátu výhodu, že se jedna´ o úkon zcela mechanicky´.) Je:

x4 − 3x + 2 = (x4 − x) + (−2x + 2) = x(x3 − 1) − 2(x − 1) =
= (x − 1)[x(x2 + x + 1) − 2] = (x − 1)(x3 + x2 + x − 2),

x5 − 4x + 3 = (x5 − x) + (−3x + 3) = x(x4 − 1) − 3(x − 1) =
= (x − 1)[x(x3 + x2 + x + 1) − 3] = (x − 1)(x4 + x3 + x2 + x − 3),

takže
x4 − 3x + 2

x5 − 4x + 3
= x3 + x2 + x − 2

x4 + x3 + x2 + x − 3
.

Tedy

lim
x→1

x4 − 3x + 2

x5 − 4x + 3
= 13 + 12 + 1 − 2

14 + 13 + 12 + 1 − 3
= 1.

�

Přı́klad 2.9. Určete lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x + 8

x4 − 8x2 + 16
.

Řešenı́. Čı́slo 2 je kořenem polynomu v cˇitateli i jmenovateli. Oba polynomy jsou pomeˇrně jednoduche´
a proto se opeˇt pokusı´me o přı́mý rozklad, čı́mž se vyhneme deˇlenı́ polynomemx − 2. Je:

x3 − 2x2 − 4x + 8 = x2(x − 2) − 4(x − 2) = (x − 2)(x2 − 4) = (x − 2)2(x + 2),

x4 − 8x2 + 16 = (x2 − 4)2 = (x − 2)2(x + 2)2,

x3 − 2x2 − 4x + 8

x4 − 8x2 + 16
= (x − 2)2(x + 2)

(x − 2)2(x + 2)2
= 1

x + 2
.

Tedy

lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x + 8

x4 − 8x2 + 16
= 1

2 + 2
= 1

4
.

�

Přı́klad 2.10. Určete lim
x→−1

x3 − 2x − 1

x5 − 2x − 1
.

Řešenı́. (Zde se jedna´ o limitu v bodě−1. Limita v bodě1 zleva by se zapsala lim
x→1−.) Čı́slo −1 je

kořenem polynomu v cˇitateli i ve jmenovateli. Pokusı´me se o rozklad:

x3 − 2x − 1 = (x3 − x) + (−x − 1) = x(x2 − 1) − (x + 1) =
= (x + 1)[x(x − 1) − 1] = (x + 1)(x2 − x − 1),

x5 − 2x − 1 = (x5 − x) + (−x − 1) = x(x4 − 1) − (x + 1) =
= x(x2 − 1)(x2 + 1) − (x + 1) = x(x − 1)(x + 1)(x2 + 1) − (x + 1) =
= (x + 1)[x(x − 1)(x2 + 1) − 1] = (x + 1)(x4 − x3 + x2 − x − 1),

takže
x3 − 2x − 1

x5 − 2x − 1
= x(x − 1) − 1

x(x − 1)(x2 + 1) − 1
= x2 − x − 1

x4 − x3 + x2 − x − 1
.
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Tedy

lim
x→−1

x3 − 2x − 1

x5 − 2x − 1
= (−1) · (−2) − 1

(−1) · (−2) · 2 − 1
= 1

3
.

Čtenář necht’si povsˇimne, že čı́slo−1 jsme dosazovali do prˇedposlednı´ho, ještěnerozna´sobene´ho výrazu.
V některých přı́padech to by´vá jednodusˇšı́ neždosazova´nı́ do výsledného roznásobene´ho výrazu. �

Přı́klad 2.11. Určete lim
x→2

(x2 − x − 2)20

(x3 − 12x + 16)10
.

Řešenı́. Čı́slo 2 je kořenem polynomu v cˇitateli i ve jmenovateli. Je:

x2 − x − 2 = (x − 2)(x + 1),

x3 − 12x + 16 = (x3 − 4x) + (−8x + 16) = x(x2 − 4) − 8(x − 2) =
= (x − 2)[x(x + 2) − 8] = (x − 2)(x2 + 2x − 8) =
= (x − 2)(x − 2)(x + 4) = (x − 2)2(x + 4),

takže
(x2 − x − 2)20

(x3 − 12x + 16)10
= (x − 2)20(x + 1)20

(x − 2)20(x + 4)10
= (x + 1)20

(x + 4)10
.

Tedy

lim
x→2

(x2 − x − 2)20

(x3 − 12x + 16)10
= (2 + 1)20

(2 + 4)10
= 320

610
= 320

210 · 310
= 310

210
=
(3

2

)10
.

�

Přı́klad 2.12. Určete lim
x→1

x + x2 + · · · + xn − n

x − 1
.

Řešenı́. Limita zde trochu prˇipomı́nálimitu posloupnosti, ale nedejme se my´lit, n je zde pevne´ přirozené
čı́slo. Čı́slo 1 je zde korˇenem polynomu v cˇitateli i jmenovateli. Z polynomu v cˇitateli zřejměpotřebujeme
vytknoutx − 1. Postupujeme na´sledujı́cı́m způsobem:

x + x2 + · · · + xn − n = (x − 1) + (x2 − 1) + · · · + (xn − 1) =
= (x − 1) + (x − 1)(x + 1) + · · · + (x − 1)(xn−1 + xn−2 + · · · + 1) =
= (x − 1)(xn−1 + 2xn−2 + 3xn−3 + · · · + (n − 1)x + n),

takže
x + x2 + · · · + xn − n

x − 1
= xn−1 + 2xn−2 + · · · + (n − 1)x + n.

Podle Věty 2.10tedy dosta´váme

lim
x→1

x + x2 + · · · + xn − n

x − 1
= 1n−1 + 2 · 1n−2 + · · · + (n − 1) · 1 + n =

= 1 + 2 + · · · + (n − 1) + n = n(n + 1)

2
.

�
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Přı́klad 2.13. Určete lim
x→1

x100 − 2x + 1

x50 − 2x + 1
.

Řešenı́. Zde se snadno prˇesvědčı́me, že čı́slo 1 je kořenem polynomu v cˇitateli i jmenovateli. Asi na´s
zarazı´ vysokýstupenˇ obou polynomu˚ a nebudeme mı´t chut’žádnýz nich dělit polynomemx−1 (přestože
i toto je velmi snadne´). Snadno ale oba polynomy rozlozˇı́me.

x100 − 2x + 1 = (x100 − x) + (−x + 1) = x(x99 − 1) − (x − 1) =
= (x − 1)[x(x98 + x97 + · · · + x + 1) − 1] =
= (x − 1)(x99 + x98 + · · · + x2 + x − 1),

x50 − 2x + 1 = (x50 − x) + (−x + 1) = x(x49 − 1) − (x − 1) =
= (x − 1)[x(x48 + x47 + · · · + x + 1) − 1] =
= (x − 1)(x49 + x48 + · · · + x2 + x − 1),

takže
x100 − 2x + 1

x50 − 2x + 1
= x99 + x98 + · · · + x2 + x − 1

x49 + x48 + · · · + x2 + x − 1
.

Tedy

lim
x→1

x100 − 2x + 1

x50 − 2x + 1
= 99− 1

49− 1
= 98

48
= 49

24
.

�

Přı́klad 2.14. Určete lim
x→1

xm − 1

xn − 1
, m an jsou přirozená.

Řešenı́. Pro nás je toto jižzcela standardnı´ úloha:

xm − 1 = (x − 1)(xm−1 + xm−2 + · · · + x + 1),

xn − 1 = (x − 1)(xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1),

takže
xm − 1

xn − 1
= xm−1 + xm−2 + · · · + x + 1

xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1
.

Tedy

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= 1m−1 + 1m−2 + · · · + 1 + 1

1n−1 + 1n−2 + · · · + 1 + 1
= m

n
.

�

Přı́klad 2.15. Určete lim
x→a

(xn − an) − nan−1(x − a)

(x − a)2
, n je přirozené, a je konstanta.

Řešenı́. Zde čı́slo a je kořenem polynomu v cˇitateli i jmenovateli. Pokusme se tedy rozlozˇit polynom
v čitateli. Musı́me zřejmězačı́t tı́m, že rozložı́me xn − an a potom z obou scˇı́tancůvytknemex − a.
Potom ovsˇem se musı´me snazˇit vytknout x − a ještě jednou, abychom mohli kra´tit proti jmenovateli.

(xn − an) − nan−1(x − a) =
= (x − a)(xn−1 + xn−2a + · · · + xan−2 + an−1) − nan−1(x − a) =
= (x − a)[xn−1 + xn−2a + · · · + xan−2 + an−1 − nan−1] =
= (x − a)[(xn−1 − an−1) + a(xn−2 − an−2) + · · · + an−2(x − a)] =
= (x − a)2[(xn−2 + xn−3a + · · · + an−2) + a(xn−3 + xn−4a + · · · + an−3) +

+ · · · + an−3(x + a) + an−2].
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S použitı́m Věty 2.10dostáváme

lim
x→a

(xn − an) − nan−1(x − a)

(x − a)2
=

= (n − 1)an−2 + (n − 2)an−2 + · · · + 2an−2 + an−2 = n(n − 1)

2
an−2.

�

Přı́klad 2.16. Určete lim
x→1

xn+1 − (n + 1)x + n

(x − 1)2
, n je přirozené.

Řešenı́. Budeme upravovat cˇitatele.

xn+1 − (n + 1)x + n = (xn+1 − x) + (−nx + n) = x(xn − 1) − n(x − 1) =
= (x − 1)[x(xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1) − n] =
= (x − 1)[xn + xn−1 + · · · + x2 + x − n] =
= (x − 1)[(xn − 1) + (xn−1 − 1) + · · · + (x2 − 1) + (x − 1)] =
= (x − 1)2[(xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1) + (xn−2 + xn−3 + · · · + x + 1) +

+ · · · + (x + 1) + 1].
Dále upravovat nenı´ nutné(nemluvěo tom, že jsme tuto u´pravu jižprováděli v Přı́kladě2.12). Dostáváme
ihned (po vydeˇlenı́ (x − 1)2 a dosazenı´ x = 1)

lim
x→1

xn+1 − (n + 1)x + n

(x − 1)2
= n + (n − 1) + · · · + 2 + 1 = n(n + 1)

2
.

�

Přı́klad 2.17. Určete lim
x→1

( m

1 − xm
− n

1 − xn

)
, m an jsou přirozená.

Řešenı́. Zde nesmı´me podlehnout pokusˇenı́ počı́tat tuto limitu jako rozdı´l dvou limit. Lze totiž vcelku
snadno uka´zat, že lim

x→1

m
1−xm vůbec neexistuje. (Limita zleva je+∞, limita zprava−∞, takže stacˇı́ použı́t

Větu 2.11.) Nezbývá nám tedy nic jiného, nežlimitovanou funkci upravit. Jak jsme pra´vě zjistili, nemá
cenu ji udržovat ve tvaru rozdı´lu, takže klidněmůžeme oba zlomky prˇevést na spolecˇného jmenovatele.
Navı́c výrazy 1− xm a 1− xn umı́me rozložit a asi bude dobre´ je rozložit, protože limitu počı́táme
v bodě1.

m

1 − xm
− n

1 − xn
=

= m

(1 − x)(1 + x + · · · + xm−2 + xm−1)
− n

(1 − x)(1 + x + · · · + xn−2 + xn−1)
=

= m(1 + x + · · · + xn−2 + xn−1) − n(1 + x + · · · + xm−2 + xm−1)

(1 − x)(1 + x + · · · + xm−2 + xm−1)(1 + x + · · · + xn−2 + xn−1)
.

Ted’ možnáale nevı´me, jak da´l. S výrazy, ktere´ se nám vyskytujı́ v čitateli jsme ale uzˇ počı́tali. Podı́vejte
se třeba na Prˇı́klad 2.12! Budeme nynı´ upravovat pouze cˇitatele.

m(1 + x + · · · + xn−2 + xn−1) − n(1 + x + · · · + xm−2 + xm−1) =
= m(1 + x + · · · + xn−2 + xn−1) − mn − n(1 + x + · · · + xm−2 + xm−1) + mn =
= m[1 + x + · · · + xn−2 + xn−1 − n] − n[1 + x + · · · + xm−2 + xm−1 − m] =
= m(x − 1)(xn−2 + 2xn−3 + 3xn−4 + · · · + (n − 2)x + n − 1) −

− n(x − 1)(xm−2 + 2xm−3 + 3xm−4 + · · · + (m − 2)x + m − 1).
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Na základěvšech předchozı´ch výpočtů nynı́ dostáváme

lim
x→1

( m

1 − xm
− n

1 − xn

)
=

= −m(1 + 2 + · · · + (n − 1)) − n(1 + 2 + · · · + (m − 1))

mn
=

= −1 + 2 + · · · + (n − 1)

n
+ 1 + 2 + · · · + (m − 1)

m
=

= −n − 1

2
+ m − 1

2
= m − n

2
.

Byl by možný i trochu jiný postup. Vyjdeme-li z nasˇich úprav čitatele zlomku, mu˚žeme psa´t

lim
x→1

m(1 + x + · · · + xn−1) − n(1 + x + · · · + xm−1)

(1 − x)(1 + x + · · · + xm−1)(1 + x + · · · + xn−1)
=

= lim
x→1

m[1 + x + · · · + xn−1 − n] − n[1 + x + · · · + xm−1 − m]
(1 − x)(1 + x + · · · + xm−1)1 + x + · · · + xn−1)

=

= − lim
x→1

m[(x − 1) + · · · + (xn−1 − 1)] − n[(x − 1) + · · · + (xm−1 − 1)]
(x − 1)(1 + x + · · · + xm−1)1 + x + · · · + xn−1)

=

= − lim
x→1

m
[
x−1
x−1 + · · · + xn−1−1

x−1

]− n
[
x−1
x−1 + · · · + xm−1−1

x−1

]
(1 + x + · · · + xm−1)(1 + x + · · · + xn−1)

=

= −
m
[

lim
x→1

x−1
x−1 + · · · + lim

x→1

xn−1−1
x−1

]
lim
x→1

(1 + x + · · · + xm−1) · lim
x→1

(1 + x + · · · + xn−1)
+

+
n
[

lim
x→1

x−1
x−1 + · · · + lim

x→1

xm−1−1
x−1

]
lim
x→1

(1 + x + · · · + xm−1) · lim
x→1

(1 + x + · · · + xn−1)
.

Vypočteme-li nynı´, že lim
x→1

xk−1
x−1 = k, dostáváme pak snadno vy´sledek

− m[1 + · · · + (n − 1)]
mn

+ n[1 + · · · + (m − 1)]
mn

=

= −m(n−1)n
2 − n(m−1)m

2

mn
= −(n − 1) − (m − 1)

2
= m − n

2
.

�
Přı́klad 2.18. Určete lim

x→+∞(αkx
k + αk−1x

k−1 + · · · + α1x + α0), αk �= 0.

Řešenı́. Máme vlastneˇ vypočı́st limitu polynomu. Budeme postupovat zcela stejneˇ jako u limity posloup-
nosti (viz Přı́klad 1.2).

lim
x→+∞ (αkx

k + αk−1x
k−1 + · · · + α1x + α0) =

= lim
x→+∞

[
xk
(
αk + αk−1

1

x
+ · · · + α1

1

xk−1
+ α0

1

xk

)]
.

Zřejmě lim
x→+∞ xk = +∞. Dále

lim
x→+∞

(
αk + αk−1

1

x
+ · · · + α1

1

xk−1
+ α0

1

xk

)
= αk.



2.2 Přı́klady 43

(Zde stacˇı́ použı́t Větu 2.1 bod a) a c) a skutecˇnost, že lim
x→+∞

1
x

= 0.) Podle pozna´mky k Větě 2.2 bod

d) v přı́padě, že αk < 0 (αk > 0), existuje cˇı́slo d < 0 (d > 0) takové, že αkx
k + αk−1x

k−1 + · · · +
+ α1x + α0 < d (> d) na nějakém okolı́ bodu +∞. Podle Věty 2.2 bod d) to potom ale znamena´,
že

lim
x→+∞

[
xk
(
αk + αk−1

1

x
+ · · · + α1

1

xk−1
+ α0

1

xk

)]
=
{

−∞, je-li αk < 0,

+∞, je-li αk > 0. �
Přı́klad 2.19. Určete lim

x→−∞(αkx
k + αk−1x

k−1 + · · · + α1x + α0), αk �= 0.

Řešenı́. Zde postupujeme u´plněstejně. Jedinýrozdı́l spočı́vá v tom, že

lim
x→−∞ xk =

{
−∞, je-li k liché,

+∞, je-li k sudé.

Takto dosta´váme na za´kladěVěty 2.2bod d)

lim
x→−∞

[
xk
(
αk + αk−1

1

x
= + · · · + α1

1

xk−1
+ α0

1

xk

)]
=




+∞ pro k liché, αk < 0,

−∞ pro k liché, αk > 0,

−∞ pro k sudé, αk < 0,

+∞ pro k sudé, αk > 0. �

Přı́klad 2.20. Určete lim
x→+∞

αkx
k + αk−1x

k−1 + · · · + α1x + α0

β�x
� + β�−1x

�−1 + · · · + β1x + β0
, αk �= 0, β� �= 0.

Řešenı́. Zde se jedna´ o limitu racionálnı́ funkce. Postupujeme opeˇt stejnějako u limity posloupnosti (viz
Přı́klad 1.3):

lim
x→+∞

αkx
k + αk−1x

k−1 + · · · + α1x + α0

β�x� + β�−1x�−1 + · · · + β1x + β0
=

= lim
x→+∞

xk
(
αk + αk−1

1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

)
x�

(
β� + β�−1

1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

) =

= lim
x→+∞ xk−� · αk + αk−1

1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

β� + β�−1
1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

.

Musı́me rozlišit tři přı́pady:

a) Přı́pad k = �

Zde dosta´váme

lim
x→+∞

αk + αk−1
1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

β� + β�−1
1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

= αk

βk

.

b) Přı́pad k < l

Použijeme-li Větu 2.1bod c), dosta´váme

lim
x→+∞ xk−� · αk + αk−1

1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

β� + β�−1
1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

= 0 · αk

β�

= 0.
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c) Přı́pad k > �

Zde pouzˇijeme formuli z Pozna´mky k Větě 2.2bod d). Dosta´váme

lim
x→+∞ xk−� · αk + αk−1

1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

β� + β�−1
1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

= +∞ · αk

β�

=
{

−∞ je-li αk

β�
< 0,

+∞ je-li αk

β�
> 0. �

Přı́klad 2.21. Určete lim
x→−∞

αkx
k+αk−1x

k−1+···+α1x+α0
β�x�+β�−1x�−1+···+β1x+β0

, αk �= 0, β� �= 0.

Řešenı́. Zde budou pouze male´ rozdı́ly oproti předchozı´mu přı́kladu.

a) Přı́pad k = �

Zde nedocha´zı́ k žádnézměně.

b) Přı́pad k < �

Zde rovněž nedocha´zı́ k žádnézměně.

c) Přı́pad k > �

Použijeme opět formuli z Pozna´mky k Větě 2.2bod d). Prˇipomeňme ještě, že

lim
x→−∞ xk−� =

{
−∞ je-li k − � liché,

+∞ je-li k − � sudé.

Dostáváme

lim
x→−∞ xk−� · lim

x→−∞
αk + αk−1

1
x

+ · · · + α1
1

xk−1 + α0
1
xk

β� + β�−1
1
x

+ · · · + β1
1

x�−1 + β0
1
x�

=




+∞ pro k − � liché , αk

β�
< 0,

−∞ pro k − � liché , αk

β�
> 0,

−∞ pro k − � sudé, αk

β�
< 0,

+∞ pro k − � sudé, αk

β�
> 0. �

Vidı́me tak, že limity racionálnı́ch funkcı́v bodech−∞ a+∞, podobneˇ jako tomu bylo v analogicke´m
přı́padělimit posloupnostı´, nemusı´me vlastneˇ počı́tat, ale mu˚žeme rovnou psa´t výsledek. Uved’me několik
jednoduchy´ch přı́kladů:

lim
x→+∞

2x4 − 3x + 1

−3x4 + 2x2 − x
= 2

−3
= −2

3
,

lim
x→−∞

2x4 − 3x + 1

−3x4 + 2x2 − x
= 2

−3
= −2

3
,

lim
x→+∞

x5 + 5

x7 + 7
= 0,

lim
x→−∞

x5 + 5

x7 + 7
= 0,

lim
x→+∞

−x6 + x3 + 1

2x5 − 2
= +∞ · −1

2
= −∞,

lim
x→−∞

−x6 + x3 + 1

2x5 − 2
= −∞ · −1

2
= +∞.

V přı́padělimit racionálnı́ch funkcı́ v bodech−∞ a +∞ nemusı´me vždy postupovat jen podle
předchozı´ho návodu. To na´m ukážou následujı́cı́ dva přı́klady.
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Přı́klad 2.22. Určete lim
x→+∞

(x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)

(5x − 1)5
.

Řešenı́. V čitateli máme soucˇin pěti lineárnı́ch polynomu˚ a ve jmenovateli pa´tou mocninu. Tuto limitu
můžeme tedy napsat ve tvaru

lim
x→+∞

[
x − 1

5x − 1
· x − 2

5x − 1
· x − 3

5x − 1
· x − 4

5x − 1
· x − 5

5x − 1

]
,

cožpodle Věty 2.1bod c) a prˇedchozı´ch výsledkůje rovno

lim
x→+∞

x − 1

5x − 1
· lim
x→+∞

x − 2

5x − 1
· lim
x→+∞

x − 3

5x − 1
· lim
x→+∞

x − 4

5x − 1
· lim
x→+∞

x − 5

5x − 1
=

= 1

5
· 1

5
· 1

5
· 1

5
· 1

5
= 1

55
.

�

Přı́klad 2.23. Určete lim
x→+∞

(2x − 3)20(3x + 2)30

(2x + 1)50
.

Řešenı́. Zde opět podle Věty 2.1bod c) a prˇedchozı´ch výsledků

lim
x→+∞

(2x − 3)20(3x + 2)30

(2x + 1)50
= lim

x→+∞

[(2x − 3

2x + 1

)20 ·
(3x + 2

2x + 1

)30
]

=

= lim
x→+∞

(2x − 3

2x + 1

)20 · lim
x→+∞

(3x + 2

2x + 1

)30 =

=
(

lim
x→+∞

2x − 3

2x + 1

)20 ·
(

lim
x→+∞

3x + 2

2x + 1

)30 =
(2

2

)20 ·
(3

2

)30 =
(3

2

)30
.

�

Přı́klad 2.24. Určete lim
x→+∞

(x + 1)(x2 + 1) · · · (xn + 1)

[(nx)n + 1] n+1
2

.

Řešenı́. Dı́váme-li se na cˇitatele, může nás napadnout, zˇe by třeba nebylo sˇpatnécelý limitovaný výraz
napsat ve tvaru soucˇinu. Jenzˇe jmenovatel se mozˇná nezdábýt k tomuto účelu přizpůsoben. Aby na´m
vycházelo něco rozumne´ho alesponˇ v čitateli, bylo by dobre´, kdyby činitel xk+1 byl vydělen mocninouxk .
Můžeme tedy zkusit cˇitatele i jmenovatele vydeˇlit vý razemx · x2 · · · xn :

lim
x→+∞

(x + 1)(x2 + 1) · · · (xn + 1)

[(nx)n + 1] n+1
2

= lim
x→+∞

x+1
x

· x2+1
x2 · · · xn+1

xn

[(nx)n+1] n+1
2

x
n(n+1)

2

=

=
lim

x→+∞
x+1
x

· lim
x→+∞

x2+1
x2 · · · lim

x→+∞
xn+1
xn

lim
x→+∞

[
(nx)n+1

xn

] n+1
2

= 1

[nn] n+1
2

= n− n(n+1)
2 .

Za účelem výpočtu limity ve jmenovateli je nutno pouzˇı́t větu o limitěsloženéfunkce (Věta2.12). Vnitřnı́
funkcı́ je zde funkceg(x) = (nx)n+1

xn a vnějšı́ funkcı́ je funkcef (y) = y
n+1

2 . Platı́

lim
x→+∞

(nx)n + 1

xn
= lim

x→+∞
nnxn + 1

xn
= nn,

lim
y→nn

y
n+1

2 = [nn] n+1
2 ,
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nebot’funkcey
n+1

2 je spojitáv boděnn. Pro složenou funkcif (g(x)) = [
(nx)n+1

xn

] n+1
2 tedy potom platı´

lim
x→+∞

[
(nx)n + 1

xn

] n+1
2

= lim
y→nn

y
n+1

2 = [nn] n+1
2 .

�

Přı́klad 2.25. Určete lim
x→+∞

√
x +√

x + √
x√

x + 1
.

Řešenı́. U přı́kladů tohoto typu je postup podobny´ jako u raciona´lnı́ch funkcı́. V čitateli i jmenovateli
vytkneme „nejvysˇšı́ mocninu promeˇnnéx“. Zde je to v obou prˇı́padech

√
x. Dostáváme

√
x +√

x + √
x√

x + 1
=

√
x ·
√

1 +
√

x+√
x

x

√
x ·
√

1 + 1
x

=

√
1 +

√
1
x

+
√

1
x3√

1 + 1
x

,

takže

lim
x→+∞

√
x +√

x + √
x√

x + 1
= lim

x→+∞

√
1 +

√
1
x

+
√

1
x3√

1 + 1
x

=
lim

x→+∞

√
1 +

√
1
x

+
√

1
x3

lim
x→+∞

√
1 + 1

x

= 1

1
= 1.

K výpočtu limit v čitateli a jmenovateli je ovsˇem potřeba pouzˇı́t zase veˇtu o limitě složenéfunkce, a to
dokonce neˇkolikrát. Ukážeme, jak urcˇı́me limitu v čitateli. Za vnitřnı́ funkci vezmeme funkcig(x) = 1

x3

a za vneˇjšı́ vezmemef (y) = √
y. Platı́

lim
x→+∞

1

x3
= 0, lim

y→0+
√
y = 0,

přičemžposlednı´ limita je rovna 0, protozˇe funkce
√
y je v bodě0 spojitázprava. (Pozor! Pouzˇı́váme zde

jednostrannou verzi veˇty o limitě složenéfunkce.) Pro slozˇenou funkcif (g(x)) =
√

1
x3 tedy platı´

lim
x→+∞

√
1

x3
= lim

y→0+
√
y = 0.

Dále protože lim
x→+∞

1
x

= 0, dosta´váme podle Veˇty 2.1bodu a)

lim
x→+∞

(1

x
+
√

1

x3

)
= lim

x→+∞
1

x
+ lim

x→+∞

√
1

x3
= 0.

Opětněpoužijeme větu o limitě složenéfunkce. Vnitřnı́ funkce tentokra´t budeg(x) = 1
x

+
√

1
x3 a vnějšı́

f (y) = √
y. Platı́

lim
x→+∞

(1

x
+
√

1

x3

)
= 0, lim

y→0+
√
y = 0,

odkud pro limitu slozˇenéfunkcef (g(x)) =
√

1
x

+
√

1
x3 dostáváme

lim
x→+∞

√
1

x
+
√

1

x3
= 0.
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Použijeme-li ještě jednou větu o limitě složenéfunkce, dostaneme

lim
x→+∞

√√√√
1 +

√
1

x
+
√

1

x3
= 1.

�

Přı́klad 2.26. Určete lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

2x + 1
.

Řešenı́. V čitateli máme soucˇet, takže můžeme zkusit napsat

lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

2x + 1
=

= lim
x→+∞

√
x√

2x + 1
+ lim

x→+∞

3
√
x√

2x + 1
+ lim

x→+∞

4
√
x√

2x + 1
.

V takových přı́padech ovsˇem musı´me být opatrnı´. Chceme-li se naprˇ. opřı́t o Větu 2.1 bod a), musı´me
vědět, že všechny tři poslednı´ limity existujı́ a jsou vlastnı´. Zde však nasˇtěstı́ tomu tak je.

lim
x→+∞

√
x√

2x + 1
= lim

x→+∞

√
x

2x + 1
=
√

1

2
=

√
2

2
,

protože lim
x→+∞

x
2x+1 = 1

2 a protože můžeme pouzˇı́t větu o limitě složenéfunkce. Z podobny´ch důvodů

lim
x→+∞

3
√
x√

2x + 1
= lim

x→+∞
6

√
x2

(2x + 1)3
= 0,

lim
x→+∞

4
√
x√

2x + 1
= lim

x→+∞
4

√
x

(2x + 1)2
= 0.

Tedy

lim
x→+∞

√
x + 3

√
x + 4

√
x√

2x + 1
=

√
2

2
+ 0 + 0 =

√
2

2
.

�

Přı́klad 2.27. Určete lim
x→4

√
1 + 2x − 3√

x − 2
.

Řešenı́. V úlohách tohoto typu (ktere´ ovšem mohou vypadat slozˇitěji) s výhodou pouzˇı́váme vztahu

An − Bn = (A − B)(An−1 + An−2B + · · · + ABn−2 + Bn−1)

a to tak, že zlomek vhodny´m výrazem rozsˇı́řı́me. (Pokud ovsˇem nenı´ nutnánějaká předběžná úprava.)
V našem přı́paděmáme ve zlomku druhe´ odmocniny a pouzˇijeme proto vztahuA2−B2 = (A−B)(A+B).
Konkrétněcelý zlomek rozsˇı́řı́me výrazem(

√
1 + 2x + 3)(

√
x + 2). Dostáváme

√
1 + 2x − 3√

x − 2
= (

√
1 + 2x − 3)(

√
1 + 2x + 3)(

√
x + 2)

(
√
x − 2)(

√
1 + 2x + 3)(

√
x + 2)

=

= (1 + 2x − 9)(
√
x + 2)

(x − 4)(
√

1 + 2x + 3)
= (2x − 8)(

√
x + 2)

(x − 4)(
√

1 + 2x + 3)
= 2

√
x + 2√

1 + 2x + 3
.
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Na základětohoto vyjádřenı́máme

lim
x→4

√
1 + 2x − 3√

x − 2
= lim

x→4
2

√
x + 2√

1 + 2x + 3
= 2

√
4 + 2√

1 + 2 · 4 + 3
= 2

2 + 2

3 + 3
= 4

3
,

nebot’ funkce 2
√
x+2√

1+2x+3
je spojitána celém svém definičnı́m oboru (ktery´m je interval〈0,+∞)), a tedy

takév bodě4. �

Přı́klad 2.28. Určete lim
x→−8

√
1 − x − 3

2 + 3
√
x

.

Řešenı́. Postupujeme velmi podobneˇ. V čitateli máme druhou odmocninu — pouzˇijeme tedyA2 −B2 =
= (A − B)(A + B), a rozšı́řı́me výrazem

√
1 − x + 3. Ve jmenovateli ma´me ovšem odmocninu trˇetı́,

takže použijemeA3−B3 = (A−B)(A2+AB+B2). Nijak nás nemusı´ mýlit, že ve jmenovateli je soucˇet
a nikoli rozdı́l. Vezmeme totizˇ A = 3

√
x aB = −2. Rozšı́řı́me tedy výrazemA2 + AB + B2 = ( 3

√
x)2 −

− 23
√
x + 4. Celkem tedy budeme rozsˇiřovat výrazem(

√
1 − x + 3)(( 3

√
x)2 − 23

√
x + 4). Dostáváme

tak
√

1 − x − 3

2 + 3
√
x

= (
√

1 − x − 3)(
√

1 − x + 3)
(
( 3
√
x)2 − 23

√
x + 4

)
(2 + 3

√
x)(

√
1 − x + 3)

(
( 3
√
x)2 − 23

√
x + 4

) =

= (1 − x − 9)
(
( 3
√
x)2 − 23

√
x + 4

)
(x + 8)(

√
1 − x + 3)

= −( 3
√
x)2 − 23

√
x + 4√

1 − x + 3
.

Odtud

lim
x→−8

√
1 − x − 3

2 + 3
√
x

= lim
x→−8

(
−( 3

√
x)2 − 23

√
x + 4√

1 − x + 3

)
=

= −( 3
√−8)2 − 23

√−8 + 4√
1 + 8 + 3

= −4 + 4 + 4

3 + 3
= −2,

nebot’funkce− (3√x)2−23√x+4√
1−x+3

je v bodě−8 spojitá. �

Přı́klad 2.29. Určete lim
x→a+

√
x − √

a + √
x − a√

x2 − a2
, a > 0.

Řešenı́. Zde je nutna´ nejprve prˇedběžná úprava.

lim
x→a+

√
x − √

a + √
x − a√

x2 − a2
= lim

x→a+

√
x − √

a√
x2 − a2

+ lim
x→a+

√
x − a√
x2 − a2

,

což jak vı́me platı´, jestliže obělimity vpravo existujı´ a jsou vlastnı´. Máme však

lim
x→a+

√
x − √

a√
x2 − a2

= lim
x→a+

(
√
x − √

a)(
√
x + √

a)

(
√
x2 − a2)(

√
x + √

a)
=

= lim
x→a+

x − a√
x − a

√
x + a (

√
x + √

a)
= lim

x→a+

√
x − a√

x + a (
√
x + √

a)
= 0,

nebot’ funkce
√
x−a√

x+a(
√
x+√

a)
definovana´ na intervalu〈a,+∞) je v boděa spojitázprava. Čtenář necht’si

povšimne, že k výpočtu limity stačilo zlomek rozšı́řit pouze výrazem
√
x + √

a, přičemž jmenovatele
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jsme v tomto okamzˇiku vcelku nebrali v u´vahu (ve jmenovateli nenı´ totiž žádný součet ani rozdı´l, ale
pouze jedina´ odmocnina.) Da´le

lim
x→a+

√
x − a√
x2 − a2

= lim
x→a+

√
x − a√

x − a
√
x + a

= lim
x→a+

1√
x + a

= 1√
2a

,

nebot’funkce 1√
x+a

je spojitáv boděa. Vycházı́ tedy

lim
x→a+

√
x − √

a + √
x − a√

x2 − a2
= 0 + 1√

2a
= 1√

2a
.

�

Přı́klad 2.30. Určete lim
x→3

√
x + 13− 2

√
x + 1

x2 − 9
.

Řešenı́. Zde ve jmenovateli zˇádnáodmocnina nenı´, takže k rozšiřovánı́ zlomku přispěje pouze cˇitatel.

lim
x→3

√
x + 13− 2

√
x + 1

x2 − 9
=

= lim
x→3

(
√
x + 13− 2

√
x + 1)(

√
x + 13+ 2

√
x + 1)

(x2 − 9)(
√
x + 13+ 2

√
x + 1)

=

= lim
x→3

x + 13− 4(x + 1)

(x2 − 9)(
√
x + 13+ 2

√
x + 1)

=

= lim
x→3

−3x + 9

(x2 − 9)(
√
x + 13+ 2

√
x + 1)

=

= lim
x→3

−3

(x + 3)(
√
x + 13+ 2

√
x + 1)

=

= −3

(3 + 3)(
√

3 + 13+ 2
√

3 + 1)
= − 1

16
.

�

Přı́klad 2.31. Určete lim
x→−2

3
√
x − 6 + 2

x3 + 8
.

Řešenı́. Zde je postup podobny´ jako v předcházejı́cı́m přı́kladě, ovšem s tı´m rozdı́lem, že mı́sto druhe´
odmocniny je zde odmocnina trˇetı́. Je:

3
√
x − 6 + 2

x3 + 8
= ( 3

√
x − 6 + 2)

(
( 3
√
x − 6)2 − 23

√
x − 6 + 22

)
(x3 + 8)

(
(

3
√
x − 6)2 − 23

√
x − 6 + 22

) =

= x − 6 + 23

(x3 + 8)
(
( 3
√
x − 6)2 − 23

√
x − 6 + 22

) =

= 1

(x2 − 2x + 4)
(
(

3
√
x − 6)2 − 23

√
x − 6 + 22

) .
Odtud

lim
x→−2

3
√
x − 6 + 2

x3 + 8
= lim

x→−2

1

(x2 − 2x + 4)
(
( 3
√
x − 6)2 − 23

√
x − 6 + 22

) = 1

12 · 12
= 1

144
.

�
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Přı́klad 2.32. Určete lim
x→16

4
√
x − 2√
x − 4

.

Řešenı́. Zde bychom kvu˚li čitateli měli celý zlomek rozsˇı́řit výrazem( 4
√
x)3+2( 4

√
x)2 +44

√
x+8 a kvůli

jmenovateli jesˇtě výrazem
√
x + 4. Ne vždy je ovšem nezbytneˇ nutnépostupovat podle osveˇdčeného

receptu. Zde si mu˚žeme usnadnit vy´počet následujı́cı́m způsobem:

lim
x→16

4
√
x − 2√
x − 4

= lim
x→16

4
√
x − 2

( 4
√
x)2 − 22

= lim
x→16

4
√
x − 2

( 4
√
x − 2)( 4

√
x + 2)

= lim
x→16

1
4
√
x + 2

= 1

4
.

�

Přı́klad 2.33. Určete lim
x→0

n
√

1 + x − 1

x
, n je přirozené.

Řešenı́. Zde pouzˇijeme opět naši osvědčenou metodu:

n
√

1 + x − 1

x
=

( n
√

1 + x − 1)
( n−1∑

i=0
( n
√

1 + x)n−1−i
)

x
( n−1∑

i=0
( n
√

1 + x)n−1−i

) =

= 1 + x − 1

x
( n−1∑

i=0
(
n
√

1 + x)n−1−i

) = 1
n−1∑
i=0

(
n
√

1 + x)n−1−i

.

Odtud

lim
x→0

n
√

1 + x − 1

x
= lim

x→0

1
n−1∑
i=0

(
n
√

1 + x)n−1−i

= 1

n
.

�

Přı́klad 2.34. Určete lim
x→0

√
1 − 2x − x2 − (1 + x)

x
.

Řešenı́. Vyjde
√

1 − 2x − x2 − (1 + x)

x
=

=
(√

1 − 2x − x2 − (1 + x)
)(√

1 − 2x − x2 + (1 + x)
)

x
(√

1 − 2x − x2 + (1 + x)
) =

= 1 − 2x − x2 − (1 + x)2

x
(√

1 − 2x − x2 + (1 + x)
) = −2x − 4√

1 − 2x − x2 + (1 + x)
.

Dostáváme tak

lim
x→0

√
1 − 2x − x2 − (1 + x)

x
= lim

x→0

−2x − 4√
1 − 2x − x2 + (1 + x)

= −2.

Připomeňme si ještě, že v tomto prˇı́paděby bylo zcela nesmyslne´ psát

lim
x→0

√
1 − 2x − x2 − (1 + x)

x
= lim

x→0

√
1 − 2x − x2

x
− lim

x→0

1 + x

x
,

protože limity napsane´ na prave´ straněvůbec neexistujı´. �
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Přı́klad 2.35. Určete lim
x→0

3
√

8 + 3x − x2 − 2

x + x2
.

Řešenı́. Toto je již pro nás zcela standardnı´ úloha, i když dı́ky třetı́ odmocnineˇ technicky poneˇkud
složitějšı́ nežúloha předchozı´. Po přı́slušném rozšı́řenı́dostáváme

3
√

8 + 3x − x2 − 2

x + x2
= 3 − x

(1 + x)
((

3
√

8 + 3x − x2
)2 + 23

√
8 + 3x − x2 + 4

) ,
odkud

lim
x→0

3
√

8 + 3x − x2 − 2

x + x2
= 1

4
.

�

Přı́klad 2.36. Určete lim
x→0

3
√

27+ x − 3
√

27− x

x + 23
√
x4

.

Řešenı́. Zde celýzlomek rozsˇı́řı́me výrazem( 3
√

27+ x)2+ 3
√

27+ x 3
√

27− x+( 3
√

27− x)2. Mohlo by se
zdát, že je nutne´ zlomek rozsˇı́řit ještěnějakým dalšı́m výrazem kvu˚li třetı́ odmocnineˇ ve jmenovateli, ale
zde to nebude nutne´. (V podstateˇ proto, že ze jmenovatele je mozˇno vytknoutx.) Po rozsˇı́řenı́dostáváme

27+ x − 27+ x

x(1 + 23
√
x)
(
( 3
√

27+ x)2 + 3
√

27+ x 3
√

27− x + ( 3
√

27− x)2
) =

= 2

(1 + 23
√
x)
(
(

3
√

27+ x)2 + 3
√

27+ x
3
√

27− x + (
3
√

27− x)2
) .

Odtud

lim
x→0

3
√

27+ x − 3
√

27− x

x + 23
√
x4

= 2

27
.

�

Přı́klad 2.37. Určete lim
x→0

√
1 + x − √

1 − x
3
√

1 + x − 3
√

1 − x
.

Řešenı́. Zde opět můžeme postupovat zcela standardnı´m způsobem. My si na tomto prˇı́kladěukážeme
malou modifikaci tohoto postupu.

√
1 + x − √

1 − x
3
√

1 + x − 3
√

1 − x
= (

6
√

1 + x)3 − (
6
√

1 − x)3

(
6
√

1 + x)2 − (
6
√

1 − x)2
=

=
[

6
√

1 + x − 6
√

1 − x
][
( 6
√

1 + x)2 + 6
√

1 + x 6
√

1 − x + ( 6
√

1 − x)2
][

6
√

1 + x − 6
√

1 − x
][

6
√

1 + x + 6
√

1 − x
] =

= ( 6
√

1 + x)2 + 6
√

1 + x 6
√

1 − x + ( 6
√

1 − x)2

6
√

1 + x + 6
√

1 − x
.

S použitı́m této úpravy snadno dosta´váme

lim
x→0

√
1 + x − √

1 − x
3
√

1 + x − 3
√

1 − x
= 3

2
.

�
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Přı́klad 2.38. Určete lim
x→7

√
x + 2 − 3

√
x + 20

4
√
x + 9 − 2

.

Řešenı́. Na tomto prˇı́kladě nás může zarazit, zˇe se zde vyskytujı´ tři různé odmocniny. My vsˇak čtvr-
tou odmocninu ve jmenovateli klidneˇ necháme a odmocniny v cˇitateli upravı´me tak, aby byly stejne´.
Dostaneme tak

6
√
(x + 2)3 − 6

√
(x + 20)2

4
√
x + 9 − 2

.

Celý zlomek nynı´ rozšı́řı́me. Kvůli čitateli výrazem

A(x) =(
6
√
(x + 2)3)5 + (

6
√
(x + 2)3)4 6

√
(x + 20)2 +

+ (
6
√
(x + 2)3)3 (

6
√
(x + 20)2)2 + (

6
√
(x + 2)3)2 (

6
√
(x + 20)2)3 +

+ 6
√
(x + 2)3 (

6
√
(x + 20)2)4 + (

6
√
(x + 20)3)5

a kvůli jmenovateli výrazem

B(x) = (
4
√
x + 9)3 + 2( 4

√
x + 9)2 + 44

√
x + 9 + 8.

Dostáváme potom

6
√
(x + 2)3 − 6

√
(x + 20)2

4
√
x + 9 − 2

= [(x + 2)3 − (x + 20)2]B(x)

[x + 9 − 16]A(x)
=

= [x3 + 5x2 − 28x − 392]B(x)

(x − 7)A(x)
= (x − 7)(x2 + 12x + 56)B(x)

(x − 7)B(x)
=

= (x2 + 12x + 56)B(x)

A(x)
.

Odtud

lim
x→7

√
x + 2 − 3

√
x + 20

4
√
x + 9 − 2

= lim
x→7

(x2 + 12x + 56)B(x)

A(x)
=

= (72 + 12 · 7 + 56)B(7)

A(7)
= 189· 32

6 · 35
= 112

27
.

�

Přı́klad 2.39. Určete lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 4

√
1 + x

4

1 −√
1 − x

2

.

Řešenı́. Zde můžeme samozrˇejměpostupovat pra´vě tak jako v předchozı´m přı́kladě. Ukážeme zde ale
ještě trochu jinou mozˇnost.

lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 4

√
1 + x

4

1 −√
1 − x

2

= lim
x→0

(
3
√

1 + x
3 − 1

) + (
1 − 4

√
1 + x

4

)
1 −√

1 − x
2

=

= lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 1

1 −√
1 − x

2

+ lim
x→0

1 − 4
√

1 + x
4

1 −√
1 − x

2

.
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Je to zna´mámetoda prˇičtenı́ a odecˇtenı́ téhož. Předchozı´ postup je jisteˇ oprávněný, pokud obeˇ poslednı´
limity existujı́ a jsou vlastnı´. Tyto ovšem můžeme (a vı´ce méněi musı́me) počı́tat standardnı´m způsobem:

3
√

1 + x
3 − 1

1 −√
1 − x

2

=
(
1 + x

3 − 1
)(

1 +√
1 − x

2

)
(
1 − 1 + x

2

)((
3
√

1 + x
3

)2 + 3
√

1 + x
3 + 1

) =

= 2

3
· 1 +√

1 − x
2(

3
√

1 + x
3

)2 + 3
√

1 + x
3 + 1

.

Tedy

lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 1

1 −√
1 − x

2

= 2

3
· 2

3
= 4

9
.

Druhou limitu můžeme pocˇı́tat úplněstejně, ale ukážeme, že to přece jen jesˇtě trochu jinak jde. Je

lim
x→0

1 − 4
√

1 + x
4

1 −√
1 − x

2

= lim
x→0

1−4
√

1+ x
4

x

1−√
1− x

2
x

=
lim
x→0

1−4
√

1+ x
4

x

lim
x→0

1−√
1− x

2
x

.

Pak

lim
x→0

1 − 4
√

1 + x
4

x
= lim

x→0

1 − (
1 + x

4

)
x
(
1 + 4

√
1 + x

4 + (
4
√

1 + x
4

)2 + (
4
√

1 + x
4

)3) =

= lim
x→0

−1
4

1 + 4
√

1 + x
4 + (

4
√

1 + x
4

)2 + (
4
√

1 + x
4

)3 = − 1

16
,

lim
x→0

1 −√
1 − x

2

x
= lim

x→0

1 − (
1 − x

2

)
x
(
1 +√

1 − x
2

) = lim
x→0

1
2

1 +√
1 − x

2

= 1

4
.

Odtud potom

lim
x→0

1 − 4
√

1 + x
4

1 −√
1 − x

2

= −1

4
,

takže celkem dosta´váme

lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 4

√
1 + x

4

1 −√
1 − x

2

= 4

9
− 1

4
= 7

36
.

�

Přı́klad 2.40. Určete lim
x→0

m
√

1 + αx − n
√

1 + βx

x
, m an jsou přirozená.

Řešenı́. Použijeme postup z prˇedchozı´ho přı́kladu:

lim
x→0

m
√

1 + αx − n
√

1 + βx

x
= lim

x→0

(
m
√

1 + αx − 1) + (1 − n
√

1 + βx )

x
=

= lim
x→0

m
√

1 + αx − 1

x
+ lim

x→0

1 − n
√

1 + βx

x
.

Podı́vejme se nejprve na prvnı´ limitu. Nebude to velky´ problém, protože jsme ji vlastneˇ užjednou pocˇı́tali
— viz Přı́klad 2.33. V prvnı́ řaděnapišme

lim
x→0

m
√

1 + αx − 1

x
= α lim

x→0

m
√

1 + αx − 1

αx
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a na poslednı´ limitu použijeme větu o limitě složenéfunkce. Vnitřnı́ funkce budeg(x) = αx a vnějšı́
f (y) = m

√
1+y−1
y

. Pak

lim
x→0

αx = 0, lim
y→0

m
√

1 + y − 1

y
= 1

m
(podle Prˇı́kladu2.33).

Pro složenou funkcif (g(x)) = m√1+αx−1
αx

tedy platı´

lim
x→0

m
√

1 + αx − 1

αx
= lim

y→0

m
√

1 + y − 1

y
= 1

m
,

takže

lim
x→0

m
√

1 + αx − 1

x
= α

m
.

Druhálimita je ovšem ažna zname´nko aβ mı́stoα úplněstejná. Máme tak

lim
x→0

1 − n
√

1 + βx

x
= − lim

x→0

n
√

1 + βx − 1

x
= −β

n
.

Celkem tedy dosta´váme

lim
x→0

m
√

1 + αx − n
√

1 + βx

x
= α

m
− β

n
.

�

Přı́klad 2.41. Určete lim
x→0

m
√

1 + αx n
√

1 + βx − 1

x
, m an jsou přirozená.

Řešenı́. Mohli bychom psa´t

m
√

1 + αx n
√

1 + βx = mn
√
(1 + αx)n (1 + βx)m

a potom postupovat obvykly´m způsobem. Uka´žeme jesˇtě jiný postup. Bude spocˇı́vat opět ve vhodne´m
přičtenı́a odecˇtenı́. Je

lim
x→0

m
√

1 + αx n
√

1 + βx − 1

x
=

= lim
x→0

(m
√

1 + αx n
√

1 + βx − m
√

1 + αx ) + (m
√

1 + αx − 1)

x
=

= lim
x→0

m
√

1 + αx n
√

1 + βx − m
√

1 + αx

x
+ lim

x→0

m
√

1 + αx − 1

x
=

= lim
x→0

(
m
√

1 + αx ·
n
√

1 + βx − 1

x

)
+ α

m
= 1 · β

n
+ α

m
= α

m
+ β

n
.

Čtenář si jistěvšiml, že jsme prˇi výpočtu použili vý sledkůz přı́kladu2.33a spojitosti funkcem
√

1 + αx

v bodě0. �
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Přı́klad 2.42. Určete lim
x→1

m
√
x − 1

n
√
x − 1

, m an jsou přirozená.

Řešenı́. Můžeme opeˇt postupovat obvykly´m způsobem. Ale to uzˇ by bylo jistěnezajı´mavé. Zde lze ale
též s úspěchem vyuzˇı́t našich znalostı´ z přı́kladu2.40. Je

lim
x→1

m
√
x − 1

n
√
x − 1

= lim
x→1

m
√
x−1

x−1
n
√
x−1

x−1

= lim
x→1

lim
x→1

m
√
x−1

x−1

lim
x→1

n
√
x−1

x−1

.

Na výpočet limity v čitateli (jakož i ve jmenovateli) pouzˇijeme větu o limitě složené funkce. Vnitřnı́
funkce budef (x) = x − 1 a vnějšı́ g(y) = m

√
1+y−1
y

. Máme

lim
x→1

(x − 1) = 0, lim
y→0

m
√

1 + y − 1

y
= 1

m
(podle Prˇı́kladu 2.33),

takže pro slozˇenou funkcif (g(x)) = m
√
x−1

x−1 platı́

lim
x→1

m
√
x − 1

x − 1
= lim

y→0

m
√

1 + y − 1

y
= 1

m
.

Takto dosta´váme ihned vy´sledek

lim
x→1

m
√
x − 1

n
√
x − 1

=
1
m

1
n

= n

m
.

�

Přı́klad 2.43. Určete lim
x→1

( 3

1 − √
x

− 2

1 − 3
√
x

)
.

Řešenı́. Vyjadřovat tuto limitu jako rozdı´l limit by bylo chybné, protože limity zlomků v závorce ne-
existujı́. Nezbývá nám tedy nezˇ oba zlomky odecˇı́st. Uděláme-li to, dostaneme

3

1 − √
x

− 2

1 − 3
√
x

= 3(1 − 3
√
x ) − 2(1 − √

x )

(1 − √
x )(1 − 3

√
x )

= 1 + 2
√
x − 33

√
x

(1 − √
x )(1 − 3

√
x )

a nemusı´me zrovna prˇijı́ t na nějaký vhodnýpostup. Ale v duchu cele´ řady předchozı´ch přı́kladů by nás
mohlo napadnout nejprve oba zlomky upravit obvykly´m způsobem a teprve pak je odecˇı́st:

3

1 − √
x

− 2

1 − 3
√
x

= 3(1 + √
x )

1 − x
− 2(1 + 3

√
x + ( 3

√
x)2)

1 − x
=

= 1 + 3
√
x − 23

√
x − 2( 3

√
x)2

1 − x
.

Pokud si jesˇtěpamatujeme z prˇedešlého přı́kladu, že lim
x→1

m
√
x−1

x−1 = 1
m

, mohlo by na´s ještěnavı́c napadnout

přepsat poslednı´ zlomek ve tvaru

(−3 + 3
√
x ) + (2 − 23

√
x ) + (2 − 2( 3

√
x)2)

1 − x
.
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Na základětohoto vyjádřenı́potom užsnadno dosta´váme

lim
x→1

( 3

1 − √
x

− 2

1 − 3
√
x

)
=

= lim
x→1

−3 + 3
√
x

1 − x
+ lim

x→1

2 − 23
√
x

1 − x
+ lim

x→1

2 − 2( 3
√
x)2

1 − x
=

= −3 lim
x→1

√
x − 1

x − 1
+ 2 lim

x→1

3
√
x − 1

x − 1
+ 2 lim

x→1

( 3
√
x)2 − 1

x − 1
=

= −3 · 1

2
+ 2 · 1

3
+ 2 lim

x→1

(
( 3
√
x + 1)

3
√
x − 1

x − 1

)
=

= −5

6
+ 2 lim

x→1
( 3
√
x + 1) · lim

x→1

3
√
x − 1

x − 1
= −5

6
+ 2 · 2 · 1

3
= 1

2
.

�

Přı́klad 2.44. Určete lim
x→1

(1 − √
x)(1 − 3

√
x) · · · (1 − n

√
x)

(1 − x)n−1
.

Řešenı́. Po nasˇich předchozı´ch zkušenostech je pomeˇrněvelmi snadne´ tuto limitu spočı́tat. Jedine´, čeho
si musı´me všimnout je, že ji lze vyjádřit jako součin limit. Vyjde

lim
x→1

(1 − √
x)(1 − 3

√
x) · · · (1 − n

√
x)

(1 − x)n−1
=

= lim
x→1

[
1 − √

x

1 − x
· 1 − 3

√
x

1 − x
· · · 1 − n

√
x

1 − x

]
=

= lim
x→1

1 − √
x

1 − x
· lim
x→1

1 − 3
√
x

1 − x
· · · lim

x→1

1 − n
√
x

1 − x
=

= 1

2
· 1

3
· · · 1

n
= 1

n! .

Zde jsme pouzˇili našı́ znalosti z Prˇı́kladu2.42— totiž, že lim
x→1

m
√
x−1

x−1 = 1
m

. �

Přı́klad 2.45. Určete lim
x→+∞

[√
(x + a)(x + b) − x

]
, a, b jsou libovolnáreálná.

Řešenı́. Zde limitovanáfunkce sice nema´ tvar zlomku, ale zlomek z nı´ každopádněmůžeme udeˇlat. Pak
užpostupujeme zcela standardnı´m způsobem. Je√

(x + a)(x + b) − x =
√
(x + a)(x + b) − x

1
=

=
[√

(x + a)(x + b) − x
][√

(x + a)(x + b) + x
]

√
(x + a)(x + b) + x

=

= (x + a)(x + b) − x2

√
(x + a)(x + b) + x

= (a + b)x + ab√
(x + a)(x + b) + x

.

Odtud

lim
x→+∞[√(x + a)(x + b) − x] = lim

x→+∞
(a + b)x + ab√

(x + a)(x + b) + x
.

Poslednı´ limitu vypočteme tak, zˇe čitatele i jmenovatele vydeˇlı́me promeˇnnoux. Podobneˇ jsme postupo-
vali v Přı́kladě2.25. Vyjde

lim
x→+∞

(a + b)x + ab√
(x + a)(x + b) + x

= lim
x→+∞

a + b + ab
x√(

1 + a
x

)(
1 + b

x

)+ 1
= a + b

2
.

�
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Přı́klad 2.46. Určete lim
x→+∞ x

(√
x2 + 2x − 2

√
x2 + x + x

)
.

Řešenı́. Mohli bychom zkusit psa´t

lim
x→+∞ x

(√
x2 + 2x − 2

√
x2 + x + x

) =
= lim

x→+∞
(
x
√
x2 + 2x − 2x

√
x2 + x + x2

) =
= lim

x→+∞
(
x
√
x2 + 2x

)+ lim
x→+∞

(−2x
√
x2 + x

)+ lim
x→+∞ x2,

cožale nevede nikam, nebot’jak mu˚žeme snadno zjistit, tyto limity jsou postupneˇ rovny+∞, −∞, +∞.
Jejich soucˇet tedy nema´ smysl a my se zde nemu˚žeme oprˇı́t ani o Pozna´mku k Větě 2.2 (o Větě 2.1 ani
nemluvě).

Přestože na to u´loha docela nevypada´, použijeme stejny´ postup jako v prˇedchozı´ úloze. Rozdı´l dvou
výrazůtam vyrobı´me celkem snadno:

lim
x→+∞ x

(√
x2 + 2x − 2

√
x2 + x + x

) =
= lim

x→+∞ x
[(√

x2 + 2x + x
) − 2

√
x2 + x

]
= lim

x→+∞ x ·
(√

x2 + 2x + x
) − 2

√
x2 + x

1
=

= lim
x→+∞ x ·

(√
x2 + 2x + x

)2 − 4(x2 + x)(√
x2 + 2x + x

)+ 2
√
x2 + x

=

= lim
x→+∞

[
x√

x2 + 2x + x + 2
√
x2 + x

· (x2 + 2x + 2x
√
x2 + 2x + x2 − 4x2 − 4x

)] =

= lim
x→+∞

x√
x2 + 2x + x + 2

√
x2 + x

· lim
x→+∞

(−2x2 − 2x + 2x
√
x2 + 2x

) =

= lim
x→+∞

1√
1 + 2

x
+ 1 + 2

√
1 + 1

x

· lim
x→+∞ 2x

(√
x2 + 2x − (x + 1)

) =

= 2

4
lim

x→+∞ x

√
x2 + 2x − (x + 1)

1
= 1

2
lim

x→+∞ x
x2 + 2x − (x + 1)2

√
x2 + 2x + (x + 1)

=

= 1

2
lim

x→+∞
−x√

x2 + 2x + x + 1
= 1

2
·
(
−1

2

)
= −1

4
.

Povšimněte si, že v tomto prˇı́kladějsme nasˇi osvědčenou metodu museli pouzˇı́t dokonce dvakra´t. Můžeme
ale předvést ještě jeden zpu˚sob výpočtu této limity, který sice bude rovneˇž dvakrát použı́vat nasˇi metodu,
ale jehozˇ technika bude prˇece jen trochu jina´ :

lim
x→+∞ x

(√
x2 + 2x − 2

√
x2 + x + x

) =
= lim

x→+∞ x
[(√

x2 + 2x −
√
x2 + x

)+ (
x −

√
x2 + x

)] =

= lim
x→+∞ x

[
x2 + 2x − x2 − x√
x2 + 2x + √

x2 + x
+ x2 − x2 − x

x + √
x2 + x

]
=

= lim
x→+∞ x

[
x√

x2 + 2x + √
x2 + x

− x

x + √
x2 + x

]
=
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= lim
x→+∞ x2

[
1√

x2 + 2x + √
x2 + x

− 1

x + √
x2 + x

]
=

= lim
x→+∞ x2 x + √

x2 + x − √
x2 + 2x − √

x2 + x(√
x2 + 2x + √

x2 + x
)(
x + √

x2 + x
) =

= lim
x→+∞

x√
x2 + 2x + √

x2 + x
· lim
x→+∞

x

x + √
x2 + x

· lim
x→+∞

(
x −

√
x2 + 2x

) =

= 1

2
· 1

2
· lim
x→+∞

x2 − x2 − 2x

x + √
x2 + 2x

= 1

4
lim

x→+∞
−2x

x + √
x2 + 2x

= 1

4
· (−1) = −1

4
.

�

Přı́klad 2.47. Určete lim
x→+∞

(
3
√
x3 + x2 + 1 − 3

√
x3 − x2 + 1

)
.

Řešenı́. Obvyklý postup da´vá

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + 1 − 3

√
x3 − x2 + 1

) =

= lim
x→+∞

(x3 + x2 + 1) − (x3 − x2 + 1)(
3
√
x3 + x2 + 1

)2 + 3
√
x3 + x2 + 1 3

√
x3 − x2 + 1 + (

3
√
x3 − x2 + 1

)2 =

= lim
x→+∞

2x2(
3
√
x3 + x2 + 1

)2 + 3
√
x3 + x2 + 1 3

√
x3 − x2 + 1 + (

3
√
x3 − x2 + 1

)2 =

= lim
x→+∞

2(
3

√
1 + 1

x
+ 1

x3

)2 + 3

√
1 + 1

x
+ 1

x3
3

√
1 − 1

x
+ 1

x3 +
(

3

√
1 − 1

x
+ 1

x3

)2 =

= 2

3
.

I u tohoto přı́kladu však můžeme nabı´dnout jesˇtě jiný způsob výpočtu, který se zakla´dá na vhodne´m
přičtenı́a odecˇtenı́:

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + 1 − 3

√
x3 − x2 + 1

) =
= lim

x→+∞
[( 3
√
x3 + x2 + 1 − x

)+ (
x − 3

√
x3 − x2 + 1

)] =
= lim

x→+∞
( 3
√
x3 + x2 + 1 − x

)+ lim
x→+∞

(
x − 3

√
x3 − x2 + 1

)
.

Na tuto myšlenku můžeme prˇijı́ t, uvědomı́me-li si, že funkce3
√
x3 + x2 + 1, jakoži funkce 3

√
x3 − x2 + 1,

se velmi prˇibližněchovajı́jako funkce3
√
x3 = x. Dále dostáváme

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + 1 − x

) =

= lim
x→+∞

x3 + x2 + 1 − x3(
3
√
x3 + x2 + 1

)2 + x
3
√
x3 + x2 + 1 + x2

=

= lim
x→+∞

x2 + 1(
3
√
x3 + x2 + 1

)2 + x
3
√
x3 + x2 + 1 + x2

=

= lim
x→+∞

1 + 1
x2(

3

√
1 + 1

x
+ 1

x3

)2 + 3

√
1 + 1

x
+ 1

x3 + 1
= 1

3
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a podobneˇ

lim
x→+∞

(
x − 3

√
x3 − x2 + 1

) = 1

3
.

Celkem tedy dosta´váme opět

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + 1 − 3

√
x3 − x2 + 1

) = 1

3
+ 1

3
= 2

3
.

�
Přı́klad 2.48. Určete lim

x→+∞
(

3
√
x3 + 3x2 − √

x2 − 2x
)

.

Řešenı́. Zde je mozˇno limitovanou funkci prˇepsat ve tvaru
6
√
(x3 + 3x2)2 − 6

√
(x2 − 2x)3

a použı́t standardnı´ metodu. Výpočet tı́mto způsobem je zde ale poneˇkud zdlouhavy´. Pohodlneˇjšı́ je použı́t
způsob, se ktery´m jsme se sezna´mili již v předchozı´m přı́kladě:

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

) =
= lim

x→+∞
[( 3
√
x3 + 3x2 − x

) + (
x −

√
x2 − 2x

)] =
= lim

x→+∞
( 3
√
x3 + 3x2 − x

)+ lim
x→+∞

(
x −

√
x2 − 2x

)
.

Oběposlednı´ limity postupněvypočteme:

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + 3x2 − x

) = lim
x→+∞

x3 + 3x2 − x3(
3
√
x3 + 3x2

)2 + x
3
√
x3 + 3x2 + x2

=

= lim
x→+∞

3(
3

√
1 + 3

x

)2 + 3

√
1 + 3

x
+ 1

= 1,

lim
x→+∞

(
x −

√
x2 − 2x

) = lim
x→+∞

x2 − (x2 − 2x)

x + √
x2 − 2x

=

= lim
x→+∞

2

1 +
√

1 − 2
x

= 1.

Celkem tak dosta´váme
lim

x→+∞
( 3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

) = 1 + 1 = 2. �

Přı́klad 2.49. Určete lim
x→+∞ x

1
3
[
(x + 1)

2
3 − (x − 1)

2
3
]
.

Řešenı́. Limitovanáfunkce je zde sice zapsa´na ve tvaru pro na´s trochu neobvykle´m, ale vcelku by to pro
nás nemeˇla být nijak obtı́žná úloha.

lim
x→+∞ x

1
3
[
(x + 1)

2
3 − (x − 1)

2
3
] =

= lim
x→+∞ x

1
3 · (x + 1)2 − (x − 1)2

(x + 1)
4
3 + (x + 1)

2
3 (x − 1)

2
3 + (x − 1)

4
3

=

= lim
x→+∞

4x
4
3

(x + 1)
4
3 + (x + 1)

2
3 (x − 1)

2
3 + (x − 1)

4
3

=

= lim
x→+∞

4(
x+1
x

) 4
3 + (

x+1
x

) 2
3
(
x−1
x

) 2
3 + (

x−1
x

) 4
3

= 4

3
.

�
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Přı́klad 2.50. Určete lim
x→+∞ x

3
2
(√

x + 2 − 2
√
x + 1 + √

x
)
.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞ x

3
2
(√

x + 2 − 2
√
x + 1 + √

x
) = lim

x→+∞ x
3
2
[(√

x + 2 + √
x
)− 2

√
x + 1

] =

= lim
x→+∞ x

3
2
x + 2 + 2

√
x + 2

√
x + x − 4(x + 1)√

x + 2 + √
x + 2

√
x + 1

=

= 2 lim
x→+∞ x

3
2

√
x + 2

√
x − (x + 1)√

x + 2 + √
x + 2

√
x + 1

=

= 2 lim
x→+∞

√
x√

x + 2 + √
x + 2

√
x + 1

· lim
x→+∞ x[√x + 2

√
x − (x + 1)] =

= 2 · 1

4
· lim
x→+∞ x

(x + 2)x − (x + 1)2

√
x + 2

√
x + (x + 1)

= 1

2
lim

x→+∞
−x√

x + 2
√
x + (x + 1)

=

= 1

2
lim

x→+∞
−1√

1 + 2
x

+ 1 + 1
x

= 1

2
·
(
−1

2

)
= −1

4
.

Můžeme zde ale pouzˇı́t i jinou metodu, se kterou jsme se setkali v Prˇı́kladě2.46:

lim
x→+∞ x

3
2
(√

x + 2 − 2
√
x + 1 + √

x
) =

= lim
x→+∞ x

3
2
[(√

x + 2 − √
x + 1

)+ (√
x − √

x + 1
)] =

= lim
x→+∞ x

3
2

[
1√

x + 2 + √
x + 1

− 1√
x + √

x + 1

]
=

= lim
x→+∞ x

3
2

√
x + √

x + 1 − √
x + 2 − √

x + 1(√
x + 2 + √

x + 1
)(√

x + √
x + 1

) =

= lim
x→+∞

[
x

1
2√

x + 2 + √
x + 1

· x
1
2√

x + √
x + 1

· x 1
2 · (√x − √

x + 2
)] =

= lim
x→+∞

√
x√

x + 2 + √
x + 1

· lim
x→+∞

√
x√

x + √
x + 1

· lim
x→+∞

[√
x · −2√

x + √
x + 2

]
=

= 1

2
· 1

2
· (−2) · lim

x→+∞

√
x√

x + √
x + 2

= −1

2
· 1

2
= −1

4
.

�

Přı́klad 2.51. Určete lim
x→+∞

[
n
√
(x + a1) · · · (x + an) − x

]
.

Řešenı́. Zde je postup zcela jasny´, spı́še trochu cˇinı́ potı́že, jak výpočet zapsat:

lim
x→+∞

[
n
√
(x + a1) · · · (x + an) − x

] =

= lim
x→+∞

n
√
(x + a1) · · · (x + an) − x

1
=

= lim
x→+∞

(x + a1) · · · (x + an) − xn

n−1∑
i=0

(
n
√
(x + a1) · · · (x + an)

)n−1−i · xi

=
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= lim
x→+∞

(a1 + · · · + an)x
n−1 + polynom stupneˇ < (n − 1)

n−1∑
i=0

(
n
√
(x + a1) · · · (x + an)

)n−1−i · xi

=

= lim
x→+∞

(a1 + · · · + an) + polynom stupneˇ <(n−1)
xn−1

n−1∑
i=0

n

√(
1 + a1

x

) · · · (1 + an
x

) = a1 + · · · + an

n
.

�

Přı́klad 2.52. Určete lim
x→+∞

(
x − √

x2 − 1
)n + (

x + √
x2 − 1

)n
xn

, n je přirozené.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

(
x − √

x2 − 1
)n + (

x + √
x2 − 1

)n
xn

=

= lim
x→+∞

(
x − √

x2 − 1
)n

xn
+ lim

x→+∞

(
x + √

x2 − 1
)n

xn
=

=
(

lim
x→+∞

x − √
x2 − 1

x

)n +
(

lim
x→+∞

x + √
x2 − 1

x

)n
.

Navrhujeme tedy postup, ktery´ jsme dost cˇasto nedoporucˇovali. Vše ted’ závisı́ na tom, zda poslednı´ dvě
limity existujı́. Máme

lim
x→+∞

x − √
x2 − 1

x
= lim

x→+∞
1

x
(
x + √

x2 − 1
) = lim

x→+∞
1

x2
(
1 +

√
1 − 1

x2

) = 0,

lim
x→+∞

x + √
x2 − 1

x
= lim

x→+∞

(
1 +

√
1 − 1

x2

)
= 2,

takže všechno je v nejlepsˇı́m pořádku a můžeme pouzˇı́t Větu 2.1body a) c). Dosta´váme

lim
x→+∞

(
x − √

x2 − 1
)n + (

x + √
x2 − 1

)n
xn

= 0n + 2n = 2n.
�

Přı́klad 2.53. Určete lim
x→0

(√
1 + x2 + x

)n − (√
1 + x2 − x

)n
x

, n je přirozené.

Řešenı́. Zde by bylo velice dobre´ zı́skat v čitateli x, kteréby se mohlo zkra´tit s x ve jmenovateli. Zrˇejmě
ale stacˇı́ použı́t rozklad typuAn − Bn.

lim
x→0

(√
1 + x2 + x

)n − (√
1 + x2 − x

)n
x

=

= lim
x→0

1

x

[
2x ·

n−1∑
i=0

(√
1 + x2 + x

)n−1−i (√
1 + x2 − x

)i] =

= 2 lim
x→0

[ n−1∑
i=0

(√
1 + x2 + x

)n−1−i (√
1 + x2 − x

)i] = 2n,

nebot’poslednı´ funkce je spojita´ v bodě0. �
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V dalšı́m budeme pocˇı́tat limity funkcı´, v jejichžvyjádřenı́ se vyskytujı´ trigonometricke´ funkce. Zde
nám bude velmi uzˇitečná znalost na´sledujı́cı́ch dvou limit, totizˇ

lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

1 − cosx

x2
= 1

2
.

Určenı́ limity funkce, v jejı´mžvyjádřenı́ se trigonometricke´ funkce vyskytujı´, lze totižvelmi často zredu-
kovat azˇ na tyto dveˇ limity. Přitom druhou z nich lze velmi snadno (jak hned uka´žeme) odvodit z prvnı´.
Potřebuje se vsˇak tak často, že se vyplatı´ si ji pamatovat.

Přı́klad 2.54. Určete lim
x→0

1 − cosx

x2
.

Řešenı́. Použijeme známou trigonometrickou formuli sin2 x
2 = 1−cosx

2 . Vyjde

1 − cosx

x2
= 2 sin2 x

2

x2
= 1

2
· sin2 x

2
x2

4

= 1

2
·
(sin x

2
x
2

)2
.

Podle Věty 2.1bodu b) a c) dosta´váme

lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

[
1

2
·
(sin x

2
x
2

)2
]

= 1

2

(
lim
x→0

sin x
2

x
2

)2
,

takže stacˇı́ určit poslednı´ limitu. Za tı́m účelem pouzˇijeme větu o limitěsloženéfunkce. Vezmeme vnitrˇnı́
funkci g(x) = x

2 a vnějšı́ funkci f (y) = siny
y

. Platı́

lim
x→0

x

2
= 0, lim

y→0

siny

y
= 1.

Tedy pro limitu slozˇenéfunkcef (g(x)) = sin x
2

x
2

dostáváme

lim
x→0

sin x
2

x
2

= lim
y→0

siny

y
= 1.

Máme pak

lim
x→0

1 − cosx

x2
= 1

2
· 12 = 1

2
.

�

Přı́klad 2.55. Určete lim
x→0

sin 5x

x
.

Řešenı́. Podle zkusˇenosti z prˇedchozı´ho přı́kladu bychom tuto limitu dovedli vypocˇı́st, kdyby ve jmeno-
vateli bylo 5x, právě tak jako v čitateli, a ne pouzex. Nic nám ovšem nebra´nı́ v tom, abychom si 5x ve
jmenovateli vytvorˇili.

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

x→0

(
5 · sin 5x

5x

)
= 5 lim

x→0

sin 5x

5x
= 5 · 1 = 5.

K určenı́ poslednı´ limity je samozrˇejmě třeba opeˇt použı́t větu o limitě složené funkce (zde bereme
g(x) = 5x, f (y) = siny

y
). �
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Přı́klad 2.56. Určete lim
x→+∞

sinx

x
.

Řešenı́. Toto je trochu netypicky´ přı́klad. Povsˇimněte si, že limitu máme počı́tat v +∞. Zde je dobre´
použı́t Větu 2.5. Funkcef (x) = 1

x
máv +∞ limitu 0 a funkceg(x) = sinx je dokonce na kazˇdém okolı́

bodu+∞ omezena´, nebot’| sinx| ≤ 1. Tedy podle Veˇty 2.5

lim
x→+∞

sinx

x
= lim

x→+∞

(1

x
· sinx

)
= 0.

�

Přı́klad 2.57. Určete lim
x→0

tgx

x
.

Řešenı́. Tam, kde se vyskytujı´ funkce tgx a cotgx, býváobyčejněvhodnévyjádřit je pomocı´ funkcı́sinx
a cosx. Dostaneme

lim
x→0

tgx

x
= lim

x→0

sinx
cosx

x
= lim

x→0

(sinx

x
· 1

cosx

)
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1

cosx
= 1 · 1 = 1,

nebot’funkce 1
cosx je v bodě0 spojitá. �

Přı́klad 2.58. Určete lim
x→0

(x cotg 3x).

Řešenı́. Je

lim
x→0

(x cotg 3x) = lim
x→0

(
x

cos 3x

sin 3x

)
= lim

x→0

cos 3x

3sin 3x
3x

=
lim
x→0

cos 3x

lim
x→0

3sin 3x
3x

= 1

3 lim
x→0

sin 3x
3x

= 1

3 · 1
= 1

3
.

�

Přı́klad 2.59. Určete lim
x→0

tgx − sinx

sin3 x
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

tgx − sinx

sin3 x
= lim

x→0

sinx
cosx − sinx

sin3 x
= lim

x→0

1
cosx − 1

sin2 x
= lim

x→0

1 − cosx

cosx sin2 x
=

= lim
x→0

1

cosx
· lim
x→0

1 − cosx

sin2 x
= 1 · lim

x→0

(1 − cosx

x2
· x2

sin2 x

)
=

= lim
x→0

1 − cosx

x2
· lim
x→0

x2

sin2 x
= 1

2
· lim
x→0

1(
sinx
x

)2 = 1

2
· 1

lim
x→0

(
sinx
x

)2 =

= 1

2
· 1(

lim
x→0

sinx
x

)2 = 1

2
· 1

12
= 1

2
.

�

Přı́klad 2.60. Určete lim
x→0

sin 5x − sin 3x

sinx
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

sin 5x − sin 3x

sinx
= lim

x→0

sin 5x

sinx
− lim

x→0

sin 3x

sinx
= lim

x→0

5sin 5x
5x

sinx
x

− lim
x→0

3sin 3x
3x

sinx
x

=

=
lim
x→0

(
5sin 5x

5x

)
lim
x→0

sinx
x

−
lim
x→0

(
3sin 3x

3x

)
lim
x→0

sinx
x

= 5

1
− 3

1
= 2.
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Předchozı´ postup je ovsˇem možno maličko modifikovat. Naprˇ.

lim
x→0

sin 5x − sin 3x

sinx
= lim

x→0

[
x

sinx
· sin 5x − sin 3x

x

]
=

= lim
x→0

x

sinx
· lim
x→0

(sin 5x

x
− sin 3x

x

)
= 1 ·

(
lim
x→0

sin 5x

x
− lim

x→0

sin 3x

x

)
= 5 − 3 = 2.

Nebo je mozˇnéhned na zacˇátku použı́t trigonometrickou formuli

sinα − sinβ = 2 cos
α + β

2
sin

α − β

2
.

Pak

lim
x→0

sin 5x − sin 3x

sinx
= lim

x→0

2 cos 4x sinx

sinx
= lim

x→0
(2 cos 4x) = 2,

nebot’funkce 2 cos 4x je spojitáv bodě0. �

Přı́klad 2.61. Určete lim
x→0

cosx − cos 3x

x2
.

Řešenı́. Zde bychom meˇli vytušit přı́buznost s limitou lim
x→0

1−cosx
x2 . Čı́slo 1 se sice v cˇitateli nevyskytuje,

ale můžeme ho tam prˇičı́st a odecˇı́st. Vyjde

lim
x→0

cosx − cos 3x

x2
= lim

x→0

(cosx − 1) + (1 − cos 3x)

x2
=

= lim
x→0

cosx − 1

x2
+ lim

x→0

1 − cos 3x

x2
= − lim

x→0

1 − cosx

x2
+ 9 lim

x→0

1 − cos 3x

(3x)2
=

= −1

2
+ 9 lim

x→0

1 − cos 3x

(3x)2
= −1

2
+ 9 · 1

2
= 4.

Na výpočet poslednı´ limity musı́me pouzˇı́t větu o limitě složenéfunkce. (Prˇitom beremeg(x) = 3x,
f (y) = 1−cosy

y
.) �

Přı́klad 2.62. Určete lim
x→0

1 + sinx − cosx

1 + sinpx − cospx
, p �= 0 je reálné.

Řešenı́. Musı́me se snazˇit limitovanou funkci upravit tak, abychom vytvorˇili vý razy tvarusinx
x

a 1−cosx
x2 .

lim
x→0

1 + sinx − cosx

1 + sinpx − cospx
= lim

x→0

(1 − cosx) + sinx

(1 − cospx) + sinpx
=

= lim
x→0

1−cosx
x

+ sinx
x

1−cospx
x

+ sinpx
x

= lim
x→0

x 1−cosx
x2 + sinx

x

p2x
1−cospx
(px)2

+ p
sinpx
px

=

=
lim
x→0

(
x 1−cosx

x2 + sinx
x

)
lim
x→0

(
p2x

1−cospx
(px)2

+ p
sinpx
px

) =
lim
x→0

(
x 1−cosx

x2

)+ lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

(
p2x

1−cospx
(px)2

)+ lim
x→0

(
p

sinpx
px

) =

=
lim
x→0

x · lim
x→0

1−cosx
x2 + lim

x→0

sinx
x

lim
x→0

p2x · lim
x→0

1−cospx
(px)2

+ p lim
x→0

sinpx
px

= 0 · 1
2 + 1

0 · 1
2 + p · 1

= 1

p
.

�
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Přı́klad 2.63. Určete lim
x→π

sinmx

sinnx
, m an jsou celá.

Řešenı́. Přı́klad vypada´ trochu nezvykle. Snadno bychom si s nı´m poradili, kdybychom meˇli určit limitu
v bodě0. To bychom psali

lim
x→0

sinmx

sinnx
= lim

x→0

m sinmx
mx

n sinnx
nx

atd.

Prox blı́žı́cı́ se kπ se však argument sinu v cˇitateli blı́žı́ k mπ. Kdyby se blı´žil k 0, bylo by to pro na´s
daleko prˇı́jemnějšı́. Naštěstı́zde můžeme udeˇlat vhodnou u´pravu. Napı´šeme totižmx = (mx−mπ)+mπ.
Dostáváme

sinmx

sinnx
= sin[(mx − mπ) + mπ]

sin[(nx − nπ) + nπ] = sin(m(x − π)) cosmπ

sin(n(x − π)) cosnπ
=

= (−1)m sin(m(x − π))

(−1)n sin(n(x − π))
= (−1)m−n sin(m(x − π))

sin(n(x − π))
.

Odtud

lim
x→π

sinmx

sinnx
= lim

x→π

[
(−1)m−n sin(m(x − π))

sin(n(x − π))

]
=

= (−1)m−n lim
x→π

m sin(m(x−π))

m(x−π)

n sin(n(x−π))

n(x−π)

= (−1)m−n m

n
·

lim
x→π

sin(m(x−π))

m(x−π)

lim
x→π

sin(n(x−π))

n(x−π)

.

Pak lim
x→π

sin(m(x−π))

m(x−π)
vypočteme snadno podle veˇty o limitě složené funkce. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci

g(x) = m(x − π) a vnějšı́ funkci f (y) = siny
y

. Platı́

lim
x→π

m(x − π) = 0, lim
y→0

siny

y
= 1.

Pro limitu složenéfunkcef (g(x)) = sin(m(x−π))

m(x−π)
potom dosta´váme

lim
x→π

sin(m(x − π))

m(x − π)
= lim

y→0

siny

y
= 1.

Tedy podle prˇedchozı´ho

lim
x→π

sinmx

sinnx
= (−1)m−n m

n
· 1

1
= (−1)m−n m

n
.

�

Přı́klad 2.64. Určete lim
x→ π

4

(
tg 2x tg

(
π
4 − x

))
.

Řešenı́. Zase je vhodne´ nejprve tangenty vyja´dřit pomocı́sinu a kosinu.

tg 2x tg
(

π
4 − x

) = sin 2x
cos 2x · sin( π

4 −x)

cos( π
4 −x)

.

Nynı́ dáme zvlášt’ tu část limitovanéfunkce, ktera´ je spojitáv boděπ
4 :

sin 2x

cos 2x
· sin

(
π
4 − x

)
cos
(

π
4 − x

) = sin 2x

cos
(

π
4 − x

) · sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

.
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Odtud

lim
x→ π

4

(
tg 2x tg

(
π
4 − x

)) = lim
x→ π

4

[
sin 2x

cos
(

π
4 − x

) · sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

]
=

= lim
x→ π

4

sin 2x

cos
(

π
4 − x

) · lim
x→ π

4

sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

=

= sin
(
2 · π

4

)
cos
(

π
4 − π

4

) · lim
x→ π

4

sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

= lim
x→ π

4

sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

.

Celý výpočet bude jisteˇ v pořádku, pokud poslednı´ limita existuje a je vlastnı´. V limitovaném výrazu se
nám lı́bı́ argument u sinu, totizˇ π

4 − x, protože při x blı́žı́cı́m se k π
4 se blı́žı́ k nule. Ze zcela stejny´ch

důvodůse nám naopak nelı´bı́ argument 2x u kosinu, a proto nejprve provedeme u´pravu:

sin
(

π
4 − x

)
cos 2x

= sin
(

π
4 − x

)
cos

[
2
(
x − π

4

)+ 2π
4

] = sin
(

π
4 − x

)
2 sin

(
π
4 − x

)
cos
(
x − π

4

) = 1

2 cos
(
x − π

4

) .
Nynı́ už snadno dosta´váme

lim
x→ π

4

(
tg 2x tg

(
π
4 − x

)) = lim
x→ π

4

1

2 cos
(
x − π

4

) = 1

2 cos
(

π
4 − π

4

) = 1

2
,

nebot’funkce 1
2 cos(x− π

4 )
je v boděπ

4 spojitá. �

Přı́klad 2.65. Určete lim
x→a

sinx − sina

x − a
a lim

x→a

cosx − cosa

x − a
.

Řešenı́. Zde by opeˇt bylo výhodnéu sinu respektive kosinu mı´t argumentx−a. Toho můžeme dosa´hnout
použitı́m trigonometricky´ch formulı́:

lim
x→a

sinx − sina

x − a
= lim

x→a

2 cosx+a
2 sin x−a

2

x − a
=

= lim
x→a

[
cos

x + a

2
· sin x−a

2
x−a

2

]
= lim

x→a
cos

x + a

2
· lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

=
= cosa · 1 = cosa,

lim
x→a

cosx − cosa

x − a
= lim

x→a

−2 sin x+a
2 sin x−a

2

x − a
=

= lim
x→a

[
− sin

x + a

2
· sin x−a

2
x−a

2

]
= − lim

x→a
sin

x + a

2
· lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

=
= − sina · 1 = − sina.

Při výpočtech jsme vyuzˇili spojitost funkcı́cosx+a
2 a sinx+a

2 v boděa. Pro informaci cˇtenáře uved’me,
že jsme zde vlastneˇ vypočetli derivace funkcı´ sinx a cosx. �
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Přı́klad 2.66. Určete lim
x→a

tgx − tga

x − a
a lim

x→a

cotgx − cotga

x − a
.

Řešenı́. Je

lim
x→a

tgx − tga

x − a
= lim

x→a

sinx
cosx − sina

cosa

x − a
= lim

x→a

sinx cosa − cosx sina

(x − a) cosx cosa
=

= lim
x→a

sin(x − a)

(x − a) cosx cosa
= lim

x→a

sin(x − a)

x − a
· lim
x→a

1

cosx cosa
=

= 1 · 1

cos2 a
= 1

cos2 a
,

lim
x→a

cotgx − cotga

x − a
= lim

x→a

cosx
sinx − cosa

sina

x − a
= lim

x→a

cosx sina − sinx cosa

(x − a) sinx sina
=

= lim
x→a

sin(a − x)

(x − a) sinx sina
= − lim

x→a

sin(x − a)

x − a
· lim
x→a

1

sinx sina
=

= −1 · 1

sin2 a
= − 1

sin2 a
.

Můžeme opeˇt upozornit, že jsme zde vlastneˇ vypočetli derivace funkcı´ tgx a cotgx. �

Přı́klad 2.67. Určete lim
x→0

sin(a + 2x) − 2 sin(a + x) + sina

x2
.

Řešenı́. Budeme mı´t zase za´jem upravit limitovanou funkci tak, aby argument u sinu se blı´žil k 0 pro x

jdoucı́k 0.

sin(a + 2x) − 2 sin(a + x) + sina

x2
=

= sina cos 2x + cosa sin 2x − 2 sina cosx − 2 cosa sinx + sina

x2
.

Nynı́ se budeme snazˇit předesˇlý výraz upravit tak, aby se na´m objevila některáze známých limit lim
x→0

sinx
x

,

lim
x→0

1−cosx
x2 . Protože ve jmenovateli jex2, je přirozeněvětšı́ šance, zˇe se objevı´ limita druhá.

lim
x→0

sin(a + 2x) − 2 sin(a + x) + sina

x2
=

= lim
x→0

(sina cos 2x − sina) + (2 sina − 2 sina cosx) + cosa sin 2x − 2 cosa sinx

x2
=

= lim
x→0

sina cos 2x − sina

x2
+ lim

x→0

2 sina − 2 sina cosx

x2
+ lim

x→0

cosa sin 2x − 2 cosa sinx

x2
=

= −4 sina lim
x→0

1 − cos 2x

(2x)2
+ 2 sina lim

x→0

1 − cosx

x2
+ cosa lim

x→0

sin 2x − 2 sinx

x2
=

= −4 sina · 1

2
+ 2 sina · 1

2
+ cosa · lim

x→0

2 sinx cosx − 2 sinx

x2
=

= − sina + 2 cosa · lim
x→0

sinx(cosx − 1)

x2
= − sina + 2 cosa · lim

x→0
sinx · lim

x→0

cosx − 1

x2
=

= − sina + 2 cosa · 0 ·
(
−1

2

)
= − sina.
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Je ovšem možný ještě jiný postup. (S neˇčı́m podobny´m jsme se uzˇ setkali třeba v Prˇı́kladě2.46a2.50.)

lim
x→0

sin(a + 2x) − 2 sin(a + x) + sina

x2
=

= lim
x→0

(sin(a + 2x) − sin(a + x)) + (sina − sin(a + x))

x2
=

= lim
x→0

2 cos2a+3x
2 sin x

2 + 2 cos2a+x
2 sin

(− x
2

)
x2

=

= lim
x→0

[
sin x

2
x
2

· cos2a+3x
2 − cos2a+x

2

x

]
= lim

x→0

sin x
2

x
2

· lim
x→0

cos2a+3x
2 − cos2a+x

2

x
=

= 1 · lim
x→0

−2 sin(a + x) sin x
2

x
= − lim

x→0
sin(a + x) · lim

x→0

sin x
2

x
2

= − sina · 1 = − sina.
�

Přı́klad 2.68. Určete lim
x→0

cotg(a + 2x) − 2 cotg(a + x) + cotga

x2
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

cotg(a + 2x) − 2 cotg(a + x) + cotga

x2
= lim

x→0

cos(a+2x)
sin(a+2x) − 2cos(a+x)

sin(a+x)
+ cosa

sina

x2
=

= lim
x→0

[(
cos(a + 2x) sin(a + x) sina − 2 cos(a + x) sin(a + 2x) sina +

+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x)
)/(

sin(a + 2x) sin(a + x) sina · x2
)] =

= lim
x→0

1

sin(a + 2x) sin(a + x) sina
×

× lim
x→0

[(
cos(a + 2x) sin(a + x) sina − 2 cos(a + x) sin(a + 2x) sina +

+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x)
)/

x2
]
.

Prvnı́ limita je zřejměrovna 1
sin3 a

. Výraz v čitateli u druhélimity je dosti složitý, a proto si ho nejprve
upravı́me:

cos(a + 2x) sin(a + x) sina − 2 cos(a + x) sin(a + 2x) sina +
+ cosa sin(a + 2x) sin(a + x) =

= sina
(
sin(a + x) cos(a + 2x) − cos(a + x) sin(a + 2x)

) +
+ sin(a + 2x)

(
sin(a + x) cosa − cos(a + x) sina

) =
= sina sin(−x) + sin(a + 2x) sinx = sinx(sin(a + 2x) − sina) =
= sinx · 2 cos(a + x) sinx = 2 sin2 x cos(a + x).

Tedy

lim
x→0

cotg(a + 2x) − 2 cotg(a + x) + cotga

x2
= 1

sin3 a
· lim
x→0

2 sin2 x cos(a + x)

x2
=

= 2

sin3 a
· lim
x→0

(sinx

x

)2 · lim
x→0

cos(a + x) = 2

sin3 a
· 1 · cosa = 2 cosa

sin3 a
.
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Zde je ovsˇem možnépoužı́t též postup z Prˇı́kladů2.46, 2.50a 2.67.

lim
x→0

cotg(a + 2x) − 2 cotg(a + x) + cotga

x2
=

= lim
x→0

(cotg(a + 2x) − cotg(a + x)) + (cotga − cotg(a + x))

x2
=

= lim
x→0

( cos(a+2x)
sin(a+2x) − cos(a+x)

sin(a+x)

)+ (
cosa
sina − cos(a+x)

sin(a+x)

)
x2

atd.,

který se od prˇedchozı´ho téměř nelišı́. Má snad jen tu vy´hodu, že při uvedenı´ výrazů v závorkách
na spolecˇného jmenovatele okamzˇitě vidı́me přı́slušnou soucˇtovou trigonometrickou formuli, protozˇe
výrazy nejsou komplikova´ny ještě třetı́m faktorem jako vy´še, kterýbylo třeba vytýkat. �

Přı́klad 2.69. Určete lim
x→0

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a

x
.

Řešenı́. Zde v každém přı́paděmusı́me upravit cˇitatele zlomku, prˇičemžse snazˇı́me zı́skat výrazy jako
sinx, sin 2x a podobneˇ. Můžeme pouzˇı́t součtové trigonometricke´ formule. Potom dosta´váme

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a =
= (sina cosx + cosa sinx)(sina cos 2x + cosa sin 2x) − sin2 a =
= sin2 a cosx cos 2x + sina cosa cosx sin 2x + sina cosa sinx cos 2x +

+ cos2 a sinx sin 2x − sin2 a.

Odtud

lim
x→0

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a

x
=

= sin2 a · lim
x→0

cosx cos 2x − 1

x
+ sina cosa · lim

x→0

(
cosx · sin 2x

x

)
+

+ sina cosa · lim
x→0

(sinx

x
cos 2x

)
+ cos2 a · lim

x→0

(sinx

x
sin 2x

)
=

= − sin2 a · lim
x→0

1 − cosx cos 2x

x
+ 2 sina cosa + sina cosa + cos2 a · 0 =

= − sin2 a · lim
x→0

1 − cosx cos 2x

x
+ 3 sina cosa.

Zbývá tedy vypočı́st ještě lim
x→0

1−cosx cos 2x
x

. Zde máme různémožnosti. Ukážeme jednu z nich. V na´sle-

dujı́cı́m Přı́kladě2.70se čtenář může sezna´mit s odlišným postupem. Je

lim
x→0

1 − cosx cos 2x

x
= lim

x→0

cos2 x + sin2 x − cosx(cos2 x − sin2 x)

x
=

= lim
x→0

cos2 x(1 − cosx) + sin2 x(1 + cosx)

x
=

= lim
x→0

[
cos2 x · 1 − cosx

x2
· x
]

+ lim
x→0

[sinx

x
· sinx · (1 + cosx)

]
=

= 1 · 1

2
· 0 + 1 · 0 · 2 = 0.
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Celkem tak dosta´váme

lim
x→0

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a

x
= − sin2 a · 0 + 3 sina cosa = 3 sina cosa = 3

2
sin 2a.

Můžeme ale uka´zat ještějeden, poneˇkud obratneˇjšı́ způsob výpočtu této limity. Je to opeˇt metoda vhodne´ho
přičtenı́a odecˇtenı́. Nejprve opeˇt upravı́me čitatele limitovane´ho zlomku:

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a =
= (sin(a + x) sin(a + 2x) − sin(a + x) sina) + (sin(a + x) sina − sin2 a) =
= sin(a + x)(sin(a + 2x) − sina) + sina(sin(a + x) − sina) =
= sin(a + x) · 2 cos(a + x) sinx + sina · 2 cos

2a + x

2
· sin

x

2
.

Odtud

lim
x→0

sin(a + x) sin(a + 2x) − sin2 a

x
=

= 2 lim
x→0

[
sin(a + x) cos(a + x)

sinx

x

]
+ sina · lim

x→0

[
cos

2a + x

2
· sin x

2
x
2

]
=

= 2 sina cosa + sina cosa = 3

2
sin 2a.

�

Přı́klad 2.70. Určete lim
x→0

1 − cosx cos 2x cos 3x

1 − cosx
.

Řešenı́. Použijeme zde metodu vhodne´ho přičtenı́a odecˇtenı́.

1 − cosx cos 2x cos 3x =
= (1 − cos 2x cos 3x) + (cos 2x cos 3x − cosx cos 2x cos 3x) =
= (1 − cos 3x) + (cos 3x − cos 2x cos 3x) + cos 2x cos 3x(1 − cosx) =
= (1 − cos 3x) + cos 3x(1 − cos 2x) + cos 2x cos 3x(1 − cosx).

Odtud

lim
x→0

1 − cosx cos 2x cos 3x

1 − cosx
=

= lim
x→0

1 − cos 3x

1 − cosx
+ lim

x→0

[
cos 3x · 1 − cos 2x

1 − cosx

]
+ lim

x→0
(cos 2x cos 3x) =

= lim
x→0

91−cos 3x
(3x)2

1−cosx
x2

+ lim
x→0

[
cos 3x · 41−cos 2x

(2x)2

1−cosx
x2

]
+ 1 =

= 9 · 1
2

1
2

+ 1 · 4 · 1
2

1
2

+ 1 = 9 + 4 + 1 = 14.
�
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Přı́klad 2.71. Určete lim
x→0

tg(a + x) tg(a − x) − tg2 a

x2
.

Řešenı́. Zde můžeme pouzˇı́t přı́mo soucˇtovou trigonometrickou formuli pro funkci tangens.

tg(a + x) tg(a − x) − tg2 a =
= tga + tgx

1 − tga tgx
· tga − tgx

1 + tga tgx
− tg2 a =

= tg2 a − tg2 x − tg2 a(1 − tg2 a tg2 x)

1 − tg2 a tg2 x
= tg2 x(tg4 a − 1)

1 − tg2 a tg2 x
.

Odtud

lim
x→0

tg(a + x) tg(a − x) − tg2 a

x2
=

= (tg4 a − 1) · lim
x→0

tg2 x

x2
· lim
x→0

1

1 − tg2 a tg2 x
= (tg4 a − 1) · 1 · 1

1
=

= tg4 a − 1 = sin4 a

cos4 a
− 1 = sin4 a − cos4 a

cos4 a
=

= (sin2 a − cos2 a)(sin2 a + cos2 a)

cos4 a
= −cos 2a

cos4 a
.

�

Přı́klad 2.72. Určete lim
x→0

1 − cos(1 − cosx)

x4
.

Řešenı́. Tento přı́klad může sice na prvnı´ pohled vypadat slozˇitě, ve skutecˇnosti je však velmi jednoduchy´.

lim
x→0

1 − cos(1 − cosx)

x4
=

= lim
x→0

[
1 − cos(1 − cosx)

(1 − cosx)2
· (1 − cosx)2

x4

]
=

= lim
x→0

1 − cos(1 − cosx)

(1 − cosx)2
· lim
x→0

(1 − cosx

x2

)2 = 1

2
·
(1

2

)2 = 1

8
.

Povšimněte si, jak jsme museli limitovany´ výraz upravit, abychom se dostali k jizˇ známým limitám typu
lim
x→0

1−cosx
x2 . �

Přı́klad 2.73. Určete lim
x→ π

6

2 sin2 x + sinx − 1

2 sin2 x − 3 sinx + 1
.

Řešenı́. Můžeme postupovat tak, zˇe napı´šeme sinx = sin
[(
x− π

6

)+ π
6

]
a použijeme přı́slušnou soucˇtovou

trigonometrickou formuli. My vsˇak použijeme jiný způsob. Dosadı´me-li π
6 do čitatele a jmenovatele

uvažovaného zlomku, vyjde na´m vždy 0. Znamena´ to tedy, že čı́slo sinπ
6 = 1

2 je kořenem jak polynomu
2y2 + y − 1, tak i polynomu 2y2 − 3y + 1. Snadno dosta´váme rozklady

2y2 + y − 1 = 2(y + 1)
(
y − 1

2

)
, 2y2 − 3y + 1 = 2

(
y − 1

2

)
(y − 1).

Odtud

lim
x→ π

6

2 sin2 x + sinx − 1

2 sin2 x − 3 sinx + 1
= lim

x→ π
6

2(sinx + 1)(sinx − 1
2)

2(sinx − 1
2)(sinx − 1)

=

= lim
x→ π

6

sinx + 1

sinx − 1
=

1
2 + 1
1
2 − 1

= −3.
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Připomeňme opět jednou, že jsme zde pouzˇili Vě tu 2.10s tı́m, že

f (x) = 2 sin2 x + sinx − 1

2 sin2 x − 3 sinx + 1
, g(x) = sinx + 1

sinx − 1
.

�

Přı́klad 2.74. Určete lim
x→ π

3

sin(x − π
3 )

1 − 2 cosx
.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

3

sin(x − π
3 )

1 − 2 cosx
= lim

x→ π
3

sin(x − π
3 )

1 − 2 cos
[
(x − π

3 ) + π
3

] =

= lim
x→ π

3

sin(x − π
3 )

1 − 2
(
cos(x − π

3 ) · 1
2 − sin(x − π

3 ) ·
√

3
2

) =

= lim
x→ π

3

sin(x − π
3 )(

1 − cos(x − π
3 )
)+ √

3 sin(x − π
3 )

=

= lim
x→ π

3

sin(x− π
3 )

x− π
3

1−cos(x− π
3 )

(x− π
3 )2

· (x − π
3 ) + √

3 · sin(x− π
3 )

x− π
3

=

= 1
1
2 · 0 + √

3
= 1√

3
=

√
3

3
.

�

Přı́klad 2.75. Určete lim
x→ π

3

tg3 x − 3 tgx

cos(x + π
6 )

.

Řešenı́. Zde nema´ cenu hned na zacˇátku vyjadřovat tangentu pomocı´ sinu a kosinu. Mu˚žeme si totizˇ
povšimnout, že z čitatele lze vytknout tgx, cožje funkce spojita´ a nenulova´ v boděπ

3 , přičemžv čitateli
zbude tg2 x − 3 = (tgx − √

3)(tgx + √
3). Druhý činitel v tomto rozkladu je ale te´ž funkce spojita´ a

nenulováv boděπ
3 !

lim
x→ π

3

tg3 x − 3 tgx

cos(x + π
6 )

= lim
x→ π

3

tgx(tgx − √
3)(tgx + √

3)

cos(x + π
6 )

=

= lim
x→ π

3

tgx · lim
x→ π

3

tgx − √
3

cos(x + π
6 )

· lim
x→ π

3

(tgx + √
3) =

= √
3 · lim

x→ π
3

tgx − √
3

cos(x + π
6 )

· 2
√

3 = 6 lim
x→ π

3

sinx
cosx − √

3

cos(x + π
6 )

=

= 6 lim
x→ π

3

sinx − √
3 cosx

cosx cos(x + π
6 )

= 6 lim
x→ π

3

1

cosx
· lim
x→ π

3

sinx − √
3 cosx

cos(x + π
6 )

=

= 6 · 1
1
2

· 2 · lim
x→ π

3

1
2 sinx −

√
3

2 cosx

cos
[
(x − π

3 ) + π
2

] = 24 lim
x→ π

3

sinx cosπ
3 − cosx sin π

3

− sin(x − π
3 )

=

= −24 lim
x→ π

3

sin(x − π
3 )

sin(x − π
3 )

= −24.

Úprava1
2 sinx −

√
3

2 cosx = sin(x − π
3 ) se nám může zdát trochu umeˇlá. Kdybychom ale pouzˇili trochu

těžkopádnějšı́ho vyjádřenı́sinx−√
3 cosx = sin

[
(x− π

3 )+ π
3

]−√
3 cos

[
(x− π

3 )+ π
3

]
, dospeˇli bychom

samozrˇejměke stejne´mu výsledku. �
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Přı́klad 2.76. Určete lim
x→2

x2 − 4

cosπ
4x

.

Řešenı́. Je

lim
x→2

x2 − 4

cosπ
4x

= lim
x→2

(x − 2)(x + 2)

cosπ
4

[
(x − 2) + 2

] = lim
x→2

(x + 2) · lim
x→2

x − 2

cos
[

π
4 (x − 2) + π

2

] =

= 4 · lim
x→2

x − 2

− sin
[

π
4 (x − 2)

] = −4 · 4

π
· lim
x→2

π
4 (x − 2)

sin
[

π
4 (x − 2)

] = −16

π
.

�

Přı́klad 2.77. Určete lim
x→ π

4

cosx − sinx

cos 2x
.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

4

cosx − sinx

cos 2x
= lim

x→ π
4

cosx − sinx

cos2 x − sin2 x
=

= lim
x→ π

4

cosx − sinx

(cosx − sinx)(cosx + sinx)
= lim

x→ π
4

1

cosx + sinx
=

= 1

cosπ
4 + sin π

4

= 1√
2

=
√

2

2
.

Povšimněte si, že zde obvykly´ posunx = (x − π
4 ) + π

4 ani nebylo trˇeba prova´dět. �

Přı́klad 2.78. Určete lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )√

3
2 − cosx

.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )√

3
2 − cosx

= lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )

cosπ
6 − cosx

=

= lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )

−2 sin
[

1
2(

π
6 + x)

]
sin
[

1
2(

π
6 − x)

] =

= −1

2
· lim
x→ π

6

1

sin
[

1
2(

π
6 + x)

] · lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )

sin
[

1
2(

π
6 − x)

] =

= 1

2
· 1

1
2

· lim
x→ π

6

2 sin
[

1
2(

π
6 − x)

]
cos
[

1
2(

π
6 − x)

]
sin
[

1
2(

π
6 − x)

] =

= 2 lim
x→ π

6

cos

[
1

2

(π

6
− x

)]
= 2.

Byl ovšem možný též jiný postup výpočtu poslednı´ limity:

lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )

sin
[

1
2(

π
6 − x)

] = − lim
x→ π

6

sin(x − π
6 )

sin
[

1
2(x − π

6 )
] =

= − lim
x→ π

6

sin(x− π
6 )

x− π
6

1
2 · sin[ 1

2 (x− π
6 )]

1
2(x− π

6 )

= − 1
1
2 · 1

= −2,

coždosazeno vy´še, dává samozrˇejměopět výsledek 2. �
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Přı́klad 2.79. Určete lim
x→ π

4

1 − cotg3 x

2 − cotgx − cotg3 x
.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

4

1 − cotg3 x

2 − cotgx − cotg3 x
= lim

x→ π
4

1 − cotg3 x

(1 − cotgx) + (1 − cotg3 x)
=

= lim
x→ π

4

(1 − cotgx)(1 + cotgx + cotg2 x)

(1 − cotgx) + (1 − cotgx)(1 + cotgx + cotg2 x)
= 1 + 1 + 1

1 + 1 + 1 + 1
= 3

4
.

Všimněte si, že vůbec nebylo potrˇeba kotangentu vyjadrˇovat pomocı´ sinu a kosinu. �

Přı́klad 2.80. Určete lim
x→0

√
1 + tgx − √

1 + sinx

x3
.

Řešenı́. S rozdı´lem odmocnin jsme si jizˇ několikrát poradili. Zde budeme postupovat zcela jako obvykle
— zlomek rozsˇı́řı́me. Tentokra´t součtem obou odmocnin:

lim
x→0

√
1 + tgx − √

1 + sinx

x3
= lim

x→0

(1 + tgx) − (1 + sinx)

x3
(√

1 + tgx + √
1 + sinx

) =

= lim
x→0

1√
1 + tgx + √

1 + sinx
· lim
x→0

tgx − sinx

x3
= 1

2
· lim
x→0

sinx
cosx − sinx

x3
=

= 1

2
lim
x→0

sinx(1 − cosx)

x3 cosx
= 1

2
lim
x→0

1

cosx
· lim
x→0

sinx

x
· lim
x→0

1 − cosx

x2
=

= 1

2
· 1 · 1 · 1

2
= 1

4
.

�

Přı́klad 2.81. Určete lim
x→0

x2

√
1 + x sinx − √

cosx
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

x2

√
1 + x sinx − √

cosx
= lim

x→0

x2
(√

1 + x sinx + √
cosx

)
1 + x sinx − cosx

=

= lim
x→0

(√
1 + x sinx + √

cosx
) · lim

x→0

x2

1 − cosx + x sinx
=

= 2 · lim
x→0

1
1−cosx

x2 + sinx
x

= 2 · 1

lim
x→0

1−cosx
x2 + lim

x→0

sinx
x

= 2 · 1
1
2 + 1

= 4

3
.

�

Přı́klad 2.82. Určete lim
x→0

√
cosx − 3

√
cosx

sin2 x
.

Řešenı́. Zde opět podle nasˇich zkušenostı´ by bylo možnéčitatele zapsat jako obvykle ve tvaru6
√

cos3 x−
− 6

√
cos2 x a zlomek prˇı́slušným způsobem rozsˇı́řit. Schůdnějšı́ ale je přičı́st a odecˇı́st jedničku:

lim
x→0

√
cosx − 3

√
cosx

sin2 x
= lim

x→0

(√
cosx − 1

) + (
1 − 3

√
cosx

)
sin2 x

=

= lim
x→0

√
cosx − 1

sin2 x
+ lim

x→0

1 − 3
√

cosx

sin2 x
.
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Vypočteme obeˇ poslednı´ limity:

lim
x→0

√
cosx − 1

sin2 x
= lim

x→0

cosx − 1

sin2 x
(√

cosx + 1
) =

= lim
x→0

1√
cosx + 1

· lim
x→0

cosx − 1

sin2 x
= 1

2
lim
x→0

[
cosx − 1

x2
· x2

sin2 x

]
=

= 1

2
lim
x→0

cosx − 1

x2
· lim
x→0

( x

sinx

)2 = 1

2
·
(
−1

2

)
· 1 = −1

4
,

lim
x→0

1 − 3
√

cosx

sin2 x
= lim

x→0

1 − cosx(
1 + 3

√
cosx + (

3
√

cosx
)2)

sin2 x
=

= lim
x→0

1

1 + 3
√

cosx + (
3
√

cosx
)2 · lim

x→0

1 − cosx

sin2 x
=

= 1

3
· lim
x→0

[
1 − cosx

x2
· x2

sin2 x

]
= 1

3
· 1

2
· 1 = 1

6
.

Celkem tedy dosta´váme

lim
x→0

√
cosx − 3

√
cosx

sin2 x
= −1

4
+ 1

6
= − 1

12
. �

Přı́klad 2.83. Určete lim
x→0+

1 − √
cosx

1 − cos
√
x

.

Řešenı́. Je

lim
x→0+

1 − √
cosx

1 − cos
√
x

= lim
x→0+

1 − cosx(
1 − cos

√
x
)(

1 + √
cosx

) =

= lim
x→0+

1

1 + √
cosx

· lim
x→0+

1 − cosx

1 − cos
√
x

=

= 1

2
lim

x→0+

[
1 − cosx

x2
· x · (

√
x )2

1 − cos
√
x

]
=

= 1

2
lim

x→0+
1 − cosx

x2
· lim
x→0+

x · lim
x→0+

(
√
x )2

1 − cos
√
x

= 1

2
· 1

2
· 0 · 2 = 0.

�

Přı́klad 2.84. Určete lim
x→0

1 − cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
.

Řešenı́. S podobny´m přı́kladem (jen bez odmocnin) jsme se jizˇ setkali. Byl to Prˇı́klad 2.70. Při úpravě
čitatele zde budeme postupovat stejny´m způsobem:

1 − cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x =
= (

1 − √
cos 2x 3

√
cos 3x

)+ (√
cos 2x 3

√
cos 3x − cosx

√
cos 2x 3

√
cos 3x

) =
= (

1 − 3
√

cos 3x
)+ ( 3

√
cos 3x − √

cos 2x 3
√

cos 3x
)+

+ (√
cos 2x 3

√
cos 3x − cosx

√
cos 2x 3

√
cos 3x

)
.
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Odtud

lim
x→0

1 − cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
=

= lim
x→0

1 − 3
√

cos 3x

x2
+ lim

x→0

3
√

cos 3x − √
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
+

+ lim
x→0

√
cos 2x 3

√
cos 3x − cosx

√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
.

Vypočteme nynı´ poslednı´ tři limity:

lim
x→0

1 − 3
√

cos 3x

x2
= lim

x→0

1 − cos 3x

x2
(
1 + 3

√
cos 3x + (

3
√

cos 3x
)2) =

= lim
x→0

1 − cos 3x

x2
· lim
x→0

1

1 + 3
√

cos 3x + (
3
√

cos 3x
)2 = 9

2
· 1

3
= 3

2
,

lim
x→0

3
√

cos 3x − √
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
= lim

x→0

3
√

cos 3x · lim
x→0

1 − √
cos 2x

x2
=

= 1 · lim
x→0

1 − cos 2x

x2
(
1 + √

cos 2x
) = lim

x→0

1 − cos 2x

x2
· lim
x→0

1

1 + √
cos 2x

=

= 4

2
· 1

2
= 1,

lim
x→0

√
cos 2x 3

√
cos 3x − cosx

√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2
=

= lim
x→0

[√
cos 2x 3

√
cos 3x

] · lim
x→0

1 − cosx

x2
= 1 · 1

2
= 1

2
.

Dohromady tak dosta´váme

lim
x→0

1 − cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
= 3

2
+ 1 + 1

2
= 3. �

Přı́klad 2.85. Určete lim
x→+∞

(
sin

√
x + 1 − sin

√
x
)
.

Řešenı́. S limitou funkce
√
x + 1− √

x v +∞ si umı́me velmi dobrˇe poradit. Nasˇe funkce zde je ovsˇem
rozdı́lem dvou sinu˚. Abychom dospeˇli k rozdı́lu

√
x + 1− √

x, použijeme trigonometrickou formuli pro
sinα − sinβ :

lim
x→+∞

(
sin

√
x + 1 − sin

√
x
) =

= lim
x→+∞

[
2 cos

√
x + 1 + √

x

2
· sin

√
x + 1 − √

x

2

]
.

Funkce 2 cos
√
x+1+√

x

2 je na cele´m svém definičnı́m oboru omezena´. Dále pak

lim
x→+∞ sin

√
x + 1 − √

x

2
= lim

x→+∞ sin
x + 1 − x

2(
√
x + 1 + √

x)
=

= lim
x→+∞ sin

1

2
(√

x + 1 + √
x
) = 0,
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přičemžpoužı́váme větu o limitě složenéfunkce. Za vnitrˇnı́ funkci bereme funkcig(x) = 1
2(

√
x+1+√

x)
a

za vnějšı́ funkci f (y) = siny. Platı́

lim
x→+∞

1

2
(√

x + 1 + √
x
) = 0, lim

y→0
siny = 0.

Odtud pro limitu slozˇenéfunkcef (g(x)) = sin 1
2(

√
x+1+√

x)
dostáváme

lim
x→+∞ sin

1

2
(√

x + 1 + √
x
) = lim

y→0
siny = 0.

S použitı́m Věty 2.5dostáváme konecˇný výsledek

lim
x→+∞

(
sin

√
x + 1 − sin

√
x
) = 0. �

Přı́klad 2.86. Určete lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)

tgx − sinx
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)

tgx − sinx
= lim

x→0

tg(tgx) − sin(sinx)
sinx
cosx − sinx

=

= lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)
sinx(1−cosx)

cosx

= lim
x→0

[
cosx · tg(tgx) − sin(sinx)

sinx(1 − cosx)

]
=

= lim
x→0

cosx · lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)

sinx(1 − cosx)
= 1 · lim

x→0

tg(tgx)−sin(sinx)
x3

sinx
x

· 1−cosx
x2

=

=
lim
x→0

tg(tgx)−sin(sinx)
x3

lim
x→0

sinx
x

· lim
x→0

1−cosx
x2

= 2 lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)

x3
=

= 2 lim
x→0

[tg(tgx) − sin(tgx)] + [sin(tgx) − sin(sinx)]
x3

=

= 2 lim
x→0

tg(tgx) − sin(tgx)

x3
+ 2 lim

x→0

sin(tgx) − sin(sinx)

x3
.

Vypočteme nynı´ postupneˇ oběposlednı´ limity:

lim
x→0

tg(tgx) − sin(tgx)

x3
= lim

x→0

sin(tgx) − sin(tgx) cos(tgx)

x3 cos(tgx)
=

= lim
x→0

[
sin(tgx)

x
· 1 − cos(tgx)

x2
· 1

cos(tgx)

]
=

= lim
x→0

[
sin(tgx)

tgx
· tgx

x
· 1 − cos(tgx)

tg2 x
·
( tgx

x

)2 · 1

cos(tgx)

]
=

= lim
x→0

sin(tgx)

tgx
· lim
x→0

tgx

x
· lim
x→0

1 − cos(tgx)

tg2 x
·
(

lim
x→0

tgx

x

)2 · lim
x→0

1

cos(tgx)
=

= 1 · 1 · 1

2
· 12 · 1

1
= 1

2
,
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lim
x→0

sin(tgx) − sin(sinx)

x3
=

= lim
x→0

2 cos
( tgx+sinx

2

)
sin
( tgx−sinx

2

)
x3

=

= 2 lim
x→0

cos
( tgx + sinx

2

)
· lim
x→0

sin
( tgx−sinx

2

)
x3

=

= 2 · 1 · lim
x→0

[
sin
( tgx−sinx

2

)
tgx−sinx

2

· tgx − sinx

2x3

]
=

= 2 lim
x→0

sin
( tgx−sinx

2

)
tgx−sinx

2

· lim
x→0

tgx − sinx

2x3
=

= 1 · lim
x→0

sinx(1 − cosx)

x3 cosx
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

1 − cosx

x2
· lim
x→0

1

cosx
=

= 1 · 1

2
· 1 = 1

2
.

Celkem tedy

lim
x→0

tg(tgx) − sin(sinx)

tgx − sinx
= 2 · 1

2
+ 2 · 1

2
= 2.

�
V dalšı́m se budeme setka´vat s limitami funkcı´, v jejichžvyjádřenı́se budou vyskytovat exponencia´lnı́

a logaritmickéfunkce. Zde velmi cˇasto s vy´hodou pouzˇijeme znalosti limit

lim
x→0

ex − 1

x
= 1 a lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Přı́klad 2.87. Určete lim
x→b

ax − ab

x − b
, a > 0.

Řešenı́. Mocninu o základu jiném nežje e bývá většinou výhodnépřevést na mocninu o za´kladu e.

lim
x→b

ax − ab

x − b
= lim

x→b

ex ln a − eb ln a

x − b
= lim

x→b

[
eb lna e(x−b) lna − 1

x − b

]
=

= ab lim
x→b

[
ln a

e(x−b) lna − 1

(x − b) ln a

]
= ab ln a · lim

x→b

e(x−b) lna − 1

(x − b) ln a
=

= ab ln a · 1 = ab ln a.

K výpočtu poslednı´ limity jsme opět použili větu o limitě složenéfunkce. Vnitřnı́ funkcı́ zde jeg(x) =
= (x − b) ln a a vnějšı́ je f (y) = ey−1

y
. Potom

lim
x→b

[(x − b) ln a] = 0, lim
y→0

ey − 1

y
= 1,

a tedy

lim
x→b

e(x−b) lna − 1

(x − b) ln a
= lim

y→0

ey − 1

y
= 1.

Povšimněte si pro pozdeˇjšı́ potřebu, že ve specia´lnı́m přı́paděb = 0 dostáváme

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a,
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což je výsledek, ktery´ stojı́ za zapamatova´nı́. Pro informaci mu˚žeme uve´st, že výsledek

lim
x→b

ax − ab

x − b
= ab ln a

vlastnědává derivaci funkceax . �

Přı́klad 2.88. Určete lim
x→0

ax2 − bx2

(ax − bx)2
, a > 0, b > 0.

Řešenı́. Vı́me-li, že lim
x→0

ex−1
x

= 1, je v podstateˇ okamžitě jasné, že též lim
x→0

ex
2−1
x2 = 1. Jednicˇka se ovsˇem

v našı́ funkci vůbec nevyskytuje — budeme ji tedy muset prˇičı́st a odecˇı́st. Výrazax2 − 1, který takto
vyrobı́me, by potom bylo nutne´ vydělit x2. Zkušenost ukazuje, zˇe je technicky pohodlneˇjšı́ toto vydělenı́
provést hned na zacˇátku:

lim
x→0

ax2 − bx2

(ax − bx)2
= lim

x→0

ax2−bx
2

x2(
ax−bx

x

)2 =
lim
x→0

ax2−bx
2

x2(
lim
x→0

ax−bx

x

)2 .

Vypočteme nynı´ oběposlednı´ limity. Je

lim
x→0

ax2 − bx2

x2
= lim

x→0

(ax2 − 1) + (1 − bx2
)

x2
=

= lim
x→0

ax2 − 1

x2
− lim

x→0

bx2 − 1

x2
= ln a − ln b = ln

a

b

na základěvýsledku Prˇı́kladu2.87. Obdobneˇ

lim
x→0

ax − bx

x
= lim

x→0

(ax − 1) + (1 − bx)

x
=

= lim
x→0

ax − 1

x
− lim

x→0

bx − 1

x
= ln a − ln b = ln

a

b

opět na základěvýsledku Prˇı́kladu2.87. Oběpředchozı´ limity je ovšem možno vypočı́st i trochu jinak.
Bez Přı́kladu2.87se ovšem ani zde neobejdeme:

lim
x→0

ax2 − bx2

x2
= lim

x→0

[
bx2 · (

a
b
)x

2 − 1

x2

]
=

= lim
x→0

bx2 · lim
x→0

( a
b
)x

2 − 1

x2
= 1 · ln

a

b
= ln

a

b
,

lim
x→0

ax − bx

x
= lim

x→0

[
bx · (

a
b
)x − 1

x

]
=

= lim
x→0

bx · lim
x→0

( a
b
)x − 1

x
= 1 · ln

a

b
= ln

a

b
.

Vycházı́ tedy

lim
x→0

ax2 − bx2

(ax − bx)2
= ln a

b

(ln a
b
)2

= 1

ln a
b

.
�
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Přı́klad 2.89. Určete lim
x→a

ln x − ln a

x − a
, a > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→a

ln x − ln a

x − a
= lim

x→a

ln x
a

a
(
x
a

− 1
) = 1

a
lim
x→a

ln
[
1 + (

x
a

− 1
)]

x
a

− 1
.

Účelem této úpravy bylo dostat vy´raz typu ln(1+ ∗), kde∗ se blı́žı́ k nule, kdyžx se blı́žı́ k a. Nynı́ stačı́
použı́t větu o limitě složenéfunkce. Vnitřnı́ funkce jeg(x) = x

a
− 1, vnějšı́ je f (y) = ln(1+y)

y
. Vyjde

lim
x→a

(x
a

− 1
)

= 0, lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1.

Pro složenou funkcif (g(x)) = ln[1+( xa −1)]
x
a
−1 tedy platı´

lim
x→a

ln[1 + ( x
a

− 1)]
x
a

− 1
= lim

y→0

ln(1 + y)

y
= 1.

Celkem tedy vycha´zı́

lim
x→a

ln x − ln a

x − a
= 1

a
· 1 = 1

a
.

Uved’me pro informaci, zˇe jsme zde vlastneˇ vypočetli derivaci funkce lnx. �

Přı́klad 2.90. Určete lim
x→a

xb − ab

x − a
, a > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→a

xb − ab

x − a
= lim

x→a

eb lnx − eb lna

x − a
= lim

x→a

[
eb lna eb(lnx−lna) − 1

x − a

]
=

= eb lna lim
x→a

[
eb(lnx−lna) − 1

b(ln x − ln a)
· b(ln x − ln a)

x − a

]
=

= ab · b · lim
x→a

eb(ln x−lna) − 1

b(ln x − ln a)
· lim
x→a

ln x − ln a

x − a
= bab · 1 · 1

a
= bab−1.

K určenı́prvnı́ limity z poslednı´ho soucˇinu je zapotrˇebı́věta o limitěsloženéfunkce, druha´ byla vypočtena
v předchozı´m přı́kladě. Zde můžeme opeˇt uvést, že jsme vypocˇetli derivaci funkcexb.

Ve specia´lnı́m přı́paděa = 1 dostáváme

lim
x→1

xb − 1

x − 1
= b.

Tato limita stojı´ za zapamatova´nı́. �

Přı́klad 2.91. Určete lim
x→a

xα − aα

xβ − aβ
, a > 0.

Řešenı́. Tuto limitu velmi snadno vypocˇteme s pouzˇitı́m výsledku prˇedchozı´ho přı́kladu:

lim
x→a

xα − aα

xβ − aβ
= lim

x→a

xα−aα

x−a

xβ−aβ

x−a

=
lim
x→a

xα−aα

x−a

lim
x→a

xβ−aβ

x−a

= αaα−1

βaβ−1
= α

β
aα−β .

�
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Přı́klad 2.92. Určete lim
x→a

ax − xa

x − a
, a > 0.

Řešenı́. Výrazy v čitateli jsou dosti nesourode´. Mocniny nemajı´ ani stejne´ základy ani stejne´ exponenty.
Bude vhodne´ přičı́st a odecˇı́st mocninu, ktera´ s jednou ze dvou pra´vě zmı́něných mástejný základ, a
s druhou stejny´ exponent. Nabı´zı́ se tedyaa neboxx . Konstanta je ale veˇtšinou přijatelnějšı́ nežfunkce.
Použijeme protoaa. Vyjde

lim
x→a

ax − xa

x − a
= lim

x→a

(ax − aa) + (aa − xa)

x − a
=

= lim
x→a

ax − aa

x − a
− lim

x→a

xa − aa

x − a
= aa ln a − a · aa−1 = aa(ln a − 1).

Pro určenı́poslednı´ch dvou limit jsme pouzˇili Přı́kladů2.87a2.90. �

Přı́klad 2.93. Určete lim
x→a

xx − aa

x − a
, a > 0.

Řešenı́. Zde musı´me zacˇı́t podobneˇ jako v předchozı´m přı́kladě:

lim
x→a

xx − aa

x − a
= lim

x→a

(xx − ax) + (ax − aa)

x − a
=

= lim
x→a

xx − ax

x − a
+ lim

x→a

ax − aa

x − a
= lim

x→a

xx − ax

x − a
+ aa ln a.

Jsme-li na rozpacı´ch, jak vypočı́tat poslednı´ limitu, použijeme osveˇdčený postup — vyjádřı́me všechny
mocniny prostrˇednictvı́m mocnin čı́sla e.

lim
x→a

xx − ax

x − a
= lim

x→a

ex ln x − ex lna

x − a
= lim

x→a

[
ex ln a · ex(lnx−lna) − 1

x − a

]
=

= lim
x→a

ex ln a · lim
x→a

[
ex(lnx−lna) − 1

x(ln x − ln a)
· ln x − ln a

x − a
· x
]

=

= ea ln a · lim
x→a

ex(lnx−lna) − 1

x(ln x − ln a)
· lim
x→a

ln x − ln a

x − a
· lim
x→a

x = aa · 1 · 1

a
· a = aa.

Celkem potom dosta´váme

lim
x→a

xx − aa

x − a
= aa + aa ln a = aa(ln a + 1).

�

Přı́klad 2.94. Určete lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
, a > 0.

Řešenı́. Zde bychom si meˇli v prvnı́ řaděpovšimnout, že v čitateli je možno vytknoutax . Dále se pak
budeme snazˇit zı́skat nám již známou lim

h→0

ah−1
h

= ln a.

lim
h→0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
= lim

h→0

[
ax · a

h + a−h − 2

h2

]
= ax · lim

h→0

ah + 1
ah − 2

h2
=

= ax · lim
h→0

a2h − 2ah + 1

ahh2
= ax · lim

h→0

[
1

ah
· (a

h − 1)2

h2

]
=

= ax · lim
h→0

1

ah
·
(

lim
h→0

ah − 1

h

)2 = ax · 1

1
· (ln a)2 = ax ln2 a. �
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Přı́klad 2.95. Určete lim
x→0

eαx − eβx

sinαx − sinβx
, α �= β.

Řešenı́. Zde můžeme uka´zat dvěmetody výpočtu. Prvnı́je

lim
x→0

eαx − eβx

sinαx − sinβx
= lim

x→0

(eαx − 1) + (1 − eβx)

sinαx − sinβx
= lim

x→0

α eαx−1
αx

− β eβx−1
βx

α sinαx
αx

− β
sinβx
βx

=

=
α lim

x→0

eαx−1
αx

− β lim
x→0

eβx−1
βx

α lim
x→0

sinαx
αx

− β lim
x→0

sinβx
βx

= α · 1 − β · 1

α · 1 − β · 1
= 1.

Druhámetoda vypada´ takto:

lim
x→0

eαx − eβx

sinαx − sinβx
= lim

x→0

[
eβx · e(α−β)x − 1

2 cos
(
α+β

2 x
)

sin
(
α−β

2 x
)
]

=

= lim
x→0

eβx · lim
x→0


 1

cos
(
α+β

2 x
) ·

e(α−β)x−1
(α−β)x

sin( α−β
2 x)

α−β
2 x


 =

= 1 · lim
x→0

1

cos
(
α+β

2 x
) ·

lim
x→0

e(α−β)x−1
(α−β)x

lim
x→0

sin( α−β
2 x)

α−β
2 x

= 1

1
· 1

1
= 1.

�

Přı́klad 2.96. Určete lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
.

Řešenı́. Rádi bychom jistěviděli vý razy tvaru ln(1 + ∗). Provedeme proto na´sledujı́cı́ úpravu:

lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
= lim

x→0

ln[1 + (x2 + ex − 1)]
ln[1 + (x4 + e2x − 1)] =

= lim
x→0


 ln[1+(x2+ex−1)]

x2+ex−1
ln[1+(x4+e2x−1)]

x4+e2x−1

· x2 + ex − 1

x4 + e2x − 1


 =

=
lim
x→0

ln[1+(x2+ex−1)]
x2+ex−1

lim
x→0

ln[1+(x4+e2x−1)]
x4+e2x−1

· lim
x→0

x2 + ex − 1

x4 + e2x − 1
.

K výpočtu limit v čitateli a jmenovateli musı´me pouzˇı́t větu o limitě složenéfunkce. Vezmeme vnitrˇnı́
funkci g(x) = x2 + ex − 1 a vnějšı́ funkci f (y) = ln(1+y)

y
. Máme

lim
x→0

(x2 + ex − 1) = 0, lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1,

a tudı́ž pro složenou funkcif (g(x)) = ln[1+(x2+ex−1)]
x2+ex−1

máme

lim
x→0

ln[1 + (x2 + ex − 1)]
x2 + ex − 1

= lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1.
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Právěvypočtenou limitu však ještěneopustı´me. Věta o limitěsloženéfunkce mátotiž ještě jeden prˇedpo-
klad, kterýjsme dosud zcela opomı´jeli, a to proto, zˇe jeho oveˇřenı́ v dosud probı´raných přı́kladech bylo
velmi snadne´. Aby naše již uvedene´ použitı́ věty o limitě složenéfunkce bylo opra´vněné, musı́me ukázat,
že existuje redukovane´ okolı́U ∗

δ (0) bodu 0 takove´, že pro kazˇdéx ∈ U ∗
δ (0) bodu 0 jex2 + ex − 1 �= 0.

Zde je nejschu˚dnějšı́ následujı́cı́ postup (i kdyzˇ nezapada´ do rámce pojmu˚ a vět, kterézatı́m použı́váme).
Pro funkcig(x) = x2 + ex − 1 platı́g(0) = 0. Derivace funkceg v bodě0 je rovnag′(0) = 1. Funkce
g(x) je tedy v bodeˇ 0 rostoucı´. To znamena´, že existuje leve´ redukovane´ okolı́ bodu 0, na neˇmž je
g(x) < g(0) = 0, a rovneˇž pravé redukovane´ okolı́ bodu 0, na neˇmž je g(x) > g(0) = 0. Odtud
je existence okolı´ U ∗

δ (0) s požadovany´mi vlastnostmi zrˇejmá. Limitu ve jmenovateli vypocˇteme zcela
stejným způsobem a vycha´zı́ rovněž 1. Zbývá tedy určit

lim
x→0

x2 + ex − 1

x4 + e2x − 1
.

Zde se opeˇt budeme snazˇit zı́skat výrazy tvarex−1
x

a výrazy jim podobne´.

lim
x→0

x2 + ex − 1

x4 + e2x − 1
= lim

x→0

x2 + x · ex−1
x

x4 + 2x · e2x−1
2x

=

= lim
x→0

x + ex−1
x

x3 + 2 · e2x−1
2x

=
lim
x→0

x + lim
x→0

ex−1
x

lim
x→0

x3 + 2 · lim
x→0

e2x−1
2x

= 0 + 1

0 + 2 · 1
= 1

2
.

Celkověnám tedy vycha´zı́

lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
= 1

1
· 1

2
= 1

2
.

�

Přı́klad 2.97. Určete lim
x→+∞

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
.

Řešenı́. Funkce je zde u´plněstejnájako v předchozı´m přı́kladě, rozdı́l je však v tom, že máme určit limitu
v +∞ a nikoliv v bodě0. Opět se budeme snazˇit dostat výrazy ln(1+∗)

∗ , kde∗ → 0, kdyžx → +∞. Zde
je potřeba si uveˇdomit, že funkce ex roste do+∞ rychleji nežlibovolnámocninaxn. Přesněji to v našem
přı́paděznamena´, že lim

x→+∞
xn

ex = 0 (viz tabulku limit v úvodnı́ části této kapitoly). Je

lim
x→+∞

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)
= lim

x→+∞
ln
[
ex
(
1 + x2

ex
)]

ln
[
e2x
(
1 + x4

e2x

)] =

= lim
x→+∞

x + ln
(
1 + x2

ex
)

2x + ln
(
1 + x4

e2x

) = lim
x→+∞

x + x2

ex · ln(1+ x2

ex )

x2
ex

2x + x4

e2x · ln(1+ x4

e2x )

x4

e2x

=

= lim
x→+∞

1 + x
ex · ln(1+ x2

ex )

x2
ex

2 + x3

e2x · ln(1+ x4

e2x )

x4

e2x

=
1 + lim

x→+∞
x
ex · lim

x→+∞
ln(1+ x2

ex )

x2
ex

2 + lim
x→+∞

x3

e2x · lim
x→+∞

ln(1+ x4

e2x )

x4

e2x

=

= 1 + 0 · 1

2 + 0 · 1
= 1

2
.
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Závěrečnou část předchozı´ho výpočtu lze však trochu zjednodusˇit:

lim
x→+∞

x + ln
(
1 + x2

ex
)

2x + ln
(
1 + x4

e2x

) = lim
x→+∞

1 + ln(1+ x2
ex )

x

2 + ln(1+ x4

e2x )

x

=

=
1 + lim

x→+∞
ln(1+ x2

ex )

x

2 + lim
x→+∞

ln(1+ x4

e2x )

x

=
1 + lim

x→+∞
1
x

· lim
x→+∞ ln

(
1 + x2

ex
)

2 + lim
x→+∞

1
x

· lim
x→+∞ ln

(
1 + x4

e2x

) =

= 1 + 0 · 0

2 + 0 · 0
= 1

2
. �

Přı́klad 2.98. Určete lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
.

Řešenı́. Kdybychom pocˇı́tali limitu této funkce v+∞, postupovali bychom stejneˇ jako v předchozı´m
přı́kladě. Výpočet by byl jen trochu jednodusˇšı́. V přı́padě lim

x→−∞ je však situace jina´. Předevšı́m si musı´me

uvědomit, že lim
x→−∞ 2x = 0 a lim

x→−∞ 3x = 0. Vyjde

lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
= lim

x→−∞
3x · ln(1+3x)

3x

2x · ln(1+2x)
2x

= lim
x→−∞

[(3

2

)x ·
ln(1+3x)

3x

ln(1+2x)
2x

]
=

= lim
x→−∞

(3

2

)x ·
lim

x→−∞
ln(1+3x)

3x

lim
x→−∞

ln(1+2x)
2x

= 0 · 1

1
= 0.

�

Přı́klad 2.99. Určete lim
x→+∞

ln
(
1 + √

x + 3
√
x
)

ln
(
1 + 3

√
x + 4

√
x
) .

Řešenı́. Měli bychom neva´hat a opeˇt bychom se meˇli snažit vytvářet výrazy typuln(1+∗)
∗ , kde∗ → 0 pro

x → +∞. Začneme naprˇ. takto:

lim
x→+∞

ln(1 + √
x + 3

√
x)

ln(1 + 3
√
x + 4

√
x)

= lim
x→+∞

ln
[√

x
(
1 + 1√

x
+ 3√x√

x

)]
ln
[

3
√
x
(
1 + 1

3√x
+ 4√x

3√x

)] =

= lim
x→+∞

1
2 ln x + ln

(
1 + 1√

x
+ 1

6√x

)
1
3 ln x + ln

(
1 + 1

3√x
+ 1

12√x

) .

Zde bychom si ale meˇli všimnout, že přı́padnévytvořenı́výrazu

ln
(
1 + 1√

x
+ 1

6√x

)
1√
x

+ 1
6√x

v čitateli (a podobne´ho ve jmenovateli) celkovy´ výraz dosti komplikuje (cozˇ by ještě nemuselo vadit) a
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hlavněneukazuje zˇádnou rozumnou cestu k cı´li. Lépe je upravit poslednı´ limitu takto:

lim
x→+∞

1
2 + 1

ln x
· ln
(
1 + 1√

x
+ 1

6√x

)
1
3 + 1

ln x
· ln
(
1 + 1

3√x
+ 1

12√x

) =

=
1
2 + lim

x→+∞
1

lnx
· lim
x→+∞ ln

(
1 + 1√

x
+ 1

6√x

)
1
3 + lim

x→+∞
1

lnx
· lim
x→+∞ ln

(
1 + 1

3√x
+ 1

12√x

) =
1
2 + 0 · 0
1
3 + 0 · 0

= 3

2
.

Z tohoto přı́kladu bychom si meˇli vzı́t následujı́cı́ ponaucˇenı́. Je vhodne´ vytvořit výraz ln(1 + ∗) s tı́m,
že ∗ → 0, ale nemusı´ být již vhodnévytvářet výraz ln(1+∗)

∗ . Členem lnx, který je jak v čitateli tak i ve
jmenovateli, je vhodne´ vydělit. (S analogickou situacı´ jsme se konecˇněsetkali jižmnohokrát.) To ovšem
předpokládá, že v čitateli resp. jmenovateli se nezastavı´me u výrazu ln

√
x resp. ln3

√
x. Pak by na´s asi

stěžı́ napadlo vy´razem lnx dělit. �

Přı́klad 2.100. Určete lim
x→+∞

[
x
(
ln(x + 1) − ln x

)]
.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

[
x
(
ln(x + 1) − ln x

)] =

= lim
x→+∞ x ln

(x + 1

x

)
= lim

x→+∞ x ln
(
1 + 1

x

)
=

= lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)
1
x

= 1

na základěvěty o limitě složenéfunkce. �

Přı́klad 2.101. Určete lim
h→0

log(x + h) + log(x − h) − 2 logx

h2
, kde log znacˇı́ dekadickýlogaritmus a

x > 0.

Řešenı́. Vyskytuje-li se v limitovane´ funkci jiný logaritmus nezˇ přirozený, je nejlepsˇı́ tento logaritmus
vyjádřit pomocı́logaritmu přirozeného. Pro dekadicky´ logaritmus log, jak zna´mo, platı́loga = log e·ln a.
S použitı́m tohoto vztahu dosta´váme

lim
h→0

log(x + h) + log(x − h) − 2 logx

h2
=

= lim
h→0

log e ln(x + h) + log e ln(x − h) − 2 log e lnx

h2
=

= log e· lim
h→0

ln(x + h) + ln(x − h) − 2 lnx

h2
=

= log e· lim
h→0

ln
(
(x + h)(x − h)

)− 2 lnx

h2
=

= log e· lim
h→0

ln(x2 − h2) − ln x2

h2
= log e· lim

h→0

ln x2−h2

x2

h2
=

= log e· lim
h→0

[
ln
(
1 − h2

x2

)
−h2

x2

·
(
− 1

x2

)]
=

= − log e

x2
· lim
h→0

ln
(
1 − h2

x2

)
−h2

x2

= − log e

x2
· 1 = − log e

x2
.
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Čtenář by se nemeˇl nechat zmy´lit poněkud neobvyklým značenı́m v tomto přı́kladu. Promeˇnnou je zde
h, zatı́mcox je zde konstanta. �

Přı́klad 2.102. Určete lim
x→0

ln(1 + xex)

ln
(
x + √

1 + x2
) .

Řešenı́. Idea výpočtu je stejna´ jako u předchozı´ch přı́kladů tohoto typu. Jenom technicke´ provedenı´ je
trochu slozˇitějšı́.

lim
x→0

ln(1 + xex)

ln
(
x + √

1 + x2
) = lim

x→0

ln(1 + xex)

ln
(
1 + (

x + √
1 + x2 − 1

)) =

= lim
x→0

ln(1+xex)
xex

ln
(

1+
(
x+

√
1+x2−1

))
x+

√
1+x2−1

· xex

x + √
1 + x2 − 1

=

= lim
x→0

ln(1+xex)
xex

ln
(

1+
(
x+

√
1+x2−1

))
x+

√
1+x2−1

· lim
x→0

xex

x + √
1 + x2 − 1

=

= 1

1
· lim
x→0

xex

x + √
1 + x2 − 1

.

Poslednı´ limitu upravı́me za pomoci vztahuA2−B2 = (A+B)(A−B). Zde je ovsˇem z technicky´ch
důvodůvhodnéosamostatnit odmocninu. Polozˇı́me protoA = √

x2 + 1,B = 1 − x a zlomek rozsˇı́řı́me
výrazemA + B. Dostáváme tak

lim
x→0

xex

x + √
1 + x2 − 1

= lim
x→0

xex
(√

1 + x2 + (1 − x)
)(√

1 + x2 − (1 − x)
)(√

1 + x2 + (1 − x)
) =

= lim
x→0

ex
(√

1 + x2 + (1 − x)
) · lim

x→0

x

1 + x2 − (1 − x)2

= 2 · lim
x→0

x

2x
= 2 · 1

2
= 1.

�

Přı́klad 2.103. Určete lim
x→+∞

[
(x + 2) ln(x + 2) − 2(x + 1) ln(x + 1) + x ln x

]
.

Řešenı́. Přı́klad nevypada´ na prvnı´ pohled prˇı́liš průhledně. Dvojka u prostrˇednı́ho členu nám však
signalizuje mozˇnost následujı́cı́ úpravy:

lim
x→+∞

[
(x + 2) ln(x + 2) − 2(x + 1) ln(x + 1) + x ln x

] =
= lim

x→+∞
[
(x + 2) ln(x + 2) − (x + 1) ln(x + 1)

]+
+ lim

x→+∞
[
x ln x − (x + 1) ln(x + 1)

]
.

Je-li úprava v porˇádku — to ovšem závisı́ na tom, zda vu˚bec existujı´ poslednı´ dvě limity, a přirozeně
na tom, čemu jsou rovny. Podı´váme se na poslednı´ z nich, protozˇe je trochu jednodusˇšı́ než ta prvnı́.
Již jsme viděli (viz Přı́klad 2.100), že vyskytuje-li se neˇkde rozdı´l logaritmů, bývá výhodnézapsat ho
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jako logaritmus podı´lu. U našı́ poslednı´ limity to bohužel nejde, protozˇe oba logaritmy jsou jesˇtě něčı́m
násobeny. Ale pouzˇijeme-li metodu vhodne´ho přičtenı́a odecˇtenı́, nakonec se na´m to přece podarˇı́ :

lim
x→+∞

[
x ln x − (x + 1) ln(x + 1)

] = lim
x→+∞

[(
x ln x − x ln(x + 1)

)+

+ (
x ln(x + 1) − (x + 1) ln(x + 1)

)] = lim
x→+∞

[
−x ln

x + 1

x
− ln(x + 1)

]
.

Ted’ ale nenı´ těžké vidět, že jsme patrneˇ v koncı́ch. Snadno totizˇ vidı́me, že

lim
x→+∞

(
−x ln

x + 1

x

)
= − lim

x→+∞
ln(1 + 1

x
)

1
x

= −1,

lim
x→+∞ (− ln(x + 1)) = −∞,

takže

lim
x→+∞

(
−x ln

x + 1

x
− ln(x + 1)

)
= −∞,

cožnevěštı́ nic dobrého. Všechno na´m ale zkazil cˇlen− ln(x + 1). My jsme ale hned na zacˇátku limito-
vanou funkci napsali jako soucˇet dvou funkcı´. V druhése nám objevil právě zmı́něný člen − ln(x + 1).
Neobjevil by se na´m u prvnı́funkce člen ln(x + 1) a nezrusˇily by se oba? Zkusme to:

(x + 2) ln(x + 2) − 2(x + 1) ln(x + 1) + x ln x =
= [

(x + 2) ln(x + 2) − (x + 1) ln(x + 1)
]+ [

x ln x − (x + 1) ln(x + 1)
] =

=
[[
(x + 2) ln(x + 2) − (x + 2) ln(x + 1)

]+ [
(x + 2) ln(x + 1) − (x + 1) ln(x + 1)

]]+
+
[[
x ln x − x ln(x + 1)

]+ [
x ln(x + 1) − (x + 1) ln(x + 1)

]] =

=
[
(x + 2) ln

x + 2

x + 1
+ ln(x + 1)

]
+
[
−x · ln

x + 1

x
− ln(x + 1)

]
=

= (x + 2) ln
(
1 + 1

x + 1

)
− x ln

(
1 + 1

x

)
=

= x + 2

x + 1
· ln

(
1 + 1

x+1

)
1

x+1

− ln
(
1 + 1

x

)
1
x

.

Vidı́me tedy, zˇe nasˇe prvnı́ metoda — pouzˇitı́ věty o limitě součtu — nebyla vhodna´, ale přesto na´s
alesponˇ přivedla na spra´vný nápad. Jak jsme pra´vě viděli, oba neprˇı́jemné členy se zrusˇily. Nynı́ už
snadno dosta´váme

lim
x→+∞

[
(x + 2) ln(x + 2) − 2(x + 1) ln(x + 1) + x ln x

] =

= lim
x→+∞

[
x + 2

x + 1
· ln

(
1 + 1

x+1

)
1

x+1

− ln
(
1 + 1

x

)
1
x

]
=

= lim
x→+∞

x + 2

x + 1
· lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x+1

)
1

x+1

− lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)
1
x

=

= 1 · 1 − 1 = 0. �
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Přı́klad 2.104. Určete lim
x→0+

[
ln(x ln a) · ln

( ln ax

ln x
a

)]
, a > 1.

Řešenı́. Tento přı́klad vypada´ (alesponˇ na prvnı´ pohled) dosti obtı´žné. Ale nenı́pravda, zˇe nejobtı´žněji
vypadajı´cı́ limity se vždy nejhůře počı́tajı́. Nevı́me-li, jak začı́t, bude asi nejlepsˇı́ začı́t zkoumat jednotlive´
členy limitovanéfunkce. Máme

lim
x→0+ ln(x ln a) = −∞,

lim
x→0+

ln ax

ln x
a

= lim
x→0+

ln x + ln a

ln x − ln a
= lim

x→0+
1 + ln a

lnx

1 − ln a
lnx

=

=
1 + lim

x→0+
lna
ln x

1 − lim
x→0+

lna
ln x

=
1 + ln a · lim

x→0+
1

ln x

1 − ln a · lim
x→0+

1
ln x

=

= 1 + ln a · 0

1 − ln a · 0
= 1.

Prvnı́ limita nám vyšla nevlastnı´. Tato informace na´m tedy asi nebude uzˇitečná. Druhálimita vycházı́ 1.
Jinými slovy, limita zlomkulnax

ln x
a

, kterýje argumentem logaritmu, je 1. Takovou prˇı́ležitost bychom nemeˇli

propást. Vždyt’přece mu˚žeme napsatlnax
ln x

a
= 1+ (

lnax
ln x

a
− 1

)
, přičemž lim

x→0+
(

ln ax
ln x

a
− 1

) = 0. A právě tento

obrat nám otvı́rá cestu k výpočtu zadane´ limity. Je

lim
x→0+

[
ln(x ln a) · ln

( ln ax

ln x
a

)]
= lim

x→0+

[
ln(x ln a) · ln

[
1 +

( ln ax

ln x
a

− 1
)]]

=

= lim
x→0+

[
ln(x ln a) ·

( ln ax

ln x
a

− 1
)

·
ln
(
1 + lnax

ln x
a −1

)
lnax
ln x

a
− 1

]
=

= lim
x→0+

[
ln(x ln a) ·

( ln ax

ln x
a

− 1
)]

· lim
x→0+

ln
[
1 +

(
ln ax
ln x

a
− 1

)]
lnax
ln x

a
− 1

=

= lim
x→0+

(
ln(x ln a) · ln ax − ln x

a

ln x
a

)
· 1 =

= lim
x→0+

(
(ln x + ln ln a) · ln a + ln x − ln x + ln a

ln x − ln a

)
=

= lim
x→0+

( ln x + ln ln a

ln x − ln a
· 2 lna

)
= ln a2 · lim

x→0+
1 + ln lna

ln x

1 − lna
ln x

=

= ln a2 ·
1 + ln ln a · lim

x→0+
1

ln x

1 − ln a · lim
x→0+

1
ln x

= ln a2 · 1 + ln ln a · 0

1 − ln a · 0
= ln a2.

�

Přı́klad 2.105. Určete lim
x→+∞

(
ln

x + √
x2 + 1

x + √
x2 − 1

· ln−2x + 1

x − 1

)
.

Řešenı́. Zde si stacˇı́ povšimnout, že

lim
x→+∞

x + √
x2 + 1

x + √
x2 − 1

= 1 a lim
x→+∞

x + 1

x − 1
= 1
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a dále užnáš postup mu˚že být zcela standardnı´. Vyjde

lim
x→+∞

(
ln

x + √
x2 + 1

x + √
x2 − 1

· ln−2x + 1

x − 1

)
=

= lim
x→+∞

[
ln

[
1 +

(
x + √

x2 + 1

x + √
x2 − 1

− 1

)]
· ln−2

[
1 +

(x + 1

x − 1
− 1

)]]
=

= lim
x→+∞

ln
[
1 +

(
x+

√
x2+1

x+
√

x2−1
− 1

)]
x+

√
x2+1

x+
√

x2−1
− 1

· lim
x→+∞

(
x+1
x−1 − 1

ln
[
1 + (

x+1
x−1 − 1

)]
)2

×

× lim
x→+∞

x+
√

x2+1

x+
√

x2−1
− 1(

x+1
x−1 − 1

)2 = 1 · 1 · lim
x→+∞

√
x2+1−

√
x2−1

x+√
x2−1(

2
x−1

)2 =

= lim
x→+∞

(x − 1)2
(√

x2 + 1 − √
x2 − 1

)
4
(
x + √

x2 − 1
) =

= 1

4
· lim
x→+∞

(x − 1)2 · 2(
x + √

x2 − 1
)(√

x2 + 1 + √
x2 − 1

) =

= 1

2
lim

x→+∞

(x−1)2

x2

x+
√

x2−1
x

·
√

x2+1+
√

x2−1
x

=

= 1

2
lim

x→+∞

(
1 − 1

x

)2(
1 +

√
1 − 1

x2

)(√
1 + 1

x2 +
√

1 − 1
x2

) = 1

2
· 12

2 · 2
= 1

8
.

�

Přı́klad 2.106. Určete lim
x→+∞

[
ln(1 + 2x) ln

(
1 + 3

x

)]
.

Řešenı́. Toto je pomeˇrně jednoduchy´ přı́klad. Povsˇimneme si, zˇe lim
x→+∞

3
x

= 0, takže druhýlogaritmus

nebude trˇeba upravovat. Na druhe´ straněovšem je lim
x→+∞ 2x = +∞, což nenı́ dobré, a podle nasˇich

zkušenostı´ bude vhodne´ z argumentu prvnı´ho logaritmu 2x vytknout. Vyjde:

lim
x→+∞

[
ln(1 + 2x) ln

(
1 + 3

x

)]
=

= lim
x→+∞

[
ln
[
2x
(
1 + 1

2x

)]
· ln
(
1 + 3

x

)]
=

= lim
x→+∞

[[
x ln 2 + ln

(
1 + 1

2x

)]
· ln
(
1 + 3

x

)]
=

= lim
x→+∞


[x ln 2 + ln

(
1 + 1

2x

)]
· 3

x
·

ln
(
1 + 3

x

)
3
x


 =

= lim
x→+∞

[[
x ln 2 + ln

(
1 + 1

2x

)]
· 3

x

]
· lim
x→+∞

ln
(
1 + 3

x

)
3
x

=

= lim
x→+∞

[
3
[
ln 2 + 1

x
ln
(
1 + 1

2x

)]]
· 1 =
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= 3 lim
x→+∞

[
ln 2 + 1

x
ln
(
1 + 1

2x

)]
=

= 3 lim
x→+∞ ln 2 + 3 lim

x→+∞

[
1

x
ln
(
1 + 1

2x

)]
=

= 3 ln 2+ 3 lim
x→+∞

1

x
· lim
x→+∞ ln

(
1 + 1

2x

)
= 3 ln 2+ 3 · 0 · 0 = ln 8.

�
Přı́klad 2.107. Určete lim

x→1
(1 − x) logx 2.

Řešenı́. S přı́kladem trochu podobny´m jsme se jizˇ setkali (viz Prˇı́klad 2.101). Opět připomeňme, že
logaritmus se za´kladem jiným nežje e bývá výhodnévyjádřit pomocı́ logaritmu přirozeného. Obecneˇ
platı́ logb a = ln a

ln b
, odkud pro na´š přı́pad dosta´váme logx 2 = ln 2

lnx
. Můžeme tedy pocˇı́tat

lim
x→1

(
(1 − x) logx 2

) = lim
x→1

(
(1 − x)

ln 2

ln x

)
=

= − ln 2 · lim
x→1

x − 1

ln(1 + (x − 1))
= − ln 2 · 1 = − ln 2.

�

Přı́klad 2.108. Určete lim
x→+∞

(
sin ln(x + 1) − sin lnx

)
.

Řešenı́. Je to prˇı́klad podobny´ Přı́kladu 2.85. Použijeme trigonometrickou formuli sinα − sinβ =
= 2 cosα+β

2 sin α−β

2 :

lim
x→+∞

(
sin ln(x + 1) − sin lnx

) =

= 2 lim
x→+∞

[
cos

1

2

(
ln(x + 1) + ln x

)
· sin

1

2

(
ln(x + 1) − ln x

)]
=

= 2 lim
x→+∞

[
cos
(1

2
ln(x2 + x)

)
· sin

[1

2
ln
(
1 + 1

x

)]]
.

Funkce cos
(

1
2 ln(x2 + x)

)
je na cele´m svém definičnı́m oboru omezena´ a pro funkci sin

(
1
2 ln

(
1 + 1

x

))
zřejměplatı́

lim
x→+∞ sin

1

2
ln
(
1 + 1

x

)
= 0.

(Plyne to snadno s pouzˇitı́m věty o limitě složenéfunkce.) Na za´kladěVěty 2.5 tedy dosta´váme

lim
x→+∞

(
sin ln(x + 1) − sin lnx

) = 0. �

Přı́klad 2.109. Určete lim
x→0

ln tg
(

π
4 + ax

)
sinbx

, b �= 0.

Řešenı́. Zde si stacˇı́ uvědomit, že tg
(

π
4 + a · 0

) = 1 a snadno nahle´dneme, zˇe postup je zcela standardnı´:

lim
x→0

ln tg
(

π
4 + ax

)
sinbx

= lim
x→0

ln
[
1 + (

tg
(

π
4 + ax

) − 1
)]

sinbx
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

tg
(

π
4 + ax

) − 1
)]

tg
(

π
4 + ax

) − 1
· tg

(
π
4 + ax

) − 1

sinbx

]
=

= lim
x→0

ln
[
1 + (

tg
(

π
4 + ax

) − 1
)]

tg
(

π
4 + ax

) − 1
· lim
x→0

tg
(

π
4 + ax

) − 1

sinbx
=
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= 1 · lim
x→0

[
1

sinbx
·
(

tg π
4 + tg(ax)

1 − tg π
4 tg(ax)

− 1

)]
=

= lim
x→0

[
1

sinbx
· 1 + tg(ax) − 1 + tg(ax)

1 − tg(ax)

]
=

= lim
x→0

1

1 − tgax
· lim
x→0

2sinax
cosax

sinbx
= 1 · 2 · lim

x→0

1

cosax
· lim
x→0

sinax

sinbx
=

= 2 · 1 · lim
x→0

a · sinax
ax

b · sinbx
bx

= 2
a

b
.

�

Přı́klad 2.110. Určete lim
x→0

ln cosax

ln cosbx
, b �= 0.

Řešenı́. Zde opět stačı́, kdyžsi všimneme, zˇe cos(a · 0) = cos(b · 0) = 1. Vyjde

lim
x→0

ln cosax

ln cosbx
= lim

x→0

ln
(
1 + (cosax − 1)

)
ln
(
1 + (cosbx − 1)

) =

= lim
x→0

[
ln
(
1 + (cosax − 1)

)
cosax − 1

· cosbx − 1

ln(1 + (cosbx − 1))
· cosax − 1

cosbx − 1

]
=

= lim
x→0

ln
(
1 + (cosax − 1)

)
cosax − 1

· lim
x→0

cosbx − 1

ln
(
1 + (cosbx − 1)

) · lim
x→0

cosax − 1

cosbx − 1
=

= 1 · 1 · lim
x→0

a2 · 1−cosax
(ax)2

b2 · 1−cosbx
(bx)2

= a2

b2
=
(a
b

)2
.

Čtenář by si měl uvědomit, že náš postup je spra´vný pouze v prˇı́padě, že a �= 0. Je-lia = 0, platı́ ale
zřejmě

lim
x→0

ln cosax

ln cosbx
= lim

x→0
0 = 0 =

(0

b

)2
,

cožznamena´, že nalezeny´ vztah lim
x→0

ln cosax
ln cosbx = (

a
b

)2
platı́ i v přı́paděa = 0. �

Přı́klad 2.111. Určete lim
x→1

sin2(π · 2x)

ln(cos(π · 2x))
.

Řešenı́. Sympaticke´ zde je, že cos(π ·21) = 1. Vı́me tedy, co deˇlat s logaritmem. Me´něse nám užlı́bı́, že
π · 21 = 2π. Byli bychom radeˇji, kdyby nám po dosazenı´ x = 1 argument u sinu vycha´zel 0. Technicky
to zvládneme tak, zˇe napı´šemeπ · 2x = (π · 2x − 2π) + 2π a použijeme periodicitu funkce sinus. Je

lim
x→1

sin2(π · 2x)

ln(cos(π · 2x))
= lim

x→1

[
sin
(
(π · 2x − 2π) + 2π

)]2
ln(1 + (cos(π · 2x) − 1))

=

= lim
x→1

[
cos(π · 2x) − 1

ln
(
1 + (cos(π · 2x) − 1)

) ·
(
sin 2π(2x−1 − 1)

)2
cos(π · 2x) − 1

]
=

= lim
x→1

cos(π · 2x) − 1

ln
(
1 + (cos(π · 2x) − 1)

) · lim
x→1

[(sin 2π(2x−1 − 1)

2π(2x−1 − 1)

)2 ·
(
2π(2x−1 − 1)

)2
cos(π · 2x) − 1

]
=

= 1 · lim
x→1

(sin 2π(2x−1 − 1)

2π(2x−1 − 1)

)2 · lim
x→1

(
2π(2x−1 − 1)

)2
cos
(
(π · 2x − 2π) + 2π

) − 1
=
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= 12 · lim
x→1

(
2π(2x−1 − 1)

)2
cos
(
2π(2x−1 − 1)

) − 1
= −2.

Připomeňme opět jednou, že při určenı́poslednı´ limity jsme použili větu o limitěsloženéfunkce. Vnitřnı́
funkce zde bylag(x) = 2π(2x−1 − 1), přičemž lim

x→1
2π(2x−1 − 1) = 0, a vnějšı́ f (y) = y2

cosy−1, přičemž

lim
y→0

y2

cosy−1 = − 1
lim
y→0

1−cosy
y2

= −2. �

Přı́klad 2.112. Určete lim
x→1

sin(πxα)

sin(πxβ)
, β �= 0.

Řešenı́. Zde bohuzˇel opět π · 1α aπ · 1β nejsou rovny 0, ny´bržπ, takže zase provedeme nejdrˇı́ve posun.:

lim
x→1

sin(πxα)

sin(πxβ)
= lim

x→1

sin
(
(πxα − π) + π

)
sin
(
(πxβ − π) + π

) = lim
x→1

− sinπ(xα − 1)

− sinπ(xβ − 1)
=

= lim
x→1

(
sinπ(xα − 1)

π(xα − 1)
· π(xβ − 1)

sinπ(xβ − 1)
· π(xα − 1)

π(xβ − 1)

)
=

= lim
x→1

sinπ(xα − 1)

π(xα − 1)
· lim
x→1

π(xβ − 1)

sinπ(xβ − 1)
· lim
x→1

π(xα − 1)

π(xβ − 1)
=

= 1 · 1 · lim
x→1

eα lnx − 1

eβ ln x − 1
=

= lim
x→1

(
eα lnx − 1

α ln x
· β ln x

eβ ln x − 1
· α ln x

β ln x

)
=

= α

β
· lim
x→1

eα lnx − 1

α ln x
· lim
x→1

β ln x

eβ lnx − 1
= α

β
· 1 · 1 = α

β
.

Podobneˇ jako v Přı́kladě2.110podotkněme, že předvedeny´ postup ma´ smysl pouze proα �= 0, ale
že rovnost lim

x→1

sin(πxα)

sin(πxβ)
= α

β
platı́ i pro α = 0. �

Přı́klad 2.113. Určete lim
x→0

√
1 + x sinx − 1

ex2 − 1
.

Řešenı́. Tento přı́klad nám musı´ jı́t hladce. Zna´me již všechny zde potrˇebnépostupy. Dostaneme:

lim
x→0

√
1 + x sinx − 1

ex2 − 1
= lim

x→0

1 + x sinx − 1

(ex2 − 1)
(√

1 + x sinx + 1
) =

= lim
x→0

1√
1 + x sinx + 1

· lim
x→0

x sinx

ex2 − 1
=

= 1

2
· lim
x→0

sinx
x

ex2−1
x2

= 1

2
·

lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

ex2−1
x2

= 1

2
· 1

1
= 1

2
.

�

Přı́klad 2.114. Určete lim
x→0

cos(xex) − cos(xe−x)

x3
.

Řešenı́. Zde si jistěvšimneme, zˇe argumenty kosinu˚ majı́ v bodě0 hodnotu 0. Mu˚že nás tedy napadnout
napsat:

cos(xex) − cos(xe−x) = (
cos(xex) − 1

) + (
1 − cos(xe−x)

)
.
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Snadno ale nahle´dneme, zˇe tento postup asi nikam nepovede. Prvnı´ sčı́tanec by totizˇ bylo třeba deˇlit
(xex)2 a my bohuzˇel máme ve jmenovateli prˇı́liš vysokou mocninu, totizˇ x3. My ale nasˇtěstı́ známe ještě
jinou metodu — mu˚žeme pouzˇı́t přı́slušnou trigonometrickou formuli:

lim
x→0

cos(xex) − cos(xe−x)

x3
= lim

x→0

−2

x3

[
sin
(
x · ex + e−x

2

)
sin
(
x · ex − e−x

2

)]
=

= −2 lim
x→0

[
sin
(
x · ex+e−x

2

)
x · ex+e−x

2

· x · ex+e−x

2

x
· sin

(
x · ex−e−x

2

)
x · ex−e−x

2

· x · ex−e−x

2

x2

]
=

= −2 lim
x→0

sin
(
x · ex+e−x

2

)
x · ex+e−x

2

· lim
x→0

x · ex+e−x

2

x
· lim
x→0

sin
(
x · ex−e−x

2

)
x · ex−e−x

2

· lim
x→0

x · ex−e−x

2

x2
=

= −2 · 1 · 1 · 1 · 1

2
lim
x→0

ex − e−x

x
= − lim

x→0

(ex − 1) + (1 − e−x)

x
=

= − lim
x→0

ex − 1

x
− lim

x→0

1 − e−x

x
= −1 − lim

x→0

e−x − 1

−x
= −1 − 1 = −2.

�

Přı́klad 2.115. Určete lim
x→0+

√
1 − e−x − √

1 − cosx√
sinx

.

Řešenı́. Toto je trochu zra´dný přı́klad. Nahorˇe vidı́me rozdı´l dvou odmocnin, takzˇe nás asi napadne
rozšı́řit celý zlomek jejich soucˇtem. Avšak

√
1 − e−0 + √

1 − cos 0= 0, takže volněřečeno, se na´m ve
jmenovateli objevuje dalsˇı́ nula (máme tam jižsin 0= 0) a o takovy´to fenomén většinou málo stojı́me.
Vı́me však, že lim

x→0

sinx
x

= 1 (znamena´ to vlastně, že funkce sinx ax jsou ekvivalentnı´ v bodě0) a pokud

ještě napı́šeme zlomek
√

1−e−x√
x

(tj. funkci sinx jsme nahradili funkcı´ x), dostáváme výraz, kterývypadá
docela prˇijatelně. Můžeme tedy zkusit (ono na´m takénic jiného nezby´vá) napsat

lim
x→0+

√
1 − e−x − √

1 − cosx√
sinx

=

= lim
x→0+

√
1 − e−x

√
sinx

− lim
x→0+

√
1 − cosx√

sinx
.

Musı́me ovšem pecˇlivě prozkoumat obeˇ limity vpravo:

lim
x→0+

√
1 − e−x

√
sinx

= lim
x→0+

(√
1 − e−x

√
x

·
√
x√

sinx

)
=

= lim
x→0+

√
1 − e−x

x
· lim
x→0+

√
x

sinx
=

= lim
x→0+

√
e−x − 1

−x
· lim
x→0+

√
x

sinx
= 1 · 1 = 1.

K určenı́předchozı´ch dvou limit je nutno pouzˇı́t jednostrannou verzi veˇty o limitě složenéfunkce. Dále

lim
x→0+

√
1 − cosx√

sinx
= lim

x→0+

(√
1 − cosx

x
·

√
x√

sinx
· √x

)
=

= lim
x→0+

√
1 − cosx

x
· lim
x→0+

√
x√

sinx
· lim
x→0+

√
x =

√
1

2
· √

1 · 0 = 0.
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Celkem tedy vycha´zı́

lim
x→0+

√
1 − e−x − √

1 − cosx√
sinx

= 1 − 0 = 1.
�

V dalšı́m vypocˇteme neˇkolik limit funkcı́, v jejichžvyjádřenı́ se vyskytujı´ hyperbolicke´ funkce. Zde,
podobneˇ jako u trigonometricky´ch funkcı´, budou hrát důležitou roli dvě limity, totiž

lim
x→0

sinhx

x
= 1, lim

x→0

coshx − 1

x2
= 1

2
.

Obě limity si v dalšı́m vypocˇteme. To byl take´ hlavnı́ důvod k tomu, zˇe jsme je nezarˇadili do tabulky
limit na začátku této kapitoly. (Jejich vy´počet je navı´c ještě velmi jednoduchy´.) Stojı́ ale zato si tyto
limity zapamatovat. Upozornˇujeme jesˇtě čtenáře, že u druhéz limit v čitateli je opačné pořadı́ než
u trigonometricky´ch funkcı´. Tam je totizˇ 1 − cosx.

Přı́klad 2.116. Určete lim
x→0

sinhx

x
.

Řešenı́. Již na této limitě pochopı´me, pročnám hyperbolicke´ funkce v limitovaných výrazech nepu˚sobı́
žádnémimořádnéobtı́že — lze je totižvelmi jednodusˇe vyjádřit pomocı́exponencia´lnı́ch funkcı́(přesněji
řečeno, ony jsou pomocı´ nich prosteˇ definovány). Je

lim
x→0

sinhx

x
= lim

x→0

ex−e−x

2

x
= 1

2
lim
x→0

ex − e−x

x
= 1

2
lim
x→0

(ex − 1) + (1 − e−x)

x
=

= 1

2
· lim
x→0

ex − 1

x
+ 1

2
· lim
x→0

1 − e−x

x
= 1

2
· 1 + 1

2
· lim
x→0

e−x − 1

−x
= 1

2
+ 1

2
· 1 = 1.

�

Přı́klad 2.117. Určete lim
x→0

coshx − 1

x2
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

coshx − 1

x2
= lim

x→0

ex+e−x

2 − 1

x2
= 1

2
lim
x→0

ex + e−x − 2

x2
= 1

2
lim
x→0

(
e

x
2 − e− x

2
)2

x2
.

Upozorněme, že úprava ex +e−x−2 = (ex−1)+(e−x−1)by zde nikam nevedla. Rovnost ex + e−x − 2 =
= (

e
x
2 − e− x

2
)2

je triviálnı́, ale stojı´ za zapamatova´nı́. Pokračujeme-li v nasˇem předchozı´m výpočtu,
dostaneme

1

2
lim
x→0

(
e

x
2 − e− x

2

x

)2

= 1

2
lim
x→0

( e
x
2 −e− x

2

2
x
2

)2

= 1

2
lim
x→0

(
sinh x

2
x
2

)2

= 1

2
· 1 = 1

2

na základěpředchozı´ho přı́kladu. K témuž výsledku mu˚žeme dospeˇt poněkud rychleji, zna´me-li různé
vztahy mezi hyperbolicky´mi funkcemi. (Tyto vztahy jsou ovsˇem mnohem me´ně běžné nežanalogicke´
vztahy pro trigonometricke´ funkce.) Pro na´š účel je vhodnývztah sinh2 α

2 = coshα−1
2 . S jeho pomocı´

dostáváme

lim
x→0

coshx − 1

x2
= lim

x→0

2sinh2 x
2

x2
= 1

2
lim
x→0

sinh2 x
2(

x
2

)2 = 1

2
lim
x→0

(
sinh x

2
x
2

)2

= 1

2
· 1 = 1

2
.

�
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Snad bychom jesˇtě měli uvést explicitně, že znalost vztahu˚ mezi hyperbolicky´mi funkcemi na´m sice
(jak jsme mohli videˇt i nynı́) může výpočet zkrátit, ale pro vlastnı´ výpočet nenı´ naprosto nutna´. Proto
si takétyto vztahy nikdy tolik nepamatujeme. U trigonometricky´ch funkcı´ je ovšem situace diametra´lně
odlišná. Neznalost prˇı́slušné trigonometricke´ formule velmi cˇasto zpu˚sobı́, že limitu výrazu obsahujı´cı́ho
trigonometricke´ funkce vu˚bec nevypocˇteme.

Přı́klad 2.118. Určete lim
x→0

tghx

x
.

Řešenı́. Toto je moc jednoduchy´ přı́klad. Všı́mejme si jen (nejen zde, ale i u neˇkterých jiných přı́kladů),
že postup je zcela stejny´ jako u analogicke´ limity s trigonometrickou funkcı´. Vyjde

lim
x→0

tghx

x
= lim

x→0

( sinhx

coshx
· 1

x

)
= lim

x→0

(sinhx

x
· 1

coshx

)
= lim

x→0

sinhx

x
· lim
x→0

1

coshx
= 1 · 1 = 1.

Zde jsme vyuzˇili Přı́kladu2.116a spojitosti funkce 1
coshx v bodě0. �

Přı́klad 2.119. Určete lim
x→0

sinh2x

ln(cosh 3x)
.

Řešenı́. Zde si jenom uveˇdomı́me, že cosh(3 · 0) = 1 a vidı́me, že lze pouzˇı́t zcela standardnı´ postup:

lim
x→0

sinh2x

ln(cosh 3x)
= lim

x→0

sinh2x

ln
(
1 + (cosh 3x − 1)

) =

= lim
x→0

(
sinh2x

x2
· cosh 3x − 1

ln
(
1 + (cosh 3x − 1)

) · x2

cosh 3x − 1

)
=

= lim
x→0

sinh2x

x2
· lim
x→0

cosh 3x − 1

ln
(
1 + (cosh 3x − 1)

) · lim
x→0

1

9
· (3x)2

cosh 3x − 1
=

= 1 · 1 · 1

9
· lim
x→0

· (3x)2

cosh 3x − 1
= 1

9
· 2 = 2

9
.

�

Přı́klad 2.120. Určete lim
x→a

sinhx − sinha

x − a
a lim

x→a

coshx − cosha

x − a
.

Řešenı́. Můžeme postupovat bud’to jako u trigonometricky´ch funkcı́. Ukážeme to na prvnı´ z obou limit.
Nutněovšem, chceme-li takto postupovat, musı´me znát formuli

sinhα − sinhβ = 2 sinh
α − β

2
· cosh

α + β

2

(kteráovšem zde nasˇtěstı́ formálně zcela odpovı´dápřı́slušné trigonometricke´ formuli). S jejı́m použitı́m
dostáváme

lim
x→a

sinhx − sinha

x − a
= lim

x→a

2 sinhx−a
2 coshx+a

2

x − a
=

= lim
x→a

sinh x−a
2

x−a
2

· lim
x→a

cosh
x + a

2
= 1 · cosha = cosha.



96 Limita funkce

Jiná možnost je prosteˇ použı́t definice hyperbolicky´ch funkcı́. To zase pro zmeˇnu ukážeme na druhe´
limitě.

lim
x→a

coshx − cosha

x − a
= lim

x→a

ex+e−x

2 − ea+e−a

2

x − a
=

= 1

2
lim
x→a

(ex − ea) + (e−x − e−a)

x − a
=

= 1

2
lim
x→a

ex − ea

x − a
+ 1

2
lim
x→a

e−x − e−a

x − a
=

= 1

2
ea lim

x→a

ex−a − 1

x − a
+ 1

2
e−a lim

x→a

e−x+a − 1

x − a
=

= 1

2
ea · 1 − 1

2
e−a lim

x→a

e−(x−a) − 1

−(x − a)
= 1

2
ea − 1

2
e−a · 1 = sinha.

Připomeňme jen jesˇtě, že jsme tu vlastneˇ vypočetli derivace funkcı´ sinhx a coshx. �

Přı́klad 2.121. Určete lim
x→+∞

sinh
√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

coshx
.

Řešenı́. Tento přı́klad sice vypada´ složitě, ale při troše šikovnosti nemusı´ dát přı́liš mnoho pra´ce. Prˇedně
si uvědomme, zˇe

lim
x→+∞ coshx = lim

x→+∞
1

2
(ex + e−x) = 1

2
lim

x→+∞ ex + 1

2
lim

x→+∞ e−x

= 1

2
· (+∞) + 1

2
· 0 = +∞.

Tento výsledek jisteˇ nezpůsobil člen e−x , nýbrž člen ex . A právě ten si v jistém smyslu odseparujeme —
napı́šeme totiž1

2 (e
x + e−x) = 1

2 ex(1 + e−2x). Takto dosta´váme

lim
x→+∞

sinh
√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

coshx
= lim

x→+∞
sinh

√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

1
2 ex(1 + e−2x)

=

= lim
x→+∞

(
2

1 + e−2x
· sinh

√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

ex

)
=

= lim
x→+∞

2

1 + e−2x
· lim
x→+∞

sinh
√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

ex
=

= 2 lim
x→+∞

sinh
√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

ex
.

Poslednı´ limitovaný výraz nynı´ rozepı´šeme. (Ani na´m moc nic vı´c nezbývá. Mohli bychom pouzˇı́t
formule sinhα − sinhβ = 2 sinhα−β

2 coshα+β

2 , ale tı́m — jak se mu˚že čtenář sám přesvědčit — bychom
si výpočet nikterak nezjednodusˇili.)

1

ex
(
sinh

√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

) =

= 1

2
e−x

(
e
√

x2+x − e−
√

x2+x − e
√

x2−x + e−
√

x2−x
) =

= 1

2
e
√

x2+x−x − 1

2
e−

√
x2+x−x − 1

2
e
√

x2−x−x + 1

2
e−

√
x2−x−x.
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Snadno zjistı´me, že

lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

) = lim
x→+∞

x√
x2 + x + x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1

x
+ 1

= 1

2

a podobneˇ

lim
x→+∞

(√
x2 − x − x

) = −1

2
.

Dále potom

lim
x→+∞

(−√x2 + x − x
) = − lim

x→+∞ x
(√

1 + 1

x
+ 1

)
=

= − lim
x→+∞ x · lim

x→+∞

(√
1 + 1

x
+ 1

)
= −((+∞) · 2) = −∞

a podobneˇ

lim
x→+∞

(−√x2 − x − x
) = −∞.

S použitı́m těchto výsledkůa věty o limitě složenéfunkce dosta´váme postupneˇ

lim
x→+∞

1

2
· e

√
x2+x−x = 1

2
· e

1
2 , lim

x→+∞
1

2
· e−

√
x2+x−x = 0,

lim
x→+∞

1

2
· e

√
x2−x−x = 1

2
· e− 1

2 , lim
x→+∞

1

2
· e−

√
x2−x−x = 0.

Celkem tedy vycha´zı́

lim
x→+∞

sinh
√
x2 + x − sinh

√
x2 − x

coshx
= 2 ·

(1

2
e

1
2 − 0 − 1

2
e− 1

2 + 0
)

=

= e
1
2 − e− 1

2 = 2 sinh
1

2
.

�

Přı́klad 2.122. Určete lim
x→+∞(x − ln coshx).

Řešenı́. Napišme nejprve

x − ln coshx = x − ln
ex + e−x

2
.

Mohlo by se docela dobrˇe zdát, že oba cˇleny vyskytujı́cı́ se v rozdı´lu nejdou dobrˇe dohromady. Zde na´s
ale musı´ napadnout, zˇex = ln ex . Potom uzˇ jde vše hladce:

lim
x→+∞(x − ln coshx) = lim

x→+∞(ln ex − ln
ex + e−x

2
) = lim

x→+∞ ln
ex

ex+e−x

2

=

= lim
x→+∞ ln

2ex

ex + e−x
= lim

x→+∞ ln
2

1 + e−2x
= ln 2.

�
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Přı́klad 2.123. Určete lim
x→0

esin 2x − esinx

tghx
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

esin 2x − esinx

tghx
= lim

x→0

(esin 2x − 1) + (1 − esinx)

tghx
=

= lim
x→0

esin 2x − 1

tghx
+ lim

x→0

1 − esinx

tghx
=

= lim
x→0

(
esin 2x − 1

sin 2x
· sin 2x

tghx

)
− lim

x→0

(
esinx − 1

sinx
· sinx

tghx

)
=

= lim
x→0

esin 2x − 1

sin 2x
· lim
x→0

2sin 2x
2x

tghx
x

− lim
x→0

esinx − 1

sinx
· lim
x→0

sinx
x

tghx
x

=

= 1 ·
2 lim

x→0

sin 2x
2x

lim
x→0

tghx
x

− 1 ·
lim
x→0

sinx
x

lim
x→0

tghx
x

=

= 1 · 2

1
− 1 · 1

1
= 1.

Použili jsme zde výsledku Prˇı́kladu2.118. �

Dále budeme bra´t v úvahu limity funkcı´, v jejichžvyjádřenı́ se vyskytujı´ cyklometricke´ funkce. Zde
budeme velmi cˇasto potrˇebovat, zˇe

lim
x→0

arcsinx

x
= 1 a lim

x→0

arctgx

x
= 1.

Rovněž různévztahy mezi cyklometricky´mi funkcemi (bohuzˇel často ne moc jednoduche´) bývajı́ užitečné,
takže je nutno je ve´st v patrnosti.

Přı́klad 2.124. Určete lim
x→+∞ arcsin

1 − x

1 + x
.

Řešenı́. Zde stacˇı́ jen použı́t přı́slušnou jednostrannou verzi veˇty o limitě složené funkce. Vezmeme
vnitřnı́ funkci g(x) = 1−x

1+x
a vnějšı́ funkci f (y) = arcsiny. Platı́

lim
x→+∞

1 − x

1 + x
= −1, lim

x→−1+
arcsiny = −π

2
.

Pro složenou funkcif (g(x)) = arcsin1−x
1+x

pak platı´

lim
x→+∞ arcsin

1 − x

1 + x
= −π

2
.

Správně jsme měli ještě ověřit, že existuje neˇjakéokolı́ bodu+∞, na němž 1−x
1+x

�= −1, ale je to zrˇejmé,
nebot’rovnice1−x

1+x
= −1 nemářešenı́. �
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Přı́klad 2.125. Určete lim
x→+∞ arccos

(√
x2 + x − x

)
.

Řešenı́. Nevı́me-li, co podniknout, mu˚žeme alesponˇ zjistit, že

lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

) = lim
x→+∞

x√
x2 + x + x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1

x
+ 1

= 1

2
.

Funkce arccosy je ale na intervalu〈−1,1〉 a tı́m spı́še v bodě1
2 spojitá, takže lim

y→ 1
2

arccosy = arccos1
2 =

= π
3 . Tedy podle veˇty o limitě složenéfunkce

lim
x→+∞ arccos

(√
x2 + x − x

) = π

3
.

�

Přı́klad 2.126. Určete lim
x→2

arctg
x − 4

(x − 2)2
.

Řešenı́. Zde vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(x) = x−4
(x−2)2

a vnějšı́ funkci f (y) = arctgy. Máme

lim
x→2

x − 4

(x − 2)2
= lim

x→2

[
(x − 4) · 1

(x − 2)2

]
= lim

x→2
(x − 4) · lim

x→2

1

(x − 2)2
= −2 · (+∞) = −∞.

Dále pak

lim
y→−∞ arctgy = −π

2
,

takže podle veˇty o limitě složenéfunkce

lim
x→2

arctg
x − 4

(x − 2)2
= −π

2
.

�

Přı́klad 2.127. Určete lim
x→−∞ arccotg

x√
1 + x2

.

Řešenı́. Postupujeme zcela stejneˇ jako v předchozı´m přı́kladě. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(x) = x√
1+x2

a

vnějšı́ f (y) = arccotgy.
Jen prˇi výpočtu lim

x→−∞
x√
1+x2

musı́me být velmi opatrnı´, protože tu máme výtečnou přı́ležitost udělat

chybu. Limitu počı́táme v bodeˇ −∞, můžeme se tedy omezit naprˇ. na jeho okolı´ (−∞,0), což jinými
slovy znamena´, že budeme uvazˇovatx záporná. Budeme samozrˇejmědělit x tak jako vždycky, ale musı´me
dát velký pozor, protozˇe pro zápornéx neplatı´ x = √

x2, nýbrž x = −√
x2.

lim
x→−∞

x√
1 + x2

= lim
x→−∞

1√
1+x2

x

= − lim
x→−∞

1√
1 + 1

x2

= −1.

Dále pak lim
y→−1

arccotgy = arccotg(−1) = 3
4π, nebot’funkce arccotgy je na intervalu(−∞,+∞) (a tı́m

spı́še v bodě−1) spojitá. Podle veˇty o limitě složenéfunkce tedy

lim
x→−∞ arccotg

x√
1 + x2

= 3

4
π.

�
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Přı́klad 2.128. Určete lim
h→0

arctg(x + h) − arctgx

h
a lim

h→0

arccotg(x + h) − arccotgx

h
.

Řešenı́. Vyhledáme-li přı́slušné rozdı́lové formule, zjistı́me, že

arctgα − arctgβ = arctg
α − β

1 + αβ
proαβ > −1,

arccotgα − arccotgβ = arccotg
αβ + 1

β − α
proα �= β.

(Doporučujeme čtenáři, aby si obeˇ formule odvodil. Nenı´ to nic těžkého — stacˇı́ vyjı́t ze soucˇtových
formulı́ pro tangens a kotangens.) K pouzˇitı́ prvnı́ formule potřebujeme, aby byla splneˇna nerovnost
(x + h)x > −1. Ale protože chceme pocˇı́tat limitu, nebude obtı´žnézajistit splněnı́ této nerovnosti. Bude
stačit, když se omezı´me na dostatecˇněmaléokolı́ bodux.

a) Je-lix < 0, omezı´me se na okolı´ o poloměru −x. Potomx + h < 0, a tudı´ž (x + h)x > 0 > −1.

b) Je-lix = 0, je nerovnost zrˇejměvždy splněna.

c) Je-lix > 0, omezı´me se na okolı´ o poloměru x. Potomx + h > 0, a tudı´ž (x + h)x > 0.

Na přı́slušném okolı́ tedy platı´

arctg(x + h) − arctgx = arctg
h

1 + (x + h)x
.

Odtud

lim
h→0

arctg(x + h) − arctgx

h
= lim

h→0

arctg h
1+(x+h)x

h
=

= lim
h→0

[
arctg h

1+(x+h)x

h
1+(x+h)x

·
h

1+(x+h)x

h

]
=

= lim
h→0

arctg h
1+(x+h)x

h
1+(x+h)x

· lim
h→0

1

1 + (x + h)x
= 1 · 1

1 + x2
= 1

1 + x2
.

Druhá z limitovaných funkcı́ je v boděh = 0 spojitá, takže s limitou nenı´ potı́ž. Na výpočet prvnı́
limity je ale opět potřeba věta o limitěsloženéfunkce. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(h) = h

1+(x+h)x
a vnějšı́

f (y) = arctgy
y

. Protože

lim
h→0

h

1 + (x + h)x
= 0, lim

y→0

arctgy

y
= 1,

máme pro slozˇenou funkcif (g(h)) = arctg h
1+(x+h)x
h

1+(x+h)x

rovnost

lim
h→0

arctg h
1+(x+h)x

h
1+(x+h)x

= lim
y→0

arctgy

y
= 1.

Existuje ale i jinýzpůsob výpočtu této limity, při kterém ani nepotrˇebujeme veˇdět, že lim
x→0

arctgx
x

= 1, ale

hlavněnepotřebujeme zna´t složitou formuli pro rozdı´l arkustangent. Jisteˇ existujı́ jednoznacˇně určená
čı́slaz,w ∈ (−π

2 ,
π
2

)
taková, že

x = tgz, x + h = tgw.
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Přepı́šeme-li zcela forma´lně výraz arctg(x+h)−arctgx
h

pomocı´ z aw, dostáváme

arctg(x + h) − arctgx

h
= arctg(tgw) − arctg(tgz)

tgw − tgz
= w − z

tgw − tgz
.

Limitu poslednı´ho výrazu prow → z umı́me spocˇı́tat. Toto by na´s mělo přivést na mysˇlenku vyjádřit
původnı́ limitovanou funkci jako funkci slozˇenou, a potom k jejı´mu určenı́ použı́t větu o limitě složené
funkce. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(h) = arctg(x + h) a vnějšı́ funkci f (w) = w−z

tgw−tgz
. Máme

lim
h→0

arctg(x + h) = arctgx = z, lim
w→z

w − z

tgw − tgz
= cos2 z = 1

1 + tg2 z
= 1

1 + x2
.

Přitom při výpočtu prvnı́ limity jsme použili spojitosti funkce arctgx a při výpočtu druhélimity Přı́-
kladu2.66. Pro složenou funkci

f (g(h)) = arctg(x + h) − z

tg(arctg(x + h)) − tgz
= arctg(x + h) − arctgx

x + h − x
= arctg(x + h) − arctgx

h

tedy platı´

lim
h→0

arctg(x + h) − arctgx

h
= lim

w→z

w − z

tgw − tgz
= 1

1 + x2
.

Druhou z limit nasˇeho přı́kladu můžeme pocˇı́tat analogicky, ale bylo by to velmi nevy´hodné. Nesmı´me
zapomenout, zˇe máme k disposici kra´snou formuli

arctgα + arccotgα = π

2
.

S jejı́m použitı́m dostáváme

lim
h→0

arccotg(x + h) − arccotgx

h
= lim

h→0

(
π
2 − arctg(x + h)

)− (
π
2 − arctgx

)
h

=

= − lim
h→0

arctg(x + h) − arctgx

h
= − 1

1 + x2
.

Poznamenejme jesˇtě, že jsme v tomto prˇı́kladěvypočetli derivace funkcı´ arctgx a arccotgx. �

Přı́klad 2.129. Určete lim
x→0

ln 1+x
1−x

arctg(1 + x) − arctg(1 − x)
.

Řešenı́. S logaritmem si uzˇ umı́me poradit a rozdı´l arkustangent vyja´dřı́me pomocı´ formule, kterou
jsme uvedli v prˇedchozı´m přı́kladě. Povšimněme si ještě (kvůli možnosti pouzˇitı́ zmı́něné formule), že
(1+ x)(1− x) = 1− x2 > −1, omezı´me-li se naprˇ. na okolı́bodu 0 o polomeˇru 1. Takže na tomto okolı´

arctg(1 + x) − arctg(1 − x) = arctg
2x

2 − x2
.

Použijeme-li tuto formuli, dosta´váme

lim
x→0

ln 1+x
1−x

arctg(1 + x) − arctg(1 − x)
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

1+x
1−x

− 1
)]

1+x
1−x

− 1
·

1+x
1−x

− 1

arctg 2x
2−x2

]
=

= lim
x→0

ln
[
1 + (

1+x
1−x

− 1
)]

1+x
1−x

− 1
· lim
x→0

[
1+x
1−x

− 1
2x

2−x2

·
2x

2−x2

arctg 2x
2−x2

]
=

= 1 · lim
x→0

1+x−1+x
1−x

2x
2−x2

· lim
x→0

2x
2−x2

arctg 2x
2−x2

= lim
x→0

2 − x2

1 − x
· 1 = 2 · 1 = 2.

�
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Přı́klad 2.130. Určete lim
x→+∞ x

(π

4
− arctg

x

x + 1

)
.

Řešenı́. Argument u arkustangenty se prˇi x → +∞ blı́žı́ k 1 a my bohuzˇel umı́me něco udělat většinou
jen v přı́padě, že se blı´žı́ k 0. Ale zdánlivě nehomogennı´ rozdı́l v závorce zacˇne hned vypadat prˇı́větivěji,
když napı́šeme π

4 = arctg 1. Na vhodne´m okolı́ bodu+∞ (např. na intervalu(0,+∞)) je nepochybneˇ
1 · x

x+1 > −1, takže můžeme pouzˇı́t nám již známou rozdı´lovou formuli. Dosta´váme

lim
x→+∞ x

(π

4
− arctg

x

x + 1

)
= lim

x→+∞ x
(

arctg 1− arctg
x

x + 1

)
=

= lim
x→+∞

[
x arctg

1 − x
x+1

1 + x
x+1

]
= lim

x→+∞

(
x arctg

1

2x + 1

)
=

= lim
x→+∞

[
arctg 1

2x+1
1

2x+1

· 1

2x + 1
· x
]

= lim
x→+∞

arctg 1
2x+1

1
2x+1

· lim
x→+∞

x

2x + 1
=

= 1 · 1

2
= 1

2
.

I zde máme ovšem možnost jinémetody — metody pouzˇité již v předchozı´m přı́kladě. Bylo by jistě
přı́jemné, kdyby se hned za arkustangentou objevila tangenta. Zkusme tedy polozˇit x

x+1 = tgy. Snadno
vypočtemex = tgy

1−tgy
a po dosazenı´ do limitovaného výrazu máme

x
(π

4
− arctg

x

x + 1

)
= tgy

1 − tgy
·
(π

4
− arctg(tgy)

)
= tgy

1 − tgy
·
(π

4
− y

)
.

Toto jsou ovsˇem pouze prˇedběžnéúvahy. Forma´lněmusı́me postupovat na´sledujı́cı́m způsobem. Zvolı´me
vnitřnı́ funkci g(x) = arctg x

x+1 a vnějšı́ funkci f (y) = tgy

1−tgy
· (π

4 − y). Máme

lim
x→+∞ arctg

x

x + 1
= arctg 1= π

4
,

lim
y→ π

4

[ tgy

1 − tgy
·
(π

4
− y

)]
= lim

y→ π
4

tgy · lim
y→ π

4

y − π
4

tgy − tg π
4

= cos2
π

4
= 1

2
.

Odtud potom pro slozˇenou funkci

f (g(x)) = tg
(
arctg x

x+1

)
1 − tg

(
arctg x

x+1

) ·
(π

4
− arctg

x

x + 1

)
=

=
x

x+1

1 − x
x+1

·
(π

4
− arctg

x

x + 1

)
= x

(π

4
− arctg

x

x + 1

)
plyne

lim
x→+∞ x

(π

4
− arctg

x

x + 1

)
= lim

y→ π
4

tgy

1 − tgy
·
(π

4
− y

)
= 1

2
.

�

Přı́klad 2.131. Určete lim
x→+∞ x

(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
.

Řešenı́. Můžeme postupovat stejneˇ jako v předchozı´m přı́kladě. Nejprve si vypocˇteme vneˇjšı́ funkci.
Lı́bilo by se na´m, kdyby se za arkussinem vyskytoval sinus. Napı´šeme tedy x√

x2+1
= siny a počı́táme:

x2

x2 + 1
= sin2 y, x2(1 − sin2 y) = sin2 y,

x2 = sin2 y

cos2 y
, x = siny

cosy
.
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(Výpočet májen předběžný charakter, takzˇe si zatı´m neděláme starost se vsˇemi detaily.) Da´le máme

x
(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
= siny

cosy

(π

2
− arcsin(siny)

)
= siny

cosy

(π

2
− y

)
.

A ted’užzačneme da´vat pozor. Vezmeme vnitrˇnı́ funkcig(x) = arcsin x√
x2+1

definovanou na(−∞,+∞)

a vnějšı́ funkci f (y) = siny
cosy

(
π
2 − y

)
definovanou na

(−π
2 ,

π
2

)
. Platı́

lim
x→+∞ arcsin

x√
x2 + 1

= arcsin 1= π

2
,

lim
y→ π

2 −
siny

cosy

(π

2
− y

)
= lim

y→ π
2 −

siny · lim
y→ π

2 −

π
2 − y

cosy − cosπ
2

=

= (−1) · lim
y→ π

2 −
y − π

2

cosy − cosπ
2

= − 1

− sin π
2

= 1

podle Prˇı́kladu2.65. Podle prˇı́slušné jednostranne´ verze věty o limitě složenéfunkce nynı´ pro složenou
funkci

f (g(x)) =
sin
(
arcsin x√

x2+1

)
cos
(
arcsin x√

x2+1

) ·
(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
=

=
x√
x2+1√

1 − sin2
(
arcsin x√

x2+1

) ·
(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
=

=
x√
x2+1√

1 −
(

x√
x2+1

)2
·
(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
=

=
x√
x2+1√

1 − x2

x2+1

·
(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
= x

(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)

platı́

lim
x→+∞ x

(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
= lim

y→ π
2 −

siny

cosy

(π

2
− y

)
= 1.

Podotkneˇme ještě, že při výpočtu složenéfunkcef (g(x)) jsme zcela spra´vně použili vztahu cosα =
= √

1 − sin2 α, nebot’v nasˇem přı́paděα = arcsin x√
x2+1

∈ (−π
2 ,

π
2

)
a zde tento vztah platı´. V takovýchto

přı́padech doporucˇujeme zvýšenou opatrnost, velice snadno lze udeˇlat chybu!
Předesˇlý postup je ovsˇem možnémı́rněmodifikovat. Za tı´m účelem pouzˇijeme vztah

arctgα = arcsin
α√

1 + α2

platnýpro všechnaα ∈ (−∞,+∞). Dostáváme tak ihned

lim
x→+∞ x

(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
= lim

x→+∞ x
(π

2
− arctgx

)
.
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Nynı́ postupujeme stejneˇ jako výše, ale jsme technicky v trochu jednodusˇšı́ situaci. Vezmeme vnitrˇnı́
funkci g(x) = arctgx a vnějšı́ funkci f (y) = tgy · (π

2 − y
)
. Je

lim
x→+∞ arctgx = π

2
, lim

y→ π
2 −

tgy ·
(π

2
− y

)
= 1 (stejnějako výše).

Pro složenou funkci

f (g(x)) = tg(arctgx) ·
(π

2
− arctgx

)
= x

(π

2
− arctgx

)
pak dosta´váme stejny´ výsledek jako vy´še, totiž

lim
x→+∞ x

(π

2
− arctgx

)
= lim

y→ π
2 −

tgy ·
(π

2
− y

)
= 1.

Nakonec ovsˇem zbývá ještě třetı́ způsob, ktery´ ale podstatneˇ závisı́ na tom, zna´me-li či ne přı́slušnou
formuli pro rozdı´l arkussinu˚. Platı́totiž

arcsinα − arcsinβ = arcsin
(
α
√

1 − β2 − β
√

1 − α2
)
,

jestliže bud’ αβ ≥ 0 neboα2 + β2 ≤ 1. V našem přı́padě(protože zkouma´me limitu v+∞ a můžeme se
tudı́ž omezit třeba na interval(0,+∞)) platı́ jistě 1 · x√

x2+1
≥ 0, takže

lim
x→+∞ x

(π

2
− arcsin

x√
x2 + 1

)
= lim

x→+∞ x
(

arcsin 1− arcsin
x√

x2 + 1

)
=

= lim
x→+∞

[
x arcsin

(√
1 −

( x√
x2 + 1

)2 − x√
x2 + 1

· 0

)]
=

= lim
x→+∞

[
x arcsin

1√
x2 + 1

]
= lim

x→+∞


arcsin 1√

x2+1

1√
x2+1

· x√
x2 + 1


 =

= lim
x→+∞

arcsin 1√
x2+1

1√
x2+1

· lim
x→+∞

x√
x2 + 1

= 1 · 1 = 1.

�

Poslednı´ typ limit (pokud vu˚bec o typech limit lze mluvit) budou limity tvarulim
x→a

[
h(x)k(x)

]
. Zde je

velmi výhodnépostupovat na´sledujı́cı́m způsobem. Napı´šeme

h(x)k(x) = (
elnh(x)

)k(x) = ek(x) lnh(x)

a použijeme větu o limitě složenéfunkce. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(x) = k(x) ln h(x) a vnějšı́ funkci
f (y) = ey . Je-li

lim
x→a

k(x) ln h(x) = A a lim
y→A

ey = eA,

potom pro slozˇenou funkcif (g(x)) = ek(x) lnh(x) = h(x)k(x) platı́

lim
x→a

[
h(x)k(x)

] = lim
y→A

ey = eA.

Výrazy typuef (x) bohužel v přı́paděsložitějšı́ funkcef (x) vypadajı´ ošklivě. Proto funkciex budeme znacˇit
v přı́paděpotřeby rovneˇž symbolemexpx. Tedy neˇkdy mı´stoef (x) budeme psa´t expf (x).
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Přı́klad 2.132. Určete lim
x→0

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x

, lim
x→1

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x

a lim
x→+∞

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x

.

Řešenı́. Zde konkrétněmůžeme napsat

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x = exp
(1 − √

x

1 − x
ln

1 + x

2 + x

)
.

Dále potom uzˇ pokračujeme vcelku bez nesna´zı́:

lim
x→0

(1 − √
x

1 − x
ln

1 + x

2 + x

)
= 1 − √

0

1 − 0
ln

1 + 0

2 + 0
= − ln 2,

nebot’limitovanáfunkce je spojita´ v bodě0. Dále

lim
x→1

(1 − √
x

1 − x
ln

1 + x

2 + x

)
= lim

x→1

1 − √
x

1 − x
· lim
x→1

ln
1 + x

2 + x
=

= lim
x→1

1 − x

(1 − x)(1 + √
x)

· ln
2

3
= lim

x→1

1

1 + √
x

· ln
2

3
= 1

2
ln

2

3
,

lim
x→+∞

(1 − √
x

1 − x
ln

1 + x

2 + x

)
=

= lim
x→+∞

[
ln
[
1 + (

1+x
2+x

− 1
)]

1+x
2+x

− 1
·
(1 + x

2 + x
− 1

)1 − √
x

1 − x

]
=

= lim
x→+∞

ln
[
1 + (

1+x
2+x

− 1
)]

1+x
2+x

− 1
· lim
x→+∞

(1 + x − 2 − x

2 + x
· 1 − √

x

1 − x

)
=

= lim
x→+∞

√
x − 1

(2 + x)(1 − x)
= lim

x→+∞

1
x
√
x

− 1
x2(

2
x

+ 1
)(

1
x

− 1
) = 0

−1
= 0.

S použitı́m předchozı´ch třı́ výsledkůnynı́ postupneˇ dostáváme

lim
x→0

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x = lim
y→− ln 2

ey = e− ln 2 = 1

2
,

lim
x→1

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x = lim
y→ 1

2 ln 2
3

ey = e
1
2 ln 2

3 =
√

eln 2
3 =

√
2

3
,

lim
x→+∞

(1 + x

2 + x

) 1−√
x

1−x = lim
y→0

ey = e0 = 1.
�

Přı́klad 2.133. Určete lim
x→+∞

( x + 2

2x − 1

)x2

.

Řešenı́. Zde máme ( x + 2

2x − 1

)x2

= exp
[
x2 ln

x + 2

2x − 1

]
,

a tedy

lim
x→+∞

[
x2 ln

x + 2

2x − 1

]
= lim

x→+∞ x2 · lim
x→+∞ ln

x + 2

2x − 1
= +∞ · ln

1

2
= −∞.

Odtud potom

lim
x→+∞

( x + 2

2x − 1

)x2

= lim
y→−∞ ey = 0.

�
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Přı́klad 2.134. Určete lim
x→+∞

(3x2 − x + 1

2x2 + x + 1

) x3
1−x

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

( x3

1 − x
· ln

3x2 − x + 1

2x2 + x + 1

)
=

= lim
x→+∞

x3

1 − x
· lim
x→+∞ ln

3x2 − x + 1

2x2 + x + 1
= −∞ · ln

3

2
= −∞.

Odtud opeˇt

lim
x→+∞

(3x2 − x + 1

2x2 + x + 1

) x3
1−x = lim

y→−∞ ey = 0.
�

Přı́klad 2.135. Určete lim
x→+∞

(x2 − 1

x2 + 1

) x−1
x+1

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

[x − 1

x + 1
· ln

x2 − 1

x2 + 1

]
=

= lim
x→+∞

[
ln
[
1 + (

x2−1
x2+1

− 1
)]

x2−1
x2+1 − 1

·
(x2 − 1

x2 + 1
− 1

)
· x − 1

x + 1

]
=

= lim
x→+∞

ln
[
1 + (

x2−1
x2+1 − 1

)]
x2−1
x2+1

− 1
· lim
x→+∞

( −2

x2 + 1
· x − 1

x + 1

)
=

= 1 · lim
x→+∞

−2

x2 + 1
· lim
x→+∞

x − 1

x + 1
= 1 · 0 · 1 = 0.

Dostáváme tedy

lim
x→+∞

(x2 − 1

x2 + 1

) x−1
x+1 = lim

y→0
ey = e0 = 1.

�

Přı́klad 2.136. Určete lim
x→+∞

(x2 + 1

x2 − 2

)x2

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

(
x2 ln

x2 + 1

x2 − 2

)
= lim

x→+∞

[
ln
[
1 + (

x2+1
x2−2 − 1

)]
x2+1
x2−2

− 1
·
(x2 + 1

x2 − 2
− 1

)
x2

]
= lim

x→+∞
3x2

x2 − 2
= 3,

a tedy

lim
x→+∞

(x2 + 1

x2 − 2

)x2

= lim
y→3

ey = e3.
�
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Přı́klad 2.137. Určete lim
x→+∞

( x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2

) 1
x

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

(1

x
· ln

x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2

)
= lim

x→+∞

[
ln
[
1 + (

x2+2x−1
2x2−3x−2

− 1
)]

x2+2x−1
2x2−3x−2 − 1

·
( x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2
− 1

)
· 1

x

]
.

Tak se na´m podarˇilo napsat rovnost sice spra´vnou, ale zcela zbytecˇnou. Vidı́me, že nenı´ dobrésklouzávat
do mechanicke´ho a bezmysˇlenkovitého počı́tánı́. V našem přı́padětotiž

lim
x→+∞

x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2
= 1

2
,

a nenı´ tedy důvod použı́vat náš předesˇlý postup (jako naprˇ. v předchozı´m přı́kladě). Zde stacˇı́ totiž

lim
x→+∞

1

x
· ln

x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2
= lim

x→+∞
1

x
· lim
x→+∞ ln

x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2
= 0 · ln

1

2
= 0.

Potom

lim
x→+∞

( x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2

) 1
x = lim

y→0
ey = e0 = 1.

�

Přı́klad 2.138. Určete lim
x→0

x
√

1 − 2x.

Řešenı́. Zde nás nesmı´ odradit poneˇkud neobvyklýtvar limitovanéfunkce. Stacˇı́ totiž napsatx
√

1 − 2x =
= (1 − 2x)

1
x . Je

lim
x→0

1

x
ln(1 − 2x) = lim

x→0

ln(1 − 2x)

−2x
· −2x

x
= −2.

Potom tedy
lim
x→0

x
√

1 − 2x = lim
y→−2

ey = e−2. �

Přı́klad 2.139. Určete lim
x→ π

4 +

[
tg
(π

8
+ x

)]tg 2x
.

Řešenı́. Jako obvykle napı´šeme[
tg
(π

8
+ x

)]tg 2x = exp
[
tg 2x · ln tg

(π

8
+ x

)]
.

Pak

lim
x→ π

4 +

(
tg 2x ln tg

(π

8
+ x

))
= lim

x→ π
4 +

tg 2x · lim
x→ π

4 +
ln tg

(π

8
+ x

)
=

= (−∞) · ln tg
(π

8
+ π

4

)
= (−∞) · ln tg

(3

8
π
)

= −∞.

Zde jsme meˇli opět tři výtečné přı́ležitosti udělat chybu. V limitovane´ funkci se vyskytuje logaritmus,
mohli jsme se proto snazˇit psát

ln tg
(π

8
+ x

)
= ln

[
1 +

(
tg
(π

8
+ x

)
− 1

)]
,



108 Limita funkce

cožby, podobneˇ jako v Přı́kladě2.137, bylo zhola zbytecˇné, nebot’

lim
x→ π

4 +
tg
(π

8
+ x

)
�= 1.

Dále je možnost omylu u lim
x→ π

4 +
tg 2x. Při troše nepozornosti se snadno napı´še, že je rovna+∞. Toto

totiž platı́ pro lim
x→ π

4 −
tg 2x, zatı́mco lim

x→ π
4 +

tg 2x = lim
y→ π

2 +
tgy = −∞. Konečně při určenı́ součinu

(−∞) · ln tg
(

3
8π
)

musı́me nezbytneˇ nutněznát znaménko druhého činitele. Protozˇe však 1
4π < 3

8π <

< 1
2π, platı́ tg

(
3
8π
)
> tg

(
1
4π
) = 1, a tudı´ž ln tg

(
3
8π
)
> 0. Náš výsledek je

lim
x→ π

4 +

[
tg
(π

8
+ x

)]tg 2x = lim
x→−∞ ey = 0.

�
Přı́klad 2.140. Určete lim

x→0
(1 + x2)cotg2 x.

Řešenı́. Je

lim
x→0

[
cotg2 x · ln(1 + x2)

]
= lim

x→0

[ ln(1 + x2)

x2
· x2 · cos2 x

sin2 x

]
=

= 1 · lim
x→0

cos2 x · lim
x→0

( x

sinx

)2 = 1,

takže
lim
x→0

(1 + x2)cotg2 x = lim
y→1

ey = e1 = e.
�

Přı́klad 2.141. Určete lim
x→1

(1 + sinπx)cotgπx .

Řešenı́. Je

lim
x→1

[
cotgπx · ln(1 + sinπx)

] = lim
x→1

[ ln(1 + sinπx)

sinπx
· sinπx · cosπx

sinπx

]
=

= lim
x→1

ln(1 + sinπx)

sinπx
· lim
x→1

cosπx = 1 · cosπ = −1.

Zde bylo nutne´ si povšimnout, že sinπ = 0. Potom uzˇ byla metoda vy´počtu zcela jasna´. Jako výsledek
dostáváme

lim
x→1

(1 + sinπx)cotgπx = lim
y→−1

ey = e−1 = 1

e
.

�

Přı́klad 2.142. Určete lim
x→0

( 1 + tgx

1 + sinx

) 1
sin3 x .

Řešenı́. Je

lim
x→0

[ 1

sin3 x
· ln
( 1 + tgx

1 + sinx

)]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + ( 1+tgx

1+sinx − 1
)]

1+tgx

1+sinx − 1
·
( 1 + tgx

1 + sinx
− 1

)
· 1

sin3 x

]
=

= 1 · lim
x→0

( tgx − sinx

1 + sinx
· 1

sin3 x

)
= lim

x→0

1

1 + sinx
· lim
x→0

sinx
cosx − sinx

sin3 x
=

= 1 · lim
x→0

1 − cosx

sin2 x cosx
= lim

x→0

(1 − cosx

x2
· x2

sin2 x
· 1

cosx

)
= 1

2
· 1 · 1 = 1

2
,
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a tedy

lim
x→0

( 1 + tgx

1 + sinx

) 1
sin3 x = lim

y→ 1
2

ey = e
1
2 = √

e.
�

Přı́klad 2.143. Určete lim
x→a

(sinx

sina

) 1
x−a

, a �= kπ.

Řešenı́. Je

lim
x→a

[ 1

x − a
ln

sinx

sina

]
= lim

x→a

[
ln
[
1 + (

sinx
sina − 1

)]
sinx
sina − 1

·
(sinx

sina
− 1

)
· 1

x − a

]
=

= 1 · lim
x→a

sinx − sina

(x − a) sina
= cosa

sina
= cotga

na základěPřı́kladu2.65. Vycházı́ nám potom

lim
x→a

(sinx

sina

) 1
x−a = lim

y→cotga
ey = ecotga.

�

Přı́klad 2.144. Určete lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2

.

Řešenı́. Je

lim
x→0

( 1

x2
ln

cosx

cos 2x

)
= lim

x→0

[
ln
[
1 + (

cosx
cos 2x − 1

)]
cosx
cos 2x − 1

·
( cosx

cos 2x
− 1

)
· 1

x2

]
=

= 1 · lim
x→0

[cosx − cos 2x

cos 2x
· 1

x2

]
=

= lim
x→0

1

cos 2x
· lim
x→0

(cosx − 1) + (1 − cos 2x)

x2
=

= 1 ·
(

lim
x→0

cosx − 1

x2
+ lim

x→0
4 · 1 − cos 2x

(2x)2

)
=

= −1

2
+ 4 · 1

2
= 3

2
,

a tedy

lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2 = lim

y→ 3
2

ey = e
3
2 .

�

Přı́klad 2.145. Určete lim
x→ π

4

(tgx)tg 2x.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

4

[tg 2x · ln tgx] = lim
x→ π

4

[ ln[1 + (tgx − 1)]
tgx − 1

· (tgx − 1) · tg 2x
]

=

= 1 · lim
x→ π

4

[
(tgx − 1) · 2 tgx

1 − tg2 x

]
= lim

x→ π
4

−2 tgx

1 + tgx
= −1,

a tedy

lim
x→ π

4

(tgx)tg 2x = lim
y→−1

ey = e−1 = 1

e
.

�
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Přı́klad 2.146. Určete lim
x→ π

2

(sinx)tgx.

Řešenı́. Je

lim
x→ π

2

[tgx · ln sinx] = lim
x→ π

2

[
ln[1 + (sinx − 1)]

sinx − 1
· (sinx − 1) · tgx

]
=

= 1 · lim
x→ π

2

[
(sinx − 1) · sinx

cosx

]
= lim

x→ π
2

sinx · lim
x→ π

2

sinx − 1

cosx
=

= 1 · lim
x→ π

2

sinx − sin π
2

cosx − cosπ
2

= lim
x→ π

2

sinx−sin π
2

x− π
2

cosx−cosπ
2

x− π
2

= cosπ
2

− sin π
2

= 0,

s použitı́m Přı́kladu2.65. Pak
lim
x→ π

2

(tgx)tg 2x = lim
y→0

ey = e0 = 1.
�

Přı́klad 2.147. Určete lim
x→0

[
tg
(π

4
− x

)]cotgx
.

Řešenı́. Je

lim
x→0

[
cotgx · ln tg

(π

4
− x

)]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

tg
(

π
4 − x

) − 1
)]

tg
(

π
4 − x

)− 1
·
(
tg
(π

4
− x

)
− 1

)
cotgx

]
=

= 1 · lim
x→0

[(
tg π

4 − tgx

1 + tg π
4 tgx

− 1

)
· cotgx

]
=

= lim
x→0

[ −2 tgx

1 + tgx
· cotgx

]
= −2,

a tedy

lim
x→0

[
tg
(π

4
− x

)]cotgx = lim
y→−2

ey = e−2.
�

Přı́klad 2.148. Určete lim
x→+∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x
.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

[
x ln

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)]
=

= lim
x→+∞

[
ln
[
1 + (

sin 1
x

+ cos1
x

− 1
)]

sin 1
x

+ cos1
x

− 1
·
(
sin

1

x
+ cos

1

x
− 1

)
· x
]

=

= 1 · lim
x→+∞

[(
sin

1

x
+ cos

1

x
− 1

)
· x
]

=

= lim
x→+∞

[
sin 1

x

1
x

− 1 − cos1
x(

1
x

)2 · 1

x

]
= 1 − 1

2
· 0 = 1,

a tedy

lim
x→+∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x = lim
y→1

ey = e.
�
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Přı́klad 2.149. Určete lim
x→0+

x

√
cos

√
x.

Řešenı́. Zde podobneˇ jako v Přı́kladě2.138stačı́ napsatx
√

cos
√
x = (

cos
√
x
) 1

x . Je

lim
x→0+

[1

x
ln cos

√
x
]

= lim
x→0+

[
ln
[
1 + (cos

√
x − 1)

]
cos

√
x − 1

· (cos
√
x − 1) · 1

x

]
=

= 1 · lim
x→0+

cos
√
x − 1

x
= − lim

x→0+
1 − cos

√
x

(
√
x)2

= −1

2
,

a tedy

lim
x→0+

x

√
cos

√
x = lim

y→− 1
2

ey = e
− 1

2 = 1√
e
.

�

Přı́klad 2.150. Určete lim
x→0

(
1 + x · 2x

1 + x · 3x

) 1
x2

.

Řešenı́. Je

lim
x→0

[ 1

x2
· ln

1 + x · 2x

1 + x · 3x

]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

1+x·2x
1+x·3x − 1

)]
1+x·2x
1+x·3x − 1

·
(1 + x · 2x

1 + x · 3x
− 1

)
· 1

x2

]
=

= 1 · lim
x→0

[1 + x · 2x − 1 − x · 3x

1 + x · 3x
· 1

x2

]
= lim

x→0

2x − 3x

x(1 + x · 3x)
=

= lim
x→0

1

1 + x · 3x
· lim
x→0

2x − 3x

x
= lim

x→0

2x − 3x

x
.

Pro výpočet poslednı´ limity máme k dispozici nejme´nědvěmetody. Bud’to

lim
x→0

2x − 3x

x
= lim

x→0

(2x − 1) + (1 − 3x)

x
=

= lim
x→0

2x − 1

x
− lim

x→0

3x − 1

x
= ln 2 − ln 3 = ln

2

3

s použitı́m výsledku Prˇı́kladu2.87. Nebo

lim
x→0

2x − 3x

x
= lim

x→0
3x ·

(
2
3

)x − 1

x
=

= lim
x→0

3x · lim
x→0

(
2
3

)x − 1

x
= 1 · ln

2

3
= ln

2

3

opět podle Prˇı́kladu 2.87. (S těmito postupy jsme se ostatneˇ již setkali v Prˇı́kladě2.88.) Jako výsledek
tedy dosta´váme

lim
x→0

(1 + x · 2x

1 + x · 3x

) 1
x2 = lim

y→ln 2
3

ey = 2

3
.

�
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Přı́klad 2.151. Určete lim
x→0

(1 + sinx cosαx

1 + sinx cosβx

)cotg3 x

.

Řešenı́. Předpokládejme nejprve, zˇeα �= β. Pak

lim
x→0

[
cotg3 x · ln

1 + sinx cosαx

1 + sinx cosβx

]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

1+sinx cosαx
1+sinx cosβx − 1

)]
sinx cosαx
sinx cosβx − 1

·
(1 + sinx cosαx

1 + sinx cosβx
− 1

)
· cotg3 x

]
=

= lim
x→0

[sinx(cosαx − cosβx)

1 + sinx cosβx
· cos3 x

sin3 x

]
=

= lim
x→0

cos3 x

1 + sinx cosβx
· lim
x→0

cosαx − cosβx

sin2 x
=

= 1 · lim
x→0

−2 sin α+β

2 x sin α−β

2 x

sin2 x
=

= −2 lim
x→0

sin α+β

2 x

sinx
· lim
x→0

sin α−β

2 x

sinx
= −2 · α + β

2
· α − β

2
= 1

2
(β2 − α2)

a

lim
x→0

(1 + sinx cosαx

1 + sinx cosβx

)cotg3 x = lim
y→ 1

2 (β
2−α2)

ey = e
1
2 (β

2−α2).

Je-liα = β, je

lim
x→0

(1 + sinx cosαx

1 + sinx cosβx

)cotg3 x = lim
x→0

1cotg3 x = lim
x→0

1 = 1.

Vidı́me tak, že výše uvedeny´ vztah platı´ i pro α = β. �

Přı́klad 2.152. Určete lim
x→0

(ax + bx + cx

3

) 1
x

, a > 0, b > 0, c > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→0

[
1

x
ln

ax + bx + cx

3

]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

ax+bx+cx

3 − 1
)]

ax+bx+cx

3 − 1
·
(ax + bx + cx

3
− 1

)
· 1

x

]
=

= lim
x→0

ax + bx + cx − 3

3x
.

Pamatujeme-li si vy´sledek Prˇı́kladu 2.87alesponˇ v důležitém specia´lnı́m tvaru lim
x→0

ax−1
x

= ln a (cožse

vyplatı́), mělo by nás napadnout, zˇe trojka je soucˇtem třı́ jedniček, tj. že můžeme psa´t

lim
x→0

ax + bx + cx − 3

3x
= 1

3
lim
x→0

(ax − 1) + (bx − 1) + (cx − 1)

x
=

= 1

3

(
lim
x→0

ax − 1

x
+ lim

x→0

bx − 1

x
+ lim

x→0

cx − 1

x

)
=

= 1

3
(ln a + ln b + ln c) = 1

3
ln(abc),
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a tedy

lim
x→0

(ax + bx + cx

3

) 1
x = lim

y→ 1
3 ln(abc)

ey = e
1
3 ln(abc) = 3

√
abc.

�

Přı́klad 2.153. Určete lim
x→0

(ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c

) 1
x

, a > 0, b > 0, c > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→0

1

x
ln

ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

ax+1+bx+1+cx+1

a+b+c
− 1

)]
ax+1+bx+1+cx+1

a+b+c
− 1

·
(ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c
− 1

)
· 1

x

]
=

= lim
x→0

ax+1 + bx+1 + cx+1 − a − b − c

x(a + b + c)
=

= 1

a + b + c
lim
x→0

(ax+1 − a) + (bx+1 − b) + (cx+1 − c)

x
=

= 1

a + b + c

(
lim
x→0

a · a
x − 1

x
+ lim

x→0
b · b

x − 1

x
+ lim

x→0
c · c

x − 1

x

)
=

= 1

a + b + c
· (a ln a + b ln b + c ln c) = 1

a + b + c
ln(aabbcc) ,

a tedy

lim
x→0

(ax+1 + bx+1 + cx+1

a + b + c

) 1
x = exp

( 1

a + b + c
ln(aabbcc)

)
= (

aabbcc
) 1

a+b+c .
�

Přı́klad 2.154. Určete lim
x→0

(ax2 + bx2

ax + bx

) 1
x

, a > 0, b > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→0

[1

x
· ln

ax2 + bx2

ax + bx

]
=

= lim
x→0


 ln

[
1 + (

ax2+bx
2

ax+bx
− 1

)]
ax2+bx

2

ax+bx
− 1

·
(ax2 + bx2

ax + bx
− 1

)
· 1

x


 =

= lim
x→0

ax2 + bx2 − ax − bx

x(ax + bx)
= lim

x→0

1

ax + bx
· lim
x→0

(ax2 − ax) + (bx2 − bx)

x
=

= 1

2

(
lim
x→0

ax2 − ax

x
+ lim

x→0

bx2 − bx

x

)
.

Oběposlednı´ limity můžeme vypocˇı́st nejménědvěma způsoby. Můžeme třeba prˇičı́st a odecˇı́st jedničku:

lim
x→0

ax2 − ax

x
= lim

x→0

(ax2 − 1) + (1 − ax)

x
= lim

x→0

ax2 − 1

x
− lim

x→0

ax − 1

x
=

= lim
x→0

(ax2 − 1

x2
· x
)

− ln a = 0 − ln a = − ln a.
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Nebo můžeme vytknoutax :

lim
x→0

ax2 − ax

x
= lim

x→0

(
ax · a

x2−x − 1

x

)
= lim

x→0
ax · lim

x→0

ax2−x − 1

x
=

= lim
x→0

(ax2−x − 1

x(x − 1)
· (x − 1)

)
= lim

x→0

ax2−x − 1

x(x − 1)
· lim
x→0

(x − 1) =
= ln a · (−1) = − ln a.

Celkem potom vycha´zı́

lim
x→0

[1

x
· ln

ax2 + bx2

ax + bx

]
= −1

2
ln(ab),

a tudı́ž

lim
x→0

(ax2 + bx2

ax + bx

) 1
x = exp

(−1

2
ln(ab)

) = 1√
ab

.
�

Přı́klad 2.155. Určete lim
x→1

(2 − x)
secπx

2 .

Řešenı́. (Připomeňme definici me´ně známých funkcı́ sekans a kosekans. Definujeme secα = 1
cosα ,

cosecα = 1
sinα .) Je

lim
x→1

[
sec

πx

2
ln(2 − x)

]
= lim

x→1

[
ln[1 + (1 − x)]

1 − x
· (1 − x) · 1

cosπx
2

]
=

= lim
x→1

[ 1 − x

cosπx
2

]
= lim

x→1

2

π
·

π
2 (1 − x)

cosπx
2 − cosπ

2

= − 2

π
lim
x→1

πx
2 − π

2

cosπx
2 − cosπ

2

=

= − 2

π
· 1

− sin π
2

= 2

π

na základěPřı́kladu2.65. Čtenář necht’si povsˇimne, jak užitečnébylo napsat cosπx
2 −cosπ

2 mı́sto cosπx
2 .

Mnohdy nám takto poma´hávyjádřenı́nuly vhodným způsobem. Za´věrem pak dosta´váme

lim
x→1

(2 − x)secπx
2 = lim

y→ 2
π

ey = e
2
π .

�

Přı́klad 2.156. Určete lim
x→0

(
2e

x
x+1 − 1

) x2+1
x .

Řešenı́. Je

lim
x→0

[x2 + 1

x
ln(2e

x
x+1 − 1)

]
=

= lim
x→0

[
ln
[
1 + (

2e
x

x+1 − 2
)]

2e
x

x+1 − 2
· (2e

x
x+1 − 2

) · x
2 + 1

x

]
=

= 2 lim
x→0

[(
e

x
x+1 − 1

) · x
2 + 1

x

]
= 2 lim

x→0

[
e

x
x+1 − 1

x
x+1

· x

x + 1
· x

2 + 1

x

]
=

= 2 lim
x→0

x2 + 1

x + 1
= 2,

a tedy

lim
x→0

(
2e

x
x+1 − 1

) x2+1
x = lim

y→2
ey = e2.

�
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Přı́klad 2.157. Určete lim
x→+∞

(
tg

πx

2x + 1

) 1
x

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

[1

x
ln tg

πx

2x + 1

]
= ?

Zde nemu˚žeme postupovat tak jako v neˇkolika předchozı´ch přı́kladech, nebot’

lim
x→+∞ tg

πx

2x + 1
= lim

y→ π
2 −

tgy = +∞.

Použijeme znalosti limity lim
y→+∞

ln y

y
= 0 (viz tabulka limit v přı́pravnéčásti). Za tı́m účelem napı´šeme

lim
x→+∞

[1

x
ln tg

πx

2x + 1

]
= lim

x→+∞

[
ln tg πx

2x+1

tg πx
2x+1

· tg
πx

2x + 1
· 1

x

]
=

= lim
x→+∞

ln tg πx
2x+1

tg πx
2x+1

· lim
x→+∞

[1

x
tg

πx

2x + 1

]
.

Prvnı́ limitu snadno urcˇı́me podle veˇty o limitě složenéfunkce. Vezmeme vnitrˇnı́ funkci g(x) = tg πx
2x+1

a vnějšı́ funkci f (y) = ln y

y
. Platı́

lim
x→+∞ tg

πx

2x + 1
= +∞, lim

y→+∞
ln y

y
= 0.

Pro složenou funkci

f (g(x)) = ln tg πx
2x+1

tg πx
2x+1

tedy platı´

lim
x→+∞

ln tg πx
2x+1

tg πx
2x+1

= lim
y→+∞

ln y

y
= 0.

Dále potom ma´me

lim
x→+∞

[1

x
tg

πx

2x + 1

]
= lim

x→+∞

[
1

x
· sin πx

2x+1

cos πx
2x+1

]
=

= lim
x→+∞ sin

πx

2x + 1
· lim
x→+∞

1

x cos πx
2x+1

=

= 1 · lim
x→+∞

1

x cos πx
2x+1

= lim
x→+∞

1

x cos πx
2x+1

.

Pokud jsme na rozpacı´ch, jak dále pokračovat, podı´váme se na argument u kosinu. Je lim
x→+∞

πx
2x+1 = π

2 .

Vzhledem k tomu, zˇe jsme spı´še schopni zvla´dnout situace, kdy se argument blı´žı́ k nule, můžeme prove´st
posun oπ

2 .

lim
x→+∞

1

x cos πx
2x+1

= lim
x→+∞

1

x cos
[(

πx
2x+1 − π

2

)+ π
2

] =

= lim
x→+∞

1

−x sin
(

πx
2x+1 − π

2

) = lim
x→+∞

1

−x sin
[
π · −1

2(2x+1)

] =

= lim
x→+∞

[
π

2(2x+1)

sin π
2(2x+1)

· 2(2x + 1)

πx

]
= 1 · lim

x→+∞
2(2x + 1)

πx
= 4

π
.
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Dostáváme tak

lim
x→+∞

[1

x
ln tg

πx

2x + 1

]
= 0 · 4

π
= 0,

a tedy

lim
x→+∞

(
tg

πx

2x + 1

) 1
x = lim

y→0
ey = 1.

�

Přı́klad 2.158. Určete lim
x→0

1−cosx
√

1 + x2ex .

Řešenı́. Je

lim
x→0

[ 1

1 − cosx
ln(1 + x2ex)

]
= lim

x→0

[
ln(1 + x2ex)

x2ex
· x2ex

1 − cosx

]
=

= lim
x→0

[
ex · x2

1 − cosx

]
= 1 · 2 = 2,

a tudı́ž
lim
x→0

1−cosx
√

1 + x2ex = lim
y→2

ey = e2.
�

Přı́klad 2.159. Určete lim
x→+∞

(x + a)x+a(x + b)x+b

(x + a + b)2x+a+b
.

Řešenı́. Zde je užitečnési všimnout exponentu˚. Součet exponentu˚ v čitateli je totiž roven exponentu ve
jmenovateli. Můžeme proto pouzˇı́t následujı́cı́ postup:

lim
x→+∞

(x + a)x+a(x + b)x+b

(x + a + b)2x+a+b
= lim

x→+∞

[( x + a

x + a + b

)x+a ·
( x + b

x + a + b

)x+b] =

= lim
x→+∞

( x + a

x + a + b

)x+a · lim
x→+∞

( x + b

x + a + b

)x+b

.

Budeme pocˇı́tat lim
x→+∞

(
x+a

x+a+b

)x+a
. Je

lim
x→+∞

[
(x + a) ln

x + a

x + a + b

]
=

= lim
x→+∞

[
ln
[
1 + (

x+a
x+a+b

− 1
)]

x+a
x+a+b

− 1
·
( x + a

x + a + b
− 1

)
· (x + a)

]
=

= lim
x→+∞

[ −b

x + a + b
· (x + a)

]
= −b lim

x→+∞
x + a

x + a + b
= −b,

takže
lim

x→+∞

( x + a

x + a + b

)x+a = lim
y→−b

ey = e−b

Druház limit v součinu vznikáz prvnı́záměnoua ab. Tedy

lim
x→+∞

( x + b

x + a + b

)x+b = e−a.

Vycházı́ nám tak

lim
x→+∞

(x + a)x+a(x + b)x+b

(x + a + b)2x+a+b
= e−b · e−a = e−(a+b).

�
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Přı́klad 2.160. Určete lim
x→ π

2

1 − sinα+β x√
(1 − sinα x)(1 − sinβ x)

, α > 0, β > 0.

Řešenı́. Myslı́me-li si v této limitě napsa´nox mı́sto sinx, mohli bychom si vzpomenout na lim
x→1

xa−1
x−1 = a

(viz Přı́klad2.90). Použijeme-li větu o limitěsloženéfunkce s vnitrˇnı́ funkcı́g(x) = sinx a vnějšı́ funkcı́
f (y) = ya−1

y−1 , dostáváme pro slozˇenou funkcif (g(x)) = sinα x−1
sinx−1 výsledek

lim
x→ π

2

sinα x − 1

sinx − 1
= lim

y→1

yα − 1

y − 1
= α.

S jeho pouzˇitı́m již zadanou limitu snadno vypocˇteme. Nasˇı́ snahou bude upravit limitovanou funkci tak,
aby se v nı´ vyskytovaly výrazy typusinα x−1

sinx−1 . Vyjde

lim
x→ π

2

1 − sinα+β x√
(1 − sinα x)(1 − sinβ x)

=

= lim
x→ π

2

[1 − sinα+β x

1 − sinx
· 1 − sinx√

(1 − sinα x)(1 − sinβ x)

]
=

= lim
x→ π

2

sinα+β x − 1

sinx − 1
· lim
x→ π

2

√
1 − sinx · √1 − sinx√

1 − sinα x · √
1 − sinβ x

=

= (α + β) · lim
x→ π

2

√
sinx − 1

sinα x − 1
· lim
x→ π

2

√
sinx − 1

sinβ x − 1
=

= (α + β) · 1√
α

· 1√
β

= α + β√
αβ

.
�
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Kapitola 3

Spojitost funkce

3.1. Přı́pravná tvrzenı́

Věta 3.1. Bud’tef (x) a g(x) dvěfunkce definovane´ na okolı́bodua ∈ R a spojitév boděa. Bud’ c reálné
čı́slo. Potom funkcef (x) + g(x), cf (x) a f (x)g(x) jsou rovněž spojitév boděa. Je-li navı́c g(a) �= 0,
potom je i funkcef (x)

g(x)
spojitáv boděa.

Zcela analogicka´ tvrzenı´ platı́ též pro jednostrannou spojitost.

Poznámka. I zde budeme funkcı´ rozumět komplexnı´ funkci reálné proměnné. Budeme ovsˇem pracovat
většinou s rea´lnými funkcemi.

Věta 3.2. Bud’ f (x) funkce definovana´ na okolı́bodua. Jestliže funkcef (x) je spojitáv boděa, potom
též funkce|f (x)| je spojitáv boděa.

Zcela analogicka´ tvrzenı´ platı́ opět pro jednostrannou spojitost.

Věta 3.3. Bud’f (x) funkce definovana´ na okolı́bodua. Potomf (x) je spojitáv boděa právětehdy, kdyzˇ
je v tomto bodeˇ spojitázleva a za´roveňspojitázprava.

Věta 3.4. Bud’f (x) funkce definovana´ na okolı́bodua. Potomf (x) je spojitáv boděa právětehdy, kdyzˇ
lim
x→a

f (x) = f (a).

Zcela analogicke´ tvrzenı´ opět platı́ pro jednostrannou spojitost.

Věta 3.5. Bud’ g(x) reálná funkce definovana´ na okolı́ bodu a a spojitá v boděa. Bud’ f (y) funkce
definovana´ na okolı́bodug(a) a spojitáv boděg(a). Potom slozˇená funkcef (g(x)) je rovněž spojitá
v boděa.

Poznámka k Větě 3.5. Toto je takzvana´ věta o spojitosti slozˇenéfunkce, ktera´ nám bude velice cˇasto
užitečná. Lze vyslovit též jejı́ jednostranne´ verze a zˇádáme čtenáře, aby se o to pokusil.

Věta 3.6. Bud’f (x) funkce definovana´ na okolı́bodua. Pro každéx z tohoto okolı´ pišmef (x) = f1(x)+
+ if2(x), kdef1(x) respektivef2(x) je reálná respektive imagina´rnı́ část čı́slaf (x). Potom funkcef (x)

je spojitáv boděa právě tehdy, kdyzˇ jsou v tomto bodeˇ spojitéoběfunkcef1(x) a f2(x).

Věta 3.7. Bud’tef (x) a g(x) dvěfunkce. Necht’na neˇjakém okolı́bodua platı́ f (x) = g(x). Potomf (x)

je spojitáv boděa právě tehdy, kdyzˇ g(x) je spojitáv boděa.
Zcela analogicke´ tvrzenı´ platı́ opět pro jednostrannou spojitost. Zde stacˇı́ předpokládatf (x) = g(x)

na levém respektive prave´m okolı́bodua.
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Na závěr opět uvedeme fakta o spojitosti elementa´rnı́ch funkcı́.

1) Každápolynomiálnı́ funkceP(x) je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na intervalu
(−∞,+∞).

2) Každá racionálnı́ funkce P(x)

Q(x)
je spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na mnozˇině

(−∞,+∞) � {x; Q(x) = 0}.
3) Funkce sinx a cosx jsou spojitév každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na(−∞,+∞).

4) Funkce tgx je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na(−∞,+∞)�
{

π
2 +kπ; k ∈ Z

}
.

5) Funkce cotgx je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na(−∞,+∞) � {kπ; k ∈ Z}.
6) Každá exponencia´lnı́ funkceax , a > 0 je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na

(−∞,+∞).

7) Každá logaritmickáfunkce loga x, a > 0, a �= 1 je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru,
tj. na (0,+∞).

8) Funkcexα (tzv. obecna´ mocnina) je spojita´ v každém boděsvého definičnı́ho oboru. (Tento zde za´visı́
naα.)

9) Funkce arcsinx a arccosx jsou spojitév každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na〈−1,1〉. V bodě
−1 ovšem spojitostı´ mı́nı́me spojitost zprava a v bodeˇ 1 spojitost zleva.

10) Funkce arctgx a arccotgx jsou spojitév každém boděsvého definičnı́ho oboru, tj. na(−∞,+∞).

3.2. Přı́klady

Ve všech následujı́cı́ch přı́kladech budeme vysˇetřovat, ve ktery´ch bodech svy´ch definičnı́ch oborůjsou
zadane´ funkce spojite´. V bodech nespojitosti na´s navı´c bude zajı´mat, jedna´-li se o nespojitost 1. druhu
nebo nespojitost 2. druhu.

Přı́klad 3.1. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = |x|.
Řešenı́. ZřejměDf = (−∞,+∞). Vidı́me-li absolutnı´ hodnotu, je dobre´ si vzpomenout na vy´še uvede-
nou Větu 3.2. Funkceg(x) = x je polynomiálnı́ funkce, a tudı´ž je spojitána celém svém definičnı́m oboru
Dg = (−∞,+∞). Podle Věty 3.2 je tam pak spojita´ též funkce|g(x)| = |x|. Tedy funkcef (x) = |x|
je spojitánaDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.2. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =



x2 − 4

x − 2
prox �= 2,

A prox = 2.

Řešenı́. Zde opět Df = (−∞,+∞). Vezmeme-li libovolny´ bod a �= 2, potom na okolı´ tohoto bodu

f (x) = x2−4
x−2 . Funkcex2−4

x−2 je racionálnı́, a tudı́ž spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboru, ktery´m
je (−∞,+∞) � {2}. Na základěVěty 3.7 je tedy funkcef (x) rovněž spojitáv boděa. Uvažujme nynı´
boda = 2. Protože na jeho redukovane´m okolı́ je rovněž f (x) = x2−4

x−2 , můžeme vypocˇı́st

lim
x→2

f (x) = lim
x→2

x2 − 4

x − 2
= lim

x→2
(x + 2) = 4.

Připomeňme ještě, žef (2) = A. S využitı́m Věty 3.4nynı́ dostáváme následujı́cı́ výsledek:
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a) Je-liA �= 4, je funkcef (x) spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu 2. V bodeˇ 2 mánespojitost 1. druhu (obeˇ jednostranne´ limity existujı́ a jsou rovny 4,
nebot’existuje a je rovna 4 limita oboustranna´) a jednáse dokonce o odstranitelnou nespojitost.

b) Je-liA = 4, je funkcef (x) spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.3. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =



1

(1 + x)2
prox �= −1,

A prox = −1.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkcef (x) v okolı́ každého bodua �= −1 splývá s raciona´lnı́ funkcı́
1

(1+x)2
, a tudı́ž je v tomto bodeˇ spojitá. Splývás touto raciona´lnı́ funkcı́ i na redukovane´m okolı́ bodu−1,

a tudı́ž

lim
x→−1

f (x) = lim
x→−1

1

(1 + x)2
= +∞.

Vidı́me tedy, zˇe funkcef (x) je spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu−1. V bodě−1 mánespojitost 2. druhu. �

Přı́klad 3.4. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =


∣∣∣sinx

x

∣∣∣ prox �= 0,

1 prox = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkce sinx a funkcex jsou spojiténa (−∞,+∞). Funkcesinx
x

je tedy
spojitápodle Věty 3.1 v každém boděa �= 0. Podle Veˇty 3.2 je potom v kazˇdém boděa �= 0 spojitái
funkce

∣∣ sinx
x

∣∣. Protožef (x) = ∣∣sinx
x

∣∣ na okolı́bodua �= 0, je i funkcef (x) spojitáv každém boděa �= 0.
Na redukovane´m okolı́ bodu 0 je rovneˇž f (x) = ∣∣ sinx

x

∣∣, a tudı́ž

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

∣∣∣sinx

x

∣∣∣ =
∣∣∣ lim
x→0

sinx

x

∣∣∣ = |1| = 1.

Protožef (0) = 1, vidı́me na za´kladěVěty 3.4, že funkcef (x) je rovněž spojitáv bodě0. Závěrem tedy
můžeme řı́ci, že funkcef (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.5. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =



sinx

|x| prox �= 0,

1 prox = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkce sinx a |x| jsou spojiténa (−∞,+∞), a tak snadno vidı´me, že
funkcef (x) je spojitáv každém boděa �= 0. Je

lim
x→0−

sinx

|x| = lim
x→0−

sinx

−x
= − lim

x→0−
sinx

x
= − lim

x→0

sinx

x
= −1,

lim
x→0+

sinx

|x| = lim
x→0+

sinx

x
= lim

x→0

sinx

x
= 1.

Vidı́me tedy, zˇe funkcef (x) je spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu 0. V bodeˇ 0 mánespojitost 1. druhu. Krom toho je v bodeˇ 0 spojitázprava (a prˇirozeně
nenı́spojitázleva). �
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Přı́klad 3.6. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =

sin

1

x
prox �= 0,

A prox = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Vezměme libovolný bod a �= 0. Funkce1
x

jakožto racionálnı́ funkce je
spojitá v boděa. Funkce siny je spojitá v každém bodě, a tedy i v bodeˇ 1

a
. Podle veˇty o spojitosti

složenéfunkce je tedy slozˇenáfunkce sin1
x

spojitáv boděa. Na okolı́bodua �= 0 je f (x) = sin 1
x
, a

tudı́ž funkcef (x) je spojitáv boděa. Zbývá vyšetřit chovánı́ funkcef (x) v bodě0. Ukážeme zde, zˇe
neexistujı´ ani jednostranne´ limity lim

x→0−
f (x) a lim

x→0+
f (x). Zaměřı́me se trˇeba na prvnı´ z nich. K tomuto

účelu použijeme Heineho veˇtu (viz Věta 2.14). Jako vždy při použitı́ Heineho veˇty potřebujeme dveˇ
posloupnosti. V nasˇem přı́paděs limitou 0. Vezmeˇme

x′
n = − 1

nπ
, x′′

n = − 1
π
2 + 2nπ

.

Zřejměx′
n < 0, x′′

n < 0 pro každén a lim
n→∞ x′

n = 0, lim
n→∞ x′′

n = 0. Dále pak

lim
n→∞ f (x′

n) = lim
n→∞ sin

1

x′
n

= lim
n→∞ sin(−nπ) = 0,

lim
n→∞ f (x′′

n) = lim
n→∞ sin

1

x′′
n

= lim
n→∞ sin

(
−π

2
− 2nπ

)
= −1.

Limita lim
x→0−

f (x) tedy nemu˚že existovat, jinak by totizˇ podle Heineho veˇty oběpředchozı´ limity musely

být stejné. Zcela analogicky lze uka´zat, že neexistuje lim
x→0+

f (x). Tuto skutecˇnost ale mu˚žeme doka´zat i

jinak s pomocı´ věty o limitě složenéfunkce. Kdyby existovala lim
y→0+

f (y) (f (y) zde bereme jakozˇto vnějšı́

funkci), existovala by te´ž lim
x→0−

(f (g(x)), kdeg(x) = −x. Avšakf (g(x)) = sin 1
−x

= − sin 1
x

= −f (x).

Existovala by tedy te´ž lim
x→0−

(−f (g(x))) = lim
x→0−

f (x), cožje spor s vy´še dosazˇeným výsledkem. (Du˚ležité

pro tento du˚kaz je, že funkce sin1
x

je lichá. Tı́mto způsobem mu˚žeme pro kazˇdou lichou funkcig(x)
dokázat, že lim

x→0− g(x) existuje pra´vě tehdy, kdyžexistuje lim
x→0+ g(x). Existujı́-li obě tyto limity, potom

lim
x→0− g(x) = − lim

x→0+ g(x). Odtud je te´ž hned vidět, že lim
x→0

g(x) existuje pra´vě tehdy, když lim
x→0− g(x) =

= lim
x→0+ g(x) = 0.) Zjistili jsme tedy, zˇe funkcef (x) je spojitá na celém svém definičnı́m oboru

Df = (−∞,+∞) s výjimkou bodu 0. V bodeˇ 0 mánespojitost 2. druhu. V tomto bodeˇ nenı́spojitáani
zleva ani zprava. �

Přı́klad 3.7. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =

x sin

1

x
prox �= 0,

0 prox = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). V předchozı´m přı́kladějsme viděli, že funkce sin1
x

je spojitáv každém bodě
a �= 0. Funkcex je spojitáv každém bodě, takže podle Věty 3.1 je funkcex sin 1

x
spojitá v každém

boděa �= 0. Totéž zřejměplatı́ pro nasˇi funkci f (x). Dále lim
x→0

x sin 1
x

= 0 (nebot’ lim
x→0

x = 0 a sin1
x

je

omezena´) af (0) = 0. Ukázali jsme tak, zˇe nasˇe funkcef (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboru
Df = (−∞,+∞). �
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Přı́klad 3.8. Vyšetřete spojitost funkce

f (x) =

e

− 1
x2 prox �= 0 ,

0 prox = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Vezmeme-li libovolny´ bod a �= 0, potom funkce− 1
x2 jakožto racionálnı́

funkce je v tomto bodeˇ spojitá. Exponencia´lnı́ funkce ey je spojitáv každém bodě, a tudı́ž též v bodě

− 1
a2 . Podle veˇty o spojitosti slozˇenéfunkce je tedy slozˇenáfunkce e−

1
x2 spojitáv boděa. V každém bodě

a �= 0 je tedy zrˇejměspojitátéž naše funkcef (x). Dále pak

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

e− 1
x2 = lim

y→−∞ ey = 0 = f (0).

(Zde jsme pouzˇili větu o limitě složené funkce.) Závěrem tedy mu˚žeme řı́ci, že nasˇe funkcef (x) je
spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.9. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = 1

1 + e
1

x−1

prox �= 1, f (1) = A.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Raciona´lnı́ funkce 1
x−1 je spojitáv každém boděa �= 1. Tudı́ž, jak jsme

viděli v předchozı´m přı́kladě, je v tomto bodeˇ spojitái funkce e
1

x−1 . Konstantnı´ funkce rovna´ 1 je spojitá
v každém bodě, a tudı́ž podle Věty 3.1je i funkce 1+e

1
x−1 spojitáv boděa. Protože 1+ 1

ea−1 �= 0, je podle
téže věty v boděa spojitái funkce 1

1+e
1

x−1
a tudı́ž i funkcef (x). Zbývá tedy vyšetřit chovánı́ funkcef (x)

v bodě1. Dostáváme

lim
x→1−

1

x − 1
= −∞, lim

x→1+
1

x − 1
= +∞,

lim
x→1−

e
1

x−1 = 0, lim
x→1+

e
1

x−1 = +∞,

lim
x→1−

1

1 + e
1

x−1

= 1, lim
x→1+

1

1 + e
1

x−1

= 0.

Připomeňme, že f (1) = A. Zjišt’ujeme tak, že funkcef (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboru
Df = (−∞,+∞) s výjimkou bodu 1. V bodeˇ 1 máfunkcef (x) nespojitost 1. druhu. Navı´c

a) je-li A �= 0,1, nenı´ funkcef (x) spojitáv bodě1 ani zleva, ani zprava.

b) je-li A = 0, je funkcef (x) spojitáv bodě1 zprava (ale nenı´ v něm spojitázleva).

c) je-li A = 1, je funkcef (x) spojitáv bodě1 zleva (ale nenı´ v něm spojitázprava). �

Přı́klad 3.10. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = x ln x2 prox �= 0, f (0) = A.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Polynomiálnı́ funkcex2 je spojitáv každém boděa. Protože však funkce
ln y je definována a spojita´ pouze na(0,+∞), budeme uvazˇovata �= 0. Za tohoto prˇedpokladu mu˚žeme
tedy řı́ci, že funkce lny je spojitáv boděa2, a tudı́ž složenáfunkce lnx2 je spojitáv boděa. Funkcex
je spojitáv každém boděa, tedy podle Veˇty 3.1 je i funkcex ln x2 spojitáv boděa. V okolı́ bodua platı́
f (x) = x ln x2, takže funkcef (x) je spojitáv boděa. Zbývá opět vyšetřit jejı́ chovánı́ v bodě0.

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

x ln x2 = lim
x→0−

x ln |x|2 = 2 lim
x→0−

x ln |x| =
= −2 lim

x→0−
|x| ln |x| = 0,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x ln x2 = 2 lim
x→0+

x ln x = 0

(viz tabulka v kapitole1). Vidı́me tedy, zˇe:
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a) Je-liA �= 0, je funkcef (x) spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu 0. V bodeˇ 0 mánespojitost 1. druhu. Jedna´ se zde o odstranitelnou nespojitost.

b) Je-liA = 0, je funkcef (x) spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.11. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = signx.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Je-lia �= 0, je funkcef (x) na okolı́bodua rovna konstantnı´ funkci, a tudı´ž
je v tomto bodeˇ podle Věty 3.7 spojitá. Zbývá vyšetřit jejı́ chovánı́ v bodě0. Na levém redukovane´m
okolı́ bodu 0 jef (x) = −1, a tudı´ž

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(−1) = −1.

Podobneˇ

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1 = 1.

Můžeme tedy rˇı́ci, že funkce signx je spojitá na celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu 0. V bodeˇ 0 mánespojitost 1. druhu. �

Přı́klad 3.12. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = [x] (tzv. celáčást čı́slax).

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Bud’ n < a < n + 1, n celé. Potom na okolı´ bodua je funkce[x] = n, a
tudı́ž je v tomto bodeˇ spojitá. Zbývá vyšetřit jejı́ chovánı́ v boděa = n, n celé. Na levém redukovane´m
okolı́ bodun platı́ [x] = n − 1, a tudı´ž lim

x→n−[x] = n − 1. Na prave´m redukovane´m okolı́ bodun potom

platı́ [x] = n, takže lim
x→n+[x] = n. Navı́c [n] = n. Závěrem tedy mu˚žeme řı́ci, že funkce[x] je spojitá

v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞) s výjimkou celočı́selných bodů. V každém
celočı́selném boděmánespojitost 1. druhu. Prˇitom v žádném celočı́selném boděnenı́spojitázleva. Zato
v každém celočı́selném boděje spojitázprava. �

Přı́klad 3.13. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = √
x − [√

x
]
.

Řešenı́. Df = 〈0,+∞). Podle nasˇich znalostı´ z předchozı´ho přı́kladu můžeme ocˇekávat nespojitost
v bodech, kde

√
x = n. Uvažujeme tedy nejprve interval(n2, (n + 1)2), kden je celénezáporné. Na

tomto intervalu je

f (x) = √
x − [√

x
] = √

x − n,

což je zřejmě funkce spojita´ na celém intervalu (n2, (n + 1)2). Dále pomocı´ předchozı´ho vyjádřenı́
dostáváme

lim
x→(n2)+

f (x) = 0, f (n2) = 0,

lim
x→(n+1)2−

f (x) = 1, f ((n + 1)2) = 0.

Odtud vidı́me, že funkcef (x) je spojitá v každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = 〈0,+∞)

s výjimkou bodůtvaru n2, kden je celékladné(v bodě0 je spojitázprava). V kazˇdém z bodůn2 má
nespojitost 1. druhu. Prˇesněji, v žádném z těchto bodu˚ nenı́spojitázleva, ale v kazˇdém z nich je spojita´
zprava. �
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Přı́klad 3.14. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = 1 + x

1 + x3
prox �= −1, f (−1) = 1

3
.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkce je zrˇejměspojitáv každém boděa �= −1. Dále pak

lim
x→−1

1 + x

1 + x3
= lim

x→−1

1 + x

(1 + x)(1 − x + x2)
= lim

x→−1

1

1 − x + x2
= 1

3
= f (−1).

Odtud vyplývá, že je spojitárovněž v bodě−1. Závěrem tedy mu˚žeme řı́ci, že funkcef (x) je spojitána
celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞). �

Přı́klad 3.15. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = sign
(
sin

π

x

)
prox �= 0, f (0) = A.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Uvažovanáfunkce zřejměnebude prˇı́liš složitá, nebot’bude naby´vat nejvýše
čtyř hodnot, totiž−1, 0, 1,A. Bude na´s velmi zajı´mat, jakéznaménko v dane´m boděmá funkce sinπ

x
.

Tato funkce se zrˇejměanuluje ve vsˇech bodech, kdeπ
x

= nπ, tj. v bodechx = 1
n
, kden je celénenulové.

Uvažujme proto nejprve interval
(

1
n+1,

1
n

)
, kden je přirozené. Je-lix ∈ ( 1

n+1,
1
n

)
, tj. 1

n+1 < x < 1
n
, potom

nπ < π
x
< (n + 1)π. Odtud snadno vidı´me, že na intervalu

(
1

n+1,
1
n

)
je

sign
(
sin

π

x

)
= (−1)n.

Protože funkce sign
(
sin π

x

)
je funkce lichá, máme podobneˇ na intervalu

(− 1
n
,− 1

n+1

)
, n přirozené

sign
(
sin

π

x

)
= (−1)n+1.

Je-li x > 1, potom 0< π
x
< π a máme sign

(
sin π

x

) = 1. Podobneˇ pro x < −1 máme sign
(
sin π

x

) =
= −1.

Dostáváme tak pro kazˇdépřirozenén (n = 1 zde musı´me uvazˇovat zvlášt’)

lim
x→ 1

n−
f (x) = (−1)n, lim

x→ 1
n+

f (x) = (−1)n+1,

lim
x→− 1

n
−
f (x) = (−1)n, lim

x→− 1
n
+
f (x) = (−1)n+1.

Dále pro každépřirozenén máme

f
(1

n

)
= 0, f

(
−1

n

)
= 0.

Odtud již můžeme usoudit, zˇe funkcef (x) je spojitáv každém boděa �= 1
n

pro n celénenulové
a a �= 0. Zároveňvidı́me, že v každém z bodůtvaru 1

n
má funkcef (x) nespojitost 1. druhu. Nakonec

už zbývá vyšetřit jen jejı́ chovánı́ v bodě0. Ukážeme bez nesna´zı́ (podobneˇ jako v Přı́kladě 3.6), že
neexistuje ani jedna z jednostranny´ch limit lim

x→0− f (x) a lim
x→0+f (x). �
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Přı́klad 3.16. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = arctg
1

x
prox �= 0, f (0) = A.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Uvědomı́me-li si, že funkce arctgx je spojitáv každém bodě, snadno vidı´me,
že funkcef (x) je spojitáv každém boděa �= 0. Dále potom

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

arctg
1

x
= lim

y→−∞ arctgy = −π

2
,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

arctg
1

x
= lim

y→∞ arctgy = π

2
.

Odtud vidı́me, že funkcef (x) je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodu 0. V bodeˇ 0 mánespojitost 1. druhu. Je-liA = −π
2 , je v bodě0 spojitázleva, je-li

A = π
2 , je v bodě0 spojitázprava. �

Přı́klad 3.17. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = √
x arctg

1

x
prox > 0, f (0) = 0.

Řešenı́. Df = 〈0,+∞). Snadno vidı´me, že funkcef je spojitáv každém boděa > 0. Dále je

lim
x→0+f (x) = lim

x→0+
√
x arctg

1

x
= 0 = f (0),

nebot’ lim
x→0+

√
x = 0 a funkce arctg1

x
je na cele´m svém definičnı́m oboru omezena´. Zjistili jsme tak, že

funkcef (x) je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = 〈0,+∞). V bodě0 se samozrˇejmě
jednáo spojitost zprava. �

Přı́klad 3.18. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = e
x+ 1

x prox �= 0, f (0) = A.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkce je spojita´ v každém boděa �= 0.Přitom

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

e
x+ 1

x = lim
y→−∞ ey = 0,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

e
x+ 1

x = lim
y→+∞ ey = +∞.

Vidı́me, že funkcef (x) je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞) s výjimkou
bodu 0; v bodeˇ 0 mánespojitost 2. druhu. Je-liA=0, je v tomto bodeˇ spojitázleva. �

Přı́klad 3.19. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = 1

1 − e
x

1−x

prox �= 0 ax �= 1, f (0) = A, f (1) = B.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Raciona´lnı́ funkce x
1−x

je spojitáv každém boděa �= 1, a tudı´ž i funkce

e
x

1−x je spojitáv každém takovém bodě. Potom je tam spojita´ i funkce 1− e
x

1−x , kteráse anuluje pouze
v bodě0. Odtud ihned vidı´me, že funkcef (x) je spojitáv každém boděa �= 0, 1. Dále potom

lim
x→0− f (x) = lim

x→0−
1

1 − e
x

1−x

= lim
y→0−

1

1 − ey
= +∞,

lim
x→0+ f (x) = lim

x→0+
1

1 − e
x

1−x

= lim
y→0+

1

1 − ey
= −∞,

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

1

1 − e
x

1−x

= lim
y→+∞

1

1 − ey
= 0,

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

1

1 − e
x

1−x

= lim
y→−∞

1

1 − ey
= 1.
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Můžeme tedy rˇı́ci, že funkcef (x) je spojitáv každém boděsvého definičnı́ho oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodů0 a 1. V bodeˇ 0 mánespojitost 2. druhu a v bodeˇ 1 nespojitost 1. druhu. Navı´c je-li
B = 0, je spojitáv bodě1 zleva, je-liB = 1, je spojitáv bodě1 zprava. �

Přı́klad 3.20. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = x[x].

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Vı́me již (např. z Přı́kladu3.12), že je vhodne´ vyšetřovat interval(n, n+ 1),
kden je celé. Na tomto intervalu jef (x) = nx, tedy v každém bodětohoto intervalu je funkcef (x)

spojitá. Dále pak

lim
x→n+ f (x) = n2, lim

x→(n+1)−
f (x) = n(n + 1), f (n) = n2.

Odtud ihned vidı´me, že lim
x→n− f (x) = lim

x→n+ f (x) pouze v bodeˇ 0. Závěrem tedy mu˚žeme řı́ci, že funkce

f (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞) s výjimkou nenulových celočı́selných
bodů. V každém nenulove´m celočı́selném boděmánespojitost 1. druhu a je v neˇm spojitázprava. Čtenář
necht’si povsˇimne, že přesto, že funkce[x] nenı́v bodě0 spojitá, funkcex[x] v tomto bodeˇ již spojitá
je. �

Přı́klad 3.21. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
prox �= 0, 1, 2, prˇičemž

f (0) = A, f (1) = B, f (2) = C.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Raciona´lnı́ funkce 1
x
+ 1

x−1 + 1
x−2 je spojitáv každém boděs výjimkou bodů

0, 1 a 2, funkce arctgy je spojitáv každém bodě. Odtud podle veˇty o spojitosti slozˇenéfunkce snadno
plyne, že funkcef (x) je rovněž spojitáv každém boděrůzném od 0, 1, 2. Chova´nı́ funkcef (x) v těchto
třech bodech musı´me ještě zvlášt’vyšetřit.

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→−∞ arctgy = −π

2
,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→+∞ arctgy = π

2
,

lim
x→1−f (x) = lim

x→1− arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→−∞ arctgy = −π

2
,

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→+∞ arctgy = π

2
,

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→−∞ arctgy = −π

2
,

lim
x→2+f (x) = lim

x→2+ arctg

(
1

x
+ 1

x − 1
+ 1

x − 2

)
= lim

y→+∞ arctgy = π

2
.

Vidı́me tedy, zˇe funkcef (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞) s výjimkou
třı́ bodů0, 1 a 2. V kazˇdém z těchto třı́ bodůmánespojitost 1. druhu. Navı´c, je-li A = −π

2 (A = π
2 ), je

funkcef (x) v bodě0 spojitázleva (zprava). Je-liB = −π
2 (B = π

2 ), je funkcef (x) v bodě1 spojitá
zleva (zprava). Je-liC = −π

2 (C = π
2 ), je funkcef (x) v bodě2 spojitázleva (zprava). �
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Přı́klad 3.22. Vyšetřete spojitost funkcef (x) = x

[
1

x

]
prox �= 0, f (0) = 1.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Omezı´me se nejprve nax > 0. Vezměme interval
(

1
n+1,

1
n

)
, kde n je

přirozené. Je-lix z tohoto intervalu, potom

1

n + 1
< x <

1

n
, n <

1

x
< n + 1,

čili
[

1
x

] = n, a tudı́ž na tomto intervaluf (x) = nx. Funkcef (x) je tedy na tomto intervalu spojita´. Dále
potom zřejmě

lim
x→ 1

n+1+
f (x) = n

n + 1
, lim

x→ 1
n
−
f (x) = 1, f

(1

n

)
= 1.

Konečněprox ∈ (1,+∞) je

x > 1,
1

x
< 1,

a tudı́ž f (x) = x
[

1
x

] = x · 0 = 0. Je potom

lim
x→1+

f (x) = 0, f (1) = 1.

Aby naše výsledky prox > 0 byly úplné, vyšetřı́me ještě lim
x→0+

f (x). Snadno vidı´me, že na intervalu(
1

n+1,
1
n

〉
je

1

n + 1
· n < x

[
1

x

]
≤ 1

n
· n, n

n + 1
< f (x) ≤ 1.

Tato poslednı´ nerovnost ukazuje, zˇe by mohlo platit lim
x→0+

f (x) = 1. Zkusme tedy toto doka´zat. K důkazu

použijeme prosteˇ definice limity. Bud’ tedy dáno čı́slo ε > 0. Protože posloupnost
{

n
n+1

}∞
n=1

je rostoucı´

a lim
n→∞

n
n+1 = 1, existujen0 takové, že pro všechnan ≥ n0 je 1 − n

n+1 < ε. Vezměme δ = 1
n0

. Je-li

0 < x < δ, existuje zrˇejměn ≥ n0 takové, žex ∈ ( 1
n+1,

1
n

〉
. Pro takove´to x, jak uvedeno vy´še, platı́

n

n + 1
< f (x) < 1,

odkud
|f (x) − 1| = 1 − f (x) < 1 − n

n + 1
< ε,

čı́mž je rovnost lim
x→0+ f (x) = 1 dokázána.

Nynı́ vyšetřı́mex < 0. Je-lix ∈ (− 1
n
,− 1

n+1

)
, potom

−1

n
< x < − 1

n + 1
,

1

n + 1
< −x <

1

n
,

n < −1

x
< n + 1, −(n + 1) <

1

x
< −n.

Odtud vycha´zı́ f (x) = −(n + 1)x na
(− 1

n
,− 1

n+1

)
. Tedy

lim
x→− 1

n+
f (x) = n + 1

n
, lim

x→− 1
n+1−

f (x) = 1, f
(
−1

n

)
= 1.
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Je-lix ∈ (−∞,−1), potomx < −1, cožimplikuje 1
x
> −1, a tudı´ž f (x) = x

[
1
x

] = −x. Odtud

lim
x→−1−

f (x) = 1, f (−1) = 1.

Analogickým způsobem jako v prvnı´ části můžeme potom jesˇtě dokázat, že lim
x→0−

f (x) = 1. Dostá-

váme tak na´sledujı́cı́výsledek. Funkcef (x) je spojitána celém svém definičnı́m oboruDf = (−∞,+∞)

s výjimkou bodů 1
n
, kden je celéa nenulove´. V každém z bodů1

n
máfunkcef (x) nespojitost 1. druhu.

Přitom v každém z těchto bodu˚ je spojitázleva. Nakonec jesˇtě zdůraznı́me, že funkcef (x) je spojitá
v bodě0, nebot’zde lim

x→0−
f (x) = lim

x→0+
f (x) = f (0) = 1. �

Přı́klad 3.23. Vyšetřete spojitost funkcef (x) =
[

1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
prox �= 0, f (0) = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Funkcef (x) je součinem dvou funkcı´
[

1
x2

]
a sign

(
sin π

x

)
. Přitom prvnı́

z těchto funkcı´ je sudáa druhálichá. Jejich soucˇin f (x) je tedy funkce licha´. Prozkouma´me nejprve
spojitost obou cˇinitelů.

Podı́vejme se nejprve na funkci
[

1
x2

]
. Vı́me již z Přı́kladu 3.12, že funkce[y] je spojitáv každém

bodě, který nenı́ celočı́selný. Funkce 1
x2 je spojitáv každém nenulove´m bodě. Podle veˇty o spojitosti

složenéfunkce tedy snadno zjistı´me, že složenáfunkce
[

1
x2

]
je spojitáv každém boděa takovém, že

a �= 0 a že 1
a2 nenı́celé čı́slo. Jsou to body 0,± 1√

n
, kden je přirozené. Vyšetřı́me proto jednostranne´

limity v bodech± 1√
n
. Nejprve budeme uvazˇovat lim

x→ 1√
n
−

[
1
x2

]
. Je-lix ∈ ( 1√

n+1
, 1√

n

)
, snadno zjistı´me, že

1√
n + 1

< x <
1√
n
,

1

n + 1
< x2 <

1

n
, n <

1

x2
< n + 1.

Na
(

1√
n+1

, 1√
n

)
tedy je

[
1
x2

] = n, odkud ihned vidı´me, že lim
x→ 1√

n
−

[
1
x2

] = n. Analogickým způsobem

vyšetřujeme limitu v bodeˇ 1√
n

zprava a v bodeˇ − 1√
n

zleva a zprava. Celkem vycha´zı́

lim
x→ 1√

n
−

[
1

x2

]
= n, lim

x→ 1√
n
+

[
1

x2

]
= n − 1,

lim
x→− 1√

n
−

[
1

x2

]
= n − 1, lim

x→− 1√
n
+

[
1

x2

]
= n.

Zbývá tedy vyšetřit bod 0. Zde je situace intuitivneˇ jasná. Formálně vzato pouzˇijeme nerovnosti[a] >

> a − 1 platnépro každé a ∈ R. Tedy take´
[

1
x2

]
> 1

x2 − 1, a protozˇe lim
x→0

(
1
x2 − 1

) = +∞, je podle

Věty 2.7

lim
x→0

[
1

x2

]
= +∞.

Nynı́se tedy musı´me ještězabývat funkcı́sign
(
sin π

x

)
. Zde máme ovšem práci velmi usnadneˇnu, nebot’

tuto funkci jsme jižvyšetřovali v Přı́kladě3.15. Tam jsme zjistili, zˇe tato funkce je spojita´ v každém bodě
s výjimkou bodůa = 1

n
pron celénenulovéa s výjimkou bodua = 0. Z výsledkůPřı́kladu3.15rovněž

snadno vydedukujeme, zˇe

lim
x→ 1

n
−

sign
(
sin

π

x

)
= (−1)n, lim

x→ 1
n
+

sign
(
sin

π

x

)
= (−1)n+1,

lim
x→− 1

n−
sign

(
sin

π

x

)
= (−1)n, lim

x→− 1
n+

sign
(
sin

π

x

)
= (−1)n+1.
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Přitom v Přı́kladu3.15jsme viděli, že lim
x→0− sign

(
sin π

x

)
a lim

x→0+ sign
(
sin π

x

)
neexistujı´. Je zcela zrˇejmé, že

každý bod nespojitosti funkce sign
(
sin π

x

)
je rovněž bodem nespojitosti funkce

[
1
x2

]
. Bod− 1√

n
respektive

1√
n

je ovšem bodem nespojitosti funkce sign
(
sin π

x

)
právě tehdy, kdyžn je kvadrátem přirozeného čı́sla.

Musı́me tedy rozlisˇit dva přı́pady.

a) n nenı́kvadrát. Pak

lim
x→ 1√

n
−

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= n sign

(
sin(π

√
n)
)
,

lim
x→ 1√

n
+

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= (n − 1) sign

(
sin(π

√
n)
)
,

lim
x→− 1√

n
−

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= −(n − 1) sign

(
sin(π

√
n)
)
,

lim
x→− 1√

n
+

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= −n sign

(
sin(π

√
n)
)
.

Protože podle prˇedpokladu
√
n nenı́čı́slo celé, je zřejměsign(π

√
n) �= 0 a tedy kazˇdý z bodů− 1√

n
,

1√
n

je bodem nespojitosti 1. druhu. Protozˇe

f
( 1√

n

)
= n sign

(
sin(π

√
n)
)
, f

(
− 1√

n

)
= −n sign

(
sin(π

√
n)
)
,

vidı́me, že funkcef (x) je v bodě 1√
n

spojitázleva a v bodeˇ − 1√
n

spojitázprava.

b) n je kvadrát, n = k2. Pak

lim
x→ 1√

n
−

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= lim

x→ 1
k
−

[
1

x2

]
· lim
x→ 1

k
−

sign
(
sin

π

x

)
= k2 · (−1)k,

lim
x→ 1√

n
+

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= (k2 − 1) · (−1)k+1,

lim
x→− 1√

n
−

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= (k2 − 1) · (−1)k,

lim
x→− 1√

n
+

[
1

x2

]
sign

(
sin

π

x

)
= k2 · (−1)k+1.

Rovněž i zde ihned vidı´me, že každý z bodů− 1√
n
, 1√

n
je bodem nespojitosti 1. druhu. Tentokra´t

f
( 1√

n

)
= f

(
− 1√

n

)
= 0,

odkud vidı́me, že tentokra´t je funkcef (x) spojitá v bodě1 zprava a v bodeˇ −1 zleva. V ostatnı´ch
bodech tvaru− 1√

n
, 1√

n
nenı́ani spojitázleva, ani spojita´ zprava.

Celkem tedy zby´vá vyšetřit bod 0. Pouzˇijeme-li posloupnostı´

x′
n = 1

n
, x′′

n = 1
1
2 + 2n
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(prakticky stejneˇ jsme postupovali v Prˇı́kladě3.6), vycházı́

f (x′
n) = [n2] sign(sinnπ) = 0,

f (x′′
n) =

[(1

2
+ 2n

)2]
sign

(
sin
(π

2
+ 2nπ

))
= 2n + 4n2.

Odtud
lim
n→∞ f (x′

n) = 0, lim
n→∞ f (x′′

n) = +∞,

což ukazuje, zˇe lim
x→0+

f (x) neexistuje. Protozˇe f (x) je lichá funkce, neexistuje te´ž lim
x→0−

f (x). Je tedy

jasné, že funkcef (x) máv bodě0 nespojitost 2. druhu.
Výsledek nasˇeho zkouma´nı́ je tedy následujı́cı́:
Uvažovanáfunkce je spojita´ ve všech bodech s vy´jimkou bodů0, ± 1√

n
, kden je přirozené. V bodě0

má nespojitost 2. druhu, ve vsˇech bodech± 1√
n

má nespojitost 1. druhu. Nenı´-li n kvadrát, potom je

f (x) v bodě 1√
n

spojitá zleva a v bodeˇ − 1√
n

spojitá zprava. Je-lin kvadrát, n > 2, potomf (x) nenı́

v bodech± 1√
n

spojitázleva ani spojita´ zprava. Konecˇněf (x) je spojitázprava v bodeˇ 1 a spojitázleva
v bodě−1. �
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Kapitola 4

Derivace funkce a jejı́ užitı́

4.1. Přı́pravná tvrzenı́

Věta 4.1. Bud’te f a g dvě funkce definovane´ na okolı́bodua a majı́cı́ v tomto bodeˇ vlastnı́derivace
f ′(a) a g′(a). Dále bud’ c čı́slo. Potom funkcef + g, cf , fg majı́ v boděa vlastnı́derivace a platı´

a) (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a),
b) (cf )′(a) = cf ′(a),
c) (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f (a)g′(a).

Je-li navı́c g(a) �= 0, potom i funkcef
g

máv boděa vlastnı́derivaci a platı´

d)
(f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a) − f (a)g′(a)

[g(a)]2
.

Poznámka. Věta samozrˇejměplatı́pro komplexnı´ funkce rea´lnéproměnné. My ji ovšem většinou budeme
použı́vat pro rea´lné funkce. S prˇı́slušnými zřejmými změnami věta platı́též pro jednostranne´ derivace.

Velice často budeme vysˇetřovat derivaci funkce na cele´m intervalu a ne pouze v jedine´m bodě. Mějme
tedy dvěfunkcef ag definovane´ na intervaluI majı́cı́ na tomto intervalu vlastnı´ derivaci. (Prˇipomeňme,
že výrokem „funkce ma´ na intervalu vlastnı´ derivaci“ mı́nı́me, že mávlastnı́ derivaci v kazˇdém bodě
tohoto intervalu. V prˇı́padných krajnı́ch bodech mı´nı́me samozrˇejměpřı́slušné jednostranne´ derivace.)
Z Věty 4.1 ihned vyplývá, že potom funkcef + g, cf , fg majı́ na intervaluI vlastnı́derivace a platı´:

a) (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x),
b) (cf )′(x) = cf ′(x),
c) (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x).

Je-li navı´c g(x) �= 0 na intervaluI , potom i funkcef

g
mánaI vlastnı́derivaci a platı´

d)
(f
g

)′
(x) = f ′(x)g(x) − f (x)g′(x)

[g(x)]2
.

Věta 4.2 (O derivaci složené funkce). Bud’g reálná funkce definovana´ na okolı́bodua a majı́cı́ v boděa
vlastnı́derivacig′(a). Bud’ f funkce definovana´ na okolı́bodug(a) a majı́cı́ v boděg(a) vlastnı́derivaci
f ′(g(a)). Potom slozˇenáfunkcef ◦ g je definova´na na okolı´ bodua, máv tomto bodeˇ vlastnı́derivaci a
platı́

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a).
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Poznámka. Jak je patrne´ z formulace veˇty, vnějšı́ funkcef může být komplexnı´ funkce rea´lnéproměnné.
Větu lze takévyslovit v různých jednostranny´ch verzı´ch.

Velice často se opeˇt setkáváme s na´sledujı́cı́ situacı´. Funkceg je definována na intervaluI , mána
tomto intervalu vlastnı´ derivaci a zobrazuje intervalI do intervaluJ . Na intervaluJ je potom definova´na
funkcef a mána něm vlastnı´ derivaci. Z Věty 4.2 potom ihned vyply´vá, že složenáfunkcef ◦ g má
vlastnı́derivaci na intervaluI a platı́

(f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).

Věta 4.3. Bud’ f funkce definovana´ na okolı́bodua. Potom funkcef máv boděa derivacif ′(a) právě
tehdy, kdyzˇ máv boděa jak derivaci zlevaf ′−(a), tak i derivaci zpravaf ′+(a) a platı́ f ′−(a) = f ′+(a).
Má-li funkcef v boděa derivacif ′(a), potom platı´ f ′(a) = f ′−(a) = f ′+(a). (Povšimněte si, že v této
větě nepředpokládáme, že by uvazˇovanéderivace musely by´t vlastnı́.)

Věta 4.4 (O limitě derivace). Bud’ f funkce definovana´ na okolı́ bodu a a spojitá v boděa. Necht’
funkcef mána redukovane´m okolı́bodua vlastnı́derivaci a necht’existujelim

x→a
f ′(x) (ne nutneˇ vlastnı́).

Potom funkcef máv boděa derivaci a platı´ f ′(a) = lim
x→a

f ′(x). Platı́ též jednostranne´ verze te´to věty.

(Doporučujeme cˇtenáři, aby si je zformuloval.)

Věta 4.5. Bud’ f funkce definovana´ na okolı́bodua. Pro každéx z tohoto okolı´ pišmef (x) = f1(x) +
+ if2(x), kdef1(x) respektivef2(x) je reálná respektive imagina´rnı́ část čı́slaf (x). Potom funkcef (x)

máv boděa vlastnı́derivaci právě tehdy, kdyzˇ majı́ v boděa vlastnı́derivaci oběreálné funkcef1(x) a
f2(x). V přı́padě, že existuje vlastnı´ f ′(a) (nebo ekvivalentneˇ existujı́vlastnı́f ′

1(a) a f ′
2(a)), platı́

f ′(a) = f ′
1(a) + if ′

2(a).

Věta 4.6 (l’Hospitalovo pravidlo typu 0
0). Bud’te f a g dvěreálné funkce definovane´ na redukovane´m

okolı́ bodua. (Může být též a = −∞ neboa = +∞. Potom ovsˇem mı´sto redukovane´ okolı́ musı´me
všude řı́kat okolı́.) Necht’ lim

x→a
f (x) = lim

x→a
g(x) = 0. Necht’ funkcef a g majı́ vlastnı́ derivace na

redukovane´m okolı́ bodua a necht’ existujelim
x→a

f ′(x)
g′(x) (ne nutneˇ vlastnı́). Potom existuje te´ž lim

x→a

f (x)

g(x)
a

platı́ lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x) .

Věta 4.7 (l’Hospitalovo pravidlo typu něco
∞ ). Bud’tef ag dvěreálné funkce definovane´ na redukovane´m

okolı́ bodua. (Opět zde mu˚že být a = −∞ neboa = +∞, přičemžpotom mı´sto o redukovane´m okolı́
musı´me všude mluvit o okolı´.) Necht’lim

x→a
g(x) = −∞ nebo+∞. Necht’funkcef ag majı́vlastnı́derivace

na redukovane´m okolı́bodua a necht’ existujelim
x→a

f ′(x)
g′(x) (ne nutneˇ vlastnı́). Potom existuje te´ž lim

x→a

f (x)

g(x)
a

platı́ lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)
g′(x) .

Poznámka. Platı́ též jednostranne´ verze obou vy´še uvedeny´ch l’Hospitalových pravidel. (Je velmi
snadne´ je zformulovat a doporucˇujeme čtenáři, aby si přı́slušné formulace rozmyslel.) Povsˇimněte si, že
u pravidla typuněco

∞ nepředpokládáme nic o lim
x→a

f (x) (ani to, že existuje).

Věta 4.8 (Lagrangeova věta o střednı́ hodnotě). Bud’f reálná funkce definovana´ a spojitána uzavrˇeném
intervalu〈a, b〉. Necht’f máderivaci (ne nutneˇ vlastnı́) v každém vnitřnı́m bodětohoto intervalu. Potom
existuje bodξ ∈ (a, b) (tedy bod z vnitrˇku intervalu) takovy´, že

f (b) − f (a)

b − a
= f ′(ξ).
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Věta 4.9 (Cauchyova věta o střednı́ hodnotě). Bud’te f a g dvěreálné funkce definovane´ a spojiténa
uzavřeném intervalu〈a, b〉. Necht’funkcef máderivaci (ne nutneˇ vlastnı́) v každém vnitřnı́m bodětohoto
intervalu. Necht’ funkceg mávlastnı́nenulovou derivaci v kazˇdém vnitřnı́m bodětohoto intervalu. Potom
existuje bodξ ∈ (a, b) (tedy bod z vnitrˇku intervalu) takovy´, že

f (b) − f (a)

g(b) − g(a)
= f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Poznámka. Snadno je videˇt, že Lagrangeova veˇta je specia´lnı́m přı́padem veˇty Cauchyovy. (Stacˇı́
v Cauchyoveˇ větě položit g(x) = x.) Je však natolik pouzˇı́vaná, že je vhodne´ ji formulovat zvlášt’.

Věta 4.10. Bud’f funkce definovana´ na intervaluI . Necht’f ′(x) = 0naI (v přı́padných krajnı́ch bodech
samozrˇejměmı́nı́me přı́slušné jednostranne´ derivace.) Potom je funkcef na intervaluI konstantnı´.

Věta 4.11 (Leibnizova formule). Necht’ funkcef a g jsou definova´ny na okolı´ bodua a majı́v boděa
derivace azˇ do řádun včetně. Potom funkcefg máv boděa derivace azˇ do řádun včetně, přičemžplatı́

(fg)(n)(a) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)(a) · g(n−k)(a).

Věta 4.12 (Peanova). Bud’ f funkce definovana´ na okolı́bodua. Necht’f máv boděa vlastnı́derivace
aždo řádun včetně(n je přirozenénebo nula). Potom existuje pra´vě jeden mnohocˇlenPn(x) stupně≤ n

(anebo nulovy´) tak, že platı́

lim
x→a

f (x) − Pn(x)

(x − a)n
= 0.

Tento mnohocˇlen mátvar

Pn(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k! (x − a)n.

Nazývá se Taylorovy´m mnohocˇlenem stupneˇ n a oznacˇujeme jej symbolemTn(x; a, f ).

Věta 4.13 (Taylorova). Necht’ funkcef mávlastnı́derivace azˇ do řádu (n + 1) včetně(n je přirozené
nebo nula) na uzavrˇeném intervaluI s koncovy´mi bodya, x (v krajnı́ch bodech derivace jednostranne´).
Necht’funkceϕ je spojitána intervaluI a mávlastnı́nenulovou derivaci na vnitrˇku I ◦ intervaluI . Potom
existujeξ ∈ I ◦ tak, že

Rn+1(x) = f (x) −Tn(x; a, f ) = (x − ξ)n

n! · ϕ(x) − ϕ(a)

ϕ′(ξ)
· f (n+1)(ξ ).

Speciálně

a) pro ϕ(t) = (x − t)n+1 je

Rn+1(x) = f (n+1)(ξ )

(n + 1)! (x − a)n+1

(Lagrangeu˚v tvar zbytku),

b) pro ϕ(t) = t je

Rn+1(x) = (1 − +)n

n! f (n+1)
(
a + +(x − a)

) · (x − a)n+1

(Cauchyu˚v tvar zbytku), kde0 < + < 1.
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Tabulky derivacı́.

1) (xα)′ = αxα−1, obor platnosti za´visı́ naα,

2) (ex)′ = ex , x ∈ (−∞,+∞),

3) (ax)′ = ax ln a, x ∈ (−∞,+∞), a > 0,

4) (ln x)′ = 1

x
, x ∈ (0,+∞),

5) (logax)
′ = 1

x ln a
, x ∈ (0,+∞), a > 0, a �= 1,

6) (sinx)′ = cosx, x ∈ (−∞,+∞),

7) (cosx)′ = − sinx, x ∈ (−∞,+∞),

8) (tgx)′ = 1

cos2x
, x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k je celé,

9) (cotgx)′ = − 1

sin2x
, x ∈ (kπ, (k + 1)π

)
, k je celé,

10) (arcsinx)′ = 1√
1 − x2

, x ∈ (−1,1),

11) (arccosx)′ = − 1√
1 − x2

, x ∈ (−1,1),

12) (arctgx)′ = 1

1 + x2
, x ∈ (−∞,+∞),

13) (arccotgx)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ (−∞,+∞),

14) (sinhx)′ = coshx, x ∈ (−∞,+∞),

15) (coshx)′ = sinhx, x ∈ (−∞,+∞), (Pozor! Zde nenı´ minus jako u(cosx)′ = − sinx.)

16) (tghx)′ = 1

cosh2x
, x ∈ (−∞,+∞),

17) (cotghx)′ = − 1

sinh2x
, x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞),

18) (argsinhx)′ = 1√
1 + x2

, x ∈ (−∞,+∞),

19) (argcoshx)′ = 1√
x2 − 1

, x ∈ (1,+∞),

20) (argtghx)′ = 1

1 − x2
, x ∈ (−1,1),

21) (argcotghx)′ = 1

1 − x2
, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).
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Taylorovy polynomy a zbytky

1) Tn(x; 0,ex ) =
n∑

k=0

xk

k! ,

lim
n→∞ Rn+1(x) = 0 prox ∈ (−∞,+∞),

2) T2n+1(x; 0, sinx) = T2n+2(x; 0, sinx) =
n∑

k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)! ,

lim
n→∞ R2n+2(x) = lim

n→∞ R2n+3(x) = 0 prox ∈ (−∞,+∞),

3) T2n(x; 0, cosx) = T2n+1(x; 0, cosx) =
n∑

k=0

(−1)k
x2k

(2k)! ,

lim
n→∞ R2n+1(x) = lim

n→∞ R2n+2(x) = 0 prox ∈ (−∞,+∞),

4) Tn(x; 0, ln(1 + x)) =
n∑

k=1

(−1)k−1x
k

k
,

lim
n→∞ Rn+1(x) = 0 prox ∈ (−1,1〉,

5) Tn(x; 0, (1 + x)α) =
n∑

k=0

α(α − 1) · · · (α − k + 1)

k! xk ,

lim
n→∞ Rn+1(x) = 0 prox ∈ (−1,1),

6) T2n+1(x; 0,arctgx) = T2n+2(x; 0,arctgx) =
n∑

k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
,

(Všimněte si velképodobnosti s Taylorovy´m polynomem funkce sinx. Zde máme pouze 2k+1 mı́sto
(2k + 1)! .)

lim
n→∞ R2n+2(x) = lim

n→∞ R2n+3(x) = 0 prox ∈ 〈−1,1〉,

7) T2n+1(x; 0,arcsinx) = T2n+2(x; 0,arcsinx) =
n∑

k=0

((2k − 1)!!)2

(2k)! x2k+1 ,

(Připomeňme, že (2k − 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · · · (2k − 1).)

lim
n→∞ R2n+2(x) = lim

n→∞ R2n+3(x) = 0 prox ∈ 〈−1,1〉.

4.2. Přı́klady.

Nebudeme zde uva´dět přı́klady na mechanicky´ nácvik výpočtu derivacı´. U standardnı´ch přı́kladůje třeba
znát:

1) derivace elementa´rnı́ch funkcı́(viz tabulka v za´věru přı́pravnéčásti),

2) formule pro derivaci soucˇtu funkcı́, násobku funkce konstantou, soucˇinu a podı´lu funkcı́(viz Věta4.1),
a pro derivaci slozˇenéfunkce (viz Věta 4.2).
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Jinak je výpočet derivacı´ záležitostı́zcela mechanickou. Velmi zdu˚razňujeme, žeje třeba pocˇı́tat velmi
pozorně. Výpočty jsou totiž často dosti dlouhe´ a je mnoho prˇı́ležitostı́ udělat chybu. My zde uka´žeme
jen několik málo standardnı´ch přı́kladů na výpočet derivace, abychom si ujasnili, jaky´m způsobem se
použı́vá Věta 4.1a Věta 4.2.

Přı́klad 4.1. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = 1

x
+ 2

x2
+ 3

x3
.

Řešenı́. Danou funkci mu˚žeme prˇepsat ve tvaruf (x) = x−1 + 2x−2 + 3x−3. Zřejměji můžeme cha´pat
jako soucˇet třı́ funkcı́ f (x) = f1(x) + f2(x) + f3(x), kdef1(x) = x−1, f2(x) = 2x−2, f3(x) = 3x−3.
Ihned vidı́me, že Df1 = Df2 = Df3 = Df = (−∞,0) ∪ (0,+∞). V každém boděz Df má každá
z funkcı́f1, f2, f3 vlastnı́derivaci. Podle tabulky derivacı´ máme

f ′
1(x) = (x−1)′ = (−1)x−1−1 = − 1

x2
.

Dále pak s pouzˇitı́m Věty 4.1bodu b) a tabulky derivacı´ máme

f ′
2(x) = (2x−2)′ = 2(x−2)′ = 2(−2)x−2−1 = − 4

x3
,

f ′
3(x) = (3x−3)′ = 3(x−3)′ = 3(−3)x−3−1 = − 9

x4
.

Z Věty 4.1 bod a) nynı´ vyplývá, že i funkcef (x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) máv každém boděz Df

derivaci a platı´

f ′(x) = f ′
1(x) + f ′

2(x) + f ′
3(x) = − 1

x2
− 4

x3
− 9

x4
.

Čtenář necht’si povsˇimne, že bod a) Veˇty 4.1hovořı́ o součtu dvou funkcı´. Indukcı́však tvrzenı´ bodu a)
Věty 4.1můžeme rozsˇı́řit na libovolnýkonečný součet. My jsme je zde pouzˇili na součet třı́ funkcı́. �

Přı́klad 4.2. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = (1 − x)(1 − x2).

Řešenı́. Danou funkci mu˚žeme cha´pat jako soucˇin dvou funkcı´ f (x) = f1(x)f2(x), kdef1(x) = 1− x,
f2(x) = 1− x2. ZřejměDf1 = Df2 = Df = (−∞,+∞). V každém boděz Df majı́oběfunkcef1 af2

vlastnı́derivaci (jsou to polynomy). Platı´ (s použitı́m Věty 4.1bod a) a b) a s pouzˇitı́m tabulky derivacı´)

f ′
1(x) = (1 − x)′ = (1 + (−1)x)′ = (1)′ + ((−1)x)′ = 0 + (−1)(x)′ = (−1) · 1 = −1,

f ′
2(x) = (1 − x2)′ = (1 + (−1)x2)′ = (1)′ + ((−1)x2)′ = 0 + (−1)(x2)′

= (−1) · 2x = −2x.

Podle Věty 4.1bod c) nynı´ plyne, že i funkcef (x) = f1(x)f2(x) máv každém bodězDf vlastnı́derivaci
a platı́

f ′(x) = f ′
1(x)f2(x) + f1(x)f

′
2(x) = −1 · (1 − x2) + (1 − x)(−2x) =

= −1 + x2 − 2x + 2x2 = 3x2 − 2x − 1.

Při praktickém počı́tánı́ ovšem úvahy předchozı´ho typu většinou provádı́me jen v duchu (situace totizˇ
bývá většinou velmi průhledná) a pı́šeme rovnou

((1 − x)(1 − x2))′ = (1 − x)′(1 − x2) + (1 − x)(1 − x2)′

= −(1 − x2) + (1 − x)(−2x) = −1 + x2 − 2x + 2x2

= 3x2 − 2x − 1
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(pokud to ovsˇem nepı´šeme jesˇtě stručněji). Derivaci uvažovanéfunkce můžeme ovsˇem vypočı́st i jinak
— totiž tak, že funkci nejprve upravı´me rozna´sobenı´m. Je

f (x) = (1 − x)(1 − x2) = x3 − x2 − x + 1

a odtud
f ′(x) = 3x2 − 2x − 1. �

Přı́klad 4.3. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = 1 + x − x2

1 − x + x2
.

Řešenı́. Danou funkci zde prˇedevšı́m musı´me chápat jako podı´l f (x) = f1(x)

f2(x)
, kdef1(x) = 1 + x − x2,

f2(x) = 1 − x + x2. Zřejmě

1 − x + x2 =
(
x − 1

2

)2 + 3

4
> 0,

a tudı́ž Df = Df2 = (−∞,+∞). Máme

f ′
1(x) = (1 + x − x2)′ = 1 − 2x, f ′

2(x) = (1 − x + x2)′ = −1 + 2x.

Protožef2(x) �= 0 na(−∞,+∞), mápodle Věty 4.1, bod d) funkcef (x) = f1(x)

f2(x)
na(−∞,+∞) vlastnı́

derivaci a platı´

f ′(x) = f ′
1(x)f2(x) − f1(x)f

′
2(x)

[f2(x)]2
=

= (1 − 2x)(1 − x + x2) − (1 + x − x2)(−1 + 2x)

(1 − x + x2)
2 =

= 1 − x + x2 − 2x + 2x2 − 2x3 + 1 + x − x2 − 2x − 2x2 + 2x3

(1 − x + x2)
2 =

= −4x + 2

(1 − x + x2)
2 = 2(1 − 2x)

(1 − x + x2)2
.

V praxi ovšem výpočet zapisujeme spı´še následujı́cı́m způsobem:(1 + x − x2

1 − x + x2

)′ =

= (1 − 2x)(1 − x + x2) − (1 + x − x2)(−1 + 2x)

(1 − x + x2)
2 =

= 1 − x + x2 − 2x + 2x2 − 2x3 + 1 + x − x2 − 2x − 2x2 + 2x3

(1 − x + x2)
2 =

= −4x + 2

(1 − x + x2)
2 = 2(1 − 2x)

(1 − x + x2)2
.

�

Přı́klad 4.4. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = ex sinx

x2 − 3x + 2
.

Řešenı́. Danou funkci opeˇt předevšı́m musı´me chápat jako podı´l f (x) = f1(x)

f2(x)
, kdef1(x) = ex sinx,

f2(x) = x2 − 3x + 2; zřejměDf1 = Df2 = (−∞,+∞). Avšak x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2), a tudı́ž
Df = (−∞,1) ∪ (1,2) ∪ (2,+∞). S použitı́m Věty 4.1bod c) dosta´váme

f ′
1(x) = ex sinx + ex cosx, f ′

2(x) = 2x − 3.
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Z Věty 4.1bod d) nynı´ vyplývá, že funkcef (x) = f1(x)

f2(x)
mávlastnı́derivaci v kazˇdém boděz Df , nebot’

v každém takovém boděje splněn předpokladf2(x) �= 0. Vycházı́ potom

f ′(x) = f ′
1(x)f2(x) − f1(x)f

′
2(x)

[f2(x)]2
=

= (ex sinx + ex cosx)(x2 − 3x + 2) − ex sinx(2x − 3)

(x2 − 3x + 2)2 =

= ex sinx(x2 − 5x + 5) + ex cosx(x2 − 3x + 2)

(x2 − 3x + 2)2 =

= ex
(x2 − 5x + 5) sinx + (x2 − 3x + 2) cosx

(x2 − 3x + 2)2 .
�

Přı́klad 4.5. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = ln
x2 − 1

x2 + 1
.

Řešenı́. Zde musı´me danou funkci cha´pat předevšı́m jako funkci slozˇenou. Situace je zde na´sledujı́cı́:

vnějšı́ funkcef1(y) = ln y, Df1 = (0,+∞);

vnitřnı́ funkcef2(x) = x2−1
x2+1, Df2 = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Vnitřnı́ funkci bychom sice mohli bra´t s definičnı́m oborem(−∞,+∞), ale nemeˇlo by to smysl, nebot’
funkce x2−1

x2+1 zobrazuje interval〈−1,1〉 do intervalu(−∞,0〉, na ktere´m funkcef1 nenı́ definována.
Zřejměje:

f (x) = (f1 ◦ f2)(x), Df = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Mámef ′
1(y) = 1

y
naDf1,

f ′
2(x) =

(x2 − 1

x2 + 1

)′ = 2x(x2 + 1) − 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
= 4x

(x2 + 1)2
naDf2.

Podle věty o derivaci slozˇenéfunkce (Věta4.2) máfunkcef (x) = (f1 ◦f2)(x) vlastnı́derivaci v kazˇdém
boděz Df a platı́

f ′(x) = (f1 ◦ f2)
′(x) = f ′

1(f2(x)) · f ′
2(x) =

= 1
x2−1
x2+1

· 4x

(x2 + 1)2
= x2 + 1

x2 − 1
· 4x

(x2 + 1)2
= 4x

x4 − 1
.

Při běžném výpočtu si ovšem uvědomujeme pouze v duchu, ktera´ funkce je vneˇjšı́ a kterávnitřnı́. Zápis
by potom vypadal na´sledujı́cı́m způsobem:

(
ln

x2 − 1

x2 + 1

)′ = 1
x2−1
x2+1

· 2x(x2 + 1) − 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
=

= x2 + 1

x2 − 1
· 4x

(x2 + 1)2
= 4x

x4 − 1

(pokud by nebyl jesˇtě kratšı́). Povšimněte si, že výraz 4x
x4−1 je definován i v bodech intervalu(−1,1), ve

kterých funkcef vůbec nenı´ definována, a tudı´ž tam nemu˚že mı́t ani derivaci. S tı´mto jevem se lze setkat
častěji a nenı́třeba se jı´m nikterak znepokojovat. �
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Přı́klad 4.6. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = ln3x2.

Řešenı́. Zde je asi nejlepsˇı́ zapsat danou funkci ve tvaruf (x) = (ln x2)
3
. Z tohoto tvaru je videˇt, že

f (x) = (f1 ◦ f2 ◦ f3)(x), kdef1(z) = z3, f2(y) = ln y, f3(x) = x2. ZřejměDf = (−∞,0)∪ (0,+∞).
Proto funkcef1, f2, f3 vezmeme s definicˇnı́mi obory Df1 = (−∞,+∞), Df2 = (0,+∞), Df3 =
= (−∞,0) ∪ (0,+∞). Každá z funkcı́ f1, f2, f3 má v každém boděsvého definičnı́ho oboru vlastnı´
derivaci. Snadno vidı´me, že

f ′
1(z) = 3z2, f ′

2(y) = 1

y
, f ′

3(x) = 2x.

Podle Věty 4.2máfunkcef (x) = (f1 ◦ f2 ◦ f3)(x) v každém boděz Df vlastnı́derivaci a platı´

f ′(x) = (f1 ◦ f2 ◦ f3)
′(x) = (

f1 ◦ (f2 ◦ f3)
)′
(x) = f ′

1

(
(f2 ◦ f3)(x)

) · (f2 ◦ f3)
′(x) =

= f ′
1

(
(f2 ◦ f3)(x)

) · [f ′
2

(
f3(x)

)]·f ′
3(x) =

= 3(ln x2)
2 · 1

x2
· 2x = 6(lnx2)2

x
= 6 ln2x2

x
.

Povšimněte si, že Větu 4.2 jsme při výpočtu použili dvakrát. Vzhledem k tomu, zˇe skládánı́ funkcı́ je
asociativnı´, mohli jsme postupovat i na´sledujı́cı́m způsobem:

f ′(x) = (f1 ◦ f2 ◦ f3)
′(x) = (

(f1 ◦ f2) ◦ f3
)′
(x) =

= (f1 ◦ f2)
′(f3(x)

) · f ′
3(x) = f ′

1

(
(f2 ◦ f3)(x)

) · f ′
2

(
f3(x)

) · f ′
3(x),

což je zřejměstejnývýsledek jako vy´še. Prakticky´ výpočet by ovšem vypadal asi takto:

(ln3x2)′ = 3 ln2x2 · 1

x2
· 2x = 6 ln2x2

x
.

�

Přı́klad 4.7. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = xxa + xax + axx

, Df = (0,+∞), a > 0 je konstanta.

Řešenı́. V tomto přı́kladěchceme cˇtenáře upozornit, jak derivovat funkci tvaruf (x) = g(x)h(x). Základnı́
myšlenka je stejna´ jako při výpočtu limit. Funkci předevšı́m vyjádřı́me ve tvaru

f (x) = eh(x)·lng(x).

Zřejměf (x) = (f1 ◦ f2)(x), kdef1(y) = ey, f2(x) = h(x) · ln g(x). Platı́f ′
1(y) = ey , takže máme

f ′(x) = eh(x)·lng(x) · (h(x) · ln g(x)
)′ =

= g(x)h(x)
[
h′(x) · ln g(x) + h(x) · (ln g(x)

)′]
.

Pro výpočet derivace(ln g(x))′ opět stačı́ použı́t větu o derivaci slozˇenéfunkce. Napı´šeme lng(x) =
= (g1 ◦ g2)(x), kdeg1(y) = ln y ag2(x) = g(x), takže máme

(ln g(x))′ = 1

g(x)
· g′(x) = g′(x)

g(x)
.

Celkem tedy dosta´váme:

f ′(x) = g(x)h(x)
(
h′(x) · ln g(x) + h(x)

g′(x)
g(x)

)
.
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Tuto výslednou formuli nenı´ ale nutne´ si pamatovat. Veˇtšinou v konkrétnı́ch přı́kladech cely´ tento postup
prostěopakujeme. Nenı´ to tak dlouhe´, jak to může na prvnı´ pohled vypadat. Veˇtšinu úvah týkajı́cı́ch se
složených funkcı́provádı́me opět pouze v duchu a zapisujeme jen vy´sledky.

V našem konkrétnı́m přı́kladětak dosta´váme:(
xxa + xax + axx )′ = (

ex
a lnx

)′ + (
ea

x lnx
)′ + (

ex
x ln a

)′ =
= ex

a ln x(xa ln x)′ + ea
x ln x(ax ln x)′ + ex

x ln a(xx ln a)′ =
= xxa

(
axa−1 ln x + xa · 1

x

)
+ xax

(ex lna ln x)′ + axx

(ex ln x ln a)′ =

= xxa

xa−1(a ln x + 1) + xax
(
ex ln a ln a ln x + ex lna · 1

x

)
+

+ axx

ln a ex ln x
(
ln x + x · 1

x

)
=

= xxa+a−1(a ln x + 1) + xax

ax
(
ln a ln x + 1

x

)
+ axx

xx ln a(ln x + 1). �
Přı́klad 4.8. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = √

x − arctg
√
x.

Řešenı́. ZřejměDf = 〈0,+∞). Chceme-li na vy´počet derivace pouzˇı́t jako obvykle Věty 4.1 a 4.2,
musı́me se omezit na interval(0,+∞). Věty 4.1 a 4.2 hovořı́ totiž pouze o vlastnı´ch derivacı´ch a
v našem přı́paděje (

√
x )′x=0+ = +∞. Tuto skutecˇnost zjistı´me snadno pomocı´ věty o limitě derivace

(Věta4.4). Funkce
√
x je totiž spojitáv bodě0 zprava, na intervalu(0,+∞) platı́ (

√
x )′ = 1

2
√
x

a zřejmě

lim
x→0+

(
√
x )′ = lim

x→0+
1

2
√
x

= +∞. Tedy i (
√
x )′x=0+ = +∞. Na intervalu(0,+∞) ovšem s pomocı´

Vět 4.1a4.2snadno najdeme

f ′(x) = (√
x − arctg

√
x
)′ = 1

2
√
x

− 1

1 + x
· 1

2
√
x

=

= 1

2
√
x

(
1 − 1

1 + x

)
= 1

2
√
x

· x

1 + x
=

√
x

2(1 + x)
.

Vzhledem k tomu, zˇeDf = 〈0,+∞), jedináotázka týkajı́cı́ se derivace, ktera´ zbývá, je otázka pof ′+(0).
V takovýchto přı́padech ale velmi cˇasto poma´hávěta o limitěderivace. Funkcef (x) je spojitáv bodě0
zprava, lim

x→0+ f ′(x) = lim
x→0+

√
x

2(1+x)
= 0, takžef ′+(0) existuje a platı´ f ′+(0) = 0. Celkověpotom můžeme

napsat, zˇe platı́ (√
x − arctg

√
x
)′ =

√
x

2(1 + x)
na 〈0,+∞).

V bodě0 máme přirozeněna mysli jednostrannou derivaci. �

Přı́klad 4.9. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = x + √
x + 3

√
x.

Řešenı́. Zde je zaseDf = 〈0,+∞), ale ze stejny´ch důvodů jako v předchozı´m přı́kladěmůžeme podle
Vět 4.1a4.2počı́tat derivaci pouze na intervalu(0,+∞). Dostáváme tak

f ′(x) = (
x + √

x + 3
√
x
)′ = 1 + 1

2
√
x

+ 1

33
√
x2

.

Zajı́má-li nás ještě f ′+(0), použijeme opětně větu o limitě derivace. Funkcef (x) je spojitáv bodě0
zprava a platı´

lim
x→0+ f ′(x) = lim

x→0+

(
1 + 1

2
√
x

+ 1

33
√
x2

)
= +∞.

Existuje tedyf ′+(0) a platı́f ′+(0) = +∞. �
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Přı́klad 4.10. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = arcsin
1 − x2

1 + x2
.

Řešenı́. Zde může být trochu nejasna´ otázka definičnı́ho oboru. Napı´šeme-li však nerovnosti

−1 ≤ 1 − x2

1 + x2
≤ 1

∣∣∣ · (1 + x2),

−1 − x2 ≤ 1 − x2 ≤ 1 + x2,

vidı́me ihned, zˇe poslednı´ nerovnosti platı´ pro všechna rea´lná x a že tedyDf = (−∞,+∞). Vnitřnı́

funkce 1−x2

1+x2 má zřejmě vlastnı́ derivaci v kazˇdém boděz intervalu(−∞,+∞). Bohužel však vnějšı́
funkce arcsiny mánevlastnı´ (jednostranne´) derivace v bodech−1 a 1. Prˇi použitı́ věty o derivaci slozˇené
funkce se tedy musı´me omezit na tax, pro která1−x2

1+x2 �= ∓1. Je

1 − x2

1 + x2
= ∓1

∣∣∣ · (1 + x2),

1 − x2 = ∓(1 + x2),

x = 0.

Vidı́me tak, že derivaci funkcef (x) můžeme podle veˇty o derivaci slozˇenéfunkce vypocˇı́st pro všechna
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞). Máme

f ′(x) =
(
arcsin

1 − x2

1 + x2

)′ = 1√
1 − (

1−x2

1+x2

)2 ·
(1 − x2

1 + x2

)′ =

=
√

(1 + x2)2

1 + 2x2 + x4 − 1 + 2x2 − x4
· −2x(1 + x2) − (1 − x2) · 2x

(1 + x2)2
=

= 1 + x2

2|x| · −2x · 2

(1 + x2)2
= − 2x

|x|(1 + x2)
= −2 signx

1 + x2
.

Funkcef (x) je očividně spojitáv bodě0 (a tedy je spojita´ v bodě0 jak zleva, tak i zprava) a da´le platı́

lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

(
−2 signx

1 + x2

)
= 2,

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

(
−2 signx

1 + x2

)
= −2.

Podle věty o limitě derivace je tedyf ′−(0) = 2 af ′+(0) = −2. Oboustranna´ derivacef ′(0) tedy neexistuje
(viz Věta 4.3). �

Přı́klad 4.11. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = x

2

√
a2 − x2 + a2

2
arcsin

x

a
, kdea > 0 je konstanta.

Řešenı́. Snadno zjistı´me, žeDf = 〈−a, a〉, ale že podle Věty 4.1a 4.2 je možno derivaci pocˇı́tat pouze
na otevrˇeném intervalu(−a, a). Zde platı´

f ′(x) = 1

2

√
a2 − x2 + x

2
· 1

2
√
a2 − x2

· (−2x) + a2

2

1√
1 − (

x
a

)2 · 1

a
=

= 1

2

√
a2 − x2 − x2

2
√
a2 − x2

+ a2

2
√
a2 − x2

=

= 1

2

√
a2 − x2 + 1

2
· a2 − x2

√
a2 − x2

=
√
a2 − x2.
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Podle věty o limitě derivace zde bez nesna´zı́ zjistı́me, že f ′+(−a) = 0 a f ′−(a) = 0. Můžeme potom
napsat

f ′(x) =
√
a2 − x2 na 〈−a, a〉,

kde v krajnı´ch bodech opeˇt rozumı́me přı́slušné jednostranne´ derivace. �

Přı́klad 4.12. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = |x|.

Řešenı́. ZřejměDf = (−∞,+∞). Zde je výhodnénapsat

f (x) =
{

−x prox ∈ (−∞,0〉,
x prox ∈ 〈0,+∞),

nebot’odtud ihned plyne, zˇe

f ′(x) = −1 prox ∈ (−∞,0), f ′
−(0) = −1,

f ′(x) = 1 prox ∈ (0,+∞), f ′
+(0) = 1.

Z těchto výsledkůvidı́me podle Veˇty 4.3, že funkcef (x) = |x| nemáv bodě0 derivaci a zˇe Df ′ =
= (−∞,0) ∪ (0,+∞). Můžeme napsat

f ′(x) = signx prox ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞).

Podotkneˇme ještě, že výskyt absolutnı´ hodnoty ve vyja´dřenı́ funkce mnohdy zpu˚sobuje, zˇe funkce
v některých bodech nema´ derivaci. Nemusı´ tomu ale tak by´t vždy, jak ukazuje na´sledujı́cı́ přı́klad. �

Přı́klad 4.13. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = x · |x|.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Opět použijeme postupu, ktery´ jsme viděli v předchozı´m přı́kladě. Můžeme
psát

f (x) =
{

−x2 prox ∈ (−∞,0〉,
x2 prox ∈ 〈0,+∞).

Odtud

f ′(x) = −2x prox ∈ (−∞,0), f ′
−(0) = 0,

f ′(x) = 2x prox ∈ (0,+∞), f ′
+(0) = 0.

Vidı́me předevšı́m, žef ′(0) = 0, a tedyDf ′ = (−∞,+∞). Celkem mu˚žeme napsat

f ′(x) = 2 |x|.

Závěrem si povsˇimněme následujı́cı́ skutečnosti. Funkcef (x) = x · |x| má tvar soucˇinu, máv bodě0
vlastnı́ derivaci, ale tuto derivaci nemu˚žeme vypocˇı́st podle Věty 4.1 bod c), nebot’ jedna funkce ze
součinu — totiž funkce|x| — nemáv bodě0 derivaci (cozˇ jsme viděli v předchozı´m přı́kladě). �
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Přı́klad 4.14. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = ln |x|.

Řešenı́. je Df = (−∞,0) ∪ (0,+∞) a

f (x) =
{

ln(−x) prox ∈ (−∞,0),

ln x prox ∈ (0,+∞).

Na (−∞,0) dostáváme

f ′(x) = 1

−x
· (−1) = 1

x
.

Na (0,+∞) dostávámef ′(x) = 1
x
. Celkem tedy mu˚žeme napsat

(ln |x|)′ = 1

x
prox ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞).

Tento přı́klad nebyl prˇı́liš zajı́mavý, ale zarˇadili jsme ho sem proto, zˇe jeho znalost je velmi potrˇebnápři
výpočtech primitivnı́ch funkcı́(= neurčitých integrálů). �

Přı́klad 4.15. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = |(x − 1)2(x + 1)3|.

Řešenı́. ZřejměDf = (−∞,+∞). Pro výpočet derivace je dobre´ si všimnout, že můžeme psa´t f (x) =
= (x − 1)2|(x + 1)3|. Funkcef (x) má tedy tvar soucˇinu, přičemž prvnı́ho činitele umı́me snadno
zderivovat. Podı´vejme se proto na derivaci funkce|(x + 1)3|. Použijeme opět metodu z Prˇı́kladů4.12a
4.13.

|(x + 1)3| =
{

−(x + 1)3 prox ∈ (−∞,−1〉,
(x + 1)3 prox ∈ 〈−1,+∞).

Odtud ihned dosta´váme

|(x + 1)3|′ = −3(x + 1)2 prox ∈ (−∞,−1), |(x + 1)3|′x=−1− = 0,

|(x + 1)3|′ = 3(x + 1)2 prox ∈ (−1,+∞), |(x + 1)3|′x=−1+ = 0.

ZřejmětedyDf ′ = (−∞,+∞). Výsledek mu˚žeme zapsat v jednotne´m tvaru

|(x + 1)3|′ = 3 sign(x + 1) · (x + 1)2.

(Povšimněte si, jak zde pouzˇitı́ funkce signx zjednodusˇuje zápis!) Nynı́ na základě Věty 4.1 bod c)
dostáváme

f ′(x) = (
(x − 1)2|(x + 1)3|)′ =

= 2(x − 1)
∣∣(x + 1)3

∣∣+ (x − 1)2 · 3 sign(x + 1) · (x + 1)2 =
= 2(x − 1)(x + 1)2|x + 1| + (x − 1)2 · 3 sign(x + 1) · (x + 1)2 =
= 2(x − 1)(x + 1)2(x + 1) sign(x + 1) + (x − 1)2 · 3 sign(x + 1) · (x + 1)2 =
= (x − 1)(x + 1)2(5x − 1) sign(x + 1). �
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Přı́klad 4.16. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = |sin3x|.
Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Kvůli absolutnı´ hodnotěbudeme da´vat pozor na intervaly, kde sin3x ≥ 0 a
kde sin3x ≤ 0. Jsou to zrˇejměintervaly tvaru〈kπ, (k + 1)π〉. Na intervalu〈kπ, (k + 1)π〉 pro k sudé
dostáváme

f (x) = |sin3x| = sin3x,

odkud

f ′(x) = 3 sin2x cosx prox ∈ (kπ, (k + 1)π), f ′
+(kπ) = 0, f ′

−((k + 1)π) = 0.

Na intervalu〈kπ, (k + 1)π〉 pro k liché dostáváme

f (x) = |sin3x| = −sin3x,

odkud

f ′(x) = −3 sin2x cosx prox ∈ (kπ, (k + 1)π), f ′
+(kπ) = 0, f ′

−((k + 1)π) = 0.

Vidı́me tedy, zˇe pro libovolnék celéje f ′−(kπ) = f ′+(kπ) = 0 a že tedy (podle Veˇty 4.3) f ′(kπ) = 0.
Odtud ihned plyne, zˇe Df ′ = (−∞,+∞). Abychom mohlif ′(x) vyjádřit pomocı́ jediné formule,
povšimněme si, že můžeme psa´t

f ′(x) =
{

3
2 sin 2x · sinx pro x ∈ 〈kπ, (k + 1)π〉, je-li k sudé,

−3
2 sin 2x · sinx pro x ∈ 〈kπ, (k + 1)π〉, je-li k liché.

(Zdef ′(x) značı́ v každém boděoboustrannou derivaci!) Potrˇebovali bychom tedy funkci, ktera´ se rovna´
sinx na intervalech〈kπ, (k + 1)π〉 s k sudým a kteráse rovna´ − sinx na intervalech〈kπ, (k + 1)π〉
sk lichým. To je ale zrˇejměfunkce|sinx|. Můžeme tedy za´věrem napsat

|sin3x|′ = 3

2
sin 2x · |sinx|.

�

Přı́klad 4.17. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = arccos
1

|x| .

Řešenı́. ZřejměDf = {x; 1
|x| ≤ 1} = {x; |x| ≥ 1} = (−∞,−1〉 ∪ 〈1,+∞).

Na (1,+∞) dostáváme

f ′(x) =
(
arccos

1

|x|
)′ = − 1√

1 − 1
x2

·
(
− 1

x2

)
= 1

x
√
x2 − 1

.

Na (−∞,−1) dostáváme

f ′(x) =
(
arccos

1

|x|
)′ = − 1√

1 − 1
x2

· 1

x2
= −

√
x2

√
x2 − 1

· 1

x2
=

= − |x|√
x2 − 1

· 1

x2
= − −x√

x2 − 1
· 1

x2
= 1

x
√
x2 − 1

.

Podle věty o limitě derivace dosta´váme navı´c

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
1

x
√
x2 − 1

= −∞, f ′
+(1) = lim

x→1+
1

x
√
x2 − 1

= +∞.
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Je tedyDf ′ = (−∞,−1) ∪ (1,+∞) a platı́

f ′(x) =
(
arccos

1

|x|
)′ = 1

x
√
x2 − 1

.
�

Přı́klad 4.18. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = [x] sin2πx.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Na základě našich zkušenostı´ s funkcı́ [x] vı́me, že je vhodne´ uvažovat
interval〈n, n + 1), kden je celé(samozrˇejměmůže být též záporné). Na tomto intervalu zrˇejměje

f (x) = n sin2πx,

a tudı́ž

f ′(x) = n · 2 sinπx cosπx · π = πn sin 2πx prox ∈ (n, n + 1), f ′
+(n) = 0.

Zbývá tedy určit f ′−(n + 1). Pokusı´me se opeˇt použı́t větu o limitě derivace. Za tı´m účelem ukazˇme
nejprve, že funkcef (x) je v boděn + 1 spojitázleva:

f (n + 1) = [n + 1] sin2π(n + 1) = (n + 1) · 0 = 0,

lim
x→(n+1)−

f (x) = lim
x→(n+1)−

n sin2πx = 0.

Dále
lim

x→(n+1)−
f ′(x) = lim

x→(n+1)−
(πn · sin 2πx) = 0,

odkud vyplývá, že f ′−(n + 1) = 0. Na základě těchto výsledků snadno vidı´me, že funkcef (x) má
vlastnı́ derivaci i v každém celočı́selném boděn, přičemž platı́ f ′(n) = 0. Můžeme tedy napsat, zˇe
Df ′ = (−∞,+∞) a že

f ′(x) =
{

πn · sin 2πx pro x ∈ (n, n + 1),

0 pro x = n.

Chceme-li výsledek zapsat v hezcˇı́m tvaru (uvědomte si, zˇe na intervalu〈n, n + 1) je [x] = n), můžeme
psát

f ′(x) = π[x] sin 2πx. �

Přı́klad 4.19. Vypočtěte derivaci funkce

f (x) =




1 − x pro x ∈ (−∞,1),

(1 − x)(2 − x) pro x ∈ 〈1,2〉,
−(2 − x) pro x ∈ (2,+∞).

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Použijeme opět našı́ osvědčenémetody. Můžeme psa´t:

f (x) =




1 − x pro x ∈ (−∞,1〉,
(1 − x)(2 − x) pro x ∈ 〈1,2〉,

−(2 − x) pro x ∈ 〈2,+∞).
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Odtud

f ′(x) = −1 prox ∈ (−∞,1), f ′
−(1) = −1,

f ′(x) = 2x − 3 prox ∈ (1,2), f ′
+(1) = −1, f ′

−(2) = 1,

f ′(x) = 1 prox ∈ (2,+∞), f ′
+(2) = 1.

Vidı́me ihned, zˇeDf ′ = (−∞,+∞). Celkovývýsledek mu˚žeme zapsat ve tvaru

f ′(x) =




−1 pro x ∈ (−∞,1),

2x − 3 pro x ∈ 〈1,2〉,
1 pro x ∈ (2,+∞). �

Přı́klad 4.20. Vypočtěte derivaci funkce

f (x) =
{
(x − a)2(x − b)2 pro x ∈ 〈a, b〉,

0 všude jinde.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Povšimněme si, že můžeme napsat

f (x) =




0 pro x ∈ (−∞, a〉,
(x − a)2(x − b)2 pro x ∈ 〈a, b〉,

0 pro x ∈ 〈b,+∞).

Odtud zı´skáme ihned

f ′(x) = 0 prox ∈ (−∞, a), f ′
−(a) = 0,

f ′(x) = 2(x − a)(x − b)(2x − a − b) prox ∈ (a, b), f ′
+(a) = 0, f ′

−(b) = 0,

f ′(x) = 0 prox ∈ (b,+∞), f ′
+(b) = 0.

Zase vidı´me, žeDf ′ = (−∞,+∞) a celkovývýsledek mu˚žeme zapsat ve tvaru

f ′(x) =
{

2(x − a)(x − b)(2x − a − b) pro x ∈ 〈a, b〉,
0 všude jinde. �

Přı́klad 4.21. Vypočtěte derivaci funkce

f (x) =
{
x pro x ∈ (−∞,0),

ln(1 + x) pro x ∈ 〈0,+∞).

Řešenı́. Df = (−∞,+∞) a opět můžeme napsat

f (x) =
{
x pro x ∈ (−∞,0〉,
ln(1 + x) pro x ∈ 〈0,+∞).

Odtud

f ′(x) = 1 prox ∈ (−∞,0), f ′
−(0) = 1,

f ′(x) = 1

1 + x
prox ∈ (0,+∞), f ′

+(0) = 1.
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Vidı́me tak, žeDf ′ = (−∞,+∞) a že

f ′(x) =
{

1 pro x ∈ (−∞,0),
1

1+x
pro x ∈ 〈0,+∞). �

Přı́klad 4.22. Vypočtěte derivaci funkce

f (x) =
{

arctgx pro |x| ≤ 1,
π
4 signx + x−1

2 pro |x| > 1.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Zřejměopět můžeme psa´t

f (x) =




−π
4 + x−1

2 pro x ∈ (−∞,−1),

arctgx pro x ∈ 〈−1,1〉,
π
4 + x−1

2 pro x ∈ 〈1,+∞).

Zde je trochu neprˇı́jemné, že hodnota funkce−π
4 + x−1

2 v bodě−1 nenı´ rovna hodnoteˇ funkce arctgx v bodě
−1, takže nemu˚žeme napsatf (x) = −π

4 + x−1
2 pro x ∈ (−∞,−1〉. Každopádněvšak z předchozı´ho

vyjádřenı́ funkcef (x) ihned plyne

f ′(x) = 1

2
prox ∈ (−∞,−1),

f ′(x) = 1

x2 + 1
prox ∈ (−1,1), f ′

+(−1) = 1

2
, f ′

−(1) = 1

2
,

f ′(x) = 1

2
prox ∈ (1,+∞), f ′

+(1) = 1

2
.

Zbývá tedy jedináotázka — jak vypada´ f ′−(−1). Snadno vidı´me, že

lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
−π

4
+ x − 1

2

)
= −π

4
− 1, f (−1) = −π

4
.

Funkcef nenı́tedy v bodeˇ −1 spojitázleva a odtud je ihned jasne´, že pokudf ′−(−1) existuje, mu˚že být
pouze nevlastnı´. (Připomeňme, že má-li funkce v boděvlastnı́derivaci resp. vlastnı´ derivaci zleva resp.
vlastnı́ derivaci zprava, je v tomto bodeˇ spojitá resp. spojita´ zleva resp. spojita´ zprava). K du˚kazu
existencef ′−(−1) nemůžeme pouzˇı́t větu o limitě derivace, nebot’ bohuzˇel nenı´ splněn předpoklad
spojitosti funkcef v bodě−1 zleva. Nezby´vá nežpoužı́t definici derivace:

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
f (x) − f (−1)

x − (−1)
= lim

x→−1−
(−π

4 + x−1
2 ) − (−π

4 )

x + 1
=

= lim
x→−1−

x−1
2

x + 1
= 1

2
lim

x→−1−
x − 1

x + 1
= +∞.

Tı́m je vyšetřovánı́ derivace ukoncˇeno. Zřejmě Df ′ = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞). Celkový výsledek
můžeme zapsat ve tvaru

f ′(x) =
{

1
1+x2 pro x ∈ (−1,1〉,
1
2 pro |x| > 1. �
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Přı́klad 4.23. Vypočtěte derivaci funkce

f (x) =
{
x2e−x2

pro |x| ≤ 1,
1
e pro |x| > 1.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞) a můžeme psa´t

f (x) =




1
e pro x ∈ (−∞,−1〉,
x2e−x2

pro x ∈ 〈−1,1〉,
1
e pro x ∈ 〈1,+∞).

Odtud ihned plyne

f ′(x) = 0 pro x ∈ (−∞,−1), f ′
−(−1) = 0,

f ′(x) = 2xe−x2 + x2e−x2
(−2x) = 2xe−x2

(1 − x2) pro x ∈ (−1,1),

f ′
+(−1) = 0, f ′

−(1) = 0,

f ′(x) = 0 pro x ∈ (1,+∞), f ′
+(1) = 0.

Vidı́me tedy, zˇeDf ′ = (−∞,+∞) a že platı́

f ′(x) =
{

2xe−x2
(1 − x2) pro |x| ≤ 1,

0 pro |x| > 1. �

Přı́klad 4.24. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = |(x − 1)(x − 2)2(x − 3)3|.
Řešenı́. ZřejměDf = (−∞,+∞). Podobneˇ jako v Přı́kladě4.15můžeme zde napsat, zˇe platı́f (x) =
= (x − 2)2 · |(x − 1)(x − 3)3|. Odtud vcelku bez obtı´žı́ zjistı́me, že

f (x) =
{

(x − 1)(x − 2)2(x − 3)3 pro x ∈ (−∞,1〉 ∪ 〈3,+∞),

−(x − 1)(x − 2)2(x − 3)3 pro x ∈ 〈1,3〉.

(Povšimněte si, že včasné„vytknutı́“ vý razu(x−2)2 z absolutnı´ hodnoty na´m ukázalo, že při vyšetřovánı́
funkcef (x) bod 2 de facto nemusı´me brát vůbec v úvahu.) Vypočtěme nejprve(

(x − 1)(x − 2)2(x − 3)3)′ = (x − 2)2(x − 3)3 + (x − 1)2(x − 2)(x − 3)3 +
+ (x − 1)(x − 2)23(x − 3)2 = (x − 2)(x − 3)2((x − 2)(x − 3) +
+ 2(x − 1)(x − 3) + 3(x − 1)(x − 2)) =

= (x − 2)(x − 3)2(6x2 − 22x + 18) = 2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9).

Odtud

f ′(x) = 2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9) pro x ∈ (−∞,1〉 ∪ 〈3,+∞),

f ′
−(1) = 2 · (−1) · 4 · 1 = −8, f ′

+(3) = 0,

f ′(x) = −2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9) pro x ∈ (1,3),

f ′
+(1) = 8, f ′

−(3) = 0.
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Ihned vidı́me, žeDf ′ = (−∞,1) ∪ (1,+∞) a že platı́

f ′(x) =




2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9) pro x ∈ (−∞,1),

−2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9) pro x ∈ (1,3〉,
2(x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9) pro x ∈ (3,+∞).

Chceme-li vyjádřit f ′(x) jedinou formulı´, potřebujeme funkci,(x) takovou, že

,(x) =
{

1 pro x ∈ (−∞,1) ∪ (3,+∞),

−1 pro x ∈ (1,3).

Lze si ale vsˇimnout, že takovou funkcı´ je funkce,(x) = sign(x − 1) sign(x − 3). Takže můžeme napsat

f ′(x) = 2 sign(x − 1) · sign(x − 3) · (x − 2)(x − 3)2(3x2 − 11x + 9). �
Přı́klad 4.25. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = |π2 − x2| sin2x.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Kvůli absolutnı´ hodnotěvyskytujı́cı́ se ve vyjádřenı́ funkcef (x) budeme
uvažovat intervaly(−∞,−π〉, 〈−π,π〉, 〈π,+∞). Můžeme zrˇejměpsát

f (x) =
{
(x2 − π2) sin2x pro x ∈ (−∞,−π〉 ∪ 〈π,+∞),

(π2 − x2) sin2x pro x ∈ 〈−π,π〉.
Odtud

f ′(x) = 2x sin2x + (x2 − π2)2 sinx cosx

= 2 sinx
(
x sinx + (x2 − π2) cosx

)
pro x ∈ (−∞,−π) ∪ (π,+∞),

f ′
−(−π) = 0, f ′

+(π) = 0,

f ′(x) = −2 sinx
(
x sinx + (x2 − π2) cosx

)
pro x ∈ (−π,π),

f ′
+(−π) = 0, f ′

−(π) = 0.

TedyDf ′ = (−∞,+∞) a celkovývýsledek mu˚žeme zapsat ve tvaru

f ′(x) = −2 sign(π2 − x2) sinx
(
x sinx + (π2 − x2) cosx

)
. �

Přı́klad 4.26. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = arcsin(sinx).

Řešenı́. Zřejmě Df = (−∞,+∞), nebot’ oborem hodnot funkce sinx je interval 〈−1,1〉 a tentýž
interval je definicˇnı́m oborem funkce arcsiny. Funkce arcsiny se zava´dı́ jako funkce inverznı´ k funkci
sinx, cožsvádı́ k tomu, napsat arcsin(sinx) = x. Toto je zásadnı´ chyba, nebot’ je trˇeba si uveˇdomit, že
funkci arcsiny definujeme jako inverznı´ funkci k funkci sinx uvažovanépouze na intervalu

〈−π
2 ,

π
2

〉
.

Platı́tedy arcsin(sinx) = x, ale pouze prox ∈ 〈−π
2 ,

π
2

〉
. Pro detailnı´ rozbor funkce arcsin(sinx) je dobré

si povšimnout, že tato funkce je periodicka´ s periodou 2π (dı́ky tomu, že je takova´ funkce sinx). Stačı́ ji
tedy uvazˇovat na intervalu de´lky 2π. My si vybereme interval

〈−π
2 ,

3π
2

〉
.

Na intervalu
〈−π

2 ,
π
2

〉
, jak již bylo řečeno, ma´me

arcsin(sinx) = x.

Na intervalu
〈
π
2 ,

3π
2

〉
potom dosta´váme

arcsin(sinx) = arcsin
(
sin
(
(x − π) + π

)) =
= arcsin

(− sin(x − π)
) = − arcsin

(
sin(x − π)

) = −(x − π) = π − x,

nebot’x − π ∈ 〈−π
2 ,

π
2

〉
. Pro lepsˇı́ zapamatova´nı́ uvedeme graf funkce arcsin(sinx). (Pro jeho nakreslenı´

využijeme periodicˇnosti!)



150 Derivace funkce a jejı´ užitı́

x

y

0 π
2 π 3π

2 2π
5π
2

−π
2−π−3π

2−2π

−π
2

π
2

y = arcsin(sinx)

Z předchozı´ch výsledkůihned plyne:

f ′(x) = 1 prox ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, f ′

+
(
−π

2

)
= 1, f ′

−
(π

2

)
= 1,

f ′(x) = −1 prox ∈
(π

2
,

3π

2

)
, f ′

+
(π

2

)
= −1, f ′

−
(3π

2

)
= −1.

Odtud (s pouzˇitı́m periodičnosti) snadno vidı´me, že definičnı́ obor derivace je

Df ′ = (−∞,+∞) �

{π

2
+ kπ; k ∈ Z

}
a že

f ′(x) =
{

1 pro x ∈ (−π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ
)
, k ∈ Z,

−1 pro x ∈ (π
2 + 2kπ, 3π

2 + 2kπ
)
, k ∈ Z. �

Přı́klad 4.27. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = x

1 + e
1
x

prox �= 0, f (0) = 0.

Řešenı́. Df = (−∞,+∞). Prox �= 0 vypočteme

f ′(x) =
(

x

1 + e
1
x

)′
=
(
1 + e

1
x

)− xe
1
x

(− 1
x2

)
(
1 + e

1
x

)2 = 1

1 + e
1
x

+ e
1
x

x
(
1 + e

1
x

)2 .

Zbývá vyšetřit, zda existuje derivace nebo zda existujı´ alesponˇ jednostranne´ derivace v bodeˇ 0. Zde je
asi nejlépe, povsˇimneme-li si pomeˇrnětechnicky výhodného tvaru funkcef (x) a začneme pocˇı́tatf ′−(0)
af ′+(0) podle definice.

f ′
−(0) = lim

x→0−
f (x) − f (0)

x − 0
= lim

x→0−
f (x)

x
= lim

x→0−
1

1 + e
1
x

= 1,

f ′
+(0) = lim

x→0+
f (x) − f (0)

x − 0
= lim

x→0+
f (x)

x
= lim

x→0+
1

1 + e
1
x

= 0.

Tedy Df ′ = (−∞,0) ∪ (0,+∞) a f ′(x) pro x �= 0 je určeno výše uvedenou formulı´. Pokud se
nerozhodneme pocˇı́tat f ′−(0) a f ′+(0) podle definice, mu˚žeme jesˇtě použı́t větu o limitě derivace. Tento
postup ale, jak ihned uvidı´me, je zde podstatneˇ technicky na´ročnějšı́. Předně, abychom veˇtu o limitě
derivace mohli pouzˇı́t, musı́me ověřit, zda funkcef (x) je v bodě0 spojitá.

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

x

1 + e
1
x

=
lim

x→0−
x

lim
x→0−

(
1 + e

1
x

) = 0

1
= 0 = f (0),

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x

1 + e
1
x

= lim
x→0+

x · lim
x→0+

1

1 + e
1
x

= 0 · 0 = 0 = f (0).
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Funkcef (x) je tedy v bodeˇ 0 spojitá, takže můžeme pocˇı́tat limitu derivace.

lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

(
1

1 + e
1
x

+ e
1
x

x
(
1 + e

1
x

)2
)

= lim
x→0−

1

1 + e
1
x

+

+ lim
x→0−

e
1
x

x
(
1 + e

1
x

)2 = 1 + lim
x→0−

e
1
x

x
· lim
x→0−

1(
1 + e

1
x

)2 =

= 1 + lim
x→0−

e
1
x

x
· 1 = 1 + lim

x→0−
e

1
x

x
.

Poslednı´ limitu můžeme vypocˇı́st následujı́cı́m způsobem:

lim
x→0−

e
1
x

x
= lim

y→+∞
e−y

− 1
y

= − lim
y→+∞

y

ey
= − lim

y→+∞
1

ey
= 0.

Při výpočtu jsme pouzˇili větu o limitě složenéfunkce (vnitřnı́ funkce je− 1
x
, vnějšı́ − y

ey ) a l’Hospitalovo
pravidlo. Vycházı́ tak lim

x→0−
f ′(x) = 1, a tudı´ž dostáváme opět f ′−(0) = 1.

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

(
1

1 + e
1
x

+ e
1
x

x
(
1 + e

1
x

)2
)

= lim
x→0+

1

1 + e
1
x

+

+ lim
x→0+

e
1
x

x
(
1 + e

1
x

)2 = 0 + lim
x→0+

e
1
x

1 + e
1
x

· lim
x→0+

1

x
(
1 + e

1
x

) =

= lim
x→0+

1

e− 1
x + 1

· lim
x→0+

1
x

1 + e
1
x

= 1 · lim
x→0+

− 1
x2

e
1
x

(− 1
x2

) = lim
x→0+

1

e
1
x

= 0.

(Opět jsme pouzˇili l’Hospitalova pravidla.) Odtud znovu dosta´váme, žef ′+(0) = 0. �

Povšimněte si, jak volba nevhodne´ metody znacˇně zkomplikovala vysˇetřovánı́ derivacı́. Vyplatı́ se
proto vždy přemýšlet o možných postupech a snazˇit se uhodnout, ktery´ z nich bude nejvhodneˇjšı́.

Přı́klad 4.28. Vypočtěte derivaci funkcef (x) =
√

1 − e−x2.

Řešenı́. Za účelem určenı́definičnı́ho oboru uvazˇujme nerovnost

1 − e−x2 ≥ 0, e−x2 ≤ 1, −x2 ≤ 0.

Poslednı´ nerovnost je splneˇna pro vsˇechna rea´lná x, odkud plyneDf = (−∞,+∞). Vnitřnı́ funkce
1 − e−x2 mávlastnı́derivaci v kazˇdém bodě, vnějšı́ funkce

√
y v každém boděy > 0. Je tedy trˇeba (za

účelem pouzˇitı́ věty o derivaci slozˇenéfunkce) vyloučit body, v nichž

1 − e−x2 = 0.

Takovýbod je ale pouze jeden, totizˇ bodx = 0. Prox �= 0 můžeme tedy pouzˇı́t větu o derivaci slozˇené
funkce. Dosta´váme

f ′(x) = (√
1 − e−x2)′ = 1

2
· 1√

1 − e−x2
· (−e−x2) · (−2x) = xe−x2√

1 − e−x2
.
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Zbývá vyšetřit bodx = 0.

f ′
−(0) = lim

x→0−
f (x) − f (0)

x − 0
= lim

x→0−

√
1 − e−x2

x
= lim

x→0−

√
1 − e−x2

−√
x2

=

= − lim
x→0−

√
1 − e−x2

x2
= − lim

x→0−

√
e−x2 − 1

−x2
= −1.

Upozorněme opět, že při výpočtu limity v bodě0 zleva uvazˇujemex < 0, a tudı´ž x = −√
x2.

f ′
+(0) = lim

x→0+
f (x) − f (0)

x − 0
= lim

x→0+

√
1 − e−x2

x
= lim

x→0+

√
1 − e−x2

√
x2

=

= lim
x→0+

√
1 − e−x2

x2
= lim

x→0+

√
e−x2 − 1

−x2
= 1.

Je tedyDf ′ = (−∞,0) ∪ (0,+∞), přičemžf ′(x) je určeno výše uvedenou formulı´. �

Přı́klad 4.29. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = arcsin
2x

1 + x2
.

Řešenı́. Za účelem určenı́definičnı́ho oboru uvazˇujme nerovnost∣∣∣ 2x

1 + x2

∣∣∣ ≤ 1, 2|x| ≤ 1 + |x|2,
0 ≤ 1 − 2|x| + |x|2, 0 ≤ (

1 − |x|)2.
Odtud ihned vidı´me, že Df = (−∞,+∞). Zároveň je zřejmé, že funkcef (x) je na cele´m svém
definičnı́m oboru spojita´. Vnějšı́ funkce arcsiny nemávlastnı́derivace v bodech−1, 1, a proto za u´čelem
použitı́ věty o derivaci slozˇenéfunkce musı´me vyloučit body, pro ktere´ je∣∣∣ 2x

1 + x2

∣∣∣ = 1, tedy
(
1 − |x|)2 = 0.

Jedna´ se tedy o dva body−1 a 1. Prox �= ∓1 dostáváme

f ′(x) =
(

arcsin
2x

1 + x2

)′
= 1√

1 − (
2x

1+x2

)2 ·
(

2x

1 + x2

)′
=

= 1√
1+2x2+x4−4x2

(1+x2)2

· 2(1 + x2) − 4x2

(1 + x2)2
= 1 + x2√

(1 − x2)2
· 2(1 − x2)

(1 + x2)2
=

= 2(1 − x2)

|1 − x2|(1 + x2)
= 2 sign(1 − x2)

1 + x2
,

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
f ′(x) = lim

x→−1−
2 sign(1 − x2)

1 + x2
= 2 lim

x→−1−
−1

1 + x2
= −1.

Analogickým postupem zjistı´me, že

f ′
+(−1) = 1, f ′

−(1) = 1, f ′
+(1) = −1.

(K určenı́f ′−(1) af ′+(1) lze použı́t též znalostif ′−(−1) af ′+(−1) a toho, že funkcef (x) je lichá.) Vidı́me
tedy, žeDf ′ = (−∞,−1) ∪ (−1,1) ∪ (1,+∞). �
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Přı́klad 4.30. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = (x − 2)arctg
1

x − 2
prox �= 2, f (2) = 0.

Řešenı́. ZřejměDf = (−∞,+∞). Prox �= 2 dostáváme

f ′(x) =
(
(x − 2)arctg

1

x − 2

)′
= arctg

1

x − 2
+

+ (x − 2)
1

1 + (
1

x−2

)2 ·
(
− 1

(x − 2)2

)
= arctg

1

x − 2
− x − 2

x2 − 4x + 5
.

Vzhledem k prˇı́znivému tvaru funkcef (x) bude vhodne´ jednostranne´ derivace v bodeˇ 2 počı́tat podle
definice.

f ′
−(2) = lim

x→2−
f (x) − f (2)

x − 2
= lim

x→2− arctg
1

x − 2
= −π

2
,

f ′
+(2) = lim

x→2+
f (x) − f (2)

x − 2
= lim

x→2+
arctg

1

x − 2
= π

2
.

TedyDf ′ = (−∞,2) ∪ (2,+∞). �

Přı́klad 4.31. Vypočtěte derivaci funkcef (x) = ∣∣ln |x|∣∣.
Řešenı́. Df = (−∞,0) ∪ (0,+∞). Funkce lnx měnı́ znaménko v boděx = 1, takže funkce ln|x| bude
měnit znaménko v bodechx = −1 ax = 1 (je to konecˇněsudáfunkce). Snadno vidı´me, že

f (x) =




ln(−x) pro x ∈ (−∞,−1〉,
− ln(−x) pro x ∈ 〈−1,0),

− ln x pro x ∈ (0,1〉,
ln x pro x ∈ 〈1,+∞).

Odtud

f ′(x) = 1

x
pro x ∈ (−∞,−1), f ′

−(−1) = −1,

f ′(x) = −1

x
pro x ∈ (−1,0), f ′

+(−1) = 1,

f ′(x) = −1

x
pro x ∈ (0,1), f ′

−(1) = −1,

f ′(x) = 1

x
pro x ∈ (1,+∞), f ′

+(1) = 1.

Vidı́me, žeDf ′ = (−∞,−1) ∪ (−1,0) ∪ (0,1) ∪ (1,+∞). Celkovývýsledek mu˚žeme naprˇ. zapsat ve
tvaru

f ′(x) = sign(|x| − 1)

x
.

�
Přı́klad 4.32. Vypočtětef (6) af (7) funkcef (x) = x(2x − 1)2(x + 3)3.

Řešenı́. Uvažovanáfunkce je zrˇejměpolynomem stupneˇ 6. TedyDf = Df(6) = Df (7) = (−∞,+∞).
Obecneˇ snadno vidı´me, že m-tá derivace polynomu stupneˇ n při m > n je rovna nule. Tedyf (7) = 0.
K výpočtu šestéderivace pouzˇijeme Leibnizovu formuli:
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f (6)(x) = (
x(2x − 1)2(x + 1)3)(6) =

=
6∑

i=0

(
6

i

)(
x(2x − 1)2

)(i)(
(x + 3)3

)(6−i) =

=
(

6

3

)(
x(2x − 1)2)(3)((x + 3)3)(3) = 20

(
x(2x − 1)2)(3)((x + 3)3)(3),

nebot’všechny ostatnı´ sčı́tance se z vy´še uvedene´ho důvodu anulujı´. Podobneˇ zjistı́me, že

(
x(2x − 1)2)(3) =

3∑
i=0

(
3

i

)
(x)(i) · ((2x − 1)2)(3−i) = 3(x)(1) · ((2x − 1)2)(2) = 3 · 1 · 8 = 24.

Vycházı́ nám tedy

f (6)(x) = 20 · 24 · ((x + 3)3)(3) = 480· 6 = 2880. �

Přı́klad 4.33. Vypočtětef (20) funkcef (x) = x2e2x .

Řešenı́. ZřejměDf (20) = (−∞,+∞). Podle Leibnizovy formule dosta´váme

f (20)(x) =
20∑
i=0

(
20

i

)
(x2)(i) · (e2x)(20−i) =

(
20

0

)
(x2)(0) · (e2x)(20) +

+
(

20

1

)
(x2)(1) · (e2x)(19) +

(
20

2

)
(x2)(2) · (e2x)(18),

nebot’všechny ostatnı´ sčı́tance se anulujı´. Vycházı́ nám tak

f (20)(x) = x2 220e2x + 20 · 2x · 219e2x + 190· 2 · 218e2x = 220e2x(x2 + 20x + 95). �

Přı́klad 4.34. Vypočtětef (10) funkcef (x) = ex

x
.

Řešenı́. Df = Df(10) = (−∞,0) ∪ (0,+∞). Je

f (10)(x) =
(
ex · 1

x

)(10) =
10∑
i=0

(
10

i

)
(ex)(i) ·

(1

x

)(10−i) =

=
10∑
i=0

(
10

i

)
ex · (−1)(10−i) (10− i)!

x10−i+1
=

= ex
10∑
i=0

10!
i!(10− i)! (−1)10−i (10− i)!

x10−i+1
=

= ex
10∑
i=0

(−1)10−i 10!
i! · 1

x10−i+1
= ex

10∑
i=0

(−1)i
10!

(10− i)! · 1

xi+1
=

= ex
10∑
i=0

(−1)i
10 · 9 · · · (10− i + 1)

xi+1
.

�
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Přı́klad 4.35. Vypočtětef (100) funkcef (x) = 1 + x√
1 − x

.

Řešenı́. ZřejměDf = Df(100) = (−∞,1). Protože f (x) = (1 + x) · 1√
1−x

, můžeme zkusit postupovat
tak jako v Prˇı́kladě4.33.

f (100)(x) =
(
(1 + x) · 1√

1 − x

)(100) =

=
100∑
i=0

(
100

i

)
(1 + x)(i) ·

( 1√
1 − x

)(100−i) =

= (1 + x) ·
( 1√

1 − x

)(100) + 100·
( 1√

1 − x

)(99)
.

Vidı́me, že by bylo dobre´ vědět, jak vypada´
(

1√
1−x

)(k)
. Postupneˇ dostáváme

( 1√
1 − x

)(1) = 1

2
· 1

(1 − x)3/2
,

( 1√
1 − x

)(2) = 1

2
· 3

2
· 1

(1 − x)5/2
,

odkud vidı́me, že ( 1√
1 − x

)(k) = (2k − 1)!!
2k

· 1

(1 − x)
2k+1

2

, k ∈ N.

Důkaz tohoto vztahu lze prove´st indukcı´. (Připomeňme, že symbol(2k − 1)!! označuje soucˇin lichých
čı́sel 1· 3 · · · (2k − 1).) Dostáváme potom

f (100)(x) = (1 + x) · 199!!
2100

· 1

(1 − x)
201
2

+ 100· 197!!
299

· 1

(1 − x)
199
2

=

= 197!!
2100

· 1

(1 − x)100
√

1 − x

[
199(1 + x) + 200(1 − x)

] = 197!!(399− x)

2100(1 − x)100
√

1 − x
.

�

Přı́klad 4.36. Vypočtětef (8) funkcef (x) = x2

1 − x
.

Řešenı́. ZdeDf = Df(8) = (−∞,1)∪ (1,+∞). (f (x) je racionálnı́ funkce.) V tomto prˇı́paděje nejlepsˇı́
funkci f (x) rozložit následujı́cı́m způsobem:

x2

1 − x
= (x2 − 1) + 1

1 − x
= x2 − 1

1 − x
+ 1

1 − x
= −x − 1 + 1

1 − x
.

Odtud

f (8)(x) =
( 1

1 − x

)(8)
.

Podobneˇ jako v předchozı´m přı́kladěsnadno zjistı´me, že( 1

1 − x

)(k) = k!
(1 − x)k+1

, k ∈ N.

Dostáváme tedy

f (8)(x) = 8!
(1 − x)9

.
�
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Přı́klad 4.37. Vypočtětef (5) funkcef (x) = ln x

x
.

Řešenı́. ZřejměDf = Df (5) = (0,+∞).

f (5)(x) =
(1

x
· ln x

)(5) =
4∑

i=0

(
5

i

)(1

x

)(i) · (ln x)(5−i) +
(

5

5

)(1

x

)(5)
ln x.

Snadno zjistı´me, že

(1

x

)(k) = (−1)kk!
xk+1

, k ∈ {0} ∪ N,

(ln x)(k) =
(1

x

)(k−1) = (−1)k−1(k − 1)!
xk

, k ∈ N.

Odtud

f (5)(x) =
4∑

i=0

5!
i!(5 − i)! · (−1)i i!

xi+1
· (−1)5−i−1(5 − i − 1)!

x5−i
+

+ (−1)55!
x6

ln x = 5!
4∑

i=0

1

(5 − i)x6
− 5! 1

x6
ln x =

= 5!
x6

( 4∑
i=0

1

5 − i
− ln x

)
= 120

x6

(137

60
− ln x

)
= 274− 120 lnx

x6
.

�

Přı́klad 4.38. Vypočtětef (10) funkcef (x) = sinx sin 2x sin 3x.

Řešenı́. Df = Df(10) = (−∞,+∞). Na prvnı́pohled je videˇt, že jakýkoliv přı́mývýpočet (byt’s pouzˇitı́m
Leibnizovy formule) by byl dosti zdlouhavy´. Naštěstı́je ale mozˇnéfunkcif (x)nejprve upravit. Pouzˇijeme
trigonometricke´ formule

sinα sinβ = 1

2

(
cos(α − β) − cos(α + β)

)
,

sinα cosβ = 1

2

(
sin(α − β) + sin(α + β)

)
.

Dostáváme

sinx sin 2x sin 3x = 1

2
(cosx − cos 3x) · sin 3x =

= 1

2
sin 3x cosx − 1

4
· 2 sin 3x cos 3x =

= 1

4
(sin 2x + sin 4x) − 1

4
sin 6x = 1

4
(sin 2x + sin 4x − sin 6x).

Připomeňme, že prok ∈ {0} ∪ N je

(sinx)(4k) = sinx, (sinx)(4k+1) = cosx,

(sinx)(4k+2) = − sinx, (sinx)(4k+3) = − cosx.
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Speciálně tedy(sinx)(10) = − sinx. Odtud jižsnadno plyne, zˇe

f (10)(x) = 1

4
(sin 2x + sin 4x − sin 6x)(10) =

= 1

4
(−210 sin 2x − 410 sin 4x + 610 sin 6x) =

= −28 sin 2x − 218 sin 4x + 28 · 310 sin 6x. �

Přı́klad 4.39. Vypočtětef (n) funkcef (x) = 1√
1 − 2x

.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞, 1
2). Postupneˇ dostáváme

f (1)(x) = 1

(1 − 2x)3/2
, f (2)(x) = 3

(1 − 2x)5/2
.

Zřejměbude

f (n)(x) = (2n − 1)!!
(1 − 2x)

2n+1
2

, n ∈ N.

O správnosti tohoto vy´sledku se mu˚žeme prˇesvědčit indukcı́:

f (n+1)(x) =
(

(2n − 1)!!
(1 − 2x)

2n+1
2

)′
=

= (2n − 1)!!
(
−2n + 1

2

)
· 1

(1 − 2x)
2n+1

2 +1
· (−2) =

(
2(n + 1) − 1

)!!
(1 − 2x)

2(n+1)+1
2

.

�

Přı́klad 4.40. Vypočtětef (n) funkcef (x) = x
3
√

1 + x
.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞). Je

f (n)(x) =
n∑

i=0

(
n

i

)
x(i) ·

( 1
3
√

1 + x

)(n−i) =

= x
( 1

3
√

1 + x

)(n) + n
( 1

3
√

1 + x

)(n−1)
.

Snadno vypocˇteme

( 1
3
√

1 + x

)(1) = −1

3
· 1

(1 + x)4/3
,

( 1
3
√

1 + x

)(2) = 1

3
· 4

3
· 1

(1 + x)7/3
.

Odtud jižvidı́me, že platı́:

( 1
3
√

1 + x

)(k) = (−1)k
1 · 4 · · · (3k − 2)

3k
· 1

(1 + x)(3k+1)/3
, k ∈ N.
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Dostáváme tedy

f (n)(x) = x(−1)n
1 · 4 · · · (3n − 2)

3n
· 1

(1 + x)(3n+1)/3
+

+ n(−1)n−1 · 1 · 4 · · · (3(n − 1) − 2)

3n−1
· 1

(1 + x)(3(n−1)+1)/3
=

= (−1)n−1 · 1 · 4 · · · (3n − 5)

3n
· 1

(1 + x)(3n+1)/3
· (−x · (3n − 2) + 3n(1 + x)

) =

= (−1)n−1 · 1 · 4 · · · (3n − 5)(2x + 3n)

3n(1 + x)n+ 1
3

.
�

Přı́klad 4.41. Vypočtětef (n) funkcef (x) = sin2x.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞,+∞). Zde je opeˇt, podobneˇ jako v přı́kladě4.38, výhodnépoužı́t trigono-
metrickou formuli a napsatf (x) = 1

2(1 − cos 2x). Připomeňme, že prok ∈ {0} ∪ N je

(cosx)(4k) = cosx, (cosx)(4k+1) = − sinx,

(cosx)(4k+2) = − cosx, (cosx)(4k+3) = sinx.

S pomocı´ těchto vztahu˚ snadno zjistı´me, že

f (4k)(x) = −24k−1 cos 2x, k ∈ N,

f (4k+1)(x) = 24k sin 2x, k ∈ {0} ∪ N,

f (4k+2)(x) = 24k+1 cos 2x, k ∈ {0} ∪ N,

f (4k+3)(x) = −24k+2 sin 2x, k ∈ {0} ∪ N.

Tyto výsledky ale dokonce mu˚žeme napsat v jednotne´m tvaru. Vezmeme-li totizˇ funkci cos
(
2x + nπ

2

)
,

dostáváme pro

n = 4k cos
(
2x + 4kπ

2

)
= cos 2x,

n = 4k + 1 cos
(
2x + (4k + 1)π

2

)
= − sin 2x,

n = 4k + 2 cos
(
2x + (4k + 2)π

2

)
= − cos 2x,

n = 4k + 3 cos
(
2x + (4k + 3)π

2

)
= sin 2x.

Nynı́ snadno vidı´me, že můžeme psa´t

f (n)(x) = −2n−1 cos
(
2x + nπ

2

)
, n ∈ N.

�
Přı́klad 4.42. Vypočtětef (n) funkcef (x) = cos3x.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞,+∞). Je

cos3x = cosx · cos2x = cosx · 1 + cos 2x

2
= 1

2
cosx + 1

2
cosx · cos 2x =

= 1

2
cosx + 1

4

(
cosx + cos 3x

)
= 3

4
cosx + 1

4
cos 3x.



4.2 Přı́klady. 159

Použijeme-li tabulku derivacı´ funkce cosx, kterou jsme uvedli v prˇedchozı´m přı́kladě, dostáváme pro
k ∈ {0} ∪ N

f (4k)(x) = 3

4
cosx + 34k

4
cos 3x, f (4k+1)(x) = −3

4
sinx − 34k+1

4
sin 3x,

f (4k+2)(x) = −3

4
cosx − 34k+2

4
cos 3x, f (4k+3)(x) = 3

4
sinx + 34k+3

4
sin 3x.

Chceme-li tyto vy´sledky napsat v jednotne´m tvaru, postupujeme stejneˇ jako v předchozı´m přı́kladě.
Vycházı́

f (n)(x) = 3

4
cos
(
x + nπ

2

)
+ 3n

4
cos
(
3x + nπ

2

)
.

�
Přı́klad 4.43. Vypočtětef (n) funkcef (x) = sin4x + cos4x.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞,+∞). Zde jenom uka´žeme, jak uvazˇovanou funkci rychle upravit na tvar
vhodnějšı́ pro derivovánı́.

sin4x + cos4x = sin4x + 2sin2xcos2x + cos4x − 2sin2x cos2x =
= (sin2x + cos2x)2 − 1

2
(2sinxcosx)2 = 1 − 1

2
sin22x =

= 1 − 1

2
· 1 − cos 4x

2
= 3

4
+ 1

4
cos 4x.

Nynı́ již stejným postupem jako v prˇedchozı´ch dvou prˇı́kladech zjistı´me, že

f (n)(x) = 4n−1 cos
(
4x + nπ

2

)
.

�

Přı́klad 4.44. Vypočtětef (n) funkcef (x) = excosx.

Řešenı́. Df = Df(n) = (−∞,+∞). Je

f (n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(ex)(k) · (cosx)(n−k) =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
ex · (cosx)(n−k) = ex

n∑
k=0

(
n

k

)
(cosx)(n−k).

Na tomto mı´stěmůžeme docela dobrˇe nevědět, jak postupovat. Z drˇı́vějška sice vı´me, že (cosx)(k) =
= cos

(
x + kπ

2

)
, ale ani toto vyja´dřenı́nenaznacˇuje možnosti dalsˇı́ho postupu. Mu˚žeme snad jesˇtě napsat

(cosx)(n−k) = cos
(
x + (n − k)π

2

)
= cosx cos

(n − k)π

2
− sinx sin

(n − k)π

2
,

takže po dosazenı´ dostáváme

f (n)(x) = ex cosx
n∑

k=0

(
n

k

)
cos

(n − k)π

2
− ex sinx

n∑
k=0

(
n

k

)
sin

(n − k)π

2
.

Možná se nám zdá, že jsme vyjádřenı́ n-té derivace jesˇtě vı́ce zkomplikovali. Ale zde, nebo mozˇná už
i dřı́ve, by nás mělo napadnout, zˇe binomický koeficient

(
n

k

)
se vyskytuje prˇedevšı́m ve formuli pro
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n-tou mocninu dvojcˇlenu. Kdyby jen naprˇ. mı́sto cos(n−k)π

2 a sin(n−k)π

2 se tam vyskytovaly mocniny!
Posloupnost

{
coskπ

2

}∞
k=0 je však poměrně jednoducha´. Mezi jejı́mi členy jsou pouze cˇı́sla −1, 0 a 1.

Ihned vidı́me, že

cos
kπ

2
= 1 pro k = 4l,

cos
kπ

2
= 0 pro k = 4l + 1,

cos
kπ

2
= −1 pro k = 4l + 2,

cos
kπ

2
= 0 pro k = 4l + 3.

Pokusme se vyja´dřit cos kπ
2 ve forměmocniny. Vidı́me ale na prvnı´ pohled, že pro žádné a neplatı´

coskπ
2 = ak. Nebylo by ale dobre´ právě zde se vzda´t. Můžeme se jesˇtě pokusit vyjádřit cos kπ

2 ve formě
součtu (přesněji lineárnı́ kombinace) dvou mocnin. Meˇli bychom přijı́ t na to, že platı́

1 + (−1)k

2
=
{

1 pro k sudé,

0 pro k liché.

Tento výraz nám již vyhovuje prok liché, ale bohuzˇel nenı´ ještě dobrý pro k sudé. Vylepšı́me ho tedy
tak, že ho něčı́m vynásobı́me. Prok liché tı́m určitě nic nezkazı´me. Musı´me to ale udeˇlat, tak, aby pro
k = 4l vyšla 1 a prok = 4l + 2 vyšla −1. Zde bohuzˇel musı´me do komplexnı´ oblasti. Zjistı́me, že platı́

cos
kπ

2
= i k · 1 + (−1)k

2
= 1

2
· i k + 1

2
· (−i )k,

kde i znacˇı́ komplexnı´ jednotku. Podobneˇ zjistı́me, že platı́

sin
kπ

2
= i k−1 · 1 + (−1)k−1

2
= 1

2
· i k−1 + 1

2
· (−i )k−1.

(Zapamatujme si alesponˇ rámcově, že takovévyjádřenı́ je možné!) Zbytek je užnynı́ početnı́záležitostı́.

f (n)(x) = ex cosx
n∑

k=0

(
n

k

)(1

2
· i n−k + 1

2
· (−i )n−k

)
−

− ex sinx
n∑

k=0

(
n

k

)(1

2
· i n−k−1 + 1

2
· (−i )n−k−1

)
=

= 1

2
ex cosx

( n∑
k=0

(
n

k

)
1k · i n−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · (−i )n−k

)
−

− 1

2
ex sinx

( n∑
k=0

(
n

k

)
1k · i n−k−1 +

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · (−i )n−k−1

)
=

= 1

2
ex cosx

( n∑
k=0

(
n

k

)
1k · i n−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · (−i )n−k

)
−

− 1

2i
ex sinx

( n∑
k=0

(
n

k

)
1k · i n−k −

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · (−i )n−k

)
=

= 1

2
ex cosx

(
(1 + i )n + (1 − i )n

)− 1

2i
ex sinx

(
(1 + i )n − (1 − i )n

)
.
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Vypočtěme si nynı´

(1 + i )n + (1 − i )n =
[√

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)]n +
[√

2
(
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

))]n =
= 2

n
2
(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
+ 2

n
2
(
cos
(
−nπ

4

)
+ i sin

(
−nπ

4

))
= 2

n
2+1

cos
nπ

4
,

(1 + i )n − (1 − i )n = 2
n
2+1

i · sin
nπ

4
.

Odtud

f (n)(x) = 1

2
ex cosx · 2

n
2+1

cos
nπ

4
− 1

2i
ex sinx · 2

n
2 +1

i · sin
nπ

4
=

= 2
n
2 ex

(
cosx cos

nπ

4
− sinx sin

nπ

4

)
= 2

n
2 ex cos

(
x + nπ

4

)
.

�

Přı́klad 4.45. Vypočtětef (n) funkcef (x) = ln
a + bx

a − bx
, ab �= 0.

Řešenı́. Abychom určili definičnı́ obor, budeme uvazˇovat nerovnosta+bx
a−bx

> 0. Uvědomme si velmi
užitečnou skutecˇnost, že totiž podı́l dvou čı́sel je kladny´ (záporný) právě tehdy, kdyžjejich součin je
kladný(záporný). Stačı́ tedy uvazˇovat nerovnost

(a + bx)(a − bx) > 0, a2 − b2x2 > 0,

x2 <
a2

b2
, |x| <

∣∣∣a
b

∣∣∣ ,
odkud vidı́me, žeDf = Df(n) = (−∣∣a

b

∣∣, ∣∣ a
b

∣∣). Pak

f (1)(x) = 1
a+bx
a−bx

· b(a − bx) + b(a + bx)

(a − bx)2
= a − bx

a + bx
· 2ab

(a − bx)2
= 2ab

(a + bx)(a − bx)
.

Kdybychom nechalif (1)(x) v poslednı´m tvaru, výpočet vyššı́ch derivacı´ by byl technicky slozˇitý a
nepřehledný. Obecneˇ vzato, v prˇı́paděvýpočtu derivacı´ vyššı́ho řádu raciona´lnı́ funkce (cozˇ je právě náš
přı́pad) se vyplatı´ tuto funkci rozložit na tzv. parcia´lnı́ zlomky. (Tento rozklad se ale veˇtšinou probı´rá až
v souvislosti s integracı´ racionálnı́ch funkcı́.) V našem přı́paděrozklad na parcia´lnı́ zlomky znamena´, že
napı́šeme

2ab

(a + bx)(a − bx)
= b

a + bx
+ b

a − bx
= b

( 1

a + bx
+ 1

a − bx

)
.

Snadno vidı´me, že( 1

a + bx

)(k) = (−1)k
k! bk

(a + bx)k+1
,

( 1

a − bx

)(k) = k! bk

(a − bx)k+1
.

Odtud plyne pron ∈ N

f (n)(x) = b

(
(−1)n−1 (n − 1)! bn−1

(a + bx)n
+ (n − 1)! bn−1

(a − bx)n

)
=

= (n − 1)! bn

(
1

(a − bx)n
+ (−1)n−1 1

(a + bx)n

)
=

= (n − 1)! bn

(a2 − b2x2)n

(
(a + bx)n + (−1)n−1(a − bx)n

)
.

�
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Přı́klad 4.46. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = 1

(1 − 2x)(1 + x)
.

Řešenı́. Zde podobneˇ jako v předchozı´m přı́kladu pouzˇijeme rozkladu na parcia´lnı́ zlomky. (Pokud ho
čtenář neovládá, nevadı´. Při integraci raciona´lnı́ch funkcı́, jak jsme se jizˇ zmı́nili, se s nı´m stejněsezna´mı́.)
Platı́

1

(1 − 2x)(1 + x)
=

2
3

1 − 2x
+

1
3

1 + x
.

Odtud

f (n)(x) = 2

3

( 1

1 − 2x

)(n) + 1

3

( 1

1 + x

)(n) = 2

3
· n! 2n

(1 − 2x)n+1
+ 1

3
· (−1)n

n!
(1 + x)n+1

.

Dále derivaci upravovat vcelku nema´ smysl, protozˇe nasˇı́m úkolem je vypocˇı́st pouzef (n)(0). Po dosazenı´
x = 0 dostáváme snadno

f (n)(0) = 2

3
n! 2n + 1

3
(−1)nn! = n!

3

(
2n+1 + (−1)n

)
.

�

Přı́klad 4.47. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = x√
1 − x

.

Řešenı́. Derivace podı´lu vycházı́ obvykle trochu slozˇitějšı́. Proto se na´m zde vyplatı´ následujı́cı́ úprava:

x√
1 − x

= − −x√
1 − x

= −1 − x − 1√
1 − x

= −√
1 − x + 1√

1 − x
.

Snadno zjistı´me, že

(√
1 − x

)(1) = −1

2
· 1√

1 − x
,

(√
1 − x

)(2) = −1

2
· 1

2
· 1

(1 − x)3/2
,

(√
1 − x

)(3) = −1

2
· 1

2
· 3

2
· 1

(1 − x)5/2
.

Odtud vidı́me, že (√
1 − x

)(n) = − (2n − 3)!!
2n(1 − x)

2n−1
2

pron ≥ 2.

Zároveňvšak z předchozı´ch výpočtů můžeme poznat, zˇe( 1√
1 − x

)(n) = (2n − 1)!!
2n(1 − x)

2n+1
2

pron ≥ 1.

Tedy

f (n)(x) = (2n − 3)!!
2n(1 − x)

2n−1
2

+ (2n − 1)!!
2n(1 − x)

2n+1
2

pron ≥ 2,

odkud pron ≥ 2 vycházı́

f (n)(0) = (2n − 3)!!
2n

+ (2n − 1)!!
2n

= (2n − 3)!!
2n

(1 + 2n − 1) = n(2n − 3)!!
2n−1

.

Navı́c

f (1)(0) = −1

2
+ 1

2
= 0.

�
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Přı́klad 4.48. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = arctgx.

Řešenı́. Můžeme zacˇı́t psát

f (1)(x) = 1

1 + x2
, f (2)(x) = − 2x

(1 + x2)2
,

f (3)(x) = −2(1 + x2)2 − 2x · 2(1 + x2) · 2x

(1 + x2)4
= −2(1 + x2) − 8x2

(1 + x2)3
= 6x2 − 2

(1 + x2)3
,

ale stěžı́ zde uvidı´me nějakou zákonitost. Je sice mozˇné odvodit formuli pro(arctgx)(n), ale za tı´mto
účelem je třeba pouzˇı́t komplexnı´ho rozkladu 1

1+x2 = 1
2i

(
1

x−i − 1
x+i

)
, což zde nebudeme prova´dět.

Povšimněme si ale, zˇe platı́velmi jednoduchy´ vztah

(1 + x2)f (1)(x) = 1.

Odtud s pouzˇitı́m Leibnizovy formule sn ≥ 2 dostáváme

n∑
i=0

(
n

i

)
(1 + x2)(i)f (n−i+1)(x) = 0,

2∑
i=0

(
n

i

)
(1 + x2)(i)f (n−i+1)(x) = 0,

(1 + x2)f (n+1)(x) + n · 2x · f (n)(x) + n(n − 1)

2
· 2 · f (n−1)(x) = 0.

Speciálně prox = 0 dostáváme

f (n+1)(0) = −n(n − 1)f (n−1)(0),

což je velmi jednoduchy´ rekurentnı´ vztah. Protozˇef (2)(0) = 0, snadno odtud vidı´me, že

f (2k)(0) = 0, k ∈ N.

Dále protožef (1)(0) = 1, dosta´váme

f (3)(0) = −2 · 1 · f (1)(0) = −2!, f (5)(0) = −4 · 3 · f (3)(0) = 4!,
takže je vidět, že

f (2k−1)(0) = (−1)k−1(2k − 2)!, k ∈ N.

(Tuto formuli lze snadno doka´zat indukcı´.) �

Přı́klad 4.49. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = (arctgx)2.

Řešenı́. Použijeme výsledkůpředchozı´ho přı́kladu. Pron přirozenémáme

f (n)(0) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(arctgx)(i)x=0 · (arctgx)(n−i)

x=0 .

Je-lin liché, potom zrˇejměprávějedno z čı́seli, n−i je sudé, cožukazuje, zˇe každýsčı́tanec v prˇedchozı´m
součtu je roven nule. (Sude´ derivace funkce arctgx v bodě0 jsou podle prˇedchozı´ho přı́kladu nulové.)
Tedy

f (2k−1)(0) = 0, k ∈ N.
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Uvažujme tedy nynı´ přı́pad, kdyn je sudé. Můžeme psa´t n = 2k. Pak

f (2k)(0) =
2k∑
i=0

(
2k

i

)
(arctgx)(i)x=0 · (arctgx)(2k−i)

x=0 =

=
k∑

j=1

(
2k

2j − 1

)
(arctgx)(2j−1)

x=0 · (arctgx)(2k−2j+1)
x=0 =

=
k∑

j=1

(2k)!
(2j − 1)!(2k − 2j + 1)!(−1)j−1(2j − 2)!(−1)k−j (2k − 2j)! =

= (−1)k−1(2k)!
k∑

j=1

1

(2j − 1)(2k − 2j + 1)
=

= (−1)k−1(2k)!
k∑

j=1

1

2k

( 1

2j − 1
+ 1

2k − 2j + 1

)
=

= (−1)k−1(2k − 1)!
( k∑

j=1

1

2j − 1
+

k∑
j=1

1

2k − 2j + 1

)
=

= (−1)k−1(2k − 1)!
( k∑

j=1

1

2j − 1
+

k∑
j=1

1

2j − 1

)
=

= (−1)k−12(2k − 1)!
k∑

j=1

1

2j − 1
.

�

Přı́klad 4.50. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = arcsinx.

Řešenı́. Pokusı´me se postupovat podobneˇ jako u funkce arctgx v Přı́kladě4.48.

f (1)(x) = 1√
1 − x2

,

f (2)(x) = −1

2
· 1

(1 − x2)3/2
· (−2x) = x

(1 − x2)3/2
.

Odtud ihned vidı´me, že platı́

(1 − x2)f (2)(x) − xf (1)(x) = 0.

Derivujeme-li tuto rovnostn-krát, n ≥ 2, dosta´váme s pouzˇitı́m Leibnizovy formule

(1 − x2)f (n+2)(x) − 2nxf (n+1)(x) − n(n − 1)f (n)(x) − xf (n+1)(x) − nf (n)(x) = 0.

Po dosazenı´ x = 0 vycházı́

f (n+2)(0) = n2f (n)(0).

Protožef (2)(0) = 0, vidı́me z této rekurentnı´ formule ihned, zˇe

f (2k)(0) = 0, k ∈ N.
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Abychom mohli rekurentnı´ formuli použı́t též pro určenı́ lichých derivacı´, musı́me vypočı́st ještěf (3)(0)
(nebot’formule platı´ jen pron ≥ 2):

f (3)(x) = (1 − x2)3/2 − x · 3
2(1 − x2)1/2 · (−2x)

(1 − x2)3
= 1 − x2 + 3x2

(1 − x2)5/2
= 1 + 2x2

(1 − x2)5/2
,

f (1)(0) = 1, f (3)(0) = 1.

Z rekurentnı´ formule dále snadno nacha´zı́me

f (5)(0) = 32 · 12, f (7)(0) = 52 · 32 · 12.

Odtud je vidět, že bude platit

f (2k+1)(0) = (
(2k − 1)!!)2, k ∈ N,

cožmůžeme velmi snadno doka´zat indukcı´. Tato formule nezachycuje prvnı´ derivaci, ale tu jsme jizˇ výše
vypočetli přı́mo. �

Přı́klad 4.51. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = (arcsinx)2.

Řešenı́. Můžeme zkusit postupovat podobneˇ jako u funkce(arctgx)2.

f (n)(0) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(arcsinx)(i)x=0 · (arcsinx)(n−i)

x=0 .

Na základěvýsledkůpředchozı´ho přı́kladu snadno vidı´me, že

f (2k−1)(0) = 0, k ∈ N.

V přı́padě, žen = 2k, k ≥ 2 dostáváme

f (2k)(0) =
2k∑
i=0

(
2k

i

)
(arcsinx)(i)x=0 · (arcsinx)(2k−i)

x=0 =

=
k∑

j=1

(
2k

2j − 1

)
(arcsinx)(2j−1)

x=0 · (arcsinx)(2k−2j+1)
x=0 =

= 4k(arcsinx)(1)x=0 · (arcsinx)(2k−1)
x=0 +

+
k−1∑
j=2

(
2k

2j − 1

)
(arcsinx)(2j−1)

x=0 · (arcsinx)(2k−2j+1)
x=0 =

= 4k
(
(2k − 3)!!)2 +

k−1∑
j=2

(
2k

2j − 1

)(
(2j − 3)!!)2((2k − 2j − 1)!!)2

.

Derivacif (2)(0) snadno vypocˇteme prˇı́mo. Dosazˇenývýsledek je vsˇak dosti slozˇitý a nenı´ nikterak snadne´
ho zjednodusˇit. Pokusı´me se proto nale´zt rekurentnı´ formuli prof (n)(0).

f (x) = (arcsinx)2, f (1)(x) = 2 arcsinx√
1 − x2

.
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Odtud (
f (1)(x)

)2
(1 − x2) = 4f (x).

Derivujeme-li tento vztah, dosta´váme

2f (1)(x)f (2)(x)(1 − x2) − 2x
(
f (1)(x)

)2 = 4f (1)(x),

f (2)(x)(1 − x2) − xf (1)(x) = 2.

(Zřejměf (1)(x) �= 0 na redukovane´m okolı́ bodu 0.) Derivujeme-li nynı´ n-krát, n ≥ 2, vycházı́ nám

(1 − x2)f (n+2)(x) − 2nxf (n+1)(x) − n(n − 1)f (n)(x) − xf (n+1)(x) − nf (n)(x) = 0.

Prox = 0 potom dosta´váme
f (n+2)(0) = n2f (n)(0).

Abychom však tuto rekurentnı´ formuli mohli použı́t, musı́me ještě vypočı́st f (2)(0). Z výše uvedene´ho
vztahuf (2)(x)(1 − x2) − xf (1)(x) = 2 po dosazenı´ x = 0 ihned vycha´zı́ f (2)(0) = 2. Tedy

f (4)(0) = 22 · 2, f (6)(0) = 42 · 22 · 2,

odkud snadno vidı´me, že

f (2k)(0) = (2k − 2)2 · (2k − 4)2 · · · 42 · 22 · 2 =
= (k − 1)2(k − 2)2 · · · 22 · 12 · 22k−1 = 22k−1 · ((k − 1)!)2

. �

Přı́klad 4.52. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = cos(m · arcsinx).

Řešenı́.

f (1)(x) = − sin(m · arcsinx) · m√
1 − x2

,

f (2)(x) = − cos(m · arcsinx) · m2

1 − x2
− sin(m · arcsinx) · mx

(1 − x2)3/2
.

Po nasˇich předchozı´ch zkušenostech s rekurentnı´mi formulemi bychom nynı´ již mohli uvidět vztah

(1 − x2)f (2)(x) − xf (1)(x) + m2f (x) = 0.

Derivujeme-lin-krát, n ≥ 2, dosta´váme

(1 − x2)f (n+2)(x) − 2nxf (n+1)(x) − n(n − 1)f (n)(x) − xf (n+1)(x) − nf (n)(x) + m2f (n)(x) = 0,

odkud
f (n+2)(0) = (n2 − m2)f (n)(0).

Protožef (2)(0) = −m2, dostáváme z této rekurentnı´ formule snadno

f (2k)(0) = (−1)km2(m2 − 22) · · · (m2 − (2k − 2)2), k ∈ N.

Abychom mohli urcˇit též liché derivace, potrˇebujeme jesˇtě znát f (3)(0). Z rovnice

(1 − x2)f (2)(x) − xf (1)(x) + m2f (x) = 0
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dostaneme po zderivova´nı́ a dosazenı´ x = 0

f (3)(0) − f (1)(0) + m2f (1)(0) = 0,

takže snadno vycha´zı́ f (3)(0) = 0. Rekurentnı´ formule potom da´vá

f (2k−1)(0) = 0, k ∈ N.

(Výsledky tohoto typu jsou ovsˇem jasne´ hned od zacˇátku, máme-li elementa´rnı́ znalosti o derivacı´ch
sudých a lichých funkcı́. Naše uvažovanáfunkce je suda´.) �

Přı́klad 4.53. Vypočtětef (n)(0) funkcef (x) = sin(m · arcsinx).

Řešenı́. Postup je te´měř úplněstejnýjako v předchozı´m přı́kladě. Je

f (1)(x) = cos(m · arcsinx) · m√
1 − x2

,

f (2)(x) = − sin(m · arcsinx) · m2

1 − x2
+ cos(m · arcsinx) · mx

(1 − x2)3/2
.

Snadno nacha´zı́me vztah
(1 − x2)f (2)(x) − xf (1)(x) + m2f (x) = 0,

který je dokonce u´plněstejnýjako v předchozı´m přı́kladě. Bez počı́tánı́ tedy můžeme napsat

f (n+2)(0) = (n2 − m2)f (n)(0) pron ≥ 2.

Tentokrát f (2)(0) = 0, takže ihned dosta´váme

f (2k)(0) = 0, k ∈ N.

Opět stejnějako v předchozı´m přı́kladěvycházı́

f (3)(0) − f (1)(0) + m2f (1)(0) = 0,

takžef (3)(0) = −(m2 − 1)m. Odtud s pomocı´ výše uvedene´ rekurentnı´ formule snadno odvodı´me

f (2k+1)(0) = (−1)km(m2 − 12)(m2 − 32) · · · (m2 − (2k − 1)2), k ∈ N.

Tato formule nepostihujef (1)(0), ale zřejměf (1)(0) = m. �

Přı́klad 4.54. Ukažte, že funkcef (x) = C1 cosx + C2 sinx, kdeC1 aC2 jsou libovolnékonstanty, je
řešenı́m diferenciálnı́ rovnicey′′ + y = 0.

Řešenı́. Snadno vidı´me, že

f ′(x) = −C1 sinx + C2 cosx,

f ′′(x) = −C1 cosx − C2 sinx.

Odtudf ′′(x)+ f (x) = 0, cožukazuje, zˇe funkcef (x) je řešenı́m diferenciálnı́ rovnicey′′ + y = 0. �

Přı́klad 4.55. Ukažte, že funkcef (x) = xn
(
C1 cos(ln x) + C2 sin(ln x)

)
, kdeC1 a C2 jsou libovolné

konstanty an je rovněž libovolnákonstanta, je rˇešenı́m diferenciálnı́ rovnice

x2y′′ + (1 − 2n)xy′ + (1 + n2)y = 0.
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Řešenı́. Dostáváme

f ′(x) = nxn−1
(
C1 cos(ln x) + C2 sin(ln x)

) + xn
(
−C1 sin(ln x) · 1

x
+ C2 cos(ln x) · 1

x

)
=

= nxn−1(C1 cos(ln x) + C2 sin(ln x)
) + xn−1(−C1 sin(ln x) + C2 cos(ln x)

) =
= xn−1 cos(ln x) · (C1 · n + C2) + xn−1 sin(ln x) · (C1 · (−1) + C2 · n),

f ′′(x) = (n − 1)xn−2 cos(ln x) · (C1 · n + C2) − xn−2 sin(ln x) · (C1 · n + C2) +
+ (n − 1)xn−2 sin(ln x) · (C1 · (−1) + C2 · n)+ xn−2 cos(ln x)

(
C1 · (−1) + C2 · n) =

= xn−2 cos(ln x)
[
C1 · ((n − 1)n − 1

)+ C2 · (n − 1 + n)
]+

+ xn−2 sin(ln x) · [C1 · (−n − n + 1) + C2
(−1 + (n − 1) · n)].

Odtud

x2f ′′(x) + (1 − 2n)xf ′(x) + (1 + n2)f (x) =
= xn cos(ln x) · [C1 · ((n − 1)n − 1 + (1 − 2n) · n + 1 + n2

)+
+ C2 · (n − 1 + n + 1 − 2n)

]+ xn sin(ln x) · [C1 · (−n − n + 1 − 1 + 2n) +
+ C2 · (−1 + (n − 1) · n + (1 − 2n) · n + 1 + n2

)] = 0,

cožukazuje, zˇe funkcef (x) je řešenı́m danérovnice. �

Přı́klad 4.56. Vypočtěte soucˇty

Pn = 1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1,

Qn = 12 + 22x + 32x2 + · · · + n2xn−1.

Řešenı́. Začneme prvnı´m součtem.

Pn = (x)′ + (x2)′ + (x3)′ + · · · + (xn)′ = (x + x2 + x3 + · · · + xn)′ =
=
(
x · 1 − xn

1 − x

)′ =
(x − xn+1

1 − x

)′ =

=
(
1 − (n + 1)xn

)
(1 − x) + (x − xn+1)

(1 − x)2
= 1 − (n + 1)xn + nxn+1

(1 − x)2
.

Povšimněte si, že odvozene´ formule platı´ pouze prox �= 1. Vzhledem ke skutecˇnosti, že Pn je spojitá
funkce promeˇnnéx, musı́platit

1 + 2 + 3 + · · · + n = lim
x→1

1 − (n + 1)xn + nxn+1

(1 − x)2
.

Počı́táme-li tuto limitu s pouzˇitı́m l’Hospitalova pravidla (dvakra´t), dostáváme prox = 1

Pn = 1 + 2 + 3 + · · · + n = n(n + 1)

2
.

V přı́padědruhého soucˇtu je postup stejny´, pouze poneˇkud technicky slozˇitějšı́.

Qn = (1 · x)′ + (2 · x2)′ + (3 · x3)′ + · · · + (n · xn)′ =
= (x + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn)′.
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Výraz v závorce však umı́me secˇı́st. Máme

x + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn = x(1 + 2x + 3x2 + · · · + nxn−1) =
= x

(1 − (n + 1)xn + nxn+1

(1 − x)2

)
= x − (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1 − x)2
.

Odtud potom vycha´zı́

Qn =
(x − (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1 − x)2

)′ =

=
(
1 − (n + 1)2xn + n(n + 2)xn+1

)
(1 − x)2 + 2

(
x − (n + 1)xn+1 + nxn+2

)
(1 − x)

(1 − x)4
=

=
(
1 − (n + 1)2xn + n(n + 2)xn+1

)
(1 − x) + 2

(
x − (n + 1)xn+1 + nxn+2

)
(1 − x)3

=

= 1 − (n + 1)2xn + n(n + 2)xn+1 − x + (n + 1)2xn+1 − n(n + 2)xn+2

(1 − x)3
+

+ 2x − 2(n + 1)xn+1 + 2nxn+2

(1 − x)3
=

= 1 + x − (n + 1)2xn + (2n2 + 2n − 1)xn+1 − n2xn+2

(1 − x)3
.

Formule opeˇt platı́ pouze prox �= 1. Prox = 1 jeQn = 12 + 22 + 32 + · · · + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , cožlze

dokázat naprˇ. indukcı́. Můžeme ovsˇem pouzˇı́t analogickýpostup jako v prvnı´ části a počı́tat s pouzˇitı́m
l’Hospitalova pravidla (trˇikrát):

lim
x→1

1 + x − (n + 1)2xn + (2n2 + 2n − 1)xn+1 − n2xn+2

(1 − x)3
=

= lim
x→1

1 − n(n + 1)2xn−1 + (n + 1)(2n2 + 2n − 1)xn − n2(n + 2)xn+1

−3(1 − x)2
=

= −1

3
lim
x→1

−(n − 1)n(n + 1)2xn−2 + n(n + 1)(2n2 + 2n − 1)xn−1 − n2(n + 1)(n + 2)xn

−2(1 − x)
=

= −n(n + 1)

6
lim
x→1

[−(n − 2)(n − 1)(n + 1)xn−3 + (n − 1)(2n2 + 2n − 1)xn−2 − n2(n + 2)xn−1] =

= n(n + 1)(2n + 1)

6
.

�

Přı́klad 4.57. Vypočtěte soucˇty

Sn = sinx + sin 2x + · · · + sinnx,

Tn = cosx + 2 cos 2x + · · · + n cosnx.

Řešenı́. Prvnı́součet lze určit zcela elementa´rnı́m postupem, je vsˇak třeba pouzˇı́t Moivreovu větu. Platı́
totiž

Sn = Im(cosx + i sinx) + Im(cos 2x + i sin 2x) + · · · + Im(cosnx + i sinnx),

kde Im znacˇı́ imaginárnı́ složku. Pokracˇujeme-li dále ve výpočtu, dosta´váme
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Sn = Im
(
(cosx + i sinx) + (cos 2x + i sin 2x) + · · · + (cosnx + i sinnx)

) =
= Im

(
(cosx + i sinx) + (cosx + i sinx)2 + · · · + (cosx + i sinx)n

) =
= Im

(
(cosx + i sinx) · 1 − (cosx + i sinx)n

1 − (cosx + i sinx)

)
=

= Im
(
(cosx + i sinx) · 1 − (cosnx + i sinnx)

1 − (cosx + i sinx)

)
=

= Im
(
(cosx + i sinx) · 1 − (cosnx + i sinnx)

(1 − cosx) − i sinx

)
=

= Im

(
(cosx + i sinx) ·

(
1 − (cosnx + i sinnx)

)(
(1 − cosx) + i sinx

)
(1 − cosx)2 + sin2x

)
=

= 1

(1 − cosx)2 + sin2x
· Im

[
(cosx + i sinx)

(
1 − (cosnx + i sinnx)

)×

× (
1 − (cosx − i sinx)

)] = 1

2 − 2 cosx
· Im

[
(cosx + i sinx) ×

× (
1 − (cosnx + i sinnx)

) · (1 − (cos(−x) + i sin(−x))
)] =

= 1

2(1 − cosx)
Im
[
(cosx + i sinx)

[
1 − (

cos(−x) + i sin(−x)
)−

− (cosnx + i sinnx) + (
cos(n − 1)x + i sin(n − 1)x

)]] =

= 1

2(1 − cosx)
Im
[
(cosx + i sinx) − 1 −

− (
cos(n + 1)x + i sin(n + 1)x

) + (cosnx + i sinnx)
] =

= 1

2(1 − cosx)

(
sinx − sin(n + 1)x + sinnx

) =

= 2 sin (n+1)x
2 cos(n−1)x

2 − sin(n + 1)x

2(1 − cosx)
=

= 2 sin (n+1)x
2 cos(n−1)x

2 − 2 sin (n+1)x
2 cos(n+1)x

2

2(1 − cosx)
=

= sin (n+1)x
2

(
cos(n−1)x

2 − cos(n+1)x
2

)
1 − cosx

=

= 2 sin (n+1)x
2 sin nx

2 sin x
2

2sin2 x
2

= sin nx
2 sin (n+1)x

2

sin x
2

.

Chceme-li urcˇit druhý součet, stacˇı́, když si všimneme, zˇe je derivacı´ prvnı́ho. Vyjde

Tn = cosx + 2 cos 2x + · · · + n cosnx = (sinx + sin 2x + · · · + sinnx)′ =

=
(

sin nx
2 sin (n+1)x

2

sin x
2

)′
=

= 1

sin2 x
2

(n
2

cos
nx

2
sin

(n + 1)x

2
+ n + 1

2
sin

nx

2
cos

(n + 1)x

2

)
· sin

x

2
−

− 1

sin2 x
2

(1

2
sin

nx

2
sin

(n + 1)x

2
cos

x

2

)
=
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= 1

sin2 x
2

[(n
2

cos
nx

2
sin

(n + 1)x

2
+ n

2
sin

nx

2
cos

(n + 1)x

2
+

+ 1

2
sin

nx

2
cos

(n + 1)x

2

)
sin

x

2
− 1

4

(
cos

x

2
− cos

(2n + 1)x

2

)
cos

x

2

]
=

= 1

2sin2 x
2

[
n sin

(2n + 1)x

2
sin

x

2
+ 1

2

(
sin

(2n + 1)x

2
− sin

x

2

)
sin

x

2
−

− 1

2

(
cos

x

2
− cos

(2n + 1)x

2

)
cos

x

2

]
=

= 1

2sin2 x
2

[
n sin

(2n + 1)x

2
sin

x

2
+ 1

2

(
cos

(2n + 1)x

2
cos

x

2
+ sin

(2n + 1)x

2
sin

x

2

)
−

− 1

2

(
sin2x

2
+ cos2

x

2

)]
=

= 1

2 sin2 x
2

(
n sin

(2n + 1)x

2
sin

x

2
+ 1

2
cosnx − 1

2

)
= n sin x

2 sin (2n+1)x
2 − sin2nx

2

2sin2 x
2

.

Oběodvozene´ formule zřejměplatı́ pouze prox �= 2kπ, kdek je celé. V přı́paděx = 2kπ je však ihned
vidět, žeSn = 0 aTn = n(n+1)

2 . �

Přı́klad 4.58. Vypočtěte soucˇetSn = coshx + 2 cosh 2x + · · · + n coshnx.

Řešenı́. Po zkušenostech z prˇedchozı´ch dvou prˇı́kladůby nás již mělo napadnout, zˇe platı́

Sn = coshx + 2 cosh 2x + · · · + n coshnx =
= (sinhx + sinh 2x + · · · + sinhnx)′,

takže stacˇı́ určit součet v poslednı´ závorce. Dosta´váme

n∑
k=1

sinhkx =
n∑

k=1

ekx − e−kx

2
= 1

2

( n∑
k=1

ekx −
n∑

k=1

e−kx
)

=

= 1

2

(
ex

1 − enx

1 − ex
− e−x 1 − e−nx

1 − e−x

)
=

= (ex − e(n+1)x)(1 − e−x) − (e−x − e−(n+1)x)(1 − ex)

2(1 − ex − e−x + 1)
=

= ex − 1 − e(n+1)x + enx − e−x + 1 + e−(n+1)x − e−nx

4
(
1 − ex+e−x

2

) =

= sinhx − sinh(n + 1)x + sinhnx

2(1 − coshx)
.

Tento výsledek stojı´ za srovna´nı́ s analogicky´m výsledkem z prˇedchozı´ho přı́kladu. Tak jako v prˇedchozı´m
přı́kladěbychom ho nynı´ mohli upravovat, ale abychom nepostupovali u´plněstejným způsobem, budeme
ihned derivovat. Dostaneme

Sn =
(

sinhx − sinh(n + 1)x + sinhnx

2(1 − coshx)

)′
=

= 1

2(1 − coshx)2

[(
coshx − (n + 1) cosh(n + 1)x + n coshnx

)
(1 − coshx) +

+ (
sinhx − sinh(n + 1)x + sinhnx

)
sinhx

] =
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= 1

2(1 − coshx)2

[
coshx − (n + 1) cosh(n + 1)x + n coshnx − cosh2x +

+ (n + 1)cosh(n + 1)xcoshx − n coshnxcoshx + sinh2x − sinh(n + 1)xsinhx +
+ sinhnx sinhx

] =
= 1

2(coshx − 1)2

[
(coshx − 1) − n

(
cosh(n + 1)x − coshnx

) − cosh(n + 1)x +
+ n coshx

(
cosh(n + 1)x − coshnx

)+ (
cosh(n + 1)x coshx − sinh(n + 1)x sinhx

) +
+ sinhnx sinhx

] =
= 1

2(coshx − 1)2

[
(coshx − 1) + n

(
cosh(n + 1)x − coshnx

)
(coshx − 1) − coshnx coshx −

− sinhnx sinhx + coshnx + sinhnx sinhx
] =

= 1

2(coshx − 1)2

[
(coshx − 1) + 2n sinh

(2n + 1)x

2
sinh

x

2
(coshx − 1) − coshnx(coshx − 1)

]
=

= 1

2(coshx − 1)

[
2n sinh

(2n + 1)x

2
sinh

x

2
− (coshnx − 1)

]
=

= 2n sinh x
2 sinh (2n+1)x

2 − 2sinh2nx
2

4sinh2 x
2

= nsinhx
2sinh(2n+1)x

2 − sinh2 nx
2

2sinh2 x
2

.

Při výpočtu je nutnáznalost soucˇtových formulı́ pro hyperbolicky´ sinus a kosinus. Vy´slednáformule
samozrˇejměplatı́ pouze prox �= 0. Prox = 0 je však zřejměSn = n(n+1)

2 . Stojı́ za to srovnat vy´sledek
tohoto přı́kladu s výsledkem prˇı́kladu předchozı´ho. �

Přı́klad 4.59. Vypočtěte soucˇetSn = 1

2
tg

x

2
+ 1

4
tg

x

4
+ · · · + 1

2n
tg

x

2n
.

Řešenı́. Napı́šeme-li rovnici

x

2i
= π

2
+ kπ, x = 2i−1π + 2ikπ,

snadno vidı´me, že uvažovaný součet másmysl pro kazˇdé x �= kπ, kde k je celé. Nalézt způsob, jak
danýsoučet vypočı́st, může ovšem být dosti obtı´žnéa vyžaduje to patrneˇ již určitou zkušenost. Může nás
napadnout vyja´dřit tangentu jako podı´l sinu a kosinu:

Sn = 1

2
· sin x

2

cosx
2

+ 1

4
· sin x

4

cosx
4

+ · · · + 1

2n
· sin x

2n

cos x
2n

=

= 1

cosx
2 · cosx

4 · · · cos x
2n

·
[1

2
sin

x

2
cos

x

4
· · · cos

x

2n
+

+ 1

4
cos

x

2
sin

x

4
· · · cos

x

2n
+ · · · + 1

2n
cos

x

2
cos

x

4
· · · sin

x

2n

]
.

Nynı́ záležı́ na tom, zda si uveˇdomı́me, že výraz v hranate´ závorce je derivacı´. Platı́totiž

(
− cos

x

2
· cos

x

4
· · · cos

x

2n

)′ =

= 1

2
sin

x

2
cos

x

4
· · · cos

x

2n
+ 1

4
cos

x

2
sin

x

4
· · · cos

x

2n
+ · · · + 1

2n
cos

x

2
cos

x

4
· · · sin

x

2n
.
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Tedy

Sn = −
(
cosx

2 cosx
4 · · · cos x

2n
)′

cosx
2 cosx

4 · · · cos x
2n

.

Toto vyjádřenı́ již vypadásympatičtěji, ale stejneˇ se nedostaneme da´le, pokud neumı´me vypočı́st soucˇin
cosx

2 cosx
4 · · · cos x

2n . Tento soucˇin prox �= 2nkπ můžeme vypocˇı́st následujı́cı́m způsobem:

cos
x

2
cos

x

4
· · · cos

x

2n
= cosx

2 cosx
4 · · · cos x

2n · sin x
2n

sin x
2n

=

= cosx
2 cosx

4 · · · cos x

2n−1 sin x

2n−1

2 sin x
2n

=

= cosx
2 cosx

4 · · · cos x

2n−2 sin x

2n−2

22 sin x
2n

= · · · = sinx

2n sin x
2n

.

Dostáváme tak

Sn = −

( sinx

2n sin x
2n

)′

sinx

2n sin x
2n

= −2n sin x
2n

sinx
· cosx · 2n sin x

2n − sinx · cos x
2n(

2n sin x
2n
)2 =

= sinx cos x
2n − cosx · 2n sin x

2n

sinx · 2n sin x
2n

= 1

2n
cotg

x

2n
− cotgx.

Tato formule zrˇejměplatı́ pro všechnax, kteráuvažujeme od same´ho začátku, tj. prox �= kπ, kdek je
celé. �

Přı́klad 4.60. Určete lim
x→0

tgx − x

x − sinx
.

Řešenı́. Tuto limitu vypočteme podle l’Hospitalova pravidla typu00. Můžeme čtenáře upozornit, zˇe
veškerásnaha vypocˇı́st tuto limitu některou z metod pouzˇı́vaných v Kapitole2 bude marna´. Zde je

f (x) = tgx − x, lim
x→0

f (x) = lim
x→0

(tgx − x) = 0,

g(x) = x − sinx, lim
x→0

g(x) = lim
x→0

(sinx − x) = 0.

Oběfunkce zřejměmajı́ naU ∗
π/2(0) vlastnı́derivaci, prˇičemžg′(x) = 1 − cosx �= 0 naU ∗

π/2(0). Dále

lim
x→0

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0

1
cos2x − 1

1 − cosx
= lim

x→0

1 − cos2x

cos2x(1 − cosx)
=

= lim
x→0

(1 − cosx)(1 + cosx)

cos2x(1 − cosx)
= lim

x→0

1 + cosx

cos2x
= 1 + 1

12
= 2.

Tedy

lim
x→0

tgx − x

x − sinx
= lim

x→0

f (x)

g(x)
= lim

x→0

f ′(x)
g′(x)

= 2.
�
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Přı́klad 4.61. Určete lim
x→0

3 tg 4x − 12 tgx

3 sin 4x − 12 sinx
.

Řešenı́. Tuto limitu můžeme vypocˇı́st elementa´rnı́m způsobem. Uka´žeme to, abychom videˇli, že tento
postup je pomeˇrnědlouhý.

lim
x→0

3 tg 4x − 12 tgx

3 sin 4x − 12 sinx
= lim

x→0

3sin 4x
cos 4x − 12sinx

cosx

3 sin 4x − 12 sinx
=

= lim
x→0

3 sin 4x cosx − 12 cos 4x sinx

cos 4x cosx(3 sin 4x − 12 sinx)
=

= lim
x→0

1

cos 4x cosx
· lim
x→0

3 sin 4x cosx − 12 cos 4x sinx

3 sin 4x − 12 sinx
=

= lim
x→0

3 sin 4x cosx − 12 cos 4x sinx

3 sin 4x − 12 sinx
.

Na úpravu poslednı´ho výrazu pouzˇijeme následujı́cı́ trigonometricke´ formule:

sin 4α = 8 sinαcos3α − 4 sinα cosα,

cos 4α = 8cos4α − 8cos2α + 1.

Dostáváme

3 sin 4x cosx − 12 cos 4x sinx

3 sin 4x − 12 sinx
=

= 24 sinxcos4x − 12 sinxcos2x − 96 sinxcos4x + 96 sinxcos2x − 12 sinx

24 sinxcos3x − 12 sinx cosx − 12 sinx
=

= 24cos4x − 12cos2x − 96cos4x + 96cos2x − 12

24cos3x − 12 cosx − 12
=

= −72cos4x + 84cos2x − 12

24cos3x − 12 cosx − 12
= −6cos4x + 7cos2x − 1

2cos3x − cosx − 1
.

Snadno zjistı´me, že−6z2 + 7z − 1 = −6
(
z − 1

6

)
(z − 1), odkud

−6cos4x + 7cos2x − 1 = −6
(
cos2x − 1

6

)
(cos2x − 1).

U polynomu 2z3 − z − 1 uhádneme korˇenz = 1, takže se na´m podarˇı́ ho rozložit na tvar 2z3 − z − 1 =
= (z − 1)(2z2 + 2z + 1). Odtud

2cos3x − cosx − 1 = (cosx − 1)(2cos2x + 2 cosx + 1).

Můžeme nynı´ pokračovat ve výpočtu limity.

lim
x→0

−6cos4x + 7cos2x − 1

2cos3x − cosx − 1
= lim

x→0

−6
(
cos2x − 1

6

)
(cos2 x − 1)

(cosx − 1)(2cos2x + 2 cosx + 1)
=

= lim
x→0

−6
(
cos2x − 1

6

)
(cosx + 1)

2cos2x + 2 cosx + 1
=

= −6
(
1 − 1

6

)
(1 + 1)

2 · 12 + 2 · 1 + 1
= −5 · 2

5
= −2.
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Na rozdı´l od předchozı´ho poměrnědlouhého (i kdyželementa´rnı́ho) postupu, vede pouzˇitı́ l’Hospitalova
pravidla typu0

0 velmi rychle k cı´li :

lim
x→0

3 tg 4x − 12 tgx

3 sin 4x − 12 sinx
= lim

x→0

(3 tg 4x − 12 tgx)′

(3 sin 4x − 12 sinx)′
=

= lim
x→0

3 · 1
cos24x · 4 − 12 · 1

cos2x

3 · cos 4x · 4 − 12 cosx
=

= lim
x→0

cos2x − cos24x

cos24xcos2x(cos 4x − cosx)
=

= lim
x→0

1

cos24xcos2x
· lim
x→0

(cosx − cos 4x)(cosx + cos 4x)

cos 4x − cosx
=

= − lim
x→0

(cosx + cos 4x) = −2.

Je ovšem třeba se take´ podı́vat, zda jsou splneˇny předpoklady l’Hospitalova pravidla. Zde je

f (x) = 3 tg 4x − 12 tgx, g(x) = 3 sin 4x − 12 sinx.

Vše je snad jasne´, jen se podı´váme, zda na neˇjakém redukovane´m okolı́ bodu 0 jeg′(x) �= 0. Máme

g′(x) = 12 cos 4x − 12 cosx = −24 sin
5x

2
sin

3x

2
.

Odtud ihned vidı´me, žeg′(x) �= 0 např. naU ∗
π/5(0). �

Přı́klad 4.62. Určete lim
x→0

x cotgx − 1

x2
.

Řešenı́. Opětně použijeme l’Hospitalovo pravidlo. Prˇedpoklady jsou ocˇividně splněny, přirozeněažna
předpoklad existence limity podı´lu derivacı´, kterou budeme nynı´ počı́tat. Dostaneme

lim
x→0

x cotgx − 1

x2
= lim

x→0

(x cotgx − 1)′

(x2)′
= lim

x→0

cotgx − x

sin2x

2x
=

= lim
x→0

cosx
sinx − x

sin2x

2x
= 1

2
lim
x→0

sinx cosx − x

xsin2x
.

K výpočtu poslednı´ limity opět můžeme pouzˇı́t l’Hospitalovo pravidlo. Nezˇ ho ale pouzˇijeme, povsˇim-
něme si, že(xsin2x)′ = sin2x+2x sinx cosx = sinx(sinx+2x cosx) �= 0 naU ∗

π/2(0). Zřejměsinx �= 0
naU ∗

π/2(0). Dále sinx + 2x cosx < 0 naU ∗−
π/2(0) a sinx + 2x cosx > 0 naU ∗+

π/2(0). Pak

1

2
lim
x→0

sinx cosx − x

xsin2x
= 1

2
lim
x→0

cos2x − sin2x − 1

sin2x + 2x sinx cosx
= 1

2
lim
x→0

cos 2x − 1

sin2x + 2x sinx cosx
.

Na poslednı´ limitu je možno opět aplikovat l’Hospitalovo pravidlo, vznika´ však otázka (už jsme ho
aplikovali stejneˇ dvakrát), zda je to u´čelné. Trochu vnı´mavýpočtář by měl poznat, že poslednı´ limitu lze
vypočı́st poměrně jednodusˇe bez pouzˇitı́ l’Hospitalova pravidla. Je

1

2
lim
x→0

cos 2x − 1

sin2x + 2x sinx cosx
= lim

x→0

−1−cos 2x
(2x)2

· 2(
sinx
x

)2 + 2sinx
x

cosx
= −1

2 · 2

12 + 2 · 1 · 1
= −1

3
.



176 Derivace funkce a jejı´ užitı́

Dvojı́ použitı́ l’Hospitalova pravidla vsˇak nenı´ nutné, počı́táme-li na zacˇátku trochu šikovněji :

lim
x→0

x cotgx − 1

x2
= lim

x→0

x · cosx
sinx − 1

x2
= lim

x→0

x cosx − sinx

x2 sinx
.

Nynı́ použijeme l’Hospitalovo pravidlo. Bereme zdef (x) = x cosx − sinx, g(x) = x2 sinx. Snadno
vidı́me, že g′(x) = 2x sinx + x2 cosx = x(2 sinx + x cosx) �= 0 naU ∗

π/2(0). NaU ∗−
π/2(0) je totiž

2 sinx + x cosx < 0 a naU ∗+
π/2(0) je 2 sinx + x cosx > 0. Vyjde

lim
x→0

x cosx − sinx

x2 sinx
= lim

x→0

(x cosx − sinx)′

(x2 sinx)′
=

= lim
x→0

cosx − x sinx − cosx

2x sinx + x2 cosx
= − lim

x→0

x sinx

2x sinx + x2 cosx
=

= − lim
x→0

sinx

2 sinx + x cosx
= − lim

x→0

sinx
x

2sinx
x

+ cosx
=

= − 1

2 · 1 + 1
= −1

3
.

Zde vidı́me, že je dobre´ uvážlivě použı́vat l’Hospitalovo pravidlo. Bezmysˇlenkovité použı́vánı́ tohoto
pravidla může často výpočet spı´še zkomplikovat nezˇ zjednodusˇit. �

Přı́klad 4.63. Určete lim
x→0

x(ex + 1) − 2(ex − 1)

x3
.

Řešenı́. Položı́mef (x) = x(ex + 1) − 2(ex − 1), g(x) = x3. Ihned vidı́me, že

lim
x→0

(
x(ex + 1) − 2(ex − 1)

) = 0, lim
x→0

x3 = 0

a snadno je videˇt, že i ostatnı´ předpoklady l’Hospitalova pravidla (kromeˇ existence limity podı´lu derivacı´)
jsou splneˇny. Dostáváme

lim
x→0

x(ex + 1) − 2(ex − 1)

x3
= lim

x→0

(
x(ex + 1) − 2(ex − 1)

)′
(x3)′

=

= lim
x→0

ex + 1 + xex − 2ex

3x2
= 1

3
lim
x→0

1 + xex − ex

x2
.

Na výpočet poslednı´ limity opět použijeme l’Hospitalovo pravidlo. Tentokra´t je f (x) = 1 + xex − ex,
g(x) = x2. Je

lim
x→0

(1 + xex − ex) = 0, lim
x→0

x2 = 0

a i ostatnı´ předpoklady jsou splneˇny — kroměexistence limity podı´lu derivacı´, ale tu budeme ihned
počı́tat. Dostaneme

lim
x→0

(1 + xex − ex)′

(x2)′
= lim

x→0

ex + xex − ex

2x
= 1

2
lim
x→0

ex = 1

2
.

Tedy

lim
x→0

x(ex + 1) − 2(ex − 1)

x3
= 1

3
· 1

2
= 1

6
.

V tomto přı́kladějsme museli l’Hospitalovo pravidlo pouzˇı́t dvakrát. Vı́cenásobnépoužitı́ l’Hospitalova
pravidla je pomeˇrněčastým jevem. �
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Přı́klad 4.64. Určete lim
x→0

arcsin 2x − 2 arcsinx

x3
.

Řešenı́. V prvnı́ řaděpoužijeme l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0

arcsin 2x − 2 arcsinx

x3
= lim

x→0

(arcsin 2x − 2 arcsinx)′

(x3)′
=

= lim
x→0

1√
1−4x2

· 2 − 2 · 1√
1−x2

3x2
= lim

x→0

2

3
·
√

1 − x2 − √
1 − 4x2

x2
√

1 − 4x2
√

1 − x2
.

Je jistěmožnéihned opeˇt použı́t l’Hospitalovo pravidlo, ale zejme´na vzhledem ke slozˇitosti jmenovatele
to nelze doporucˇit. Dostáváme však snadno

2

3
lim
x→0

√
1 − x2 − √

1 − 4x2

x2
√

1 − 4x2
√

1 − x2
= 2

3
lim
x→0

√
1 − x2 − √

1 − 4x2

x2
×

× lim
x→0

1√
1 − 4x2

√
1 − x2

= 2

3
lim
x→0

√
1 − x2 − √

1 − 4x2

x2
.

Poslednı´ limita již podle pohledu vypada´ sympaticky (meˇlo by se na´m zdát, že jsme podobne´ limity
již počı́tali), takže pravdeˇpodobneˇ bude mozˇné vypočı́tat ji elementa´rnı́mi metodami. Za´roveň však,
představı´me-li si derivaci cˇitatele, vidı́me, že i použitı́ l’Hospitalova pravidla vypada´ nadějně. Vyzkoušı́me
proto oběmetody. Je

2

3
lim
x→0

√
1 − x2 − √

1 − 4x2

x2
=

= 2

3
lim
x→0

(√
1 − x2 − √

1 − 4x2
)(√

1 − x2 + √
1 − 4x2

)
x2
(√

1 − x2 + √
1 − 4x2

) =

= 2

3
lim
x→0

1√
1 − x2 + √

1 − 4x2
· lim
x→0

1 − x2 − 1 + 4x2

x2
=

= 2

3
· 1

2
· lim
x→0

3x2

x2
= 1

3
· 3 = 1.

Nebo s pomocı´ l’Hospitalova pravidla

2

3
lim
x→0

√
1 − x2 − √

1 − 4x2

x2
= 2

3
lim
x→0

(√
1 − x2 − √

1 − 4x2
)′

(x2)′
=

= 2

3
lim
x→0

− x√
1−x2

+ 4x√
1−4x2

2x
=

= 1

3
lim
x→0

(
− 1√

1 − x2
+ 4√

1 − 4x2

)
= 1

3
(−1 + 4) = 1.

Zde jsou oba vy´počty přibližněstejnědlouhé. (Takovávěc se da´ jen stěžı́ předpovědět.) Každopádněnám
vyšlo

lim
x→0

arcsin 2x − 2 arcsinx

x3
= 1.

�
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Přı́klad 4.65. Určete lim
x→0+

1

x
√
x

(√
a arctg

√
x

a
− √

b arctg

√
x

b

)
, a > 0, b > 0.

Řešenı́. Použijeme l’Hospitalovo pravidlo. Nemeˇl by nás splést trochu neobvykly´ způsob zápisu. Výraz
x
√
x samozrˇejměnapı́šeme ve tvarux3/2, protože tento je vhodneˇjšı́ pro derivovánı́. Vyjde

lim
x→0+

1

x3/2

(√
a arctg

√
x

a
− √

b arctg

√
x

b

)
=

= lim
x→0+

1

(x3/2)′

(√
a arctg

√
x

a
− √

b arctg

√
x

b

)′
=

= lim
x→0+

1
3
2 x1/2

(√
a · 1

1 + x
a

· 1

2

√
a

x
· 1

a
− √

b · 1

1 + x
b

· 1

2

√
b

x
· 1

b

)
=

= 1

3
lim

x→0+
1√
x

·
( 1

1 + x
a

· 1√
x

− 1

1 + x
b

· 1√
x

)
=

= 1

3
lim

x→0+
1

x
· 1 + x

b
− 1 − x

a

(1 + x
a
)(1 + x

b
)

=

= 1

3
lim

x→0+

1
b

− 1
a

(1 + x
a
)(1 + x

b
)

= 1

3

(1

b
− 1

a

)
= a − b

3ab
.

L’Hospitalovo pravidlo zde bylo pouzˇito pouze jednou. �

Nynı́ pro jednoduchost zavedeme na´sledujı́cı́ označenı́: Značka l’H nad znamenı´m rovnosti bude
znamenat, zˇe se pouzˇı́vá l’Hospitalova pravidla.

Přı́klad 4.66. Určete lim
x→0

ax − asinx

x3
, a > 0.

Řešenı́. Vyjde

lim
x→0

ax − asinx

x3

l’H= lim
x→0

ax ln a − asinx ln a · cosx

3x2
=

= ln a

3
lim
x→0

ax − asinx cosx

x2

l’H=
l’H= ln a

3
lim
x→0

ax ln a − asinx ln a · cos2x + asinx sinx

2x
=

= ln2a

6
lim
x→0

ax − asinxcos2x

x
+ lna

6
lim
x→0

asinx sinx

x
=

= lna

6
+ ln2a

6
lim
x→0

ax − asinxcos2x

x

l’H=
l’H= lna

6
+ ln2a

6
lim
x→0

ax ln a − asinx ln a · cos3x + asinx2 cosx sinx

1
=

= lna

6
+ ln2a

6
(ln a − ln a + 0) = lna

6
.

Jsou ovsˇem možné alesponˇ dvě modifikace uvedene´ho postupu. Naprˇ. poslednı´ použitı́ l’Hospitalova
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pravidla nebylo nutne´. Lze totižpostupovat na´sledujı́cı́m způsobem:

lim
x→0

ax − asinxcos2x

x
= lim

x→0

(ax − 1) + (1 − asinxcos2x)

x
=

= lim
x→0

ax − 1

x
+ lim

x→0

1 − asinxcos2x

x
=

= ln a + lim
x→0

sin2x + (cos2x − asinxcos2x)

x
=

= ln a + lim
x→0

sin2x

x
+ lim

x→0

(
cos2x · 1 − asinx

x

)
=

= ln a + 0 + lim
x→0

cos2x · lim
x→0

1 − asinx

x
=

= ln a + lim
x→0

(1 − asinx

sinx
· sinx

x

)
=

= ln a + lim
x→0

1 − asinx

sinx
· lim
x→0

sinx

x
=

= ln a − ln a · 1 = 0. �

Přı́klad 4.67. Určete lim
x→1

xx − x

ln x − x + 1
.

Řešenı́. Zde je jedina´ obtı́ž. Musı́me si totižporadit s funkcı´ xx . Tak, jak jsme to ale deˇlali již dřı́ve,
vyjádřı́me ji ve tvaru ex lnx . Pak

lim
x→1

ex ln x − x

ln x − x + 1
l’H= lim

x→1

ex lnx(ln x + x · 1
x
) − 1

1
x

− 1
=

∗= lim
x→1

(
x · ex ln x(ln x + 1) − 1

1 − x

)
= lim

x→1
x · lim

x→1

ex ln x(ln x + 1) − 1

1 − x
=

= lim
x→1

ex ln x(ln x + 1) − 1

1 − x

l’H= lim
x→1

ex lnx(ln x + 1)2 + ex lnx · 1
x

−1
=

= −
(
e0(0 + 1)2 + e0 · 1

1

)
= −2.

L’Hospitalovo pravidlo jsme mohli po druhe´ použı́t již na mı́stěoznačeném ∗. Někdy nás totižnapadne, zˇe
čitatel nebo jmenovatel zlomku je slozˇitý pro použitı́ l’Hospitalova pravidla, zlomek nejprve upravujeme,
a teprve po u´pravěpoužijeme l’Hospitalovo pravidlo. Prˇesněto jsme udeˇlali i zde. Většinou je to opravdu
velmi vhodné, ale přesto je trˇeba vždy uvážit, zda úprava je nutna´. Zde v nasˇem přı́kladěsi stačı́ uvědomit,
že
(

1
x
− 1

)′ = − 1
x2 a že počı́táme limitu v bodě1, takže výraz− 1

x2 nám vůbec nevadı´. Naše úpravy proto
byly zbytečné. Stačilo napsat:

lim
x→1

ex lnx(ln x + x · 1
x
) − 1

1
x

− 1
= lim

x→1

ex ln x(ln x + 1) − 1
1
x

− 1
l’H=

l’H= lim
x→1

ex ln x(ln x + 1)2 + ex ln x · 1
x

− 1
x2

=

= e0(0 + 1)2 + e0 · 1
1

− 1
12

= −2.
�
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Přı́klad 4.68. Určete lim
x→0

cos(sinx) − cosx

x4
.

Řešenı́. Vyjde

lim
x→0

cos(sinx) − cosx

x4
= lim

x→0

−2 sin
(

sinx+x
2

)
sin
(

sinx−x
2

)
x4

=

= −2 lim
x→0

(
sin
(

sinx+x
2

)
sinx+x

2

· sinx + x

2x
· sin

(
sinx−x

2

)
sinx−x

2

· sinx − x

2x3

)
=

= −2 lim
x→0

sinx + x

2x
· lim
x→0

sinx − x

2x3
=

= −1

2

(
lim
x→0

sinx

x
+ lim

x→0
1
)

· lim
x→0

sinx − x

x3
=

= − lim
x→0

sinx − x

x3

l’H= − lim
x→0

cosx − 1

3x2
=

= 1

3
lim
x→0

1 − cosx

x2
= 1

3
· 1

2
= 1

6
.

Povšimněte si, že zde jsme pouzˇili l’Hospitalovo pravidlo ažna same´m konci výpočtu. Nenı́naprosto
nutnéjeho pouzˇitı́m výpočet začı́nat! �

Přı́klad 4.69. Určete lim
x→0

1

x

( 1

tghx
− 1

tgx

)
.

Řešenı́. Limitovanou funkci musı´me nejprve upravit, nebot’ nema´ tvar podı´lu. Mohli bychom ji sice
chápat jako podı´l

(
1

tghx − 1
tgx

)/
x, ale museli bychom nejprve oveˇřit, že lim

x→0

(
1

tghx − 1
tgx

) = 0 (což

mimochodem platı´), ale výraz v čitateli stejněnenı́přı́liš vhodnýk derivovánı́. Lepšı́ je napsat

lim
x→0

1

x

( 1

tghx
− 1

tgx

)
= lim

x→0

tgx − tghx

x tghx tgx
.

Zde užje situace lepsˇı́, ale výraz ve jmenovateli by se nederivoval nejle´pe. Nasˇtěstı́ si zde mu˚žeme pra´ci
zjednodusˇit následujı́cı́m postupem:

lim
x→0

tgx − tghx

x tghx tgx
= lim

x→0

( tgx − tghx

x3
· x

tghx
· x

tgx

)
=

= lim
x→0

tgx − tghx

x3
· lim
x→0

x

tghx
· lim
x→0

x

tgx
= lim

x→0

tgx − tghx

x3

l’H=

l’H= lim
x→0

1
cos2x − 1

cosh2x

3x2
= 1

3
lim
x→0

cosh2x − cos2x

x2cos2xcosh2x
=

= 1

3
lim
x→0

cosh2x − cos2x

x2
· lim
x→0

1

cos2xcosh2x
=

= 1

3
lim
x→0

(coshx + cosx)(coshx − cosx)

x2
· 1 =

= 1

3
lim
x→0

(coshx + cosx) · lim
x→0

coshx − cosx

x2
=

= 1

3
· 2 · lim

x→0

coshx − cosx

x2
= 2

3
lim
x→0

(coshx − 1) + (1 − cosx)

x2
=

= 2

3
lim
x→0

coshx − 1

x2
+ 2

3
lim
x→0

1 − cosx

x2
= 2

3
· 1

2
+ 2

3
· 1

2
= 2

3
.
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Zde jsme pouzˇili vý sledkůPřı́kladů 2.54, 2.57, 2.117a 2.118. (Takovéjednoduche´ limity stojı́ za to si
zapamatovat. Jak vidno, mu˚že nám to dosti pomoci prˇi výpočtech.) �

Přı́klad 4.70. Určete lim
x→0

argsinh(sinhx) − argsinh(sinx)

sinhx − sinx
.

Řešenı́. Zde je dobre´ si povšimnout, že argsinh(sinhx) = x, nebot’ se na´m tı́m zjednodusˇı́ počı́tánı́
při použitı́ l’Hospitalova pravidla. Samozrˇejmě, kdybychom derivovali argsinh(sinhx) jakožto složenou
funkci, musı´ nám opět vyjı́t 1:

(
argsinh(sinhx)

)′ = 1√
sinh2x + 1

· coshx = 1

coshx
· coshx = 1.

Je to ovsˇem počı́tánı́ zcela zbytecˇné. Dostaneme

lim
x→0

argsinh(sinhx) − argsinh(sinx)

sinhx − sinx
= lim

x→0

x − argsinh(sinx)

sinhx − sinx
l’H=

l’H= lim
x→0

1 − 1√
sin2x+1

· cosx

coshx − cosx
= lim

x→0

√
sin2x + 1 − cosx√

sin2x + 1(coshx − cosx)
=

= lim
x→0

1√
sin2x + 1

· lim
x→0

√
sin2x + 1 − cosx

coshx − cosx
=

= 1 · lim
x→0

sin2x + 1 − cos2x(√
sin2x + 1 + cosx

)
(coshx − cosx)

=

= lim
x→0

1√
sin2x + 1 + cosx

· lim
x→0

2sin2x

coshx − cosx
=

= 1

2
· 2 · lim

x→0

sin2x

(coshx − 1) + (1 − cosx)
= lim

x→0

(
sinx
x

)2
coshx−1

x2 + 1−cosx
x2

=

=
(
lim
x→0

sinx
x

)2
lim
x→0

coshx−1
x2 + lim

x→0

1−cosx
x2

= 1
1
2 + 1

2

= 1.

Použili jsme opět výsledkůPřı́kladů2.54a2.117. �

Přı́klad 4.71. Určete lim
x→0+

xε ln x, ε > 0.

Řešenı́. V tomto přı́kladěje nutnénejprve limitovanou funkci upravit tak, aby meˇla tvar podı´lu. Máme
dvěmožnosti:

xε

1
ln x

,
ln x

1
xε

.

Spočı́táme-li v prvnı́m přı́paděpodı́l derivacı́, dostáváme

(xε)′(
1

lnx

)′ = εxε−1

−( 1
ln x

)2 · 1
x

.

Vidı́me, že méněpřı́jemnývýraz lnx nám i po zderivova´nı́ zůstává. Bude proto asi lepsˇı́ použı́t druhou
možnost (v podobny´ch situacı´ch je důležité umět si vybrat!). Polozˇı́me tedy

f (x) = ln x, g(x) = 1

xε
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a vidı́me ihned, zˇe

lim
x→0+ f (x) = lim

x→0+ ln x = −∞, lim
x→0+g(x) = lim

x→0+
1

xε
= +∞.

Nelze tedy zjevneˇ použı́t l’Hospitalovo pravidlo typu0
0, ale patrneˇ bude mozˇné použı́t l’Hospitalovo

pravidlo typu něco
∞ . Funkcef (x), g(x) majı́ dokonce na libovolne´m U

∗+
δ (0) vlastnı́derivace, prˇičemž

g′(x) = −ε 1
xε+1 �= 0 naU ∗+

δ (0). Zbývá pouze zjistit, zda existuje lim
x→0+

f ′(x)
g′(x) .

lim
x→0+

f ′(x)
g′(x)

= lim
x→0+

1
x

−ε 1
xε+1

= −1

ε
lim

x→0+ xε = 0.

Tedy podle l’Hospitalova pravidla typuněco
∞ existuje též lim

x→0+
f (x)

g(x)
a platı́

lim
x→0+

xε ln x = lim
x→0+

f (x)

g(x)
= lim

x→0+
f ′(x)
g′(x)

= 0.
�

Přı́klad 4.72. Určete lim
x→+∞

xn

eax
, a > 0, n ∈ N.

Řešenı́. Je to velice jednoduchy´ přı́klad na pouzˇitı́ l’Hospitalova pravidla typuněco
∞ . Jenže pravidlo je trˇeba

použı́t n-krát. Při každém použitı́ je třeba oveˇřit, zda jsou splneˇny předpoklady l’Hospitalova pravidla
typu něco

∞ , ale to je zde nasˇtěstı́ zcela zrˇejmé.

lim
x→+∞

xn

eax
l’H= lim

x→+∞
nxn−1

aeax
l’H= lim

x→+∞
n(n − 1)xn−2

a2eax
l’H=

l’H= . . .
l’H= lim

x→+∞
n(n − 1) · · · 2 · x

an−1eax
l’H= lim

x→+∞
n!

aneax
=

= n!
an

· lim
x→+∞

1

eax
= n!

an
· 0 = 0.

�

Přı́klad 4.73. Určete lim
x→0

e
− 1

x2

x100
.

Řešenı́. Zde se jedna´ o poněkud záludný přı́klad. Položmef (x) = e
− 1

x2 , g(x) = x100. Snadno vidı´me,
že

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

e
− 1

x2 = 0, lim
x→0

g(x) = lim
x→0

x100 = 0,

takže se rozhodneme pouzˇı́t l’Hospitalovo pravidlo typu0
0. Počı́táme-li však podı´l derivacı́, dostáváme

f ′(x)
g′(x)

= e
− 1

x2 · 2 1
x3

100· x99
= 1

50
· e

− 1
x2

x102
.

Situace se na´m po zderivova´nı́ ještě zhoršila! Mı́stox100 máme nynı´ ve jmenovatelix102. Tento postup
tedy nevypada´ vůbec perspektivneˇ. Naštěstı́ ale máme ještě jinou možnost. Napı´šeme

e
− 1

x2

x100
= x−100

e
1
x2

,
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tj. položı́mef (x) = x−100, g(x) = e
1
x2 . Zde ovšem

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

x−100 = +∞, lim
x→0

e
1
x2 = +∞.

Pokusı´me se proto pouzˇı́t l’Hospitalovo pravidlo typuněco
∞ . Zde vycha´zı́

f ′(x)
g′(x)

= −100x−101

e
1
x2 · (−2) · 1

x3

= 50
x−98

e
1
x2

a ihned vidı´me, že došlo ke zlepsˇenı́. Mı́sto x−100 máme pouzex−98. l’Hospitalovo pravidlo typuněco
∞

musı́me ovšem celkem pouzˇı́t 50-krát. (Snadno je videˇt, že přı́slušnépředpoklady jsou prˇi každém použitı́
splněny.)

lim
x→0

e
− 1

x2

x100
= lim

x→0

x−100

e
1
x2

l’H= 50 lim
x→0

x−98

e
1
x2

l’H=

l’H= 50 lim
x→0

−98x−99

e
1
x2 · (−2) · 1

x3

= 50 · 49 lim
x→0

x−96

e
1
x2

l’H=

l’H= . . .
l’H= 50 · 49· · · 2 lim

x→0

x−2

e
1
x2

l’H=

l’H= 50 · 49· · · 2 lim
x→0

−2x−3

e
1
x2
(−2) 1

x3

=

= 50 · 49· · · 2 · 1 lim
x→0

1

e
1
x2

= 50! · 0 = 0.
�

Přı́klad 4.74. Určete lim
x→1−

(
ln x · ln(1 − x)

)
.

Řešenı́. Zde opět musı́me předevšı́m limitovanou funkci napsat ve tvaru podı´lu. Můžeme tedy postupovat
např. takto:

lim
x→1−

(
ln x · ln(1 − x)

) = lim
x→1−

ln(1 − x)
1

ln x

l’H=

l’H= lim
x→1−

− 1
1−x

− 1
ln2x

· 1
x

= lim
x→1−

(
x ln x · ln x

1 − x

)
=

= − lim
x→1−

x ln x · lim
x→1−

ln x

x − 1
= 0 · 1 = 0.

Zde jsme pouzˇili l’Hospitalovo pravidlo typuněco
∞ . Lze ovšem postupovat i druhy´m způsobem:

lim
x→1−

(
ln x · ln(1 − x)

) = lim
x→1−

ln x
1

ln(1−x)

l’H= lim
x→1−

1
x

− 1
ln2(1−x)

· 1
1−x

· (−1)
=

= lim
x→1−

1

x
· lim
x→1−

ln2(1 − x)
1

1−x

l’H= 1 · lim
x→1−

2 ln(1 − x) · 1
1−x

· (−1)

− 1
(1−x)2

· (−1)
=
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= −2 lim
x→1−

ln(1 − x)
1

1−x

l’H= −2 lim
x→1−

1
1−x

· (−1)

− 1
(1−x)2

· (−1)
=

= 2 lim
x→1−

(1 − x) = 2 · 0 = 0.

Při tomto druhém postupu jsme pouzˇili l’Hospitalovo pravidlo typu0
0.

Povšimněte si, že tento prˇı́klad bylo možno vypočı́st bud’ s použitı́m l’Hospitalova pravidla typu0
0,

nebo s pouzˇitı́m l’Hospitalova pravidla typuněco
∞ . Délka výpočtu je ovšem v obou prˇı́padech ru˚zná. �

Při výpočtu limit funkcı́tvaru h(x)k(x) s použitı́m některého z obou l’Hospitalovy´ch pravidel postu-
pujeme na zacˇátku zcela stejneˇ jako při výpočtu elementa´rnı́ metodou. Napı´šeme

h(x)k(x) = ek(x) lnh(x)

a potom pocˇı́táme lim
x→a

(
k(x) ln h(x)

)
. Při výpočtu této limity přirozeněsmı́me pouzˇı́t l’Hospitalova pra-

vidla. Vyjde-li lim
x→a

(
k(x) ln h(x)

) = A, potom

lim
x→a

h(x)k(x) = eA.

Přı́klad 4.75. Určete lim
x→0+

xx .

Řešenı́. Jexx = ex lnx . Dále lim
x→0+

x ln x = 0 podle Prˇı́kladu4.71. Tedy

lim
x→0+ xx = e0 = 1. �

Přı́klad 4.76. Určete lim
x→0+

xxx−1.

Řešenı́. Jexxx−1 = e(x
x−1) lnx . Zbývá tedy vypočı́st lim

x→0+(x
x − 1) ln x. Budeme asi v pokusˇenı́ použı́t

l’Hospitalovo pravidlo. Podotkneˇme však, že nikdy nic nezkazı´me, napı´šeme-li mı́sto h(x)k(x) výše
zmı́něný výraz ek(x) lnh(x). Obvykle se tı´m situace spı´še vyjasnı´ nežzkomplikuje. Vyjde

lim
x→0+

(xx − 1) ln x = lim
x→0+

(ex lnx − 1) ln x =

= lim
x→0+

(ex ln x − 1

x ln x
x ln2 x

)
= lim

x→0+
ex lnx − 1

x ln x
· lim
x→0+

x ln2 x =

= 1 · lim
x→0+

(
x

1
2 ln x

)2 = [
lim

x→0+
(
x

1
2 ln x

)]2 = 02 = 0.

Připomeňme, že k výpočtu lim
x→0+

ex ln x−1
x lnx

jsme pouzˇili větu o limitě složené funkce s tı´m, že vı́me,

že lim
x→0+

x ln x = 0. (Viz Přı́klad 4.71. Zde je pra´vě skryto pouzˇitı́ l’Hospitalova pravidla.) Da´le pak

lim
x→0+

x
1
2 ln x = 0 opět podle Prˇı́kladu4.71. Vycházı́ tedy

lim
x→0+

xxx−1 = e0 = 1.
�
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Přı́klad 4.77. Určete lim
x→0+

(
xxx − 1

)
.

Řešenı́. Je

lim
x→0+

(
xxx − 1

) = lim
x→0+

(
ex

x lnx − 1
)
,

lim
x→0+

xx ln x = lim
x→0+

xx · lim
x→0+

ln x = 1 · (−∞) = −∞

s použitı́m Přı́kladu4.75. Tedy

lim
x→0+

(
ex

x ln x − 1
) = lim

x→0+
ex

x lnx − 1 = 0 − 1 = −1. �

Přı́klad 4.78. Určete lim
x→0+

(cotgx)sinx.

Řešenı́. Je

lim
x→0+ (sinx · ln cotgx) = lim

x→0+ sinx · (ln cosx − ln sinx) =
= lim

x→0+
(sinx · ln cosx) − lim

x→0+
(sinx · ln sinx) =

= sin 0· ln cos 0− 0 = 0.

K výpočtu poslednı´ limity jsme použili Přı́klad 4.71(s ε = 1) a větu o limitě složenéfunkce. Vycha´zı́
nám

lim
x→0+

(cotgx)sinx = e0 = 1. �

Přı́klad 4.79. Určete lim
x→0+

(
ln

1

x

)x
.

Řešenı́. Je

lim
x→0+

[
x ln

(
ln

1

x

)]
= lim

x→0+
ln
(
ln 1

x

)
1
x

l’H= lim
x→0+

1
ln 1

x

· 1
1
x

· (− 1
x2

)
− 1

x2

=

= lim
x→0+

1

ln 1
x

· x = lim
x→0+

1

ln 1
x

· lim
x→0+

x = 0 · 0 = 0,

lim
x→0+

(
ln

1

x

)x = e0 = 1.
�

Přı́klad 4.80. Určete lim
x→+∞

(
tg

πx

2x + 1

) 1
x

.

Řešenı́. Je

lim
x→+∞

(1

x
ln tg

πx

2x + 1

)
= lim

x→+∞
ln tg πx

2x+1

x

l’H=
l’H= lim

x→+∞

(
1

tg πx
2x+1

· 1

cos2 πx
2x+1

· π(2x + 1) − 2πx

(2x + 1)2

)
=

= lim
x→+∞

π

(2x + 1)2 sin πx
2x+1 cos πx

2x+1

= 2π lim
x→+∞

1

(2x + 1)2 sin 2πx
2x+1

=
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= −2π lim
x→+∞

1

(2x + 1)2 sin
(

2πx
2x+1 − π

) =

= −2π lim
x→+∞

( 2πx
2x+1 − π

sin
(

2πx
2x+1 − π

) · 1(
2πx

2x+1 − π
)
(2x + 1)2

)
=

= −2π lim
x→+∞

2πx
2x+1 − π

sin
(

2πx
2x+1 − π

) · lim
x→+∞

1(
2πx−2πx−π

2x+1

)
(2x + 1)2

=

= −2π · 1 · lim
x→+∞

1

−π(2x + 1)
= −2π · 0 = 0,

lim
x→+∞

(
tg

πx

2x + 1

) 1
x = e0 = 1.

�

Přı́klad 4.81. Určete lim
x→0

(ax − x ln a

bx − x ln b

) 1
x2

, a > 0, b > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→0

1

x2
ln

ax − x ln a

bx − x ln b
=

= lim
x→0

(
ln
[
1 + (

ax−x ln a
bx−x ln b

− 1
)]

ax−x lna
bx−x lnb

− 1
·
(ax − x ln a

bx − x ln b
− 1

)
· 1

x2

)
=

= lim
x→0

[(ax − x ln a

bx − x ln b
− 1

)
· 1

x2

]
= lim

x→0

(ax − x ln a − bx + x ln b

bx − x ln b
· 1

x2

)
=

= lim
x→0

1

bx − x ln b
· lim
x→0

ax − bx − x(ln a − ln b)

x2
=

= lim
x→0

ax − bx − x(ln a − ln b)

x2

l’H= lim
x→0

ax ln a − bx ln b − ln a + ln b

2x
=

= ln a

2
lim
x→0

ax − 1

x
− ln b

2
lim
x→0

bx − 1

x
=

= ln a

2
· ln a − ln b

2
· ln b = 1

2
(ln2a − ln2b).

Zde jsme pouzˇili vý sledku Prˇı́kladu2.87. L’Hospitalovo pravidlo jsme mohli pouzˇı́t již na same´m začátku
výpočtu. Derivovánı́ by ovšem bylo daleko slozˇitějšı́. (Čtenář si to konecˇněmůže sám vyzkoušet.) Obecneˇ
lze řı́ci, že se veˇtšinou vyplatı́použı́vat l’Hospitalovo pravidlo azˇ tam, kde je to nezbytneˇ nutné. Nakonec
nám vycházı́

lim
x→0

(ax − x ln a

bx − x ln b

) 1
x2 = e

1
2 (ln

2a−ln2b)
.

�

Přı́klad 4.82. Určete lim
x→0

(1

x
− 1

ex − 1

)
.

Řešenı́. Zde se pouze nesmı´me zaleknout tvaru limitovane´ funkce. Prˇevedenı´m na spolecˇného jmenova-
tele z nı´ uděláme potřebnýpodı́l.

lim
x→0

(1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − 1 − x

x(ex − 1)
.
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Nynı́ je již možnéaplikovat l’Hospitalovo pravidlo typu00. Následujı́cı́m obratem si vsˇak limitu můžeme
ještě zjednodusˇit. Vyjde

lim
x→0

ex − 1 − x

x(ex − 1)
= lim

x→0

( x

ex − 1
· ex − 1 − x

x2

)
=

= lim
x→0

ex − 1 − x

x2

l’H= lim
x→0

ex − 1

2x
= 1

2
lim
x→0

ex − 1

x
= 1

2
· 1 = 1

2
.

�

Přı́klad 4.83. Určete lim
x→0

(
cotgx − 1

x

)
.

Řešenı́. Zde je pouze nutne´ napsat cotgx = cosx
sinx . Jinak postupujeme stejneˇ jako v předchozı´m přı́kladě:

lim
x→0

(
cotgx − 1

x

)
= lim

x→0

(cosx

sinx
− 1

x

)
=

= lim
x→0

x cosx − sinx

x sinx
= lim

x→0

( x

sinx
· x cosx − sinx

x2

)
=

= lim
x→0

x

sinx
· lim
x→0

x cosx − sinx

x2
= lim

x→0

x cosx − sinx

x2

l’H=
l’H= lim

x→0

cosx − x sinx − cosx

2x
= −1

2
lim
x→0

sinx = −1

2
· 0 = 0.

�

Přı́klad 4.84. Určete lim
x→+∞

(
3
√
x3 + x2 + x + 1 −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)
.

Řešenı́. Tento přı́klad zařazujeme hlavneˇ proto, že vypada´ velmi složitě. Obecneˇ ale nenı´ pravda, zˇe
nejsložitěji vypadajı́cı́ přı́klady nám dajı́nejvı́ce práce. Lze ovsˇem očekávat, že jejich výpočet bude delsˇı́.
Čtenář necht’si všı́má, jakými obraty si postupneˇ budeme zjednodusˇovat situaci.

lim
x→+∞

(
3
√
x3 + x2 + x + 1 −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)
=

= lim
x→+∞

[( 3
√
x3 + x2 + x + 1 − x

) +
(
x −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)]
=

= lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + x + 1 − x

) + lim
x→+∞

(
x −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)
.

Prvnı́limitu můžeme vypocˇı́st zcela elementa´rnı́m způsobem.

lim
x→+∞

( 3
√
x3 + x2 + x + 1 − x

) =

= lim
x→+∞

x3 + x2 + x + 1 − x3(
3
√
x3 + x2 + x + 1

)2 + (
3
√
x3 + x2 + x + 1

)
x + x2

=

= lim
x→+∞

1 + 1
x

+ 1
x2(

3

√
1 + 1

x
+ 1

x2 + 1
x3

)2
+ 3

√
1 + 1

x
+ 1

x2 + 1
x3 + 1

= 1

3
.
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K výpočtu druhélimity použijeme podobny´ postup.

lim
x→+∞

(
x −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)
=

= lim
x→+∞

[(
x −

√
x2 + x + 1

)+
(√

x2 + x + 1 −
√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)]
=

= lim
x→+∞

(
x −

√
x2 + x + 1

)+ lim
x→+∞

[√
x2 + x + 1 ·

(
1 − ln(ex + x)

x

)]
=

= lim
x→+∞

x2 − x2 − x − 1

x + √
x2 + x + 1

+ lim
x→+∞

(√
x2 + x + 1

x
· (x − ln(ex + x)

)) =

= lim
x→+∞

−1 − 1
x

1 +
√

1 + 1
x

+ 1
x2

+ lim
x→+∞

√
x2 + x + 1

x
· lim
x→+∞

(
x − ln(ex + x)

) =

= −1

2
+ lim

x→+∞

√
1 + 1

x
+ 1

x2
· lim
x→+∞

(
ln ex − ln(ex + x)

) =

= −1

2
+ 1 · lim

x→+∞ ln
ex

ex + x
= −1

2
− lim

x→+∞ ln
ex + x

ex
=

= −1

2
− lim

x→+∞ ln
(
1 + x

ex

)
= −1

2
− 0 = −1

2
.

L’Hospitalovo pravidlo zde te´měř nebylo pouzˇito. Jeho pouzˇitı́ se objevuje pouze u´plněna konci, nebot’
zde potrˇebujeme veˇdět, že lim

x→+∞
x
ex = 0 (viz Přı́klad 4.72sn = 1, a = 1). Danálimita je tedy rovna

lim
x→+∞

(
3
√
x3 + x2 + x + 1 −

√
x2 + x + 1 · ln(ex + x)

x

)
= 1

3
− 1

2
= −1

6
.

�

Přı́klad 4.85. Určete lim
x→+∞

(
(x + a)

1+ 1
x − x

1+ 1
x+a

)
.

Řešenı́. Nevı́me-li si rady, jak postupovat, zacˇneme vysˇetřovánı́m obou výrazů. Je

(x + a)
1+ 1

x = e
(1+ 1

x
) ln(x+a)

.

Dále

lim
x→+∞

[(
1 + 1

x

)
ln(x + a)

]
= lim

x→+∞

(
1 + 1

x

)
· lim
x→+∞ ln(x + a) = 1 · (+∞) = +∞,

lim
x→+∞(x + a)

1+ 1
x = +∞.

Podobneˇ

x
1+ 1

x+a = e(1+ 1
x+a ) lnx

a

lim
x→+∞

(
1 + 1

x + a

)
ln x = lim

x→+∞

(
1 + 1

x + a

)
· lim
x→+∞ ln x = 1 · (+∞) = +∞,

lim
x→+∞ x

1+ 1
x+a = +∞.
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Limity obou členů tedy vycházejı́ +∞. Máme-li ale trochu zkusˇenosti, povsˇimneme si, zˇe

lim
x→+∞

(1

x
ln(x + a)

)
= lim

x→+∞
ln(x + a)

x

l’H= lim
x→+∞

1

x + a
= 0,

lim
x→+∞

( 1

x + a
ln x

)
= lim

x→+∞
ln x

x + a

l’H= lim
x→+∞

1

x
= 0,

odkud plyne

lim
x→+∞(x + a)

1
x = 1, lim

x→+∞ x
1

x+a = 1.

V jistém smyslu lze tedy rˇı́ci, že nám u původnı́ limitovanéfunkce nejvı´ce vadı´ jedničky v exponentech.
Pokusı´me se jich proto zbavit na´sledujı́cı́m způsobem:

lim
x→+∞

(
(x + a)

1+ 1
x − x

1+ 1
x+a

)
= lim

x→+∞

(
(x + a)(x + a)

1
x − xx

1
x+a

)
=

= lim
x→+∞

(
x(x + a)

1
x + a(x + a)

1
x − xx

1
x+a

)
=

= a lim
x→+∞(x + a)

1
x + lim

x→+∞

[
x
(
(x + a)

1
x − x

1
x+a

)]
=

= a · 1 + lim
x→+∞

[
x ·
(
e

1
x ln(x+a) − e

1
x+a ln x

)]
=

= a + lim
x→+∞

[
xe

1
x+a ln x

(
e

1
x ln(x+a)− 1

x+a ln x − 1
)]

=

= a + lim
x→+∞

[
x

1
x+a · e

1
x ln(x+a)− 1

x+a ln x − 1
1
x

ln(x + a) − 1
x+a

ln x
·
(1

x
ln(x + a) − 1

x + a
ln x

)
· x
]

=

= a + lim
x→+∞ x

1
x+a · lim

x→+∞
e

1
x ln(x+a)− 1

x+a ln x − 1
1
x

ln(x + a) − 1
x+a

ln x
· lim
x→+∞

(
ln(x + a) − x

x + a
ln x

)
=

= a + 1 · 1 · lim
x→+∞

(
(ln(x + a) − ln x) + (ln x − x

x + a
ln x)

)
=

= a + lim
x→+∞ ln

(
1 + a

x

)
+ lim

x→+∞
a ln x

x + a
=

= a + 0 + a · lim
x→+∞

ln x

x + a
= a + a · 0 = a.

(Přitom jsme pouzˇili vý sledkůdřı́ve odvozeny´ch v tomto prˇı́kladu.) �

Přı́klad 4.86. Určete lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
.

Řešenı́. Snadno vidı´me, že můžeme ihned pouzˇı́t l’Hospitalovo pravidlo typu0
0. Dostáváme

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim

x→0

e
1
x

ln(1+x) − e

x

l’H=
l’H= lim

x→0

[
e

1
x ln(1+x)

(
− 1

x2
ln(1 + x) + 1

x(1 + x)

)]
,
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cožovšem nevypada´ přı́liš perspektivneˇ. Lepšı́ bude limitovanou funkci nejprve upravit.

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim

x→0

e
1
x ln(1+x) − e

x
=

= e lim
x→0

e

(
1
x

ln(1+x)−1
)
− 1

x
=

= e lim
x→0

e

(
1
x ln(1+x)−1

)
− 1

1
x

ln(1 + x) − 1
· lim
x→0

1
x

ln(1 + x) − 1

x
=

= e lim
x→0

ln(1 + x) − x

x2

l’H=
l’H= e lim

x→0

1
1+x

− 1

2x
= e

2
lim
x→0

1 − 1 − x

x(1 + x)
=

= −e

2
lim
x→0

1

1 + x
= −e

2
.

�

Přı́klad 4.87. Určete lim
x→0

(a + x)x − ax

x2
, a > 0.

Řešenı́. Je

lim
x→0

ex ln(a+x) − ex lna

x2

l’H=
l’H= lim

x→0

ex ln(a+x)
(
ln(a + x) + x

a+x

)− ex ln a · ln a

2x
=

= 1

2
lim
x→0

ex ln(a+x) · x
a+x

+ ex ln(a+x) ln(a + x) − ex lna ln a

x
=

= 1

2
lim
x→0

[
ex ln(a+x) · 1

a + x

]
+ 1

2
lim
x→0

ex ln(a+x) ln(a + x) − ex ln a ln a

x
=

= 1

2a
+ 1

2
lim
x→0

[1

x

((
ex ln(a+x) ln(a + x) − ex ln(a+x) ln a

) + (
ex ln(a+x) ln a − ex ln a ln a

))] =

= 1

2a
+ 1

2
lim
x→0

ex ln(a+x) · lim
x→0

ln(a + x) − ln a

x
+ 1

2
ln a · lim

x→0

ex ln(a+x) − ex lna

x
=

= 1

2a
+ 1

2
· 1 · lim

x→0

ln
(
1 + x

a

)
x

+ ln a

2
· lim
x→0

ex lna · lim
x→0

ex(ln(a+x)−lna) − 1

x
=

= 1

2a
+ 1

2a
lim
x→0

ln(1 + x
a
)

x
a

+ ln a

2
· 1 · lim

x→0

ex(ln(a+x)−lna) − 1

x(ln(a + x) − ln a)
· lim
x→0

x(ln(a + x) − ln a)

x
=

= 1

2a
+ 1

2a
· 1 + ln a

2
· 1 · 0 = 1

a
.

�

Přı́klad 4.88. Určete lim
x→0

((1 + x)
1
x

e

) 1
x

.

Řešenı́. Nejprve upravı´me limitovanou funkci. Je

( (1 + x)
1
x

e

) 1
x =

(e
1
x ln(1+x)

e

) 1
x = (

e
1
x ln(1+x)−1) 1

x = e
1
x

(
1
x ln(1+x)−1

)
.
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Tedy

lim
x→0

1

x

(1

x
ln(1 + x) − 1

)
= lim

x→0

ln(1 + x) − x

x2

l’H=
l’H= lim

x→0

1
1+x

− 1

2x
= 1

2
lim
x→0

1 − 1 − x

x(1 + x)
= −1

2
lim
x→0

1

1 + x
= −1

2
.

Odtud

lim
x→0

((1 + x)
1
x

e

) 1
x = e

− 1
2 = 1√

e
.

�

V dalšı́m ukážeme, jak lze k vy´počtu limit použı́t Peanovy veˇty.

Přı́klad 4.89. Určete lim
x→0

cosx − e
− x2

2

x4
.

Řešenı́. Podle Peanovy veˇty můžeme psa´t

cosx = 1 − x2

2! + x4

4! + R′
5(x), kde lim

x→0

R′
5(x)

x4
= 0,

ex = 1 + x

1! + x2

2! + R′′
3(x), kde lim

x→0

R′′
3(x)

x2
= 0.

Napı́šeme-li v poslednı´ rovnosti− x2

2 mı́stox, dostáváme

e
− x2

2 = 1 − x2

2
+ x4

8
+ R′′

3

(
−x2

2

)
.

Dále pak

lim
x→0

R′′
3

(− x2

2

)
x4

= 1

4
lim
x→0

R′′
3

(− x2

2

)
(− x2

2

)2 = 1

4
lim
y→0

R′′
3(y)

y2
= 0

s použitı́m věty o limitě složenéfunkce. Nynı´ máme již vše připraveno k výpočtu danélimity. Vyjde

lim
x→0

cosx − e− x2
2

x4
=

= lim
x→0

1 − x2

2! + x4

4! + R′
5(x) − 1 + x2

2 − x4

8 − R′′
3

(− x2

2

)
x4

=

= lim
x→0

x4

4! − x4

8

x4
+ lim

x→0

R′
5(x)

x4
− lim

x→0

R′′
3

(− x2

2

)
x4

=

=
( 1

4! − 1

8

)
+ 0 − 0 = − 1

12
.

Přitom jsme pouzˇili vý še odvozene´ vlastnosti zbytku˚. Upozorňujeme, že čárky u pı́smenR zde ani
v dalšı́m neznacˇı́ derivaci. �
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Přı́klad 4.90. Určete lim
x→0

ex sinx − x(1 + x)

x3
.

Řešenı́. Je

ex = 1 + x

1! + x2

2! + R′
3(x), kde lim

x→0

R′
3(x)

x2
= 0,

sinx = x

1! − x3

3! + R′′
4(x), kde lim

x→0

R′′
4(x)

x3
= 0.

Tedy

ex sinx− x(1 + x) =
(
1 + x + x2

2
+ R′

3(x)
)

·
(
x − x3

6
+ R′′

4(x)
)

− x − x2 =

= x − x3

6
+ R′′

4(x) + x2 − x4

6
+ xR′′

4(x) + x3

2
− x5

12
+ x2

2
R′′

4(x) + xR′
3(x) −

− x3

6
R′

3(x) + R′
3(x) · R′′

4(x) − x − x2 = x3

3
− x4

6
− x5

12
+ R′′

4(x) + xR′′
4(x) +

+ x2

2
R′′

4(x) + xR′
3(x) − x3

6
R′

3(x) + R′
3(x) · R′′

4(x).

Odtud dosta´váme

lim
x→0

ex sinx − x(1 + x)

x3
=

= lim
x→0

(1

3
− x

6
− x2

12
+ R′′

4(x)

x3
+ x

R′′
4(x)

x3
+ x2

2
· R

′′
4(x)

x3
+ R′

3(x)

x2
−

− x2

6
· R

′
3(x)

x2
+ x2 · R

′
3(x)

x2
· R

′′
4(x)

x3

)
= 1

3
.

�

Přı́klad 4.91. Určete lim
x→∞

( 6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
.

Řešenı́. Limitovanou funkci nejprve upravı´me. Je

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5 = x

6

√
1 + 1

x
− x

6

√
1 − 1

x
=

6

√
1 + 1

x
− 6

√
1 − 1

x

1
x

.

Dále můžeme napsat

6
√

1 + y = (1 + y)
1
6 =

( 1
6

0

)
y0 +

( 1
6

1

)
y + R2(y) = 1 + 1

6
y + R2(y), kde lim

y→0

R2(y)

y
= 0.

Odtud dosazenı´m y = 1
x

respektivey = − 1
x

dostáváme

6

√
1 + 1

x
= 1 + 1

6
· 1

x
+ R2

(1

x

)
, kde lim

x→+∞
R2
(

1
x

)
1
x

= 0,

6

√
1 − 1

x
= 1 − 1

6
· 1

x
+ R2

(
−1

x

)
, kde lim

x→+∞
R2
(− 1

x

)
− 1

x

= 0.
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Všechno ma´me tedy prˇipraveno k výpočtu limity. Dostaneme

lim
x→∞

( 6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

) =

= lim
x→∞

6

√
1 + 1

x
− 6

√
1 − 1

x

1
x

=

= lim
x→∞

1 + 1
6 · 1

x
+ R2

(
1
x

)− 1 + 1
6 · 1

x
− R2

(− 1
x

)
1
x

=

= lim
x→∞

(
1

3
+ R2

(
1
x

)
1
x

+ R2
(− 1

x

)
− 1

x

)
=

= 1

3
+ lim

x→∞
R2
(

1
x

)
1
x

+ lim
x→∞

R2
(− 1

x

)
− 1

x

= 1

3
+ 0 + 0 = 1

3
.

�

Přı́klad 4.92. Určete lim
x→∞

[(
x3 − x2 + x

2

)
e

1
x − √

x6 + 1
]

.

Řešenı́. Limitovanou funkci opeˇt nejprve upravı´me.

(
x3 − x2 + x

2

)
e

1
x −

√
x6 + 1 = x3

(
1 − 1

x
+ 1

2
· 1

x2

)
e

1
x − x3

√
1 + 1

x6
=

=
(
1 − 1

x
+ 1

2 · 1
x2

)
e

1
x −

√
1 + 1

x6

1
x3

.

Dále platı́

ey = 1 + y

1! + y2

2! + y3

3! + R′
4(y), kde lim

y→0

R′
4(y)

y3
= 0.

Položı́me-li y = 1
x
, dostáváme

e
1
x = 1 + 1

x
+ 1

2
· 1

x2
+ 1

6
· 1

x3
+ R′

4

(1

x

)
, kde lim

x→+∞
R′

4

(
1
x

)
1
x3

= 0.

Podobneˇ platı́

√
1 + y = (1 + y)

1
2 =

( 1
2

0

)
y0 +

( 1
2

1

)
y + R′′

2(y), kde lim
y→0

R′′
2(y)

y
= 0.

Položı́me-li zdey = 1
x6 , dostáváme

√
1 + 1

x6
= 1 + 1

2
· 1

x6
+ R′′

2

( 1

x6

)
, kde lim

x→+∞
R′′

2

(
1
x6

)
1
x6

= 0.
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Tedy

lim
x→+∞

(
1 − 1

x
+ 1

2 · 1
x2

)
e

1
x −

√
1 + 1

x6

1
x3

=

= lim
x→+∞ x3

[(
1 − 1

x
+ 1

2
· 1

x2

)(
1 + 1

x
+ 1

2
· 1

x2
+ 1

6
· 1

x3
+ R′

4

(1

x

))
−

− 1 − 1

2
· 1

x6
− R′′

2

( 1

x6

)]
=

= lim
x→+∞ x3

[
1 + 1

x
+ 1

2
· 1

x2
+ 1

6
· 1

x3
− 1

x
− 1

x2
− 1

2
· 1

x3
+

+ 1

2
· 1

x2
+ 1

2
· 1

x3
− 1 + · · ·

]
=

= lim
x→+∞ x3

(1

6
· 1

x3
+ · · ·

)
= 1

6
.

Přitom tečkami jsme naznacˇili č leny, kterépři limitovánı́ dávajı́ zřejměnulu. �

Lze předpokládat, že při počı́tánı́ těchto přı́kladůčtenáře napada´ otázka týkajı́cı́se stupnˇůTaylorových
polynomu˚, kterépři výpočtech pouzˇı́váme. Asi je nejle´pe odpoveˇdět, že stupneˇ použı́vaných Taylorovy´ch
polynomu˚ určujeme veˇtšinou experimenta´lně. To ovšem znamena´, že výpočet neprobı´há tak hladce, jak
ho zde prˇedvádı́me.

Přı́klad 4.93. Určete lim
x→+∞

[
x − x2 ln

(
1 + 1

x

)]
.

Řešenı́. Je

x − x2 ln
(
1 + 1

x

)
= x2

[1

x
− ln

(
1 + 1

x

)]
.

Dále

ln(1 + y) = y

1
− y2

2
+ R3(y), kde lim

y→0

R3(y)

y2
= 0,

ln
(
1 + 1

x

)
= 1

x
− 1

2
· 1

x2
+ R3

(1

x

)
, kde lim

x→+∞
R3
(

1
x

)
1
x2

= 0.

Tedy

lim
x→+∞

[
x − x2 ln

(
1 + 1

x

)]
= lim

x→+∞

[
x2
[1

x
− ln

(
1 + 1

x

)]]
=

= lim
x→+∞ x2

[1

x
− 1

x
+ 1

2
· 1

x2
− R3

(1

x

)]
=

= 1

2
− lim

x→+∞
R3
(

1
x

)
1
x2

= 1

2
+ 0 = 1

2
.

�

Přı́klad 4.94. Určete lim
x→0

(1

x
− 1

sinx

)
.

Řešenı́. Je
1

x
− 1

sinx
= sinx − x

x sinx
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a

sinx = x

1! + R3(x), kde lim
x→0

R3(x)

x2
= 0.

Tedy

lim
x→0

(1

x
− 1

sinx

)
= lim

x→0

sinx − x

x sinx
=

= lim
x→0

x + R3(x) − x

x sinx
= lim

x→0

(R3(x)

x2
· x

sinx

)
=

= lim
x→0

R3(x)

x2
· lim
x→0

x

sinx
= 0 · 1 = 0.

Vidı́me, že nenı´ nutné každou funkci, ktera´ se v limitovane´m výrazu vyskytuje, vyjadrˇovat pomocı´
Taylorova polynomu a zbytku. �

Přı́klad 4.95. Určete lim
x→0

[1

x

(1

x
− cotgx

)]
.

Řešenı́. Je

1

x

(1

x
− cotgx

)
= 1

x

(1

x
− cosx

sinx

)
= 1

x
· sinx − x cosx

x sinx
= sinx − x cosx

x2 sinx
a

sinx = x

1! − x3

3! + R′
4(x), kde lim

x→0

R′
4(x)

x3
= 0,

cosx = 1 − x2

2! + R′′
3(x), kde lim

x→0

R′′
3(x)

x2
= 0.

Tedy

lim
x→0

[1

x

(1

x
− cotgx

)]
= lim

x→0

sinx − x cosx

x2 sinx
=

= lim
x→0

x − x3

6 + R′
4(x) − x

(
1 − x2

2 + R′′
3(x)

)
x2 sinx

=

= lim
x→0

(x − x3

6 + R′
4(x) − x + x3

2 − xR′′
3(x)

x3
· x

sinx

)
=

=
(1

3
+ lim

x→0

R′
4(x)

x3
− lim

x→0

R′′
3(x)

x2

)
· lim
x→0

x

sinx
=
(1

3
+ 0 − 0

)
· 1 = 1

3
.

�

Přı́klad 4.96. Určete lim
x→0

sin(sinx) − 3
√

1 − x2

x5
.

Řešenı́. Je

siny = y

1! − y3

3! + y5

5! + R′
6(y), kde lim

x→0

R′
6(y)

y5
= 0.

Odtud po dosazenı´ y = sinx dostáváme

sin(sinx) = sinx

1! − sin3 x

3! + sin5 x

5! + R′
6(sinx) =

= sinx − 1

6
sin3x + 1

120
sin5 x + R′

6(sinx), kde lim
x→0

R′
6(sinx)

sin5 x
= 0.
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Snadno te´ž vidı́me, že

lim
x→0

R′
6(sinx)

x5
= lim

x→0

[R′
6(sinx)

sin5 x
·
(sinx

x

)5] = lim
x→0

R′
6(sinx)

sin5 x
·
(

lim
x→0

sinx

x

)5 = 0 · 15 = 0.

Dále

(1 + y)
1
3 =

( 1
3

0

)
y0 +

( 1
3

1

)
y1 +

( 1
3

2

)
y2 + R′′

3(y), kde lim
y→0

R′′
3(y)

y2
= 0.

Po dosazenı´ y = −x2 a vynásobenı´ x dostáváme

x(1 − x2)
1
3 =

(1
3

0

)
x −

(1
3

1

)
x3 +

( 1
3

2

)
x5 + xR′′

3(−x2) =

= x − 1

3
x3 − 1

9
x5 + xR′′

3(−x2), kde lim
x→0

R′′
3(−x2)

x4
= 0.

Vycházı́ nám tedy

lim
x→0

sin(sinx) − x
3
√

1 − x2

x5
= lim

x→0

[ 1

x5

(
sinx − 1

6
sin3x + 1

120
sin5 x +

+ R′
6(sinx) − x + 1

3
x3 + 1

9
x5 − xR′′

3(−x2)
)]

=

= 1

120
lim
x→0

sin5 x

x5
+ 1

9
lim
x→0

x5

x5
+ lim

x→0

R′
6(sinx)

x5
− lim

x→0

R′′
3(−x2)

x4
+

+ lim
x→0

1

x5

(
sinx − 1

6
sin3 x − x + 1

3
x3
)

=

= 1

120
+ 1

9
+ 0 − 0 + lim

x→0

1

x5

(
sinx − 1

6
sin3 x − x + 1

3
x3
)
.

K výpočtu poslednı´ limity použijeme jednak vyja´dřenı́

sinx = x − 1

6
x3 + 1

120
x5 + R′

6(x), kde lim
x→0

R′
6(x)

x5
= 0,

jednak vyjádřenı́

sinx = x − 1

6
x3 + R′

4(x), kde lim
x→0

R′
4(x)

x3
= 0.

Z poslednı´ho vyjádřenı́dostáváme

sin3 x = x3 − 1

2
x5 + · · · ,

kde tečky nahrazujı´ členy, kterépo vydělenı́ x5 a limitovánı́ x → 0 dávajı́ nulu. Nynı́vycházı́

lim
x→0

1

x5

(
sinx − 1

6
sin3 x − x + 1

3
x3
)

=

= lim
x→0

1

x5

(
x − 1

6
x3 + 1

120
x5 + R′

6(x) − 1

6
x3 + 1

12
x5 − x + 1

3
x3 + · · ·

)
=

= lim
x→0

( 1

x5
· 11

120
x5
)

= 11

120
.

Celkem tedy dosta´váme

lim
x→0

sin(sinx) − 3
√

1 − x2

x5
= 1

120
+ 1

9
+ 11

120
= 1

10
+ 1

9
= 19

90
.

�
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Přı́klad 4.97. Určete lim
x→0

sinh(tgx) − x

x3
.

Řešenı́. Je

ey = 1 + y

1! + y2

2! + y3

3! + R4(y), kde lim
y→0

R4(y)

y3
= 0.

Odtud

e−y = 1 − y

1! + y2

2! − y3

3! + R4(−y), kde lim
y→0

R4(−y)

y3
= 0,

a tedy

sinh(y) = ey − e−y

2
= y

1! + y3

3! + 1

2

(
R4(y) − R4(−y)

)
.

Po dosazenı´ y = tgx dostáváme

sinh(tgx) = tgx + 1

6
tg3x + 1

2

(
R4(tgx) − R4(− tgx)

)
,

přičemžihned vidı́me, že

lim
x→0

R4(tgx) − R4(− tgx)

2x3
= 0.

Vycházı́ nám tedy

lim
x→0

sinh(tgx) − x

x3
=

= lim
x→0

1

x3

(
tgx + 1

6
tg3x + 1

2
R4(tgx) − 1

2
R4(− tgx) − x

)
=

= 1

6
lim
x→0

( tgx

x

)3 + 1

2
lim
x→0

R4(tgx) − R4(− tgx)

x3
+ lim

x→0

tgx − x

x3
=

= 1

6
· 13 + 0 + lim

x→0

sinx − x cosx

cosx · x3
=

= 1

6
+ lim

x→0

1

cosx
· lim
x→0

sinx − x cosx

x3
= 1

6
+ lim

x→0

sinx − x cosx

x3
.

K výpočtu poslednı´ limity použijeme vyjádřenı́

sinx = x − 1

6
x3 + R′

4(x), kde lim
x→0

R′
4(x)

x3
= 0,

cosx = 1 − 1

2
x2 + R′′

3(x), kde lim
x→0

R′′
3(x)

x2
= 0,

odkud

x cosx = x − 1

2
x3 + xR′′

3(x).

Tedy

lim
x→0

sinx − x cosx

x3
= lim

x→0

1

x3

(
x − 1

6
x3 + R′

4(x) − x + 1

2
x3 − xR′′

3(x)
)

= lim
x→0

( 1

x3
· 1

3
· x3

)
= 1

3
.

Celkem tedy vycha´zı́

lim
x→0

sinh(tgx) − x

x3
= 1

6
+ 1

3
= 1

2
.

�
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Na závěr nynı́ ukážeme, jak lze vyuzˇı́t Lagrangeovu veˇtu o střednı́ hodnotěk důkazu neˇkterých
nerovnostı´.

Přı́klad 4.98. Dokažte, že pro libovolnáa, b ∈ R platı́ nerovnost

| sina − sinb| ≤ |a − b|.
Řešenı́. Nerovnost je zrˇejmá v přı́paděa = b. Necht’ tedya < b. Uvažujme funkci f (x) = sinx
na intervalu〈a, b〉. Funkce sinx je spojitána 〈a, b〉 (nebot’ je spojita´ všude). Podle Lagrangeovy veˇty
o střednı́hodnotětedy existujeξ ∈ (a, b) tak, že

f (b) − f (a) = f ′(ξ)(b − a),

sinb − sina = cosξ · (b − a).

Potom zrˇejmě
| sina − sinb| = | sinb − sina| = | cosξ | · |b − a| ≤ |a − b|,

čı́mž je danánerovnost proa < b dokázána. Je-lia > b, pak podle prˇedchozı´ho platı́

| sinb − sina| ≤ |b − a|,
cožovšem opět můžeme psa´t ve tvaru

| sina − sinb| ≤ |a − b|. �

Přı́klad 4.99. Dokažte, že pro libovolná0 < b < a, p > 1 platı́nerovnosti

pbp−1(a − b) ≤ ap − bp ≤ pap−1(a − b).

Řešenı́. Zde stacˇı́ na intervalu〈b, a〉 uvažovat funkcif (x) = xp, kteráočividně splňuje předpoklady
Lagrangeovy veˇty o střednı́hodnotě. Existuje tedyξ ∈ (b, a) tak, že

f (a) − f (b) = f ′(ξ)(a − b),

ap − bp = pξp−1(a − b).

Zřejměbp−1 < ξp−1 < ap−1 (zde využı́váme předpokladp > 1), takže

pbp−1(a − b) < pξp−1(a − b) < pap−1(a − b),

pbp−1(a − b) < ap − bp < pap−1(a − b). �

Přı́klad 4.100. Dokažte, že pro libovolnáa, b ∈ R platı́ nerovnost

| arctga − arctgb| ≤ |a − b|.
Řešenı́. Nerovnost je zrˇejmá pro a = b a rovněž je vidět, že stacˇı́ ji dokázat proa < b. Na 〈a, b〉
uvažujme funkcif (x) = arctgx. Podle Lagrangeovy veˇty existujeξ ∈ (a, b) tak, že

arctgb − arctga = 1

1 + ξ2
(b − a).

Odtud dosta´váme

| arctga − arctgb| = | arctgb − arctga| =
∣∣∣ 1

1 + ξ2

∣∣∣ · |b − a| ≤ |a − b|.
�
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Přı́klad 4.101. Dokažte, že pro libovolná0 < b < a platı́ nerovnosti

a − b

a
< ln

a

b
<

a − b

b
.

Řešenı́. Zde si stacˇı́ uvědomit, že ln a
b

= ln a − ln b. Uvažujme funkcif (x) = ln x na intervalu〈b, a〉.
Podle Lagrangeovy veˇty existujeξ ∈ (b, a) tak, že lna − ln b = 1

ξ
(a − b). Platı́

0 < b < ξ < a,
1

a
<

1

ξ
<

1

b
,

a − b

a
<

1

ξ
(a − b) <

a − b

b
,

a − b

a
< ln a − ln b <

a − b

b
,

a − b

a
< ln

a

b
<

a − b

b
.

�
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