Derivace a prubéh funkce — priklady z pisemnych praci
Vysettete prubéh nasledujicich funkci.

Priklad 1. f(z) = |z| + arctg(]z — 1])

Ndvod: 1. D(f) =R.

2. Funkce je spojitd na R.

3. Funkce neni licha, suda, ani periodicka.
4. limg 400 f(z) = +o0 (pFevazi ¢len |z|).
5. Prvni derivace je

1 _ 22-2r43 _ (z—1)%42
4 e T e = (e—D7+1 r<0
/ _ 1 _ z?-2241 _ _(z—1)
f (x) - I+ 1+(1—2)2 = z2-2z+2 = (z—1)2+1 0<z<1

1 _ 22-2243 _ (z—1)242
I+ 517 = =212 = =02 z>1

V bodech 0, 1 funkce derivace nemd, ponévadz limity derivaci zleva a zprava v téchto bodech déavaji

FL0) = =3, F1O0) = 3, L) =0, fi(1) =2,

Odtud je ziejmé, ze funkce je na (—oo,0) klesajici, na (0,1) a (1, +00) rostouci, ze spojitosti pak plyne, ze
je rostouci na (0, +00).

Maxima a minima se muze nabyvat pouze v bodech, kde derivace neexistuje. Protoze na okoli nuly
derivace méni znaménko, je v bodé 0 (globalni minimum), f(0) = arctg(1) = Z. Na okoli bodu 1 je funkce
rostouci, lokalni extrém zde funkce nema.

6. Druhd derivace je
2(x—1)
22 —22+2)2 r<1l, z#0
1) = { )

(Protoze prvni derivace neni v bodech 0,1 spojitd, nemtize mit funkce v téchto bodech druhou derivaci.)
Odtud plyne, ze funkce f je konkdvni na (—o0,0), (0,1) a (1, +00). Funkce neni konvexni ani konkavni na
zaddném okoli bodi 0 a 1 (lze upoéitat z definice).

7. Asymptota v —oo:

a1 = lim M:—1, b1 = lim (f(:v)—aa:):z :>y:—:v+z.
x——00 I T— — 00 2 2
Asymptota v +oo:
o fle) . om - v
ag—zgrfoo - =1, bz—zl{rfm(f(x) azx) = 5~ y=r+3

8. Oborem hodnot je H(f) = [f(0),+00) = [, +oc). Hodi se jesté spocist, ze f(1) = 1, nebof v tomto
bodé se vyrazné méni charakter funkce.
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Priklad 2. f(z) = ——
|z* — 1

Navod: 1. D(f) =R\ £1.

2. Funkce je spojita na D(f).

3. Funkce je liché, neni suda, neni periodicka.

4. limgy— 400 f(x) = £o0, limy—41 = Fo0.

5. Prvni derivace je
z2(z*—-3)
—1)3/2
Fa)=1 "5l

x € (—o0,—1) U (1, +00)

V bodech +1 funkce derivace nema.

Odtud je zfejmé, Ze funkce je rostouci na (—oco, —v/3), na (—1,1) a na (v/3,+00), na (—v/3,—1) a
(1, +/3) je klesajici.

Globélni maxima a minima funkce nema. V bodé — v/3 m4 lokalni maximum —\/5\4/3_3, v bodé V/3 méa
lokalni minimum v/2v/33 , nebot na okoli té&chto bodt prvni derivace méni znaménko.

6. Druhé derivace je

(1/'(124
() = Gips @€ (—00,—1) U (1, +00)

151)4
sy v (=11

Odtud plyne, ze funkce f je konkdvni na (—oo,—1), (—1,0) a konvexni na (0,1) a (1, 4+00). Funkce ma
tedy v bodé 0 inflexni bod. Je f(0) = 0.

7. Asymptota v —oo:

ar = lim @:1, b= lim (f(z)—az)=0 = y=u.
Asymptota v +o0:
T € - _ _
az—zl{rfm " =1, bz_zEToo(f(w) ar) =0 = y==x.

Asymptota y = x je tedy spoleéna pro obé nekonecna.
V bodech +1 ma funkce asymptoty bez smérnice.

8. Oborem hodnot je H(f) =R (ze spojitosti na (—1,1)).




P¥iklad 3. f(z) = |(1 — 2?)e®|

Ndvod: 1. D(f) =R.

2. Funkce je spojitad na R.

3. Funkce neni licha, suda, ani periodicka.

4. limg—yoo f(z) =0, limy—. o f(z) = F00.

5. O znaménku vnitiku absolutni hodnoty rozhoduje ¢len (1 — 2?) = (1 — x)(1 + ). Prvni derivace je tedy

oy [ e(@?—2e-1)  ze(-1,1)
f(z) = { —e "(z®—22—1) =z € (—o0,—1)U(1,+00)

V bodech —1, 1 funkce derivace nemé, ponévadz limity derivaci zleva a zprava v téchto bodech davaji

fl(=1) = —2¢, fi(=1)=—2e, f.(1)=—-2¢"", fi(l)=2e"".

Protoze e >0naR a
2?20 —1=0 < z12=1%2,
je ziejmé, ze funkce je klesajici na (—oo, —1) a na (1 —+/2,1) a rostouci na (—1,1 —+/2) ana (1,1 +/2).
Extrémut se mize nabyvat pouze v bodech, kde je prvni derivace nulova a kde neexistuje = podezielé
body jsou —1,1 —+/2,1,1 4 /2. Protoze f(£1) = 0 a funkce f je nezaporna, ma v bodech £1 (globélni)
minimum. ProtoZe na okoli bodii 1 + /2 se méni monotonie, na levém okoli obou bodi je funkce klesajici
a na pravém rostouci mé v bodech 1+ V2 lokalni maxima.

6. Druhd derivace je

1 _ €7Z(932 — 4z + 1) S (—OO
Fi@) = { —e (2 —4x+1) z€ (-1,

Plati, ze

f'(z)y=0 ze€ {2—\/5,2—1—\/5}

f'(x) >0 z€ (=00, —1)U((2—-+3,1)U (24 V3, +0)

() <0 z€(-1,2—-+3)u(1,2+3)
Na piislugnych intervalech, kde je f(z) > 0 je funkce konvexni, na p¥islugnych intervalech, kde je f”(x) < 0
je funkce konkavni. V bodech 2 + /3 m4 inflexni body.

7. Asymptota v —oo:

. e .
a1 = lim M = —o00, asymptotu nema.
T——00 X

Asymptota v +oo:

az = lim M:O, b= lim (f(z)—az)=0 = y=0.

r— 400 xT r— 400

8. Oborem hodnot je H(f) = [0, +00).
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Priklad 4. f(z) = (22 — 3z + 2) exp(|z + 3| — 3)

Navod: ( 1) (-3 )
, e*(x2 — ¢ — r € (—3,+o0
f(z) = { —e %772 — 5z +5) x € (—o0,—3)
= [ CE-DEt2) @ e (=3, +00)
() = { —e " (z—5)(x —2) =z € (—o0,—3)
lim /@) = zoo0.
rz—+oco I
4..




Priklad 5. f(z) = cos(z) - sin(2z)

Navod:

f'(x) = 2 cos x cos 2z — sin z sin 2x

f"(z) = —4cos 2z sinx — 5 cos x sin 2
lim M = neex.
rz—+oo I
1 +
0.%
- ) 2




Piiklad 6. f(z) =sinx — | cosz|

Navod:

cosx +sinz cosxz >0
cosx —sinz cosxz <0

fl(@) =
(@) = —sinx +cosxz cosz >0
~ | —sinz—cosz cosz <0
f(z)

ZEIEDO = 0, zl{rirloo f(x) — 0z = neex.
1 4
0.9




Piiklad 7. f(z) = (z — 2arctg(z — 5)) - sgn(x)

Navod: (o6t
f’(x)_{ Caiegn € (7000)

x—6)(x—4
;271)0(14»26) z € (0,+00)

4(x—5
f//( _ _(12—(1014—)26)2 z € (—00,0)
r) = 4(z—5) 0
(z2—102+26)2 x € (0, +00)
@) _ 4y lim f(z)+x=—n

z—too
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Piiklad 8. f(z) = ¥/(z+2)2 — {/(x — 2)2

Ndvod: 0 ) )
1o =i (7))
povo2( 1 1
f(x)9<v<x—2>4 v<w+2>4> e
R L CEUE)
4k
al




Piiklad 9. f(z) = arcsin(v/1 — sin* z)

Navod: 5 )
Fla) = - cosxsinx x;éz—klm, ke
V1 —sin*z 2
2cos z ks
fl(z) = —————— r# —+km, keZ

(=) (1 —sin* z)3 . 2

. () . o

hrﬂrzl - = 0, hrﬂrzl f(x) — 0z = neex.
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Piiklad 10. f(z) = (22 — . + 1)e !

Ndvod:
iy | efz(z+1) z <0
Fiz) = { —e F(z—2)(z—-1) >0
1 _ ez(w2+3w+1) z <0
f(x)_{e’z(x2—51:+5) z>0

lim M:0, lim f(z)—0-2=0

r—+oo X r—+o0

Priklad 11. f(x) = 5™ % cosx

Navod:
f'(x) = —e¥™*(sinz — cos” x)

I (x) = ™" cos z(cos® x — 3sinz — 1)

lim f@) =0, lim f(xz)—0-x = neex.
r—Foo I z—+oo

~

—
NI

1
Priklad 12. f(x)=exp (— - ) prox € R\ {km, k€ Z}, f(kn) =0 pro k € Z.

sin’ x
Navod: .
1
f(z)=2-¢ sinZ= % x # km, f(km) =0.
' (z) = le*smlh - 16 (1+6cos2z+cosdx) =z #km
2 sin” x

lim f@) =0, lim f(z) —0-x = neex.
rz—+oo I x—+oo
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Piiklad 13. f(x) = Va2e ™

Ndvod:
i e Tx(3x —2)
fla)=-——F"1m—
v e "(9z° — 12z — 2)
f (.’L‘) - 9(134/3
liIP @ = +o0, asymptota v —oo neni
. [(@) -
1 — =0 1 —0-2=0.
N e L
14+
0
0 2 4

Piiklad 14. f(z) = [3cosz|+ 2cos x

Navod:
; —3sinxz — 6cos’zsinz cosz >0
fiz)=

3sinz — 6cos® rsinx cosx <0

(@) = —3cosx + 12coszsin®z — 6cos®z  cosz >0
o 3cosz + 12cos zsin? x — 6 cos® cosz <0

lim ——= =0, lim f(x) — 02z = neex.

r—+oo X x—+oo
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Piiklad 15. f(z) = (¢ — L)e~ 11l

Ndvod: ) ( :
i e (x—-2) z>1
rw={ e o>

1—x
” N e (:L‘ — 3) x>1
f (x)_{ e +1) z<1
@) _ | o
Jip 0 m g -0 =0




Priklad 16. f(z) =2z —tgx

Navod: 1
f@)=2-—— w;«ég—kwk,kez
F(x) = _25232 T # g + 7k, keZ

lim M = neex.

r—+oo X

13
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Piiklad 17. f(z) = arcsin‘f;—Qﬂ;

Navod: Defini¢éni obor:
1—=z
1—2x|—
Pl At
—1-2x —

odtud plyne, ze
2
D(f) = (_OO:O} U [g,—l—oo)

Derivace.
1 1—z
(2z—1)2 z(3z—2 0< 1-2x <1
f/(l’) = (1”71)2 1
_ —x
_(2 —1)2 z(3z—2 -1< 1-2x <0
* (2z—1)2
2

122°—9x+1 0 < 11:21Z < 1

3/2
x(3z—2)
P B )
- 1222 —9z+1 1< l== g
2 (3z—2) \3/2 1—2z
20—1)5 ( 2(32-2)
( (2¢—1)2

f(:E) _ . 0. _T
12
11
0 )

Priklad 18. f(l') =92 arctgm + arcsin (15:;2)

Navod: VyuZijte substituce x = tgy (je mozné na celém R), faktu, ze

2tgy = sin(2y)

1+tg’y
a faktu, ze
z ze(=%,%)
arcsin(sinz) =¢ —m1—2 zé€(-m,—3%)
r—z  ze(f.m)
Dostanete tak, ze
-7 x € (—o0,—1)
f(z) =< 4darctgz =z € (—o0,—1)

L z € (1,400)
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Piiklad 19. f(z) = (z +2)e'/®

Ndvod: L
R T
py = D)
lim ﬁ:1, lim f(z)—1-z=3.
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Priklad 20. Pro funkci f urcete intervaly monotonie, intervaly konvezity/konkdvnosti a obor
hodnot:

F(w) = arctg (I%)

[rostouci na intervalech (—oo, —1), (=1, +00); konvenxni na (—oo, —1) a (—1,—1/2), konk&vni
na (—=1/2,4o00). H(f) = (—7n/2,7/4) U (7 /4,7/2).

Priklad 21. Pro funkci f urcete asymptoty v +00, v —oo a urcete obor hodnot:
1
_ +1
f(x) =log (e‘”” + ?)
[asymptota v +00: y = x + 1; asymptota v —oo neexistuje. H(f) =R/

Priklad 22. (a) Naleznéte obor hodnot funkce f(x) = e — 6ax v zdvislosti na parametru «.
(b) Rozhodnéte, pro kterd a € R je funkce g(x) = e* — ax® konvexni na R.

[(a) pro @ < 0 je H(f) = R, pro « = 0 je H(f) = (0,+00), pro a > 0 je H(f) = [6a(l —
log(6cr)), +00). (b) Funkce g je konvexni na R, pokud a € [0,¢/6].]

P¥iklad 23. Pro funkci f(x) = e®°"% yreete D(f), intervaly konverity a konkdvnosti, inflexni
body a spoctéte tecny v inflexnich bodech.

[D(f)=[-1,1], f"(z) = T (a4 V1-a?) Vi-a?) —1/v/2 je inflexni bod, konkédvninaz € (=1, —1/v/2),

122272
konvexnina x € (—1/v/2,1). f'(z) = %, tecna mé smérnici f'(—1/v/2) = v/2e~™/4, te¢na pro-

chézi bodem [—1/+/2,e~™/4], m4 tedy tvar y = v/2e~™/* . x + 2e~ /4]
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Priklad 24. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce [ vsude, kde existugi.

f(@) = (cosz)/**, € (—m/2,7/2) \ {0}, f(0) =1/ e
[f(x) = (cosz)V/** - = . (28 4 ¢ na D(f) \ {0}, £/(0) = 0.]

x

Priklad 25. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce [ vsude, kde existugi.
f(x) = arcsin(1 — z*)

[f'(@) = Z5t— pro @ € (—V2,+V2) \ {0}, £(0) =0, f(¥/2) = =00, f}(—V/2) = o]

Priklad 26. Zjistéte, kde md funkce f derivaci. Zjistéte, kde je [ spojitd.
f(@) = (z — 1)z cos(3 + 747) prox # 0,1, f(0) =0, f(1) = 0.

[Funkee je spojitd na R a derivaci ma v kazdém bodé vyjma nuly.]

Piiklad 27. Rozhodnéte, zda existgje c tak, Ze funkce f md v bodé 2 vlastni derivaci.
flz) =22 prox>2, f(z) =2 +c(x —2) prox < 2.

[c = 64 log 2(log2 — 1)]
Priklad 28. Spoététe derivaci funkce f v bodé 1.
f(z) = ’arcsin (1122)‘ + |z —1].

[0]

Priklad 29. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce [ vsude, kde existugi.

f(z) = max{1,esn®}

[f'(z) = 0 pro = € (m,2m) + 2km, k € Z; f'(z) = e %coszx pro x € (0,7) + 2km, k € Z;
fLkm) =1, fL(2km) =0, fL(2k+1)m) =0, f/ ((2k+ 1)7) = =1, k € Z.]

Piiklad 30. Spocététe derivaci a jednostranné derivace funkce f viude, kde existuji. [..] znamend
celou cast.

f(z) = [% arctgz] - sin(rz)

[z ¢ R\{~1,0,1} je f'(x) = [% arctgz]-m cos(ra), fL(~1) = 2, fi(=1) =, f.(0) = fi.(1) =
-, f.(1) = f1.(0) = 0.]

Priklad 31. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce f véude, kde existuji.

f(z) =|sin2z| - sinz

[Pro x € R\ {kF,k € Z} je f'(x) = sgn(sin2z) - 2 cos 2z - sinx + |sin 2z| - cos z; f'(km) = 0 pro
k €Z; fi(5 +km)=(=1)%, (3 +km)=(—1)""" pro k € Z.]

Priklad 32. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce f véude, kde existuji.

f(x) = (2®>+2)-v/1—cosz

[f'(z) = (2o + 1)1 —cosx + (2® + x) - 2\/% pro z € R\ {2km, k € Z}; f'(0) = 0;
f1(2km) = (4k272 + 2km) 2 a f (2km) = —(4k272 + 2km) %2, pokud k € Z \ {0}.]

Piiklad 33. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce f vsude, kde existuji. [..] znaci celou
cdst.

f(z) = (max{z, 1})"!

[f'(z) = 0 pro z € (—o0,1), f'(z) = [z]zl*)~! pro € (1,400) \N; Pro k € N je f (k) = kF,
fL(1)=0a f (k) = +occ pro k > 1.]

Priklad 34. Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce f véude, kde existuji.

f(z) = max{min{cosz, (1/2)},(-1/2)}

[f'(x) =0prox € (—n/3,7/3) + km, k € Z; f'(x) = —sinz pro z € (n/3,27/3) + kr, k € Z;
fi(m/3 + 2km) = —V/3/2, f.(7/3 + 2km) = 0, f,(27/3 + 2km) = 0, f'(27/3 + 2km) = —/3/2,
fi(dm/3+2km) = V/3/2, f.(4n/3+2km) = 0, f, (5m/3+2kn) = 0, f(57/3+2kn) = \/3/2, k € Z|
Piiklad 35. (**) Spoctéte derivaci funkce f vsude, kde existuje.

f@) =22 prox #0, f(0) = 1.

xT

3
—si . i —1 . i — . —Z_4..)—
[f(x) = ZEBLZSRE pro x # 0, lim, o (sine)/e—1 I;/I = lim, o ¥2E=2 = lim, o i) i )= _ 0.]



