Metrické prostory

motivace
R a C, které interpretujeme jako R2.
e pro a,b € R je |a — b jejich vzdalenost

e lim, a, = a & lim, |a, — a] = 0. Pro C uvazujeme zvlast konvergenci redlné a imaginarni ¢asti,
pfitemz |R(a, — a)| < |ay, — a

Priklady. zobecnéni: misto R miizeme uvaZovat pouze [0, 1], rozsffit na R3, Z, sféra S' (kruznice), kde
mame dvé volby méfeni vzdalenosti, budto zachovat tu z R?, nebo vzdalenost po oblouku, S?, grafy
(ohodnocené...). V R™ uzivame Pythagorovy véty. Vzdélenosti spojuje, Ze jsou vzdy nezaporné. A

1 Abstraktni metricky prostor
Vzdalenost bude stéle v [0, 00). Nemusi nutné jit o vektorovy prostor, proto nemuZeme pouZzivat znaeni
|z —yl.

Definice 1. Mé&jme mnozinu M. Funkee p : M x M — [0,00) se nazyva metrika, plati-li pro v8echna
x,y,z €M

(1) p(z,y) =0< z =y (aziom koincidence)

(2) p(z,y) = p(y,x) (symetrie)

(3) p(x,2) < p(z,y) + py, z) (trojuhelnikovd nerovnost)
Dvojici (M, p) nazyvame metricky prostor.
Priklady. e 2,y € R, p(x,y) = |xr — y| je metrika;
o p2(z,y) = pe(z,y) = | S (@i — yi)Q{% na R™ je eukleidovskd metrika; prvni dvé vlastnosti jsou

vidét okamzité, trojihelnikova nerovnost se ukaze dale;

® poo(,y) = max;=1,. n|x; — y;|, ukdZeme (3). Budte z,y,z € R", po(x,2) = max|z; — 2| <
max(|z; — yi| + [yi — 2i]) < max |z; — yi| + max |y; — 2| = poo(,Y) + Poo(y; 2);

e p1(z,y) = > i, |#; — yi], tzv. manhattanskd / NYC / taxikovd metrika;
A

Definice 2 (oteviena a uzaviena koule). Bud (M, p) metricky prostor, ¢ € M,§ > 0. Definujeme otevie-
nou kouli se stfedem ¢ a polomérem ¢ jako B,(c,d) = {z € M;p(z,c) < 6}. Dale uzavienou kouli se
stfedem ¢ a polomérem § jako B,(c,d) = {x € M;p(z,c) < 0}.

Pozndmka. Metriky z piikladi ztiZené na osu x z ni vytnou stejny interval.

Jina moznost: M je kifivka v R?, vzdalenost od bodu ¢ miizeme mé&fit ,,vzdugnou ¢arou®, ¢ podél kiivky.

Definice 3 (Normovany linearni prostor). Bud V vektorovy prostor (nad R,C...). Norma na V je funkce
Il : V- — [0, 00) spliiujici pro viechna z,y € V a skalary ¢

(1) flz[ =0z =0,

(2) llezll = lel lz]| (homogenita),



@) Nz +yll < llzll + llyll.

Fakt 4. Pokud ||-|| je norma na V', pak d(x,y) = ||z — y|| je metrika, kterd navic spliiuje

(4) d(x + z,y + z) = d(x,y) pro vSechna z € V (translaéni invariance).
P#iklad 5 (¢,-norma na R"). |jz]|, = (3°i., |xz|p)% pro p > 1. A

Tvrzeni 6. Bud'p > 1 libovolné a p, zobrazeniR" xR" — R definované p,(z,y) = ||z — yl|,. Pak B,,(0,1)
je konvexnt.

Diikaz. Necht x,y € Epp((), 1)=Baape(0,1),a+ p = 1. Chceme ukizat, ze ax + fy € B. Mame
[zll, < L[lyll, < 1, chceme [laz + By, < 1. Funkce ¢t — [¢|P je konvexni, protoze p > 1. Tedy Vi €

{1,...,n} ¢ oz + Byil? < alaiP + BlyilP. Tedy 770, law; + ByilP < a2 |2ifP + B30, |vil?, a tak
1 1

oz + Byll, = 22y laws + ByilP)? < (a+ B)7 = 1. O

Véta 7 (trojuhelnikova nerovnost pro ¢, normy). Bud p > 1. Pro vdechna x,y € R™ plati ||z +y||p <

L, + llyll,-

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti bud = # 0,y # 0 (trivialni). Polozme & = ﬁ@ = ﬁ, A= m, o=
Mzl 8 = Myl (plati o« + 8 = 1,[|&]| = 1 = [|9]], o, 8, A > 0). Plati Mz +y) = mrimm + Toremn =
e el o+ 8. Je fla + B3] < L, tedy e+l = (] + yl) I+l = (la

O +

lyl) [l + Bgll < ll=ll + [lyll-
Disledek 8. Vp > 1: p, je metrika na R™.

Trojiahelnikova nerovnost pro £, normy na R™ se nazyva Minkovského nerovnost. Dalsi priklady metrik:

Priklady. e Diskrétni prostor. Bud M libovolnd mnoZina; definujeme d : M x M — [0,00), 2,y € M
predpisem

| 0 pokud z =y,
d(w,y) = { 1 pokud = # y.

Plati, Ze d je metrika a je snadno vidét, ze By(z,1) = {z}, Ba(x,1) = M.

e Hammingova vzdalenost. Necht H je mnoZina ,znaka“ (pro jednoduchost volme H = {0,1}), m € N.
Definujeme pg : H™ x H™ — [0,00) (& Np). Pro fetézce znakti = (z1,...,Zm), ¥ = (Y1,---,Ym) €
H™ bud pg(z,y) = #{j €{0,...,m} :2; #y,} (kde #A znaci pocet prvkii koneéné mnoziny A),
respektive pro H = {0,1} je pg = p1. Zobrazeni py je metrika.

Napiiklad H = {0,1},m = 3, pak |H3| =8 a je

B,, ((0,0,0),1) = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

By, ((1,1,1),1) ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1), (0,1, 1)} .
e Slunec¢nice na R? (metrika francouzskych Zeleznic). Pro body x,y € R? bud

] e =yl pokud z,y a 0 jsou kolinearni,
e ={ o, Ui, jinak

o M =C([0,1]) = {f : [0,1] = R: f je spojitd}. Pro f € C([0,1]) bud || fly,, = sup{[f(z)| : x € [0,1]}
a potom psup(f,9) = I = 9llsup = 5Wsepo, [/ (2) = 9(2)].
A

Definice 9. Bud (M, p) metricky prostor, A C M. Rekneme, 7e bod z € A je vnit¥ni bod A, pokud
Je > 0 : B(xz,e) C A. Rekneme, Ze A je oteviena, jestlize kazdy jeji bod je vnitini. Déle ozna¢me
A9 = {2 € A: x je vnitini bod A} vnitiek mnoziny A.

Lemma 10. (1) A je oteviend, prdavé kdy? A = A°.



(2) Oteviend koule je oteviend mnoZina.
Dikaz. (1) Trivialni dasledek definice.

(2) Uvazujme B (¢,d) > « libovolné. Podle definice je p(z,c) < ¢ tedy € := § — p(x,¢) > 0. Dale necht
y € B(z,¢) tedy p(z,y) < ¢, pak p(c,y) < p(e,z) + p(z,y) < p(c,x) +e=0. Tedy y € B(c, ), tudiz
také B(z,e) C B(c,9).

O

Priklady. (1) (R, pe).
e Oteviena koule je otevieny interval, tedy (¢ — d,c+ ) = B(c, §), coZ je oteviend mnozina.
e Intervaly (—o0,¢), (¢, 0), (—00,0) jsou také oteviené mnoziny.
(2) ([0,1]; pe). (minéno peljo,1j2)
“ B -

(A —-12+1)N[0,1] =[0,2) je koule, a tedy oteviend mnozina.
e Podobné [0,

1
4
1] je oteviena mnoZzina a intervaly tvaru (a,b) C [0,1] jsou otevfené mnoziny.

(3) Diskrétni prostor (M,d). Bud ¢ € M, pak B(c, 3) = {c} (singleton), coZ je oteviena mnoZina. Ve
skutecnosti kazda podmnozina A C M je oteviena.

(4) ,Nesouvislé koule* v M =R~ (—1,1). B(-2,4) = (—6,2)N M = (—6,—1]U[1,2). Dale B(0,2) neni
definovana, nebot koule v M nemuze mit stfed mimo M.

(5) M ={0,1} U[2,00). Je B(0,3) ={0,1} U[2,3) = B(1,2). Tedy koule obecné neurcuje jednoznaéné
svij stfed ani polomér.
A

Véta 11 (vlastnosti otevienych mnozin). Bud (M, p) metricky prostor. Pak
(1) M a( jsou oteviené v M,
(2) jsou-li Ay, As, ..., Ay, oteviené, pak (i, A; je oteviend,
(3) bud An,a € I indexovany soubor oteviengjch mnoZin. Pak |J,c; Ao je oteviend.
Dikaz. (1) Yo € M Je > 0 : B,(z,e) C M z definice koule pro libovolné e. Podminka Vo € () Je :
B(z,¢) C () nic nepozaduje, a tak je trivialng splnéna.

(2) Necht = € (N, A;. Z otevienosti mnozin A; je Vi € {1,...,n} 35, > 0 : B(z,&;) C A;. Polozme

€ =min;—1, & > 0. Pak B(z,e) C A; pro viechna i, tedy B(x,e) C i, Ai.
(3) Bud z € U, Aa libovolné. Pak Ja € I : z € Ay, a tedy existuje € > 0 takové, ze B (z,e) C Ay C
Uger As-
O

Priklad. Bod (2) piedchozi véty obecné neplati pro nekone¢né priniky (nelze vybrat minimum z nekone¢né
mnoziny). V R" je (o2, B(0, 1) = {0} a ta nenf oteviena. Dale v R je (7", (—%,1+ ) = [0, 1], coZ neni
oteviend mnozina. A

Definice 12. Bud (M, p) metricky prostor, A C M.
o A® = M \ A zna¢ime komplement mnoziny A;
e z € M je hrani¢ni bod A, jestlize Ve > 0: B(x,e) N A # 0 A B(z,e) N AC # 0
e hranice mnoziny A necht je H(A) = {x € M : z je hrani¢ni bod A} (nékdy znaceni 0A);
e uzAv&r mnoziny A je A := AU H(A) (n&kdy CI(A));

pokud H(A) C A, rikame, Ze A je uzaviena mnozina.



Priklady. (1) [a,b] C R je uzaviena a neni oteviena,
(2) [a,b) C R neni oteviena ani uzaviena,
(3) R je uzaviend i oteviena, nebot H(R) = 0§ C R,
(4) {1} je uzaviena a neni oteviena,
(5) (a,b) C R neni uzaviena, je oteviena.
Poucdeni: oteviené a uzaviené mnoziny nejsou jako dvefe. A

Definice 13. Necht (M, p) je metricky prostor, {z,,}72; je posloupnost prvka M (tj. zobrazeni N — M).
Rekneme, Ze lim,, o @, = x € M, jestlize lim,, o p(z,, ) = 0.

Jde o zobecnéni limity posloupnosti z pojmu limity v R.

Véta 14 (charakterizace uzavienych mnozin). Necht (M, p) je metricky prostor, A C M. Pak ndsledugict
turzent jsou ekvivalentnt

(1) A je uzaviend,
(2) A€ je otevrend,
(3) A=A,

(4) Pro kaZdou konvergentni posloupnost {x,}52; prvkd A je lim, z, € A (tj. z mnoZiny A se nedd
,vykonvergovat®).

Diikaz.

(1) = (2) Necht A je uzaviena. Necht € AC. Vime, ze H(A) C A tj. H(A) N A® = 0, a tedy
r ¢ H(A) & —(z je hraniéni) < (Ve > 0 : B(z,e) N A # DA B(x,e) N AY # 0) & Fe > 0 :
B(r,e)NA=0V B(x,e)NAY = 0. Ale z € B(x,e) N A®, tedy musi byt B(x,e) N A = ) pro néjaké
e, odkud B(x,e) C AC.

(2) = (4) Necht A® je oteviena a {x,} je konvergentni posloupnost prvki A; oznaéme z = lim z,,.
Sporem: pokud by bylo # € A®, protoze A® je oteviena, existovalo by € > 0, ze B(z,¢) C A®. Z
definice limity Ing € NVn € N,n > ng : p(z,x,) < ¢, tedy z,, € B(z,¢) C A®. Tedy z,,, € A®, coz
je spor. Proto z € A.

(4) = (1) Chceme H(A) C A. Zvolme x € H(A) libovolné. Tedy Ve > 0 : B(z,e) N A # (). Tedy
Vn €N : B(z,1)n A # (. Rekurzi definujme posloupnost {x,} prvkia A spliujici ¥n € N : z,, €
B(z,1). Pak 0 < p(zn, ) < 2, tedy lim p(zy,,x) = 0, a tedy limz,, = z. Dle (4) tak plati z € A.

(1) & (3) je trivialni.
O

Priklad. e Interval [a,d] je uzavienad mnoZina v R, zatimco (a,b) neni. M4 souvislost s uspofadanim a
limitou; existuje-li limz,, pak ¢ < z, <b=a <limz, <b,alea <z, <b# a <limz, <b.

e Mnozina (—oo, 0] je uzaviena.

e Cantorovo diskontinuum: Konstrukei za¢neme s intervalem [0, 1] (ozna¢me Cp); v prvnim kroku
odebereme otevienou prostiedni tfetinu, tj. interval (%, %), ¢imZ dostaneme mnozinu Cy = [0, %] U
[%, 1]. Mame-li uz pro n > 1 definovanu mnozinu C,, (ktera je sjednocenim kone¢né mnoha uza-
vienych omezenych intervali), dostaneme mnozinu C,, 41 tak, Ze odebereme otevienou prostiedni
tfetinu z kazdé souvislé ¢asti C,,. Nakonec zadefinujeme C = ﬂf;o C,. Je vidét, ze C' je neprazdna,
napt. 0 € C. Z Cantorova principu vnofenych intervali vidime, Ze vybérem na kazdé hladiné, zda
pokracovat vlevo ¢i vpravo, jednoznacné dokonvergujeme pravé do jednoho bodu. Tim mame bijekci
posloupnosti prvka {0, 1} s mnozinou C, tedy C je dokonce nespocetna. Body C' z kazdého intervalu
na libovolné urovni C,, jsou obojetnad mnoZina (oteviena i uzaviena v C). Explicitné mizeme psat
C=R~U,_, iiol_l (L3 243k 7 Gehoz je také vidét, ze C' jsou pravé ty body [0, 1], které ve
svém nekone¢ném trojkovém rozvoji neobsahuji ¢islici 1, pouze 0 a 2.

A



Véta 15. Bud (M, p) metricky, pak plati
(1) M,Q jsou uzaviené podmnoZiny v M,
(2) jsou-li Ay, ..., A, uzaviené, pak \J!_, A; je uzaviend,
(3) je-li Ao, € I soubor uzaviengjch mnoZin, pak (\,c; Aa je uzaviend.
Dikaz. (1) Je H()) = 0, tedy 0 se rovna svému uzéavéru, dale MC = M ~ M =, tedy M = M a je
uzavrena.

(2) Z de-Morganovych vzorcit. Je M\ J:; A; = i, (M \ A;), coz jakozto kone¢ny prinik otevienych
mnozin je oteviend mnozina, a tedy jeji komplement je uzaviena.

(3) Podobné M~\,c; Aa = Uper (M~ Ay) je sjednoceni otevienych mnozin, tedy otefena a komplement
je uzaviena.

O

Priklad 16. Bud (M, p) metricky, A C M. Vime: A = AU H(A); A je uzaviena, pravé kdyz A = A; A
je oteviena, pravé kdyz A = AC. Znac¢ime dist(z, A) == inf {p(z,y) : y € A} vzdalenost bodu od mnoziny.
Plati nasledujici rovnosti:

4) H(A) = AN AC,

(5) A=74;

(6) (A9)9 = A%,

(7) A= M~ (M~ A)° = ((A9)9)%;

(8) A9 = M~ M~ A = (AC)C;

(9) A = {z € M : 3 posloupnost {z,} C A :lim, z, = z};
(10) A={x € M :Ve;>0: B(z,e) N A+ 0};
(11) A={x € M : dist(z, A) = 0}.

Véta 17 (vlastnosti uzavéru). Bud (M, p) metricky, A, B C M. Pak
(1) A je uzaviend, A9 je oteviend,
(2) ACB=ACBAA° C B9,
(8) A=N{F:FCMAF uzaviendi NACF}, A° =J{G:G C M AG oteviend NG C A},

(4) AUB=AUB, ANBCANB, (ANB)° =A°nNB°, (AUuB)° D A° U BO.

Diikaz. (1) AC je oteviena: Trivialni, pokud A = (). Jinak bud z € A, chceme x € (A°)?, tj. chceme
Je > 0 : B(z,e) C A°. Podle definice existuje ¢ > 0 tak, ze B(x,c) C A, ale B(x,¢) je oteviena,
tedy kazdy jeji bod je vnitini v B(z,¢), tedy i v A, progez B(z,e) C A°. Dale A = M ~ (M ~ A)°
je doplnék oteviené mnoziny, tj. uzaviena.

(2) Necht A € B C M, pak A° C B9 je trivialni, dale A = ((A9)9)¢ C ((BY)?)Y = B plyne z
BC C A“.



(3) Ozna¢me F = {F : F C M A F uzavienda A F D A}. Ukazme postupné:
e AC ) F. Necht F je uzaviena, AC F. Pak AC F = F. Tedy FF O A a proto A C N F;
e ADNF. Ajeuzaviena, dale A D A, atedy A € F.

Pro druhou ¢ast oznaéme G = {G : G C M A G oteviend A G C A}. Potom pokud z € A9, tedy
z je vnitini bod A, existuje € > 0, ze B = B(x,¢) C A, to je oteviena podmnozina A, tedy B € G.
Obdobng, je-li z € G,G € G, existuje € > 0, ze B(x,e) C G C A.

(4) AUB 2 A, B, tudiz AUB 2 A, B, atedy AUB 2 AUB. Déle AUB je uzaviena, AUB 2 AUB =
AUB D AU B. Ostatni obdobné.

O
Definice 18 (spojitost). Budte (X, p) a (Y, o) metrické prostory a f: X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze
e f je spojita v bodé a, pokud Ve > 035 > 0Vz € X : p(z,a) < 0 = o(f(x), f(a)) < &
e f je spojita (na X), pokud Va € X : f je spojita v a;
e fjelipschitzovska (lipschitzovsky spojita) na X, pokud 3c € RVx,y € X : o(f(x), f(y)) < ep(z,y).

Fakt 19. Pokud f je lipschitzovskd s libovolnou konstantou c, pak je i spojitd.

Priklad 20. Bud (M, p) metricky, A C M neprazdna. Pak funkce x — dist(z, A) je 1-lipschitzovska (a
tedy i spojita).

Uvazujme xz,z € M; checeme |dist(z, A) — dist(z, A)| < p(z,z). Oznaéme je tak, ze plati dist(z, A) —
dist(z, A) > 0, a pro spor predpokladejme p(z, z) < infyca p(x,y)—inf,ca p(z,y). Dostaneme inf,c 4 p(x,y) >
p(z,z) +inf e 4 p(z,y) = infyea p(x, 2) + p(2,y) > infyea p(x,y), coZ je spor. A

Daisledek. e Pro a pevné je x — p(x,a) 1-lipschitzovskd.
e Projekce m; : R" = R, (x1,...,2,) — x; jsou lipschitzovské.
Véta 21. Budte (X, p), (Y,0) metrické, f: X — 'Y zobrazeni. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:
(1) f je spojité na X ;
(2) YU CY, otevrend : f~1(U) je oteviend (v (X, p));
(3) VF C Y, uzaviend : f~1(F) je uzaviend (v (X, p)).

Diikaz.
(2)=3) Je fFHY N A) =X~ fHA).

(1)=>(2) Bud f spojita, necht U je oteviena v Y, neprazdnd (trividlni). Chceme, aby f~(U) byla

oteviena v X. Necht z € f~(U) libovolné, chceme z € (f~1(U))?. Oznaéme y = f(z) a z otevienosti
U naleznéme ¢ > 0 takové, ze B(y,e) C U. Ze spojitosti f k nému naleznéme § > 0 takové, Ze
VYa € X : p(a,x) < § = f(a) € B(y,e). Plati tedy f(B(x,0)) C B(y,¢€), pro vzor pak B(z,0) C
F~YB(y,e)) C f~Y(U). Tedy z je vnitini bod f~1(U), a tedy je f~1(U) oteviena.

(2)=(1) Volme = € X a pak € > 0, chceme nalézt § > 0 tak, ze plati a € B(x,d) = f(a) € B(f(z),¢).
Mnozina B(f(z),¢) je oteviena, tedy jeji vzor je oteviena mnozina, a tedy existuje & > 0 takové, Ze
B(z,6) C f~Y(B(f(z),¢)). Pro libovolné a € B(z,9) je tak f(a) € B(f(x),¢), tedy f je spojita v z.

O



Priklad 22. V praxi Casté ditkazy otevienosti/uzavienosti mnozin vyuzivaji véty 21. Naptiklad:
Necht (a,b) € R%,r > 0 a polozme

A(a7b),r = {($,y) € R2 : (‘T - a)2 + (y - b)2 < T2}

Tato mnoZina je otevien4, coz dokdZeme takto: Polozme f : R? — R, f(ac7 y) = (x —a)®> + (y — b)%. Da se
ukézat, ze f je spojita funkce. Zrejme pak platf A,y = f1((—00,7?)), z ¢ehoZ véta 21 dé otevienost.
Zde bylo ovsem rovnou vidét, ze A(qp),» = By, ((a,b),r) amy jiz vime, ze B,_((a,b),r) je oteviend mnozina.

Spatny postup: Funkce f(:r,y) = 7 je spojita, tedy A = f~1((2,00)) je oteviena podle 21.

iln(r y

Problém je v tom, Ze f je spojitd na svém definiénim oboru a nikoliv na R2.

Spravny postup: PiSme

A ={(z,y) € R? : sin(x?y®) > 0 Ay > 2sin(2?y>)} U {(z,y) € R? :sin(z?y®) < 0 Ay < 2sin(2?y3)}
=(g71((0,00)) Nh™((0,00))) U (¢~ ((=00,0)) N A ((~00,0))),

1 2 3 4

kde g(x,y) = sin(2?y?) a h(z,y) = y — 2sin(z?y3). Funkce g, h jsou spojité na R?, a tedy vzory 1-4 jsou
oteviené mnoziny podle 21. Potom i A je oteviena dle 11. A

Definice 23. Budte (X, p) a (Y, 0) metrické prostory, f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je
e stejnomeérné spojité, jestlize
Ve>036 >0V, 2" € X :p(z,2') <d = o(f(z), f(2)) <e;

[Zaménou pofadi na Vo € X Ve > 0 30 > 0 Vo' € X dostaneme bé&Znou spojitost v kazdém bodé
prostoru X. Podstatou stejnomérné spojitosti je, Ze existuje ,,univerzalni ¢“, které lze pouZit pro
viechna z, tedy zavisi pouze na ¢.|

e izometrie, jestlize Vz,y € X : p(z,y) = o(f(x), f(y));
e homeomorfismus, jestlize f je bijekce, spojita a f~! je spojita.

Dale fekneme, ze prostory X,Y jsou homeomorfni, jestlize existuje homeomorfismus X na Y. Podobné
definujeme izometrické prostory.

Priklad 24. o f:R—R, f(zx)=1-z je izometrie R na R (se standardni metrikou).

(:1>) lipschitzovskost (:2>) stejnomeér. spojitost (:3>)

) 5) spojitost.
= homeomorfismus =

—

e Plati: izometrie {

e Pro zadnou z implikaci (1)-(5) neplati implikace opa¢na:

(1) f:R =R, f(x) = 2z je lipschitzovska, neni izometrie.

(2) f:R =R, f(z) = Jx je stejnomérné spojita, neni lipschitzovska.
(3) f:R =R, f(z) = 22 je spojita, neni stejnomérné spojita.

4) f:(=%,%) = R, f(z) = tg(z) je homeomorfismus, neni izometrie.
(5

) f:R—[=1,1], f(z) = sinx je spojita, neni homeomorfismus.
e Funkce tg neni stejnomérné spojita, zato arctg ano.

e sin je 1-lipschitzovska, a tedy stejnomérné spojita, funkce arcsin je stejnomérné spojité, ale ne lipschi-
tzovska.

e Uvazujme metricky prostor ((fg, ), p), kde p(z,y) = |tgx — tgy|. Pak
T T
tgs (=2, 5)0) = Ropo), arctg: (Rope) > (=3, 5).0)

jsou izometrie.



e Bud M libovolnd mnozina, d : M x M — [0,00) diskrétni metrika na M a p : M x M — [0, 00)
libovolna jind metrika. Pak zobrazeni id : M — M, id(x) = x je spojité z (M, d) do (M, p).
A

Tvrzeni 25. Budte (X, p), (Y, o) metrické prostory, f : X — Y jejich homeomorfismus. Definujeme pro
viechna y,y' €Y zobrazeni oy : Y x Y — R predpisem o1(y,y') = p(f 1 (y), f~1(y')). Pak

(1) o1 je metrika na 'Y,
(2) f:(X,p) = (Y,01) je izometrie,

(8) metriky o a o1 jsou topologicky ekvivalentni.

Definice 26. Rekneme, Ze metriky 0,01 na Y jsou topologicky ekvivalentni, jestlize
{ACY :Ajeotevienav (Y,0)} ={ACY : Ajeoteviena v (Y,01)}.

Systém vSech otevienych podmnozin metrického prostoru se nazyva topologie na Y, definice tedy
fika, ze metriky o a o1 generuji stejnou topologii.

Diikaz torzeni 25. (1) Symetrie o1 plyne ihned z definice a symetrie p; koincidence je splnéna, protoZe
£~ je prosté, trojuhelnikova nerovnost je trivialni.

(2) Necht x,y € X. Pak z definice o1(f (), f(y)) = p(f71(f(2)), F 2 (f(v))) = p(z,y).

(3) Necht U C Y je oteviena v (Y, 0); pak f~1(U) je oteviena v (X, p) dle 21. Dale f : (X, p) — (Y,01)
je izometrie, tedy i f~! je izometrie (a tudiz je spojita). Pak U = f(f~1(U)) = (f~H)"L(f~1(U)) je
tedy oteviena v (Y, oq) dle 21.

Je-li U oteviena v (Y, 01), pak z izometrie f je i f~1(U) oteviena. Z piedpokladu je f~! spojita
(Y,0) = (X, p), tedy i (f )" (f 1 (U)) = U je oteviena v (Y, 0).
O

Piiklad 27. Metriky p, p1 na mnoziné X jsou topologicky ekvivalentni, pravé kdyz id : (X, p) = (X, p1)
je homeomorfismus.

K dikazu pouzijeme opét vétu 21: Necht kazda U C X oteviena v (X, p;), pFicemz id ™' (U) = U,
je také oteviena v (X,p). Proto id je spojita. Stejné postupujeme pro id~' a dostavame tak, Ze id je
homeomorfismus. Naopak, necht id je homeomorfismus. Pokud je U C X oteviena v (X, p1), pak id ' (U) =
U je oteviena i v (X, p) a naopak. A

Vé&ta 28. Budte p1, p2 metriky na mnoziné X. Pak p1 a p2 jsou topologicky ekvivalentni, prdve kdyz

VeeXVe>030>0Vye X :pi(z,y) <= pa(z,y) <e)
ANVzeXVe>030>0VyeX:pax,y) <= pi(z,y) <e)

Diikaz. Sta¢i si uvédomit, ze dany vyrok znamend, 7e id : (X, p1) — (X, p2) je homeomorfismus, pak
muzeme aplikovat priklad 27. O

Priklad 29. Je-li (X,p) metricky prostor, miZzeme definovat zobrazeni p; : X x X — R pfedpisem
p1(z,y) =min{p(z,y),1},z,y € X. Pak p; je metrika a je topologicky ekvivalentni s p.

Pro blizké body je vzdalenost stejna, maximalni vzdalenost v (X, p1) je rovna 1, prostor (X, p1) je tedy
omezeny. V globalnim smyslu se mohou p a p; velmi lisit, v lokalnim jsou ale stejné a to je to dulezité pro
topologickou ekvivalenci. A

Definice 30. Bud (X, p) metricky prostor, A C X. Definujeme diam, A = sup {p(z,y) : ¥,y € A} pramér
(diametr) mnoziny A. PiSeme téz diam A = diam, A. Rekneme, 7e A je omezena, jestlize diam A < oc.
Dale fekneme, Ze metrika p na X je omezena, jestlize X je omezena (téz fikame, Ze prostor (X, p) je
omezeny).

Priiklad 31. e Bud (X, p) metricky, z € X, r > 0. Pak diam B(x,r) < 2r, ale nemusi se nutné rovnat.

e Uvazujme metriku p; z pifkladu 29. Pak diam,, X < 1.



e Budiz posloupnost {z,}52; C X konvergentni. Pak A = {x,, : n € N} je omezena.

e Uvazujme metriku o1 na R definovanou pro z,y € R pfedpisem o1 = |arctg x —arctg y|. [Jde skute¢né
o metriku dle tvrzeni 25, kde roli f hraje tg: (=%, %), pe) = (R, pe).| Podle 25 jsou metriky p. a
o1 topologicky ekvivalentni, diam, R = oco,diam,, R = 7, tedy R je v o1 omezena.

A

2 Operace s metrickymi prostory

Definice 32. Je-li (X, p) metricky prostor a Y C X, pak metricky prostor (Y, p [y xy) nazyvame pod-
prostorem prostoru (X, p) a zna¢ime (Y, p).

Je otividné, ze pokud p je metrika na X, pak ztZeni na Y2 je metrika na Y.
Tvrzeni 33. Bud (X, p) metricky prostor, Y C X. Pak
(1) Pokud G C X je oteviend v (X, p), pak GNY je otevrend v (Y, p),
(2) Pokud G’ je oteviend v (Y, p), potom existuje G C X takovd, Ze G' = GNY a G je oteviend v (X, p).

Diikaz. (1) Sta¢i si uvédomit, Ze v prostoru Y mnezalezi na bodech v X \ Y, tedy zZe By, (y,r) =
B(X,p) (y7 7“) nyY.

(2) Bud G’ oteviena v (Y, p), pak zjevné Vo € G’ Je > 0 : B(y,,)(z,€) € G’ podle definice otevie-
nosti, ¢imz uréeme vhodné zobrazeni e(x). Ziejmé plati G' = U By,py(z,e(x)). Polozme G =
zeG’
U B(x,p)(%,2(x)), coz je oteviena mnozina a navic plati G' = GNY.

zeG’
O

Definice 34. Mé&jme metrické prostory (Xa,pa), @ € I, které spliwji Vo € I : diam, X, < 1. Sumou
prostort (X, pa), @ € I, nazyvame prostor ), (Xq,pa) = (X, p), kde

X= () aclae X, ooy ={ folny) Pkt o=

Priklad 35. e Zobrazeni p z definice je metrika.

o GCY  ci(Xa, pa) je oteviena, prave kdyz Va € I : {z € X, : (z,a) € G} je oteviend v (Xq, pa)-
A

Definice 36. Budte (X;,p;),¢ € N, metrické prostory spliiujici Vi € N : diam X; < 1. Souéin metrickych
prostort (X;, p;) je prostor

[T ) = (X, ),

€N

kde X =X, (Xiapro f,g € X je p(f,g) = ZiGNM.

Zobrazeni v definici je metrika. Ze o(f,9) =0& f=gap(f,g) = plg, f) je jasné, hodnoty jsou
nezaporné realna Cisla; fada v definici je vZdy konvergentni srovnanim s geometrickou fadou s kvocientem
3. Déle uvazujme f,g,h € X, chceme p(f,h) < p(f,g) + p(g,h). Pro kazdé i € N plati p;(f (i), h(i)) <
pi(f(2),9(1)) + pi(g9(i), h(7)), z toho plyne nerovnost pro ¢leny, ve vysledku tedy i pro soucty fad, coz
dokazuje i trojuhelnikovou nerovnost.

Tvrzeni 37. Budte (X;,p;),% € N metrické, Vi € N : diam X; < 1. Necht (X,p) =[]
{fn}22, posloupnost bodi v X, f € X. Pak

sen(Xi, pi) a bud

lim f, = fv(X,p) & VieN: lim f,(i) = f(i) v (X;, ).

n—oo

Jinymi slovy konvergence v (X, p) je konvergence po slozkach.



Dikaz. (=) Necht f, — f. BudiZ dano iy € N, chceme lim,, f,,(i0) = f(ip). Budiz € > 0, pak najdeme
no € N takove, Ze Vn > ng : p(fn, f) < e27%. Tedy

Vn = ng : 50 ,

9—iog > i pz(fn(;ga f(Z)) > Pig (fn(Zo), f(ZO))

z ¢ehoz uz pi, (fn(i0), f(i0)) < € pro kazdé n > nog.

(<) Necht Vi € N : f,,(i) — f(i). Bud ¢ > 0 dano. Najdéme ig € N takové, ze Y72, % < £. Pro
viechna i € {1,...,4i0} najdeme n; takova, Ze Vn > n; : p;(fu(i), f(i)) < 5. PoloZzme 72 = max{n; :
i <ip}. Pak pron > jest

P(fn,f)zzpl(fn(;z’f(l)) :Zopz(fn(;zvf(l)) + Z M gio‘ " Z i e

2.1 Totalné omezené a separabilni metrické prostory
Definice 38. Necht (M, p) je metricky prostor, A C M,e > 0. Rekneme, 7e

e Aje e-sit (pro M), pokud Vx € M dy € A: p(z,y) < e.

e A je e-separovana, pokud Vz,y € M : p(x,y) > €.

e M je totaln& omezenda, pokud Ve > 0 3JA C M konecna : A je e-sit pro M.

e M je separabilni, pokud existuje spoetnd mnozina A C M spliwjici A = M.
(Takova mnozina A se nazyva husta v M — viz téz definici 54.)

2.1.1 Totalni omezenost a zakladni operace s metrickymi prostory
Zafnéme s uziteénou charakterizaci totalni omezenosti:

Véta 39. Metricky prostor (M, p) je totdlné omezeny, prdavé kdyz pro kazdé € > 0 je kaZdd e-separovand
podmmnozina konecnd.

Diikaz. Nejprve ukdzeme pomocné tvrzeni:
Ve > 0VA C M : A je e-separovand = 3B D A : B je maximalni e-separované.

Dikaz pomocného turzeni. Pouzijeme Zornovo lemma
Zornovo lemma (princip maximality). Necht (P, <) je neprdzdnd usporddand mnoZina spliiujici, Ze kaZdy
jeji Tetézec md majorantu. Pak existuje mazximdini prvek v P.

Aplikujeme jej na mnozinu P = {B C M : A C B A B je e-separovana} uspoifadanou inkluzi. Ovéfime
predpoklady principu maximality. Zvolme fetézec F C P, pak

e |JF je horni zavorou F. Protoze B € F = B C |J F.

e |JF € P. Chceme ovéfit, ze |JF je e-separovani, zvolme tedy z,y € |JF, pro né tedy existuji
B.,B, € F,x € B,y € By. Z linearni uspofadanosti F plyne B, C B, V By, C B, z ¢ehoz
{z,y} C By nebo {z,y} C By. Z obou plyne p(x,y) > ¢, protoze B, i B, jsou e-separované.

Tim padem existuje maximalni prvek v P a to je hledané B. |

Nyni vlastni dikaz:

= Necht € > 0, B je e-separovand, chceme ukézat, Ze B je kone¢né. Protoze M je totalné omezeny,
existuje konecna A € M §-sit pro M. Pro kazdé x € B zvolme a, € A : p(z,a,) < §. Pak pro
z,y € B riiznd mame
e €

g
p(azaay) P p(x,y) - p(x,ax) - p(y,ay) Ze— 11 = ) >0,

tedy a, # a,. Potom zobrazeni B — A,z — a, je prosté, tedy pro mohutnosti plati B < A a jelikoz
A je kone¢na, tak i B je konec¢na.
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< Necht € > 0. Dle pomocného tvrzeni existuje B C M, ktera je maximélni e-separovana a dle pfed-
pokladu je kone¢na. Zvolme x € M, pak existuje b € B : p(z,b) < ¢, jinak by B nebyla maximalni.
Tedy B je e-sit pro M.

O
Totalni omezenost se zachovavi na podprostory:
Véta 40. Bud (M, p) totdlne omezeny metricky prostor, N C M. Pak (N, p) je totdlné omezeny.

Diikaz. Ptimo aplikujeme vétu 39. Je-li A C N e-separovana v N, je taky e-separovana v M, ale potom je
konecna. 0

Totalni omezenost se zachovava na uzavéry:
Véta 41. Bud (M, p) metricky, N C M. Je-li (N, p) totdlné omezeny, pak i (N, p) je totdlné omezeny.

Diikaz. Zafixujeme ¢ > 0. Necht A C N je konecna §5-sit pro N. Chceme ukézat, Ze A je e-sit pro N.
Zvolme x € N = N U H(N). Pokud x € N, pak existuje a € A, p(z,a) < 5. Pokud 2 € H(N) \ N,
pak B(z,5) NN # 0, a tedy existuje y € N : p(z,y) < § a také existuje a € A : p(y,a) < §. Pak ale
p(x,a) < p(z,y) + ply,a) < §+ 5 < e. Tedy opravdu A je e-sit pro N. O

Totalni omezenost a sumy prostorii:

Véta 42. Necht (Mg, pa),« € I jsou neprdzdné metrické prostory spliwujict diam M, < 1,a € I. Pak
(M, p) = Z(Ma, Pa) je totdlné omezeny, praveé kdyz I je konecnd a Vo € I : (Mg, pa) je totdlné omezeny.
acl

Ditkaz. Ptipad € > 1 je trivialni. Bud tedy 0 < e < 1.

= Zafixujme o € I. Bud A C M konecna e-sit pro M, pak {x € M, : (z,a) € A} je neprazdna a je to
e-sit pro M. Ze I nemuiZze byt nekone¢né plyne z libovolné volby ¢ < 1.

< Bud pro o € I A, konetna e-sit pro My, pak J,c; Aa X {a} je kone¢na a e-sit pro M.

Totalni omezenost a soudiny prostori:

Véta 43. Necht (M;,p;),i € N jsou neprdzdné metrické prostory spliiujici diam M; < 1,4 € N. Pak
H(Mi,pi) je totdlne omezeny, pravé kdyz Vi € N : (M;, p;) je totdlné omezeny.
€N
Diikaz. Oznacme (M, p) = [],cn(Mi, pi).
= Pro kazdé i € N zvol a; € M; libovolné. Zobrazeni (M;, 5t) — M,z — (a1,...a;—1,7,ai41,...) je
izometrie, tedy (M;, 5%) je izometrické podprostoru M. Dle véty 40 je pak (M;, 5%) totalné omezeny, a
tedy i (M, p;) je totalné omezeny, nebot totalni omezenost se jisté zachovava pii pfenasobeni metriky
kladnym redlnym ¢&islem.
< Zafixujme € > 0. Zvolime ig takové, Ze Z;’;OH QL < faa € M. Proi < ig najdeme konecnou
A; C (M, p;) §-sit. Ukazme, Ze S = {(;)ien : ;3 € A; pro i < ig,x; = a; pro i > ig} je (konecnd)
e-sit pro M. Zvolme tedy y € M. Pro i < ip najdeme x; € A; takova, ze p(y;,r;) < 5. Oznacme

T = (1‘1, sy Ty Aig41, - - ) € S. Pak
o oo io
_ pi(Ti, Yi) pi(xi, yi) 1 € 1 ¢
p(x,y)fz 9i §Z 9i +.Z ?gz §+Z<€.
1€EN =1 1=10+1 =1
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2.1.2 Charakterizace separability
Vé&ta 44. Necht (M, p) je metricky prostor, pak ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni:
(1) (M, p) je separabilni;

(2) FEzistuje spocetnd mnoZina I a koule B; = B(x;,1;), i € I, tak, Ze kaZdd oteviend mnoZina je
sjednocenim kouli z {By;,i € I};

(8) Kazdy podprostor M je separabilni;

(4) Kazdd e-separovand podmnoZina je spocetnd.

Diikaz.

(1) = (2). Necht D C M je spocetna a takova 7e D = M. Oznacme I={(d,t):de D,neN} to
je spofetna mnozina. Pro t € I,t = (d, 1) polozme B; = B(d, 1). Necht U C M je oteviena, pak
oznatme J = {i € [ : B; C U}. Chceme tedy ukazat U = (J;c; Bl, pri¢emz inkluze O je zreJma Dale
necht = € U, protoze U je oteviend, ex1stuJe e > 0 tak, Ze B(z,e) C U, zvolme n € N tak aby =<3
a najdéme d € D tak, ze p(z,d) < L tedy z € B(d, 1), chceme B(d, L)YCU. Budye B(d, n) pak
plz,y) < plz,d) + p(d,y) < 144 < g, atedy y € B(x,s) cv.

(2) = (3). Pro N C M ozna¢me O; = B; N N,i € I. Pak pokud U je oteviena mnoZzina v N, existuje
mnozina V oteviena v M, ze U = VN N. Pro ni tedy existuje J C I, ze V = UjeJ Bj, potom ale také
U=NnV=NnU,e;Bj =U,c;0;. Oznatme dale I" C I mnozinu indext vzniklou odebrénim

1 € I, pro ktera O; = 0. Pak 1ze stéle kazdou otevienou mnozinu v NV vyjadrit jako sjednoceni mnozin

ze souboru O;,i € I'. Vyberme libovolné a; € O;,i € I, potom mnoZina {a;,i € I'} protne kazdou

neprazdnou otevienou mnozinu v N, je tedy husta (viz poznamku pod definici 54), dale je spocetna,

tedy N je separabilni.

(3) = (4). Necht ¢ > 0 a A C M je e-separovanda. Dle (3) je (4, p) separabilni, bud tedy spocetna
DCAD=A Proxe€ Ajetedy Ba(x,5)ND # 0, tedy x € D, protoze By(z,5) = {z}. Pak je
A =D, tedy A je spocetné.

(4) = (1). Pro kazdé n € N af A,, C M je maximélni -separovana mnozina. Kazda A, je tedy 1-sit
pro M (podle diikazu véty 39). Dle (4) je tedy D = J, oy An spocetna mnozina. UkaZme D M.
Zvolme x € M, pak pro kazdé ¢ > 0 nalezneme n € N tak, zee > L, ayc A, C D:p(z,y) < L <¢,
takze B(z,e) N D # 0 (y je elementem tohoto priniku). Tim padem bud z € D, nebo = € Do
zarovel pro viechna € > 0 je B(x,e) N D # 0; odtud plyne # € H(D). V obou piipadech z € D.

O

Priklady. (1) Pro neprazdné prostory (M;, p;),i € N spliujici diam,, M; < 1,7 € Nplati, ze [ [, (M, ps) =
(M, p) je separabilni < Vi € N : (M;, p;) je separabilni.

< Proi € N necht A, je spoéetna mnozina splitujici A4; = M;. Zafixujme a € X;en Ai, pak polozme

pron € N
Sp {xEXA Ym > n: z(m) = a(m)}
i€N
Potom S, ma mohutnost kartézského sou¢inu koneéné mnoha spoéetnych mnozin Ay,..., A,,

je tedy spocetna. Dale polozme S = UleN 1, ta je také spocetnd, ukazme S = M. Af ¢ > 0,
x € M; najdéme ig € N, Ze lez(ﬁ_l? ' < §, déle pro n < ip muzeme nalézt b, € A,, Ze
pn(z(n),by) < 55 Potom pro b = (b1,bs, ..., bi,, a(io +1),...) plati b € S;; a

> i(z(7),b(1 ‘0 i(x(7), b; > i(x(1), a(? €
:;m ® <>><;p< 00) , 5~ o) ey

i=io+1

Poznamka: Je dobré si povS§imnout podobnosti tohoto dikazu s dikazem druhé implikace ve
vété 43. Myslenka je néasledujici: Je ddno € > 0, které urcuje miru pfesnosti, které v dany
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moment chceme dosdhnout (tj. chceme najit bod nasi spocetné mnoziny S, ktery je e-blizko
danému bodu « € M). Vzhledem k definici sou¢inové metriky je zfejmé, Ze soufadnice s vySsimi
indexy maji na vzdalenost mensi vliv. Staci se tedy soustiedit na ,,dostatetns velky* (v zavislosti
na ¢), ale koneény, pocet soufadnic, na nichz dbame o ,,co nejvyssi pfesnost* (tj. co nejvice se
pfibliZime pfislusnym soufadnicim bodu x); v8echny zbyvajici soufadnice (tj. s indexem od g
dale) ani v nejhordim piipadé nedaji v souc¢tu piili§ velkou chybu (tj. v&tsi nez §)), a tedy je
miuzeme Uplné ignorovat. Je nyni snad jasné, ze pro mensi hodnoty € musime ,kontrolovat Vétéi
konec¢ny pocet soufadnic, odkud plyne nutnost definovat onu hustou mnozinu jako S = J,,cy S

kde S,, pro vétsi a vétsi n kontroluje vic a vic soufadnic, takze ,funguje“ pro mensi a mensi

hodnoty e.

= Prostor (M;, 5) je isometricky né&jakému podprostoru (M, p), ktery je podle charakterizace

separabilni.
(2) R je separabilni, ale nikoliv totalné omezeny.
Plati napiiklad Q = R, coz dava separabilitu. Neni totalné omezeny, nebot N je nekoneéna 1-
separovana podmnozina.
(3) Plati, je-li (M, p) totalnd omezeny, pak je separabilni.
Z totalni omezenosti plyne, Ze kazda e-separovand mnozina je kone¢na, tedy je i spocetna, z ¢ehoz
plyne separabilita.

(4) Necht ¢ zna¢i mnozinu posloupnosti realnych ¢isel konvergujicich k 0 a uvazujme na ni metriku

dOO((an)7 (bn)) Ir?géi lan — bn|~

Pak (co,d~) je separabilni a neni totalné omezeny.

Pokud oznac¢ime cg mnoZinu racionalnich posloupnosti konvergujicich k 0 s kone¢né mnoha nenulo-
vymi ¢leny, pak cg je spocetnd podmnozina cy. Ke kazdé posloupnosti v ¢y 1ze také najit racionalni
posloupnost v cq, které je libovolné blizko, tudiz plati ¢g = cp a cp je separabilni. Definujeme po-
sloupnosti s; = (¢,0,0 ...) proi € N, jisté kazda s; konverguje k 0 a mnoZina {s;: ¢ € N} je nekone¢na
1-separované podmnozina cg.

(5) Dukaz véty 44 nedava navod, jak najit spocetnou hustou mnoZzinu v podprostoru.

A
Priklad (Prostor C([0,1])). Jednim z duleZitych metrickych prostort v analyze je prostor
C([0,1]) ={f :[0,1] = R : f je spojita, }
ktery obvykle uvazujeme s normou ||f|. = ;L-rél[%ﬁ] |f(x)|, takZe mtZeme uvazovat metriku (f,g) —
If = 9lloo = max |f(2) = g(z)].

(1) C([0,1]) je separabilni metricky prostor.

Diikaz. Pro kazdé n € Na qy,...,q, € Q necht fI*% je funkce, ktera splituje

() fg (1) = g pro 0 < j < m,

(b) na intervalech tvaru [% i+ < n —1, je linearni.
Grafy téchto funkci jsou tedy spojité lomené ¢ary, sestavajici z useCek jejichZ koncové body maji
racionalni soufadnice. Poloz D = {f1»4 :n € N, q1,...,q, € Q}. To je spocetna mnoZina.
Ukazme D = C([0,1]). Necht tedy g € C([0,1]) a € > 0. Chceme najit n € N,q1,...,q, € Q tak,
ze || farin — gl o < e. Jelikoz g je spojita [0,1] — R, je také stejnomérné spojita (fakt z analyzy,
zde dikaz nebyl). Tedy nalezneme 6 > 0 takoveé, Ze |z —y| < § = |g(x) — g(y)| < £. Zvolme n € N
takoveé, ze % < anajdéme qy,...,q, € Q takova, ze

] €
’9(l>*%‘<* pro 0 < j < n.
n 5
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Polozme f := fd+ . Pak pro kazdé = € [0,1] plati: zvolme j € {0,...,n — 1}, kde = € [£, ZE1];

pak

o)~ 1@ < Jot@) — o (2)|+ o(2) = (D) + (L) — | < S+ S+ [7(2) - 1 (220

n n

)

jelikoz f je linearni. Dalsi odhady davaji:

2e j j ] |+ 1 41 41 26 & € ¢
<o) o) ) o ) S < e e g
5 n n n n n n 5 5 5 5

(2) Zadefinujme fo = 0 [tj. fo(x) = 0,z € [0,1]]. Pak B(fo,2) je omezend mnoZina, ale neni totalné
omezena.

Diikaz. Omezenost koule je ziejma.
Pro kazdé n € N,;n > 1 zvolme f,, € C([0,1]), ktera splije fn(%) =1, fn(x) =0 pro x € [0, %H] U
[ 1].

n—17

1
A
1 \ } \ 1
0 _1 1 _1 1
n+1 n n—1

Pak pro m,n € N~ {1} rizna, mame

1
n

an - fm”oo Z ‘(fn - fm)( )| = |1 - O‘ =1

Tedy jsme nasli nekone¢nou 1-separovanou mnozinu v C([0,1]), pficemz Vn € N : || f, ||, < 1, tedy
dokonce v B(fo,2), tedy ta neni totalné omezena. O

A

2.2 Uplné metrické prostory

Definice 45. Necht (M, p) je metricky prostor a {z,}5; je posloupnost v ném. Rekneme, Ze {zn}52 je
cauchyovska, jestlize

Ve >03dng e NVm,n e Nym,n = ng : p(n, Tm) < €.

Definice 46. Metricky prostor (M, p) nazveme uplny, pokud kazda cauchyovskd posloupnost v M je
konvergentni v M.

Pozndmka. Snadné cviceni na dikazové techniky prvniho semestru analyzy je, Ze kazda konvergentni
posloupnost je cauchyovski. Opa¢na implikace neplati ve vSech prostorech, pfi¢emz ty prostory, v nichz
plati, se podle predchozi definice nazyvaji tplné.

Piiklady. e (R,|-|) je tuplny (1. semestr analyzy).

e C([0,1]) je uplny.
Mgjme danu cauchyovskou posloupnost {f,}52, v C([0,1]), chceme najit f € C(]0,1]) ke kterému
konverguje. Pro pevné = € [0, 1] ovéime, ze {fn(x)}22, je cauchyovskd v R. Pro ¢ > 0 najdéme
no € N tak, Ze pro n,m = ng je ||fn — fmllo < & potom i |fn(x) — frn(x)| < ||fr — fimllo < €. Pro
kazdé = € [0,1] tak miZzeme najit L, = lim, o fn(z). Sestrojme funkei f : [0,1] = R,z — Ly,
ovéime, ze je hledanou limitou.

14



Nejprve ovéfime, ze f € C([0,1]). Pro e > 0, z € [0,1] chceme najit 6 > 0 takové, ze Yy € [0,1] :
lv —y| <0 = |f(z) — f(y)| < e. Najdéme ng € N tak, ze pro n,m = ng je ||fn — fmlo < §. Déle
bud § > 0 takové, Ze |fn,(z) — fno(y)| < § pro y € [0, 1] spliwjici |z — y| < 0; existence takového §
plyne ze spojitosti funkce f,, v bodé x. Potom pron > ng a |z —y| < ¢ je

[fn(2) = Fn(W)] < (@) = foo (@) + [ Fro (2) = fro W)+ [fro () = Fu(¥)]

€ 3
< ”fno - fn”oo + 1 + ||fn0 — fn||oo < ZE.

Potom |L; — Ly| = limp o0 | fr(2) — fu(y)| < %s < g, tedy f je spojita.

Nyni ukazme, Ze lim,, || f — fn|l, = 0. Volme € > 0 a najdéme n; € N takové, ze pro n,m = n; :
| fr = fm”oo < % Potom pro n = ny

If = fall = sup [f(@)=Fu(@)] < sup [f(2)=fn, (@)[+]fn(z)=fn, (2)] < %Jr sup |f(x)=fu, (2)].

z€[0,1] z€[0,1] z€]0,1]

Zafixujme = € [0,1] a k nému najdéme ny € N, ny > ny, takové, Ze |fm(v) — Li| < § pro m = na.
Potom |f(x) — fu, ()| < |f(%) = fo, (@) + [fry () — fu, (2)] < § + §. Jelikoz 2 bylo libovolné, plati
pron = n

€ 2e

&
If = foll < = + sup |f(z) = fu, (@) < = + = =c.
3 ze0,1] 3 3

Tedy lim,, f, = f.

2.2.1 Uplnost a zakladni operace s metrickymi prostory

Zatnéme s charakterizaci dplnosti:

Véta 47 (Cantor). Metricky prostor (M, p) je uplny prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost neprazdngjch
uzaviengjch mnozin Fy O Fy O F3 O ... spliujici lim,_,o diam, F;, = 0 plati ﬂ;ozl F, #£10.

Diikaz. = Prokazdén € N zvolme z,, € F),. Pak {z,}52, je cauchyovska. Pro € > 0 najdeme ng takové,
ze diam F,,, < €. Pak pro n,m > ng je xn,xm € Fy,, a tedy p(xy,,zn) < €. Déle z Gplnosti, necht z
je limitou {x,,}22 ;. Zvolme n € N, pro ¢ > n mame z; € F;, F; C F,, tedy z; € F,, a z uzavienosti
pak z = limz; € F,,. Proto z € () _; Fy.

< Necht {z,}22, je cauchyovska. Polozme F, = {z; :i > n},n € N. ZFejmé jsou F,, uzaviené, ne-

prazdné a Fy O F, O .... Ukazme diam F;, — 0. Zvolme ¢ > 0 a najdéme ng € N takové,

7e p(Tpn,Tm) < §,m,m = ng. Checeme diam F,, < e (dale pro n > ng je diam F,, < diam F),).

Zvolme tedy x,y € Fy,. Najdeme i,y > ng tak, ze p(z,z;,) < § a p(y,x:,) < 5. Pak mame

plx,y) < p(z,ziy) + p(aiy, Tiy) +p(y, 2i,) < €. Dostavame tedy diam F),, < e. Z pfedpokladu existuje

T € ﬂflo:l F,,. Zvolme € > 0, najdeme ng takové, ze diam F,, < % pro n = ng. Pak pro n > ng mame
{z,2,} C Fy, atedy p(z,2,) < § <e.

O

Uplnost se zachovava na uzaviené podprostory:

Véta 48. Necht (M, p) je uplng metricky prostor a N C M. Pak (N, p) je dplny prdavé tehdy, kdyZ N je
uzaviend mnozina v M.

Diikaz. = Pokud N neni uzavien, existuje posloupnost {x,}>2 ; v N konvergujici k x € M ~ N. Pak
{z,}52, je cauchyovska, ale neni konvergentni v N.

< Aplikujeme pFedchozi vétu. Pokud Fy D Fy D ... jsou uzaviené v N a lim diam F}, = 0, jsou uzaviené
ivM,atedy (o, Fn #0, tedy i N je aplny.
O

Uplnost a souéiny prostori:
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Vé&ta 49. Necht (M;, p;),t € N jsou metrické prostory spliiujict diam,, M; < 1 pro i € N. Pak (M, p) =

H(Mi’ pi) je uplng pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € N je (M;, p;) dplng.

ieN

Diitkaz. = Analogické ditkazu = ve vété 43: Vi € N je (M;, §+) izometrické né&jakému uzavienému
podprostoru M, a tedy dle véty 48 je uplny, tedy i (M;, p;) je aplny.

< Necht {z,}52, je cauchyovska v M. Ukazme, ze pro kazdé i € N je {z,,(7) }52, cauchyovska v (M;, d;).
Zvolme € > 0 a naleznéme ng tak, ze Vn,m = ng : p(Tm, ) < 5. Pak

pil@n (i), 2 (i) <23 w = 2 (2, ) < 2= = €.

Z predpokladu, Ze pro kazdé i € N existuje a; € M; tak, Ze x, (i) — a; sestrojime g, g(i) = a;,7 € N,
pakge M a x, — g.
O

2.2.2 Univerzalni aplny metricky prostor /., (I) a ziplnéni metrickych prostori

Definice 50. Necht I je mnozina. {oo(I) = {f : I — R : f je omezena}. Na £ (I) uvaZujme metriku
(£,9) = I = 9llog = sup|£(5) = 9()].

Tvrzeni 51. (. (I) je uplng metricky prostor.

Diikaz. Je videét, ze || f — g|| ., je metrika.

Pokud je {x,,}22, cauchyovskd v ¢ (I), pak pro kazdé i € I je {z,(i)}32, cauchyovskd v R (nebot
[f(7) —g()] <|If = 9ll) Tedy Vi € I 3z(3) : limx,, (i) = x(i). Pak pro x : 2(i) = lim, 2, (i) je € {oc (1),
protoZe z je omezena', a k tomu ukazme z,, — x. Zvolme £ > 0 a naleznéme ng € N tak, Ze pro n,m > ng
je l|lzn — Tm|l < 5. Chceme ||z, — x| <& pron > ng. Zvolme i € I, protoze x, (i) — x(i), najdeme
n1 = ng tak, ze |xy, (i) — x(i)| < §. Pak pro n > ng mame

|2n(8) = 2()] < fwn (i) = 20, ()] + 20, (1) = 2(0)] < [lzn — 20, [ + 5 < 7 <&

Protoze ¢ bylo libovolné, mame ||z,, — z||,, < € pro n = nq. O
Véta 52 (univerzalita (o (I)). Necht (M, p) je metrickij prostor, D = {x; :i € I} spliiuje D = M. Pak

existuje izometrie ¢ : (M,p) — Loo(I). Navic (o(x))(@) = (p(zi,x) — p(xs,a)),i € I, kde a € M je
libovolné zvoleny bod.

Dikaz. Oveéime, Ze podle této definice ¢(x) € Loo(I), tedy ¢(x) mé byt omezend na I. Pro kazdé ¢ € T
plati p(x;, ) — p(x;,a) < p(z,a), tedy mame horni zavoru.
Zvol x,y € M. Pak

lo(z) = (W)l oo =sup Ip(zi,x) — pxi,a) — p(zi,y) + p(zi,a)| = Sup p(zi, x) — p(zi,y)|

<sup [p(z,y)| = plz, y).
il
Na druhou stranu, pro kazdé € > 0 najdeme iy € I takové, ze p(x;,,x) < %6; pak

lo(z) = eW)lloe = |o(Tig, ) = p(Tig, y)| = p(Tig, y) — p(xig, ) = p(x,y) = 2p(ziy, ) = p(2,y) — €

a protoZe ¢ bylo libovolné, musi platit |o(z) — ¢(y)|l,, = p(z,y), tedy dohromady |o(z) — ¢(y)|,, =
p(x,y) a ¢ je izometrie.

'Pro & > 0 z Cauchyovskosti volme ng € N, Ze ||zn — Zm||o, < € pron,m >ng aproi € I ni > no, ze |x, (i) —z(i)| < e pro
n = nf z limity. Pak |z, (1) —2(3)| < |Zng (2) —Tpi @)+ \xni (1) —x(i)| < 2e pro kazdé i € I, tedy isup;cs |Tn (1) —2(4)| < 2,
z ¢ehoz uz mame omezenost x diky omezenosti
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Dausledek. Pokud (M, p) je separabilni metricky prostor, pak je isometricky podprostoru o (N).

Disledek 53 (o ziplnéni). Necht (M, p) je metricky prostor, pak existuje tiplny metricky prostor (X, o)
aY C X takovy, zZe (M, p) je isometricky s (Y,o) a navic Y = X.

Diikaz. Necht ¢ : M — lo (M) je izometrie z predchozi véty (D = M), a polozme (X, o) = (¢p(M), ||| )-

2.2.3 Baireova véta
Definice 54. Necht (M, p) je metricky prostor a D C M. Rekneme, Ze D je husta, jestlize D = M.

Pozndmka. Je snadné ovétit, Zze D je husta v M < Ve € M Ve > 03y € D : p(z,y) < € & D protne
kazdou otevienou kouli v M < D protne kazdou otevienou mnozinu v M.

Véta 55 (Baire). Necht (M, p) je dplng metricky prostor, {U,}22, je posloupnost oteviengch hustjch
mnoZin v M. Pak (,—, U, je hustd mnozina v M.

Diikaz. Staci oveérit, ze (-, U, protne kazdou otevrenou kouli. Zvolme x € M,e > 0 a oznatme B =
B(xz,¢€). Jelikoz Uy je oteviena a husté, existuje z; € UyNB ae; € (0,1) : B(x1,e1) € BNU;. Induktivng
nalezneme {x,}>2; a {e,}22, takova, ze

e, <ineN,
e B(xp,en) CUy,n €N,
d B(xn+175n+1) c B(xn75n)7n eN.

Se znalosti predchozich hledejme x,1,€n+1. Protoze U,41 je hustd, najdeme z,41 € B(zp,en) N Upy1.
ProtoZze B(xp,&,) NU,y1 je oteviend, najdeme e,11 < %ﬂ takové, ze B(Tpt1,2en+1) C B(xn, ) NUpt1.
Posledn{ bod potom plati, protoze B(zpi1,6n+1) C B(Znt1,2¢n+1). Aplikujeme Cantorovu vétu (47) na
F,, = B(xy,ey), tedy existuje y € (", B(xn,&n). Zaroven B(zp,en) € B(xn_1,6n-1) C Up—1,n = 2, &
tedy (), B(@n.en) C (oo Un NU1 N B = (N2, U,) N B. Tedy (,—, Uy, protne B a protoze B byla
libovolna otevrena koule, je (-, U,, husta v M. O

Pozndmka. Baireova véta mé dalekoséhlé dusledky. Jeden si uvedme:
e C([0,1]) je separabilni tiplny metricky prostor. (bylo)
e Pro n € N poloz
U, = {feC([O,l]) Ve €]0,1] Iy € [0,1],y # x : W >n}.
Pak U, je oteviena a husta.

» Oteviena: Ukazme, Ze US je uzaviena. Uvazujme posloupnost { fr}p2, prvki US konvergujici
k f a chceme ukézat, ze f € US. Jelikoz f;, ¢ U, musi existovat néjaké x;, € [0, 1] pro které

| fe(mr) — fr(y)]

Yy € [0,1] N {zk}: P—

<n.

Méjme posloupnost {x}72 , to jsou prvky [0, 1], tedy je omezena a lze z ni vybrat konvergentni
podposloupnost {z, }7°; s limitou = € [0,1]. Ted chceme ukazat, Ze f spliiuje Vy € [0,1] \{z} :

%:5‘(3’)' < n. Zafixujme pevné y € [0, 1],y # x, pro n&j ma nerovnost platit. Pro posloupnost

|
{£e)}iZy plati |fr(y) — fF(W)] < [Ife — fllos coZ jde k nule, tedy limy, fi(y) = f(y). Dale plati
() = F(0)] < [fr (h,) = fr (@) + | (2) = f(2)] < mlag, — 2 + [ fo — fllo
coz oboji jde k 0, tedy plati lim; fi, (x5,) = f(z). Pocitejme limitu

lim | e (zk,) = fr, ()]

l—o0 |£L’kl — y|

)
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vyraz |zg, —y| je nulovy nejvyse pro kone¢né mnoho I/, tedy limitovany vyraz je dobfe definovany.
Potom

o @) = Fre @) o fiu (o) =l S )] _ 17@) = f)]

I—00 |z8, — Yl | limy 00 21, — ¥ |z —yl

Jelikoz plati pozadované nerovnost pro kazdy ¢len posloupnosti, bude také

|f(x) = f(W)

<
-y "

a to bylo pro libovolné y, tedy f € US a vime, ze US je uzaviena.

» Husta: Mé&jme danu f € C([0,1]) a € > 0 a chceme najit g € U, aby |[f —g|, < e f je

stejnomérné spojitd, tedy najdeme & > 0 takové, Ze pro |z —y| < § je |f(x) — f(y)| < £.
Polozme 1 = min{4, £} a najdeme k € N takové, ze % < 7. Definujeme 2/k-periodickou funkci
s:[0,1] — R takovou, ze s(0) = 0,s(1/k) =¢,s(2/k) =0, ..., ktera je v jednotlivych intervalech
linearni. Pak polozme g = f + s, chceme

[f(@) +s(x) = fly) =s)] 1
|z —y ~z—yl

(Is(@) = sy)| = |f (=) = f()]) > n,

tedy |s(z) — s(y)| > n|lz — y| + |f(z) — f(y)|. Bud z € [i/k, (i + 1)/k], pak volme jako y to z
¢isel i/k, (i + 1)/k, které je od néj vzdalengjsi. Pak totiz plati

e — |+ 1£() — F@) <+ £ < g6 <ls@) — s(y)].

Tedy g€ Un allg— fllo = sl =€
Dle Baireovy véty je mnozina ()~ U, husta.
e Plati, ze pokud f € C([0,1]) mé v vlastni derivaci v ngjakém bodé, pak f ¢ (", U,.

Necht f méa realnou derivaci v bodé x € [0, 1]. Pak na néjakém ¢ > 0 okoli bodu x plati, Ze W

je e-blizko f’(x), volme tedy n&jaké n; kterym jej omezime. Dale f je spojita na uzavieném intérvalu
[0,1] a tudiz je na ném omezen4, najdéme tedy K takové, Ze |f(y)| < K pro kazdé y € [0, 1]. Potom
bud ny > 2K, tedy ne > |f(x) — f(y)| a pro y spliwjici |z — y| > § plati w < "2, coz

ozna¢me n3g. Pro n € N;n > ny,ng pak plati w < n pro kazdé y, tedy f ¢ U, a tudiz ani
f & Moz Un.
Tedy existuje spojita funkce, ktera nema vlastnf derivaci v zadném bodg. (A jelikoZ je ()~ U, husta, neni

jich malo.)

2.3 Kompaktni metricky prostor

Definice 56. Necht ¢ je systém podmnozin mnoziny X.
e Rekneme, Ze ¢ je pokryti, jestlize Ue=X.
e Pokryti metrického prostoru se nazyvi oteviené, pokud kazdy jeho prvek je oteviend mnozina.

e Rekneme, Ze systém mnozin ¢ mé kone¢nou prinikovou vlastnost, pokud

VneNVCCo:|C|=n=(C#0.

Definice 57. Necht (M, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze je kompaktni, jestlize kazdé oteviené pokryti
© obsahuje kone¢nou ¢ast ¢’ C ¢ takovou, ze | J¢' = M.

Definice 58. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Rekneme, ze 2 € M je hromadny bod A4,
jestlize Ve > 0 : (B(xz,e) ~ {z}) N A # 0 (ekvivalentng, pro kazdé ¢ > 0 je B(z, ) N A nekoneénd mnoZina).
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Véta 59 (charakterizace kompaktnosti). Necht (M, p) je metricky prostor, ndsledujici tvrzend jsou ekvi-
valentni:

(1) (M, p) je kompaktnd.

(2) Je-li F soubor uzaviengch mnoZin s konecnou prinikovou vlastnosti, pak (F # 0.
(8) Je-li A C M nekoneénd, pak md hromadnyg bod.

(4) Z kazdé posloupnosti v M lze vybrat konvergentni podposloupnost.

(5) Kazdd spojitd funkce f: M — R je omezend.

(6) Kazdd spojitd funkce f: M — R nabgvd minima a mazima.

(7) Z kazdého spocetného otevieného pokryti lze vybrat konecné podpokryti.

Diikaz. (1)=(2) Polozme ¢ = {F° : F € F}, pak ¢ sestavd z otevienych mnozin a zidna kone¢na
¢ast ¢’ C ¢ nepokryje M: Uvazujme FCUFS U...UFY = M, tedy M = J;_, F¥ =Uj_, M \F; =
M~ N, F;, tedy (), F; = 0, spor. Z kompaktnosti tedy plyne, Ze ¢ nenf pokryti, tedy existuje
x € M takové, ze VF € F:x ¢ FC, tedy z € N F.

(2)=(1) Bud ¢ oteviené pokryti, polozme F = {U® : U € ¢}. Pak F sestava z uzavienych mnozin
a [ F =0 |protoze M = Jp = M ~ [ F|. Z predpokladu tedy existuji Uy, ...,U, € ¢ takova, ze
N, US =0, neboli J_, U; = M, a tedy tvori hledané podpokryti.

(1)=(7) trivialni

(7)=(3) Pro spor predpokladejme, Ze existuje nekoneéna A C M bez hromadného bodu. Prechodem
k podmnoziné miZeme piedpokladat, Zze A je spoletna. Pak A neobsahuje prostou konvergentni
posloupnost, a proto je uzaviena. Déle pro kazdé z € A existuje e(x) splimjici B(z,e(x))NA = {x}.
Pak o = {{M N A} U{{B(z,e(z))} : © € A} je spoetné oteviené pokryti M, a tedy dle (7) existuji
Z1,...,%n € A spliujici

ACUBie@) N A= {z1,..., 20},

1=

1
coZ je ve sporu s tim, Ze A je nekone¢na.
(3)=(1) Necht ¢ je oteviené pokryti M. Ukazme
Je>0Ve e M3C € ¢: B(x,e) CC.

Sporem, pro n € N necht existuje x,, € M, ze Ve € ¢ : B(x,, %) ~ ¢ # ). Pak ukazme, ze {x, : n € N}
je nekone¢nd mnozina. Uvazujme konec¢nost, tedy pro néjaké k se xj pouzije pro nékonecné kouli
B(xg, %), ale vSechny c¢ jsou oteviené a ¢ je pokryti, tedy existuje ¢,z € ¢’ a e > 0, Bz, ) C ¢/,

potom ale od jistého ny, nio <ejen = ng, B(xg, %) C B(xzk,e) C ¢, spor.

Dle (3) tedy ma hromadny bod z € M. ProtoZe ¢ je oteviené pokryti, najdeme Cy € ¢,e > 0
tak, ze x € Cy a B(zx,e) C Cy. Zvolme n € N tak, Ze % < %5 a zvolme z, € B(z, %5), pak
B(zn, 1)\ Cy C B(wn, 36) \ Co € B(z,e) \ Cg = 0, spor.

Sporem: Kdyby nyni z ¢ neslo vybrat koneéné podpokryti, induktivné sestrojime nekonecnou &-
separovanou munozinu {z, : n € N}. Zvolme z; € M libovolné, C1 miZeme zvolit tak, ze B(z1,¢) C
Cy. Pokud 1, ... ,2,,C4,...Cy, byly zvoleny, pak najdéme x,, 41 € M\U?:1 CiaCpy1,%e B(xpy1,e) C
Ch41. Jelikoz neexistuje kone¢né podpokryti ¢, M ~ U?:l C; je neprazdna a x,1 lze stale zvolit.
Dale pro m > n je z,, ¢ C,, tedy také z,, ¢ B(z,,e) C C,, a tedy p(zm,T,) > €. e-separovana
mnozina ale nemtze mit hromadny bod, spor.

(3)=(4) Necht {z,}5°, je posloupnost v M. Pokud obsahuje konstantni podposloupnost, jsme hotovi,
v opafném piipadé obsahuje prostou podposloupnost, tedy bez tjmy na obecnosti bud x,, # ., pro
n # m. Potom {z, : n € N} je nekonetna, bud = € M jeji hromadny bod. Induktivné najdeme
ni € N takové, Ze z,,, € B(z, 1) a {n)} je rostouci. Pak x,,, konverguje k z.
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(4)=(5) Necht f: (M, p) — R je spojita. Kdyby nebyla omezena, najdeme poloupnost {z,}52 ; tak,
ze |f(xzn)| = n a x, # x, pro n # m. Ma existovat podposloupnost {z,, }32, a © € M ke kterému
konverguje. Déale | f (2, )| = ng — 400, ale ze spojitosti | f(xy, )| — | f(z)| € R, spor.

(5)=(6) Necht f : (M,p) = R je spojita. Dle (5) je s = sup,e; f(x) < oo. Sporem, kdyby se s
nenabyvalo, tak = +— % je spojita neomezena funkce na M, spor. Podobné inf.

(6)=(5) trivialni

(5)=(3) Sporem, necht A = {x,, : n € N} je nekone¢n4 bez hromadného bodu. Bez jmy na obecnosti
Tn # Tm pron # m. Tedy Vn € N Je,, € (0, %) : B(an,en) N A = {z,}. Pak koule B(z,, %en), neN
jsou po dvou disjunktni, nebot z € B(wy, 56,) N B(Tm, 56m) plyne p(z,, 2m) < min{e,, e}, a
tedy x,, € B(Xm,Em) nebo x,, € B(xy,en), spor. Uvazujme funkei

_ ;%l (Ef"‘ — p(m,xn)) x € B(zp,en/4),
@) = { 0 ! jinak.

] ]
T L

Tn Tm

Pak f(z,) =n, a tedy f je neomezena, zarovei je spojita ve viech bodech:

o Mame f(y) = max {22 (5 — p(y,2,)) .0} ,y € Blon, ben), tedy f je spojita na U, ey Blan, ).

e Pokud = ¢ |,y B(n, ), pak existuje 6 > 0 tak, ze B(z,0) N U, ey B(zn, §) = 0. Kdyby
tomu tak nebylo, pak ze skuteénosti, ze €,, — 0, bychom snadno odvodili, Ze = je hromadny bod
mnoziny A (spor). Je tedy f(y) =0 pro y € B(x,d), a tedy je f v bodé = spojita.

Dostali jsme tedy neomezenou spojitou funkei, a (5) neplati. Tim je dukaz dokoncen.

Véta 60. Necht (X, p) je metricky prostor. Pak je kompaktni, prave kdyZ je uplny a totdlné omezeny.

Diikaz. = Necht {F,} je posloupnost uzavienych, neprazdnych a navzajem vnofenych mnozin v (X, p),
pficem# limdiam F,, = 0. Pak podle charakterizace kompaktnosti 59, (2) je (\o—, F, # 0. Potom
podle Cantorovy véty charakterizujici tplnost 47 je (X, p) uplny. Pro totalni omezenost, necht je
e > 0. Uvazujme oteviené pokryti {B(x,e) : « € X} prostoru (X, p), podle definice kompaktnosti
existuje jeho kone¢né podpokryti, tedy z1,...,z, takova, ze X = |JI_, B(z;,¢). Potom mnoZina
{1,..., 2.} je e-sit, a tedy (X, p) je totalné omezeny.

< Ukézeme, Ze kazda nekoneénd A C X ma hromadny bod. Tim bude diky charakterizaci kompaktnost
ovéFena. Indukei nejprve najdeme posloupnost uzavienych mnozin { B, }5° ;, Ze diam B,, < % aB,NA
je nekonecné, pro vSechna n € N.

» Z totalni omezenosti existuje koneéné pokryti (napf. uzavienymi koulemi) {Uy, ..., Uy} prostoru
X, ze diam U; < 1,47 < k. Tedy existuje i < k, ze U; N A je nekoneéné, polozme By = Us.

» Mame-li jiz By, ..., By, vime, Ze B, je totdlné omezené a B, N A je nekone¢né, existuje tedy
n&jaké kone¢né pokryti uzavienymi? mnozinami {V,...,V;} prostoru B, takové, Ze diam V; <
%_H,z' < I. Opét musi existovat j < I, Zze V; N A je nekoneéna. Pak polozme B4 := Vj. Tim je

konstrukce dokoncena.

2B, je uzaviena v X, mnoziny uzaviené v podprostoru B, jsou tak uzaviené i v X
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Nyni z tplnosti X je (,_; By neprazdna a diky diam B,, — 0 je jednoprvkova. Oznac¢me jeji prvek
a, ukdZeme, Ze je hromadnym bodem mnoziny A. Bud dano ¢ > 0, pak najdeme n € N, Ze % <5
Pak B, C B,(a,¢), tedy také B,(a,e) N A je nekone¢na.

O

Tvrzeni 61 (zachovavani kompaktnosti operacemi).
(1) Necht (X, p) je kompaktni, Y C X uzaviend. Pak podprostor (Y, p) je kompaktni.

(2) Je-li (X, p) kompaktni a (Y,o) metricky prostor, f : (X,p) — (Y, o) spojité, pak (f(X),0 [fx)) je
kompaktni.

(8) Je-li (X, p) metricky, Y C X a (Y, p) kompaking, pak 'Y je uzaviend v (X, p).
(4) Jsou-li (X;, p;) kompaktni, diam,, X; < 1,i € N, pak (X, p) = [[(Xi, pi) je kompaktni.

Diikaz. (1) Dle piedchozi véty je (X, p) uplny. JelikoZ je Y uzavtena, dle 48 je (Y, p) uplny. Podpro-
stor totalné omezeného je totalné omezeny dle 40, tedy (Y, p) je totalné omezeny i uplny, proto je
kompaktni.

(2) Necht U je oteviené pokryti f(X). Systém {f~1(U) : U € U} je oteviené pokryti X dle 21. Tedy
7z kompaktnosti (X, p) existuji Uy,...,Up, 7ze X = f~H(U) U f~Y(Uz) U ... U f~Y(U,). Zfejms
UpU...UU, = f(X), tedy f(X) je kompaktni.

(3) Y je kompaktni, tedy tuplny. Tedy musi byt uzavieny (kazda posloupnost v Y s limitou v X je
cauchyovska, tedy limita je v Y).

(4) Vim, ze (X;, p;) jsou Gplné a totalné omezené. Jejich soudin je tak uplny podle 49 a je totalné omezeny
dle 43. Tedy soucin (X, p) je kompaktni.
O

Pozndmka. Suma podprostort (X, p) = > (X;,pi), @ € N, je kompaktni, pravé kdyz kazdy (X;,p;) je
kompaktni a pouze pro koneéné mnoho i € N je X; # 0.

Dikaz. < Nechtn = |{i € N: X; # (}| a bez 4jmy na obecnosti X; # (), i < n,a X; = @ proi > n. Bud
A C X nekonecnd, oznacme A; = {z € X; : (z,4) € A}, potom A = J; oy Ai x {i} = U,¢,, Ai x {i},
tedy existuje j < n takové, Ze A; je nekone¢nd. Ta mé z kompaktnosti X; hromadny bod a, potom
(a,7) je zfejmé hromadny bod A.

= koneény pocet neprazdnych: Necht bez ijmy na obecnosti Vi € N : X; # (). Volme libovolné a; € X;.
Pak {(a;,%) : i € N} je nekonefna 1l-separovand podmnozina X, tedy nemiZe mit hromadny bod;
spor s kompaktnosti.

kompaktnost (X;, p;): Bud A C X; nekonecna. Pak A x {i} je nekoneéna, ma tedy hromadny bod
(a,j). Nutné j = i, jinak dist,((a, j), Ax{i}) = 1, spor. Tedy a € X; a je to ziejmé hledany hromadny
bod A.

O

Lemma 62 (Lebesguevovo ¢islo). Necht (X, p) je kompakini metricky prostor a U je jeho otevicené pokryti.
Pak existuje 6 > 0 takové, Ze pro kaZdé x € X existuje U € U, B(xz,d) CU.

Dikaz. U mé diky kompaktnosti kone¢né podpokryti {Uq,...,U,}. Pokud je n&jaké U; rovno X, jsme
hotovi (9 lze vzit libovolné). Predpokladejme tedy, Ze vSechna U; jsou vlastni podmnoziny X. PoloZzme
C; == X \ U;,i < n. Definujeme f : X — R predpisem f(z) = 23" | dist,(z,C;), f je spojitd a viude
kladné. Protoze X je kompaktni, funkce f na ném nabyva svého minima, které oznac¢ime §. Nyni pro kazdé
r e X je f(x) >0, tedy existuje i < n takové, ze dist,(x,C;) > 6, tedy B(x,d)NC; =0, tedy B(z,0) C U,
coz jsme chtéli. O

Dausledek 63. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, (X, p) kompaktni, funkce f : (X, p) — (Y,0)
spojitd. Pak [ je stejnomérné spojitd.
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Diikaz. Bud ¢ > 0. {f"Y(B,(y,3¢)) : y € Y} je oteviené pokryti X. X je kompaktni, tedy existuje
Lebesguevovo ¢islo § > 0, ze pro kazdé z € X existuje y € Y : B,(z,6) C ffl(Bg(y,%s)), tedy
f(By(2,6)) € Bs(y,1e). Tim padem pro z,2’ € X pokud p(z,z’) < 6 je f({z,2'}) C B,(y,1¢), ta
mé diametr nejvyse ¢, tedy o(f(x), f(z')) <e. O

Disledek 64. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, (X, p) kompaktni, f : (X, p) — (Y,0) spojitd
bijekce. Pak f je homeomorfismus.

Diikaz. Zbyva ovérit, ze f~1 je spojité. K tomu podle Véty 21 stadéi ukazat, ze pro kazdou F' C X uzavienou
je (f71H)7L(F) uzaviena, tj. ze f(F) je uzaviena. Ale F je kompaktni, takze i f(F) je kompaktni, a je tedy
uzaviena. O

Pozndmka. Uplnost ani totalni omezenost nejsou topologické pojmy, mohou se zménit pFechodem k ho-
meomorfnim prostorim. Spojeni obou téchto vlastnosti, tj. kompaktnost uz ale topologicky pojem je:
Budte (X, p), (Y,o) homeomorfni, pak (X, p) je kompaktni, pravé kdyz (Y, o) je kompaktni (jak plyne z
uz dokézaného).

2.3.1 Cantorovo diskontinuum a Hilbertova kostka

C’:{i%:aje{(),?}},

i=1

tedy &isla z intervalu [0, 1] neobsahujici v n&jakém trojkovém rozvoji ¢islici 1.

Uvazujme nyni dvouprvkové mnoziny Y; = {0, 1} s diskrétni metrikou p;. Ozna¢me (D, p) jejich soucin
[1:2,(Y:, pi). UkdZeme, Ze D je homeomorfni s C. Uvédomime si nejprve, ze prvky D jsou posloupnosti
(yi)ien tvofené nulami a jednitkami. Definujeme

G 2y;

3t
i=1

[:D—=C, (yi)ien —

Zobrazeni f je zFejmé na a z jednoznadnosti zapisu &isla v trojkové soustavé v uvedeném tvaru vyplyva 3, ze
jeiprosté. f je spojita: Volme e > 0 ay € D. Najdéme n € N takové, ze 3—171 < e. Plati B,(y, 2%) C{zeD:

21 =Yl 2n = Yn}, jinymi slovy pro z € D takové, Ze p(z,y) < %7 plati z1 = y1,22 = y2,. .., 20 = Yn,
tedy
(%) [ee} e
2y; 2z; 2(yi — 2i) 2 1
P - @=| -5 = X T < X g <e
i=1 i=1 i=n-+1 i=n+1

(D, p) je sou¢in kompaktnich prostor, tedy je kompaktni. f je na ném definovana spojita bijekce, tedy
dle 64 je to homeomorfismus.

Pozndamka. Libovolny prostor homeomorfni s Cantorovou mnozinou budeme nazyvat Cantorovo diskonti-
nuum.

Hilbertova kostka je definovana jako sou¢in metrickych prostora X,, = [0, 1], p, = | - |. Znagime ji Q.
Véta 65 (Univerzalni vlastnosti Cantorova diskontinua a Hilbertovy kostky). Pro kaZdy neprdzdnyg kom-
paktni metricky prostor (X, p) existuje spojité zobrazent f : C — X, které je na. Pro kazdy separabilni met-
ricky prostor (X, p) (specidlné, pro kazdy kompakitni) existuje zobrazeni g : X — @ takové, Ze g : X — g(X)
je homeomorfismus.

Dikaz nebyl.

30becné neni rozvoj realného &isla jednoznaény, zde ale mame k dispozici pouze &islice 0 a 2, tedy situace, kdy 2 nasledovana
samymi nulami jde nahradit jedni¢kou a nekone¢nou posloupnosti dvojek ap., odpada.
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2.4 Souvislost

Definice 66. Metricky prostor (X, p) se nazyva nesouvisly, pokud existuji neprazdné oteviené mnoziny
U,V C X takové, 2e UNV = a zaroven U UV = X. V takovém piipadé nékdy ¥ikame, %e dvojice U,V
svéd¢i o nesouvislosti X.

Prostor (X, p) se nazve souvisly, pokud neni nesouvisly.

Pozndamka. Souvislost je topologicky pojem, tedy je-li X homeomorfni s Y, pak X je souvisly, pravé kdyz
Y je souvisly.

Lemma 67. Bud (X, p) metricky prostor, Y C X. Budle ddle G,H CY disjunktni oteviené mnoZiny v
prostoru (Y, p). Pak existuji disjunktni mnoziny U,V C X oteviené v (X, p) tak, e G=YNU a H =Y NV.

Diikaz. Podle Tvrzeni 33 existuji mnoziny G’, H' oteviené v (X, p), pronéz G'NY =G a H' NY = H; ty
v8ak nemusi byt disjunktni. Uvazujme funkci ¢: X — R definovanou predpisem

p(x) = dist(x, G) — dist(x, H).

Podle Prikladu 20 jsou funkce = — dist(z, G) a x — dist(z, H) 1-lipschitzovské na X; je snadné z definice
ukazat, ze funkce ¢ je tim padem 2-lipschitzovskd na X, a podle Faktu 19 je tedy na X spojita. Polozme

G" =9 ((=00,0)) a H"=¢ '((0,00)),
to jest
G"={x e X: dist(z,G) —dist(z,H) <0} a H"={xe X: dist(z,q) — dist(z, H) > 0}.

Podle Véty 21 jsou mnoziny G”, H” oteviené v prostoru X a ziejmé G” N H” = (.
Dokazeme, ze G C G"” a H C H”: Skutetns, je-li z € G libovolny bod, pak dist(z, G) = 0. Dale existuje
6 > 0 tak, ze B(z,d) NY C G, nebot G je oteviena v Y. Protoze véak H CY a GN H =), je

B(z,0)NH =B(x,0)N(HNY)=(B(z,0)NY)NHCGNH=0.

Dostavame tak B(z,d) N H = 0, odkudz dist(z, H) > § > 0, takze p(z) < 0, tj. x € G”. Inkluzi H C H”
1ze dokazat stejné.

Celkem tedy mame: G C G'NG", H C H N H", G',G",H',H" jsou oteviené¢ v X, G'NY = G,
H' NY =H aG"NH"” = (. Kombinaci téchto faktt vidime, Ze mnoZiny

U:=G'NG" a V:=HnNH"
spliiji pozadavky ze znéni lemmatu, ¢imz je dikaz dokoncen. O

Lemma 68. Bud (X, p) metricky prostor a M C X libovolnd podmnoZina. Pak jsou ndsledujici vijroky
ekvivalentni:

(1) Prostor (M, p) je nesouvisly;

(2) Ezistuji neprdzdné mnoZiny U,V C X, které jsou oteviené v X a plati UNM # 0, VN M # 0,
UNV=0aUUV 2D M.

Diikaz. (2)=(1): Tato implikace je snadné, sta¢i totiz definovat U' = U N M, V' =V N M a uvédomit si,

(1)=(2): Necht dvojice (neprazdnych otevienych) mnozin G a H svéd¢i o nesouvislosti M. (Pro jistotu
poznamenejme, ze G, H jsou tim padem podmnoziny M, o nichZ vime pouze to, Ze jsou oteviené v M;
obecné nemusi byt oteviené v X.) Podle pfedchoziho lemmatu vime, Ze existuji disjunktni mnoziny U,V
oteviené v X takové, ze UNM =G a VN M = H. Je ziejmé, Ze tyto mnoziny maji viechny pozadované
vlastnosti, a ditkaz je hotov. O

Véta 69. Pro neprdzdny metricky prostor (X, p) jsou ndsledujici ekvivalentni:

(1) Prostor (X, p) je souvisly;
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(2) X md prdvé dvé obojetné podmnoZiny (oteviend i uzaviend);

(8) Je-li f:X —[0,1] spojitd a {0,1} C f(X), pak f je na.

Diikaz. (1)=(2) X a 0 jsou vzdy obojetné podmnoziny; kdyby existovala jesté jina obojetna C' C X,
pak X = C U (X \ C), kde obé jsou oteviené a neprazdné (a disjunktni), coz by byl spor.

(2)= (3) Pokud by f nebylo na, pak existuje ¢ € (0,1),¢ ¢ f(X), pak f je spojita i jako funkce
X = [0,1]~{c}. Pak f=1([0,¢)), f~1((c,1]) jsou obojetné, rtizné a neprazdné (a dokonce i obé riizné
od X), coz je spor.

(3)=(1) Kdyby X = U UV, kde U,V jsou oteviené, neprazdné a disjunktni, pak uvazujme f: X —
[0,1], f(x) =0proa € U a f(x) =1 pro x € V. Pak f je spojit4, {0,1} C f(X) a pfitom neni na,
spor.

0

Véta 70. Necht (X, p) je neprdzdny metricky prostor a pro kaZdé dva body a,b € X existuje souvisld
S(a,b), zZe {a,b} C S(a,b). Pak (X, p) je souvisly.

Diikaz. Kdyby nebyl souvisly, pak existuji U, V neprazdné oteviené disjunktni, ze X = U U V. Libovolné
zvolme a € U,b € V. Pak S(a,b) = (S(a,b) NU) U (S(a,b) NV), coz je rozklad na dvé oteviené (v S(a,b))
neprazdné mnoziny. Jsou disjunktni, spor se souvislosti S(a, b). O

Véta 71. Bud (X, p) metricky prostor a ¢ soubor sowvislych podmnozin X . Je-li (| ¢ neprdzdny, pak |J ¢
je souvisly podprostor X.

Diikaz. Necht U,V jsou oteviené v X tak, ze UUV 2 Jp,UNV Ny = 0. Fixujeme = € () ¢, bez Gjmy
na obecnosti at « € U. Pro libovolné y € |Jg existuje S € ¢, Ze y € S. S je souvisla a S C |Jp. Plati
unvnS=0azes, dile S=(UNS)U(VNS) (rozklad souvislé na oteviené mnoziny), tedy SNV =0
a proto S C U. Proto y € U. Celkové | Jp C U, tedy |J ¢ je souvisla. O

Disledek 72. Je-li A souvisld v metrickém prostoru (X,p) a AC M C A, pak i M je souvisld.

Diikaz. Volme z € A~ A libovolng. Ukazeme, Ze AU{x} je souvisla. Necht U,V C X jsou oteviené takové,
7e AU{z} CUUV,UNV N (AU {z}) = 0. Bez Gjmy na obecnosti at € U. U je oteviend a = € A, tedy
nutné UN A # (. Oviem A = (ANU)U(ANV), coz jsou ob& oteviené v A a A je souvisla, UN A, VN A
jsou disjunktni, tedy ANV =@. Dale x ¢ V, tedy i VN (AU{z}) = 0. Proto i AU{z} je souvisla. Potom
M =J{AU{z}: 2z € M ~ A} je souvisla podle predchozi véty. O

Véta 73. Obraz souvislého metrického prostoru pii spojitém zobrazeni je souvisly.

Diikaz. Necht f : (X,p) — (Y,0) je spojité a na. Testujeme souvislost pomoci prvni charakterizace. At
g:(Y,0) = [0,1] je spojité a {0,1} C g(Y). Pak go f : X — [0, 1] je také spojité a {0,1} C g(f(X)), tedy
dle charakterizace je g o f na. Tudiz g(Y) = [0,1], a Y je souvisly. O

Definice 74. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozinu M C X nazveme oblouk, jestlize existuje
homeomorfismus & : [0,1] — M. Body h(0), h(1) nazveme krajni body oblouku M. Prostor (X, p)
nazveme obloukové souvisly, jestlize X # () a pro kazdé dva rizné body a,b € X existuje oblouk v X s
krajnimi body a, b.

Dusledek 75. Kazdy obloukové souvisly prostor je souvisly.

Diikaz. Prostor ([0, 1], |-|) je souvisly. To plyne z charakterizace souvislosti 69 a z Bolzanovy véty (1. semestr
matematické analyzy). Tedy kazdy oblouk je souvisly. Zafixujeme ¢ € X (X je neprazdny), X je obloukové
souvisly, tedy mnozina O vSech oblouki v X, které maji ¢ jako svij krajni bod, je soubor souvislych
podmnozin s neprazdnym prinikem. Déale X = | O, nebot pro kazdé a € X obsahuje O oblouk s krajnimi
body ¢ a a, tedy X je souvisly. O
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Priklad (Cantortiv déravy stan). Bud X C R? definovana
X ={0,0)}u{(t,zt) : 2 € CNQ,t € QN 0, 1]} U{(t,xt) : z € C N Q,t €[0,1] <~ Q}
Pak X je souvisla, ale neobsahuje oblouk.* A

Definice 76. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozinu M C X nazveme komponenta, je-li M souvisla
a zadna M’ C X, M C M’ neni souvisla.

Pozndmka. Kazda komponenta prostoru X je tedy tvaru [ J{C C X : C je souvisla,z € C'} pro né&jaké
reX.

Priklad. Komponenty v Q jsou jednoprvkové mnoziny [uvazujme v Q mnoZinu A s alesponr dvéma prvky
a,b,a < b. Pak existuje iracionalni ¢islo ¢, a < ¢ < b rozdélujici ji na mnoziny AT ={r € A:x >c}, A~ =
{z € A:z < c}, které¢ jsou disjunktni, oteviené v A a A = AT U A~ tedy A neni souvisla.]

Komponenty {0,1} x [0, 1] jsou dv&, {0} x [0,1] a {1} x [0, 1]. A

Véta 77. KazZdd komponenta je uzaviend.

Diikaz. Je-li M komponenta, pak je souvisla, a tedy i M je souvisla. Nutné M = M, tedy M je uzaviena.
O

Véta 78. Kazdy bod x € X je obsaZen prdavé v jedné komponente.

Diikaz. Alespon v jedné, protoze | J{C C X : C souvisla, z € C} je komponenta. NejvySe v jedné, nebot
pro rizné komponenty M, N,x € M NN by byla M UN souvisla nadmnozina, a tedy M nebo N by nebyla
komponenta. O

Definice 79. Souvisly kompaktni metricky prostor se nazyva kontinuum.
Véta 80. At Ky D Ko 2 K3 D ... je posloupnost kontinui. Pak (;—, K; je kontinuum.

Diikaz. Vsechna K, jsou uzavrena v K7, tedy (), K, je uzavrena, tedy je i kompaktni dle 61. Zbyva
ukazat souvislost K = ﬂzozl K. Pro spor predpokladejme, Ze K je nesouvisly prostor. Podle Lemmatu 68
existuji oteviené U,V C K1, 22 UNV =0, K CUUV aUNK # 0,V NK # (. Nutné existuje n € N
takove, ze K,, C UUV. Kdyby ne, pak Vn € N: K,, ~ (UUV) # 0. Z¥ejmé je K, \ (UUV) uzaviena, tedy
kompaktni a K11\ (UUV) C K, ~(UUV), tedy (), (K, ~(UUV)) # 0, neboli "~_; K, ~(UUV) # 0,
proto K Z U UV, spor. Pro takové n € N, ze K,, C U UV potom plati K,, = (UNK,,)U (VN K,,), spor
se souvislosti K. O

Priklad. Cvigeni: K C R je kontinuum pravé tehdy, kdyZ existuji a,b € R takova, ze K = [a, b]. A

2.5 Hausdorffova metrika

Znaceni. Pro metricky prostor (X, p) ozna¢ime jako K(X) mnozinu vSech neprazdnych kompaktnich
podmnozin X.

Tedy napiiklad pokud je (X, p) diskrétni, pak K(X) sestava ze vSech neprazdnych koneénych podmnozin.
Definice 81. Necht (X, p) je metricky prostor. Pro A, B € K(X) ozna¢me
pu(A, B) =max {sup{p(z,B) : x € A}, sup{p(z,A): x € B}}.
Zobrazeni py : K(X) x K(X) — R se nazyva Hausdorffova metrika.
Véta 82. py je metrika.
Diikaz. e pr(A, A) =0 je trivialni.

e pro A # B, py(A, B) > 0. Existuje z € (A~ B) U (B ~\ A), potom p(x,A) > 0 nebo p(z,B) > 0,
kazdopadné pg (A, B) > 0.

4C je Cantorova mnozina
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e pu(A,B) = pu (B, A) je ziejmé.

e Necht A4, B,C € K(X). Dokazme lemma:
At C e K(X),z,y € X, pak p(z,C) < p(z,y) + p(y,C).

Je-li ¢ € C, pak p(z,¢) < p(x,y) + p(y,c), tedy inf.ce p(z,¢) < p(z,y) + infece p(y, c), neboli
ple, C) < pz,y) + ply, C).
Pro kazdé a € A,b € B plati lemma V)'fée, tedy p(a,C) < p(a, b) + p(b,C) < (a b) + pu(B,C),
i H ) a z toho dale
. B)+ pu(B.C).
Dohromady dostavame pp(A4,C) = max{supaeA pla, C) sup.cc p(c, A)} < pua(A,B)+pu(B,C). To
dokazuje trojihelnikovou nerovnost.
O

Tvrzeni 83. Pro kaZdy metricky prostor (X, p) je zobrazeni f : (X, p) — (K(X), pu),x — {x} izometrie
na uzavienou podmmnozZini.

Diikaz. Je vidét, ze pg({z},{y}) = p(x,y), tedy f je izometrie. Ukazme, ze M = {{z} : x € X} je
uzaviena v (K(X), pr). At A € K(X) je vice nez jednoprvkova. Tedy existuji rizna x,y € A. Oznaéme
r = p(z,y). Ukdzeme, ze B,, (A, 5) N M = 0. Tlm ukazeme, ze K(X) ~\ M je oteviena. Kdyby existovalo
{z} € By, (A, 3), pak p(z,2) < 3 a p(y,2) < 5. Tedy p(z,y) < p(x,2) + p(2,y) <25 <71 = p(z,y),
Spor. ]

3

Véta 84. Pro metricky prostor (X, p) plati:
(1) (X, p) je dplny < (K(X), pu) je tplny,
(2) (X, p) je totdlné omezeny < (K(X), pr) je totdlne omezeny,
(3) (X, p) je kompaktni < (K(X), pu) je kompaktni.
Diikaz.
(1)(«) (X, p) je izometricky uzaviené podmnoziné (K(X), pr), ta je tplna, tedy i (X, p) je uplny.

(1)(=) Bud (A,)p%; cauchyovska posloupnost v (K(X), pgr). Polozme By, = Uy, Axa B =2, B
Ukéazeme, Ze B je limitou posloupnosti (A,,).

Z¥ejmé kazdé B,, # 0, B, je uplna, neb je uzaviena v uplném (X, p). B, je totalng omezené: Necht
€ > 0, najdeme ng € N, 7Ze Vn € N;n > ng : pu(An, An,) < 5. A; jsou kompaktni, tedy pro
i < no existuje K; C A; konecéna £-sit. Potom K U...U K, je konecna e-sit v B, Tedy B, je jak
totalné omezené, tak tplné, tedy kompaktni. Potom B je také kompaktni, navic neprazdné, nebot
By 2By D...aB;#0. Tedy B € K(X). Ukdzeme, ze A, — B, tedy lim,, pg(A,, B) = 0. K tomu
sta¢i dokazat py (A, B,) — 0 a pg(B,,B) — 0.

° An,B,) — 0. Pro dané € > 0 existuje z cauchyovskosti ng € N, Ze pro m,n > ng je

pH(
pr(An, Ap) < e. Plati A, C By, tedy pp(4n, Bn) = pH(AmU@n Ag) < e pron = ng.
PH(

B,,B) — 0. Vime, Ze B, jsou postupné vnofené a B = () _, B,,. Necht £ > 0, polozme

U={xe X :p(x,B) < e}. UkdZeme, Ze existuje ng, %e B,, C U. Proto py(B,,B) < € pro
n = ng.
Oznacme s, = sup,p, p(x, B). Potom posloupnost (s,) je nerostouct [pro n < m je By, C By,
tedy pro x € B, je také p(z, B) < s,, vezmeme supremum pies € B, a mame s,, < Sy,
dale je zdola omezena 0, tedy mé limitu [ := lim,, s,, > 0. Uvazujme konvergentni posloupnost
(), kde pro kazdé n je x,, € B,,. Potom pro jeji limitu « plati z uzavienosti B, ze x € B,, pro
kazdé n, a proto x € B. Nynf sestrojme posloupnost (z,,), Zze z, € By, a p(a,, B) > %sn To lze
vzdy vybrat, bud s, = 0 a vezmeme z,, € B, nebo s,, > %sn je definovano jako supremum, tedy
hledané z,, existuje. Nyni B; je kompaktni, tedy z posloupnosti v ni lze vybrat konvergentni
(2, ) — z. Plati € B [opakovanim ¢lent doplnime tak, Ze z/, € B, ta ma stejnou limitu a
vyuZijeme piedchozi pozorovéani|. MiZeme tak srovnat lim p(x,,, , B) = p(z, B) = 0 > lim 15, =
%17 tedy nutné [ = 0. Potom pro ¢ lze najit ng ze s,, < €, tedy Bp, C U.

26



(2)(=) Zvolme ¢ > 0, jelikoz je X totalné omezeny, nalezneme konecnou e-sit Ag. Oznacme A =
P(Ap) ~ {0}, to je konetna mnoZina a ukdzeme, Ze je to e-sit pro K£(X). Pro B € K(X) ozna¢me
S={x€Ay:3 e B:pbzx) <c} Jiste S € AaS jeneprazdna, nebot B # () a Ag je e-sit.
Checeme pg (S, B) < €. Pro x € S 7z definice existuje b € B, Ze p(z,b) < ¢, tedy p(z, B) < p(x,b) < &,
tedy plati sup,cg p(x, B) < . Pro b € B existuje x € Ay, Ze plati p(z,b) < ¢, tedy plati x € S, proto
p(b,S) < p(b,z) < e, potom 1 sup,c g p(b, S) < €. Tedy plati pu (S, B) < €. Pro libovolné B € K(X)
jsme nasli S € A, Ze pu (S, B) < ¢, tedy A je e-sit.

(2)(«<) Pro x € X je {«} kompaktni, tedy {z} € I(X). Necht E je e-separovana v X. JelikoZ
pu({z},{y}) = p(x,y), je i mnozina F = {{z} : © € E} e-separovana v K(X). Tim padem je
konecna a jelikoz |F| = |E|, je E kone¢na. Tedy X je totalné omezeny.

(3) Okamzité plyne z pfedchozich dvou ekvivalenci.

3 Iterované funkc¢ni systémy

Definice 85. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory, zobrazeni f : (X,p) — (Y,0) nazveme kon-
trakce, jestlize existuje K < 1 takové, ze Va,y € X : o(f(x), f(y)) < Kp(x,y).

Véta 86 (Banachova véta o pevném bodg). Necht (X, p) je neprdzdny uplng metricky prostor, f: X — X
kontrakce. Pak zobrazeni f md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Volme zy € X libovolné. Oznatme x1 = f(xg),22 = f(x1),...Znt1 = f(x,). Posloupnost
(z) je cauchyovskd, nebot p(zni1,2,) < Kp(zn,zn_1) < ... < K"p(z1,30), Fada > o | K™p(z1,z0)
konverguje, tedy pro € > 0 existuje ng € N, zZe Z?:n(, K"p(xg,21) < €, tedy pro m = n = ng
(T, Tn) < (T, Ti—1) + -+ p(Tps1, 2n) < Yoo, Kip(z1, 20) < Z;’ino Kip(zg, 1) < e. Tedy existuje
limita « = lim,, o ©,,. KdyZ vyuZijeme, Ze kontrakce je nutné spojité, je f(z) = f(limz,) = lim f(z,) =
limz, = x. Pro pevné body x,y € X by bylo p(z,y) = p(f(x), f(y)) < Kp(z,y), coz pro K < 1 spliuje
jen p(z,y) = 0, proto jednoznac¢nost. O

Definice 87. Necht (X, p) je metricky prostor, necht fi,...,f, : X — X jsou kontrakce, n € N. Pak
systém {f1,..., fn} se nazyva iterovany funkéni systém na X (IFS). MnoZina K C X se nazyva
invariantni, pokud K = fi(K)U... U f,(K).

Priklad. X = [0,1], fi(z) = 3, fo(z) = 2 + 22. Pak {f1, fo} je IFS a [0,1] je invariantni. A

Véta 88. Necht (X, p) je neprdzdny uplng metricky prostor, {f1,..., fn} IFS. Pak existuje jedind kom-
pakind neprdzdnd invariantni mnoZina K C X.

Dikaz. At F : K(X) — K(X) je definovano jako F(L) = f1(L)U ... U f,(L),L € K(X). To je dobfe
definované zobrazeni a lze ovéfit, Ze je to kontrakce prostoru (K(X), pm). (X, p) je uplny, tedy 1 (K(X), prr)
je tplny. Podle Banachovy véty ma jediny pevny bod K € K(X), to je tedy invariantni podmnozina v

K(X). O
Priklad. X = [0,1], f1 = %,mfg = % + %x {f1, f2} je IFS a jedina invariantni mnozina v KC([0,1]) je
Cantorova mnozina. A
Priklad. X =R?, fi(z,y) = (32, 3y), f2(z,y) = (3 + 32, 3y), fs(z,y) = (32,3 + 1y). Jedina invariantni
pro IFS {f1, fa, f3} je Sierpinského trojuhelnik. A

Pozndmka. Uvédomte si, ze podle dikazu Banachovy véty lze invariantni mnozinu IFS hledat tak, Ze
vybereme libovolné L € K(X) (tfeba jednoprvkové) a dany IFS iterujeme, tj. na L postupné aplikujeme
zobrazeni F'. Tim ziskdvame lepsi a lepsi predstavu o invariantni mnoziné. Lze si rozmyslet pro Sierpinského

AaL={(0,0)}.

Podékovani Text vznikl za podpory Studentského fakultniho grantu ,,Metrické prostory - poznamky z
prednasky“.
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