Konvexni télesa
LS 2020/21

1 Uvod, kombinatorické véty

Nasim zékladnim prostorem bude po vétsinu ¢asu prostor R? se standardnim
skalarnim sou¢inem a normou. Nékteré pojmy a véty lze formulovat obecnéji
v afinnim prostoru Ay dimenze d; vysta¢ime zde s predstavou afinniho pod-
prostoru prostoru RP s D > d.

V prostoru Ay (¢ specidlné R?) je bod = € Ay afinni kombinaci bodi
xo, ..., Tk s koeficienty to, ..., tg, pokud to+-- -+t =1 (t; € R) ax = tozo+
-+ 4+ tgxg. Pro podmnozinu A C Ay definujeme jeji afinni obal aff A jako
nejmensi afinni podprostor A, obsahujici A, pfitom aff A splyva s mnozinu
vSech afinnich kombinaci bodu z A.

Rekneme, ze body o, ...,z € Ag jsou afinné nezdvislé, jestlize vektory
r1 — xg,-.., Tk — Tg jsou linedrné nezavislé.

Definice 1.1. 1. K C Ay je konverni, jestlize pro vSechna x,y € K a
t €[0,1] plati (1 —t)x +ty € K.

2. Konvexni obal mnoziny A C Ay je mnozina

conv A := ﬂ {BCVy: B> A: B konvexni}.

3. Dimenzi konvexni mnoziny K C Ay rozumime dimenzi jejiho kon-
vexniho obalu, tedy dim K := dim(aff K).

4. Mnozinu conv{zy,...,z}, kde zg, ...,z € Ay jsou afinné nezavislé,
nazyvame k-simplexem.

5. Konvexnd téleso v R? je neprazdnd, konvexni a kompaktni mnozina.

Poznamka 1.1. Zrejmé K C A, je konvexni prave tehdy, kdyz

(Vn € N)(Var,...,xn € K)(Vt1,... tn €[0,1]),) ;=1 = Y tiz; € K.
i=1 i=1



Lemma 1.1. Méjme systém konvexnich mnozin K, C Ay, o € I. Pak
1. Nper Ko je rovnéz konvexnt,

2. je-li indexovd mnoZina I linedrné uspordadand a systém (K,) rostouci
(tzn. Ko C Ky kdykoliv oo < o), pak i |Jye; Ka je konvern.

Diikaz. Plyne snadno z definice. O
Lemma 1.2. Pro libovolnou A C Ay plati
k
conv A = {Ztixi: t; >0+ -+t =1z, € A,i = 1,...,]€,/€€N}.
i=1

Diikaz. Oznaéme A mnozinu na pravé strané dokazované rovnosti. Snadno
se dokéze, 7e A je konvexni, a navic obsahuje A, tedy conv A C A.

Pro dukaz opaé¢né inkluze uvazujme néjakou konvexni nadmnozinu K D
A. Pak podle Poznamky 1.1 K obsahuje i A. Plati tedy A C conv A. O

Definice 1.2. Uzavieny konvexni obal mnoziny A C R? definujeme jako

convA = ﬂ {BcR?: B> A,B konvexni uzaviena}.

Poznamka 1.2. 1. Pro A C RY plat{ convA = conv A. (Cvicen.)

2. Z uzavienosti A neplyne uzavienost conv A. (Uvazujte sjednoceni piimky
a bodu.)

3. Je-li A kompaktni, pak je i conv A kompaktni. (Cviceni.)
Véta 1.3 (Caratheodory). Pro libovolnou mnozZinu A C Ay plati
d
conv A = {Ztﬂ:l ;> 0,tg+ - F+tg=1,2; € A,i:(],...,d}.
i=0

Poznamka 1.3. 1. Ekvivalentné lze fici, ze konvexni obal mnoziny A v
Ay je sjednocenim vsech k-simplext s vrcholy v A, k < d.

2. Pocet d + 1 ¢lenu v konvexni kombinaci nelze obecné snizit (uvazujte
d-simplex).



Diikaz. Oznaéme symbolem A mnozinu na pravé strané dokazované rov-
nosti. Ziejmé plati A C conv A (viz Lemma 1.2).

DokéZeme opacnou inkluzi. Bud z € conv A, podle Lemmatu 1.2 lze
tedy x psat ve tvaru © = agxg + - - - + agxg pro néjaké k € N, a; > 0,
g+ -+ ar =1, x; € A. Predpokladejme, Ze k je nejmensi piirozené &islo,
pro néz lze takové vyjadieni nalézt. Staci ukdzat, Zze k < d. Necht pro spor
k > d. Ziejmé a; > 0 pro vSechna i (¢leny s o; = 0 lze vynechat a snizit tak
¢islo k).

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic
toxg+ -+ trxry =0, to+ .-+t =0.

Jednd se o soustavu d + 1 rovnic (po rozpisu do soutadnic) pro k + 1
proménnych. Protoze k > d, existuje netrividlni feseni (tg,...,t;). Zfejmé
min,; t; < 0 < max; t;. Polozme

o o
T::min{tl:ti>0}::l°>0

i tig

,Bi::ai—Tti, iIO,...,k.
Ziejmé 0 = B, < B4, 1 =0,..., k. Déle plati

k k k
Zﬁi = Zai —thi =1,
=0 =0 =0
k k k
Zﬁll‘l = Zaimi — thil‘i =X.
=0 =0 =0

Tedy z lze vyjadiit jako konvexni kombinaci méné nez k + 1 prvka, coz je
spor s predpokladem minimality k a dikaz druhé inkluze je tim hotov. [

Véta 1.4 (Radon). Necht mnoZina A C Agq md asponi d + 2 prvki. Pak
existuji disjunktni podmnozZiny R, B C A takové, Ze conv R N conv B # ().

Poznamka 1.4. Hodnota d + 2 ve vété nemuze byt snizena (uvazujte d-
simplex).

Dukaz. Staci uvazovat koneénou mnozinu A = {xq,...,xt}, k > d. Stejné
jako v dukazu Caratheodoryho véty uvazjme soustavu d+1 linedrnich rovnic
o k + 1 proménnych

toxg+ -+ trxp =0, to+---+t, =0,



a bud (to,...,t) jeji netrividlni feseni. Oznaéme
I'={i:t; >0}, J:={j:1t; <0},
R:={z;:1€l}, B:={z;j:jeJ}

Pak plati
t; t;

e
iel Ziel tl jeJ Z]GJ t]

tedy x € conv R N conv B. O

Tr = Tj,

Véta 1.5 (Helly). Budte Ko,...,K,;, C Aq konvexni, m > d. Necht pro
libovolné 0 <ig < --- < ig < m je K;,N---NK;, # (. Pak KoN---NK,, # 0.

Duikaz. Dukaz provedeme indukci podle m Pro m = d je tvrzeni trivialni.
Bud m > d dané a predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1. Tedy pro
kazdé 0 < ¢ < m existuje bod p; € ﬂ#i K;. Pokud p; = p pro néjaké
dva rizné indexy i, k, pak bod p; = py lezi v ()L K; a jsme hotovi. Necht
tedy naopak vsechny body p; jsou ruzné. Pak podle Radonovy véty existuje
rozklad {0,...,m} = I UJ na disjunktni mnoziny I, J tak, ze conv{p; : i €
I}Nconv{p; : j € J} # 0. Bud p bod tohoto priiniku. Protoze p; € ;¢ K
pro vSechna i € I a mnoziny K (a tedy i jejich prunik) jsou konvexni, také
p E njeJ K. Analogickou tvahou zjistime, Ze také p € (,c; K;, a tedy
pE mznio K;. O

Dusledek 1.6. Bud {K; : i € I} systém kompaktnich konvexnich podmnoZin
RY. Necht pro vsechny ig, ... ,iq € I plati K;yN---NK;, # 0. Pak Nicr Ki #
0.

Diikaz. Podle Hellyho véty je (;cp K; # 0 pro kazdou kone¢nou mnozinu
F C I. Neprazdnost pruniku v8ech K; je pak pfimym dusledkem kompakt-
nosti: Vskutku, kdyby (;c; K; = 0, pak pro libovolné ig € I je

K, ¢ RN K3)
iel
oteviené pokryti, tedy existuje konetnd F C I takovd, ze K;, C J;cp(R?\
K;). Pak ale K;y N(;cp Ki = 0, coz je spor. O

Disledek 1.7. Bud'te Ay, ..., A,, C R? konvexni, k < d+ 1 a L linedrni
podprostor R* dimenze d —k+ 1. Necht kazdyjch k mnozin A; md neprdzdni
prinik. Pak existuje z € R? takovy, Ze (L +2)NA; #0,i=0,...,m.



Diikaz. Piedné si uvédomme, ze (L + z) N A; # ) pravée tehdy, kdyz
zeAidL:={a+b:acA;,be L}

Staci tedy dokazat, ze (;~y(Ai @ L) # 0. Dale vyuzijeme rovnosti

ﬁ(Ai@L):ﬁ AioL)= <ﬂA>
1=0 =0

kde A; je kolmé projekce mnoziny A; do podprostoru Lt kolmého k L.
Nyni pouzijeme Hellyho vétu v afinnim prostoru L' dimenze k — 1. Protoze
podle predpokladu mé kazdych k mnozin z Ao, ..., Ap neprézdny prinik,
jeidgn---NA, #0. O

Dusledek 1.8 (Barycentrum miry). Pro kaZdou borelovskou pravdépodob-
nostni miru p na R? existuje y € RY takovyy, Ze pro kazdy uzavieny polo-
prostor H C R? je u(H) >

d+1
Poznamka 1.5. Konstantu ﬁ nelze zlepsit: uvazujte p = ﬁ%o + -+
ﬁdwd pro afinné nezavislé body zo, ..., zq € R%

Dukaz. Oznacéme

1
S = {H C R? uzavi. poloprostor, u(R%\ H) < d+1} .

Pro libovolné Hy, ..., H; € S plati (ze subaditivity miry) M(ngo (RN H;)) <
1, tedy ﬂ?:o H; # (. Podle Hellyho véty m4 tedy kazdy koneény neprazdny
podsystém Sy C S neprézdny prunik. Ukézeme, ze i (S # 0.

Ziejmé existuje koneéné mnoho uzavienych podprostoru Hi, ..., H,, ta-
kovych, Ze jejich prunik je omezend mnozina. Zvétsime-li H; posunem hraniéni
nadroviny, najdeme podprostor H, D H;, H! € S, pfitom prunik B :=
H{N---NH], zustane omezeny, a tedy i kompaktni. Pak {BNH : H € S}
je systém kompaktnich konvexnich mnozin, v némz ma kazdy konecny pod-
systém neprézdny prunik. Tedy i (\ycs(BNH) = Nyes H # 0.

Vyberme bod y € (e H. Je li G otevieny poloprostor obsahujici vy,
pak RY\ G ¢ S, a tedy u(G) > d+1 Je-li nyni H libovolny uzavieny po-
loprostor obsahujici bod y, pak existuji oteviené poloprostory G; \, H,
y € G;. Protoze pu(G;) > dil pro kazdé i, také u(F) > ﬁ ze spojitosti
miry. O




Véta 1.9. Pro kazdou neprdzdnou kompaktni mnozinu A C R¢ plati

conv A = {/:Ed/,L(:L‘) . borel. pravdép. mira, p(A) = 1} .

Diikaz. (a) Je-li p koneénd kombinace Dirakovych mér, u = oy, + -+ +
ardy, (nutné ag + -+ ai = 1), pak

/:Bd,u(:ﬂ) =121 + -+ + o) € conv A.

Je tedy conv A C A, kde A je mnozina na pravé strané dokazované identity.

(b) K libovolné borelovské pravdépodobnostni mife y na A najdeme po-
sloupnost p1,, koneénych kombinac{ Diracovych mér takovou, ze [ @ dun(x) —
[xdu(x), n — oo. Tim bude dokdzédna druhd inkluze, protoze conv A je
uzaviend. Necht Cp je kvadr obsahujici A a pro n € N zvolme rozklad
C=Cp1U---UCy, takovy, ze diam Cy, j < %, j=1,...,k,. Zvolme body
Pn,j € Cpnj; a polozme

Mn = M(Cn71)5pn,1 et M(Cnyk‘n)épn,kn °

Pak plati
kn,
H Jztuata) = [2an@)| <3 |uCogions - [ wduto
i=1 n.d
kn
=X\ ons =) duta)
j=1 117 Cn.s
k
1 & 1
j=1
¢imz je dukaz ukoncen. O

Disledek 1.10. Pro libovolné k,d € N existuje m € N a cg, ..., ¢y € RY

tak, Ze
m

2 = (e 2)*, xR
=0

Diikaz. Oznacme Hoyy, 4 vektorovy prostor vSech homogennich polynomiu stupné
2k v d redlnych proménnych (z1,...,2q). Prvek h € Hyy 4 je tvaru

h(z) = h(z1,...,za) = Z (lil,m’idl'lf ...xf;ld.
i1 tig=2k
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Hyy, q je vektorovy prostor dimenze (d+gg_1) (pocet (2k)-prvkovych kombi-

naci s opakovanim z d prvki). Pro libovolny ¢ € S91 := {y e R?: ||y| = 1}
oznatme he(x) := (c,z)*; ziejmé h, € Hoa 4. Déle bud K := {h. : c €
S4-11 (uzaviend podmnozina Hay, 4), 1 Totacné invariantni pravdépodobnostn{
mira na S9! a

h = /hc du(c) € conv K.
Protoze h je rotacné invariantni polynom stupné 2k, musi byt tvaru
h(z) = ||2|**
e 1. o . _ (d+2k—-1
pro néjaké v > 0. Podle Caratheodoryho véty pak je pro m = ( 2% ) +1

h =aghe, + -+ + amhe,,

pro vhodné o; > 0, ap+ -+ =1l ac € S4-1 Je tedy
m
7‘|x”2k = Zai<ci7x>2kv
i=0

coz je ekvivalentni dokazovanému vztahu.
O

Diusledek 1.11 (O aproximaci). Budte fi,g : T — R funkce na konecéné
mnozine T, i = 1,...,m, ae > 0. Prox = (z',...,2™) € R™ oznacme
fo = 2 fi + - + 2™ fn. Necht pro libovolné ti,... tme1 € T existuje
x € R™ tak, Ze |fo(t;) — g(t;)| <e,i=1,...,m+ 1. Pak existuje y € R™
takovy, Ze sup,cr | fy(t) — g(t)| < e.

2 Opérné a oddélovaci véty

Véta 2.1. Bud A C RY neprdzdnd, konvezni a uzaviend. Pak ke kazdému
bodu y € R? existuje prdvé jeden bod Tl A(y) € A spliugjici

Ma(y) =yl = dist(y, A) := inf ||y — z|.
€A
Zobrazeni y — I14(y) se nazyva metrickd projekce na A.

Diikaz. Je-li y € A, pak samoziejmé I 4(y) = y. Necht y &€ A a zvolme
pevné néjaké R > dist(y, A). . Protoze zobrazeni x — ||y — x| je spojité,
nabyvé svého minima na kompaktni mnoziné AN B(y, R). Ukazeme, ze bod
minima je jediny.



Necht pro spor existuji dva body x1 # w9 z mnoziny A takové, ze ||z —

yll = |lz2 — yl| = dist(y, A). Bod x := ©E22 lezf také v konvexni mnoziné
A, pritom ale ||z — y|| < [lz1 — y|| = dist(y, A) (vyska v rovnoramenném
trojuhelniku je kratsi nez odvésny), coz je spor. O

Definice 2.1. Jsou-li A € R? konvexnf uzaviend a H uzavieny poloprostor
R? s hrani¢ni nadrovinou F := 9H takové, ze A C H a AN E # (), fikdme,
ze:

1. E je opérnd nadrovina mnoziny A,
2. H je opérny poloprostor mnoziny A,
3. EN A je opérnd mnoZina mnoziny A.

Poznamka 2.1. Opérnd mnozZina je ziejmé konvexni mmnozZina dimenze
mensi nez d.

Véta 2.2. Bud A C R? neprdzdnd, konverni uzaviend ay € R\ A. Pak
nadrovina E prochdzejici bodem Il4(y) a kolmd k y — Il4(y) je opérnou
nadrovinou A, a poloprostor s hranici E a neobsahujici bod y je opérnym
poloprostorem A.

Diikaz. Ziejmé a :=Ilz(y) € ANE # 0, staci tedy ukdzat, ze A C H. Necht
pro spor existuje bod z € A\ H. Pak thel Z(yax) < 5. Pokud Z(yza) > 7,
polozme z := x, v opa¢ném piipadé zvolme za z kolmou projekci bodu y na
polopiimku {a+tx : t > 0}. Vzhledem ke konvexité je z € A. V trojuhelniku
s vrcholy y, a, z je pak v obou piipadech sin Z(yaz) < sin Z(yza), tedy ||y —
z|| < |ly — al| podle sinové véty. To je ale spor s vlastnosti a = IT4(y). O

Dausledek 2.3. KaZdd neprdzdnd konvexni uzaviend vlastni podmmoZina
A C R? je primikem viech uzaviengjch poloprostori, které ji obsahuji. Zdroveri
A je pruntkem vsech svijch opérngjch poloprostori.

Lemma 2.4. Bud A C R? neprdzdnd, konvexni uzaviend. Pak
ITa(y) = Wa(@)|| < [ly — 2|, @,y €R%
(Jingmi slovy, metrickd projekce je 1-Lipschitzovskd.)

Dikaz. Oznatme a := II4(x) a b := I14(y). Je-li @ = b, nerovnost ziejmeé
plati. Necht tedy a # b a oznaéme ¢ kolmou projekci z R? na pifmku
prochdzejici body a,b. Bod z ani y nemtze lezet ve “vrstve” S := ¢~ 1((a, b))
(kdyby napiiklad z € S, pak by bod ¢(z) € (a,b) C A lezel blize od =



nez a = I4(z), coz by byl spor). Usecka [z, ] tedy protind obé rovnobézné
nadroviny ¢~ (a) a ¢~1(b) lezici ve vzdalenosti ||b—al|, tedy nutné ||z —y|| >
|b— all. O

Véta 2.5 (Support Theorem). Kazdym hraniénim bodem neprdzdné kon-
vexni uzaviené podmnoziny R% prochdzi opérnd nadrovina.

Diikaz. Zvolme a € OA a posloupnost bodii 2 € R%\ A, x; — a. Oznac¢me
ay := I 4(xg), k € N. Podle predchoziho lemmatu je

la = axl = [Ta(zy) = Mala)|| < [lzx —all =0, &k — oo.

Tp—Ak
i Nlzk—ax]l” ]
(nadrovina prochézejici bodem ay a kolma k [z, ax] je opérnd). Posloupnost

(yx) je zfejmé omezend, tedy méa konvergentni podposloupnost yi, — y.
Déle plati dist(y, A) = limy dist(y,,,A) = 1, tedy y ¢ A. Ze spojitosti
metrické projekce plyne a,, = Ia(yn,) — Ila(y), zéroven ale a,, — a,
tedy a = IIa(y). Pak ovéem bodem a prochdzi opérnd madrovina podle
Vety 2.2. 0

Polozme y := ay + Z Vety 2.2 plyne, ze Il4(yx) = Ha(xg) = ag

Véta 2.6 (Separation Theorem). Bud'te A C RY neprdzdnd konverni uzaviend
a K C RY neprdzdnd konvexni a kompaktni, ANK = 0. Pak existuje nadro-
vina E ostre oddélujici A od K (tzn., Ze A a K jsou obsaZeny v opacénijch
otevrenych poloprostorech s hranici E ).

Dukaz. Mnozina A — K :={a—b: a € A, b € K} je neprazdnd, konvexni
a uzaviend a neobsahuje pocatek. Podle Véty 2.2 tedy existuje nadrovina
E ostie oddélujici A — K od 0. Necht E = {z : (z,u) = a} pro né&jaky
jednotkovy vektor u a a > 0, tedy pro vsechna a € A a b € K plati (a —
b,u) > a. Protoze K je kompaktni, existuje

= (b = b, u).
B = (bo, u) rgg}g( ;)
Pak pro vSechna a € A je

(a,u) > a+ (by,u) = o+ 3.

Napiiklad nadrovina {z : (z,u) = § + 3} tedy ostfe oddélue mnoziny A a
K. [

Definice 2.2. Mnozina P C R? je polytop, lze-li P zapsat jako konvexni
obal kone¢né mnoziny bodu. Je-li P = conv F', F' kone¢nd, fekneme, ze bod
v € F je vrcholem P, jestlize v ¢ conv(F \ {v}). Kazdou opérnou mnozinu
polytopu P nazveme sténou P.



Poznamka 2.2. Lze snadno ukéazat, ze definice vrcholu polytopu nezavisi
na volbé generujici kone¢né mnoziny. Déle je vidét, Zze stény dimenze 0 jsou
tvoreny pravé vrcholy polytopu.

Lemma 2.7. Necht je ddn polytop P = convV s (konecnou) mnoZinou
vrcholii V- a necht F je sténa P. Pak F = conv(V N F).

Dikaz. Necht P C {x: (z,u) <a}a F =Pn{z: (z,u) = a} pro vhodné
u € S9! a a € R. Inkluze conv(V N F) C F je ziejméa. Necht je dan bod
x € F. Protoze x € P, mizeme psat x = ) . a(v)v € P s koeficienty
a(v) >0, >, ey a(v) = 1. Jelikoz x € F, plati

a=(z,u) = Z a(v)(v,u) = Z a(v)(v,u) + Z a(v)(v,u).

veV veVNE veEV\F

Protoze (v,u) < a kdykoliv v ¢ F, musi byt ptislusné kouficienty «(v) =0,
atedy =3 cynpa(v)v e P. O

Definice 2.3. P C R? je mnohostén (polyhedron), lze-li P zapsat jako
prunik koneéné mnoha uzavienych poloprostoru.

Véta 2.8. Kazdy polytop je omezeny polyhedron.

Diikaz. Bud P = convV polytop s mnozinou vrcholu V. Predpoklddejme
nejprve, ze dim P = d, tedy P mé& vnitini bod y. Podle pfedchoziho Lem-
matu 2.7 ma P konecny pocet stén Fi,...,Fr. K témto sténam existuji
opérné polorostory Hy, ..., Hy takové, ze F; C 0H;, i =1,..., k. Uvazujme
polyhedron M := Hy N ---N Hy. Ziejmé plati P C M. Ukazeme, ze také
M C P. Necht pro spor existuje bod x € M \ P. Usecka [zy] musi protnout
hranici 0P v néjakém bodé z. Podle Véty 2.2 prochézi bodem z opérnd
nadrovina polytopu P, a tedy z lezi v néjaké sténé F;. Prislusny opérny
poloprostor H; pak nutné obsahuje bod y a nemuze tedy obsahovat bod =,
tedy x & H; D M, coz je spor.

Je-li dim P < d, vyjadiime nejprve afinni obal A := aff P jako prunik
koneéné mnoha uzavienych poloprostoru Q1N. .. Q,,. Dale podle prvni ¢asti

dukazu vime, ze P = H| N ---N Hj, pro uzaviené poloprostory Hy,..., Hj,
v A. Pak H; := H! ® A+ (At je kolmy podprostor k A) jsou uzaviené
poloprostory R? a plati P=Q1N...QuNHi N---N Hy. O

3 Extremalni body

Definice 3.1. Necht A C R? je konvexni a uzaviend. Bod z € A je ea-
tremdlnim bodem A, jestlize x nelze vyjadiit jako netrividlni konvexni kom-
binaci bodu z A (tedy jestlize x = (1 — t)y + tz pro néjaké y,z € A a
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t € (0,1), pak x = y = 2). Mnozinu vSech extremalnich bodu mnoziny A
znacime ext A.

Pozn.:
1. z € ext A pravé tehdy, kdyz A \ {z} je konvexni.
2. Extremalnimi body polytopu jsou pravé vSechny jeho vrcholy.
3. ext A # () pravé tehdy, kdyz A neobsahuje Zaddnou piimku.

4. Je-li {x} opérnou mnozinou A, je x extremalnim bodem. Opa¢n4 im-
plikace neplati.

Véta 3.1 (Krein-Milman). Necht K C R je konveani a kompaktni a A C
K. Pak
K =convA < ADextK.

Specidlné plati K = conv(ext K).

Diikaz. A. Nechf K = convA a x € ext K. Pokud by z nelezel v A, pak
A C K\ {z}, tedy conv A C K \ {z}, coz by byl spor, tedy nutné = € A.
B. Pro opaé¢nou inkluzi staci ukazat, ze K = conv(ext K). Dukaz pro-
vedeme indukei podle dimenze prostoru d. Je-li d = 1, pak K = [a,b]
a ext K = {a,b}, rovnost tedy ziejmé plati. V indukénim kroku budeme
predpokladat, ze rovnost plati ve vSech dimenzich mensich nez d, a méjme
konvexni kompaktni mnozinu K ¢ R? a bod z € K. Bud g libovolnd pifmka
prochézejici bodem z. Oznaé¢me g N K =: [y, z] (jedné se o kompaktni kon-
vexni podmnozinu pifmky, tedy interval). Body y, z zfejmé lezi na hranici
K, tedy podle Support Theorem jimi prochézeji néjaké opérné nadroviny
E,, E., a budte K, := KNE,, K, := KN E, pfislusné opérné mnoziny.
Jednd se mnoziny dimenze mensi nez d, tedy podle indukéniho predpokladu
je K, = conv(ext Ky) a K, = conv(ext K). Déle plati ext K, C ext K a
ext K, C ext K (skutecné, je-li napi. p € ext Ky, p = (1 — a)g + aw pro
¢ w € K aae(0,1), pak nutné ¢g,w € E,, a tedy ¢ = w). Dostdvame tedy

x € [y, z] C conv(conv(ext K,) U conv(ext K,)) C conv(ext K).

O]

Disledek 3.2. Pro konvexni a kompaktni mnozinu P C R% plati: P je
polytop prdvé tehdy, kdyz ext P je koneénd.
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Véta 3.3 (Weyl-Minkowski, druhd ¢ast). KaZdij omezenyj mnohostén v R?
je polytop.
Diikaz. Bud P = ﬂle H; omezeny mnohostén. Ukazeme, Zze mnozina ext P
je kone¢éna. Bud z € ext P. Polozme

E; := 0H; pokud z € Ej,

int H; pokud z ¢ E;,

aD = ﬂle A;. Ziejmé © € D C P a mnozina D je konvexni a relativné
oteviena (tzn. oteviend v aff D), tedy dim D = 0 (jinak by nemohla obsaho-
vat extremalni bod), tudiz D = {z}. Protoze podle konstrukce existuje jen
koneéné mnoho takovychto mnozin D, musi byt mnozina ext P kone¢na. [J]

Definice 3.2. Bod z € A uzaviené konvexni mnoziny A C R¢ nazveme
exponovanym bodem A, jestlize {z} je opérnd mnozina A. Mnozinu vsech
exponovanych bodi mnoziny A znacime exp A.

Poznamka 3.1. Ziejmé exp A C ext A. Obréacend inkluze obecné neplati,
napt. 0 € ext A\ exp A pro A = [0,1]2U B((0, 3), ).
Véta 3.4 (Straszewicz). Pro K C R? konvexni kompaktni plati

K = conv(exp K).

Duikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze K mé alesponn dva body.
7 kompaktnosti K snadno plyne, ze ke kazdému bodu = € R? existuje bod
yr € K takovy, ze

Iy — | = max(ly — =]

Nadrovina F, prochéazejici bodem y, a kolma k y, — x je zfejmé opérnou
nadrovinou K a plati KNE, = {y,} (jinak by bod y, nebyl nejvzdélenéjsi od
z v K), tedy y, € exp K. Oznatme K = convi{y, : = € R}, K je konvexnf
kompaktni podmnozinou K. Ukazeme, ze K=K (z tehoz samoziejmé plyne
tvrzeni).

Necht pro spor existuje bod x € K \ K. Pak nadrovina E’ prochézejici
bodem 2’ := Il (z) a kolméd k 2’ — = je opérnou nadrovinou K. Bud' R :=
diam K. Zvolme ¢ > 0 tak velké, aby

t+ ||z — 2| > V2 + R2.

Pak plati
Iz — 2| > max||z — yl,
yeK
tedy i ||z — || > ||z — .||, coz je ve sporu s definici y, € K. O
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Piiklad 3.1 (Problém diet). Jednd se o problém linedrniho programovani,
ktery je obecné tvaru

min{(z,u) : x € P}, P mnohostén.

Uvazujeme n slozek potravy s cenami vi,...,7, za jednotku, a m Zivin,
piitom j-ta slozka potravy obsahuje mnozstvi o;; i-té Ziviny na jednotku.
Ukolem je sestavit nejlevngjsi dietu obsahujici slozky v mnozstvi &1, ..., &
tak, aby obsahovala celkové mnozstvi 5; i-té ziviny. Mnohostén P je tedy
ur¢en podminkami

a1+t =5, i=1,...,m,
6]207 j:]-a"-ana

a minimalizovanou funkci je funkce ceny
n
j=1

Ziejmé dim P > n—m. Dale feSeni musi splilovat £ € ext P a musi byt urcéeno
alesponn n rovnicemi odpovidajicimi hrani¢énim nadrovindm mnohosténu P,
tedy aspori n — m soufadnic §; musi byt rovno nule.

4 Dualita
Definice 4.1. Pro A C R? nepréazdnou znaéime
A°:={zeR: (z,9) <1, ye A}

dudlni (poldrni) mnozinu k mnoziné A.

Pozn.:
1. A° je konvexni uzaviena, 0 € A.
2. (R%)° = {0}, {0}° = R4
3. ACB = B°C A°.
4. (U; Ai)” = A7
5. (tA)°=14°t>0.
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6. L  R? linearnf podprostor = L° = L*.
7. Je-li P = conv{yi,...,ym} polytop, je
Po={zeR%: (z,y)<1,i=1,...,m}
mnohostén.
8. A C (A°)° =: A%.

Véta 4.1 (Bipolarni véta). Necht A C RY je konverni uzaviend, 0 € A.
Pak
A% = A.

Diikaz. Vime, 7e A C A°. DokéZeme obriacenou inkluzi. Necht pro spor
neplati a existuje bod y € A%\ A. Pak existuje nadrovina £ := {z : (z,u) =
a} ostie oddélujici y od A, tedy napt. (y,u) > aa (z,u) < a, x € A. Protoze
0 € A, musi byt a > 0. Polozme v := éu Pak pro vSechny body x € A plati
(z,v) < 1, tedy v € A°. Déle je (y,v) = 2(y,u) > 1, tedy y & A%, coz je
Spor. ]

Cviéeni 4.1. Pro A # () plati
A% =conv(A U {0}).
Piiklad 4.1. 1. Pro mnohostén A ={z: z-u; <1,i=1,...,m}, plat{
A% = conv{0,uq,...,un},
tedy A° je polytop.
2. B(0,p)° = B(0, 7).
3. ([-1,19° ={z: |2+ + 29 < 1}

4. {x: ||z|, <1} a{z: ||z]y < 1} jsou vzdjemné dudlni, %—l—% = 1. Zde
lellp = (P =+ + fwal?)
Definice 4.2. Mnozina C C R? je kuZel (s vrcholem v pocéatku), jestlize

tC = C,t > 0. Symbolem C(A) zna¢ime nejmensi kuzel obsahujici neprazdnou
mnozinu A C R%.

Poznamka 4.1. Je-li C C R? neprazdny kuzel, pak C° je konvexni uzavieny
kuzel
CoO={zr:2-y<0,yeC}.
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Véta 4.2. Necht e € S% 1, H = et nadrovina, K C H neprdzdnd. Pak
K°NnH=(C(K+e)°’N(H—-¢))+eCH.
Diikaz. Dudlni mnozina ke kuzelu C'(A) generovanému mnozinou A mé tvar
CA)’={y: (y,a) <1, a€C(A)} ={y: (y,a) <0, a € A}.
V naSem ptipadé tedy dostaneme

CK+e)={y: (yz+e) <0,z €K},

C(K+e)’N(H—-e)={y: (y,x+e) <0,z €K, (y,e) =—1}
={y: (ye)=—1, (y,2) <1,z € K}.

Protoze K C H, je (xz,e) = 0 pro viechny x € K, a tedy

(C(K+e)’N(H—-e)+e={z:(z,e) =0, (z,2) <1,z € K}
=K°NH.

5 Opérna funkce

Definice 5.1. Pro neprazdnou omezenou mnozinu A C R? definujeme jeji
opérnou funkci predpisem

h(A,y) :=sup{z-y: z€ K}, yeR

Poznamka 5.1. 1. h(A,-) = h(convA4,-).

2. KCL = h(K, ) <h(L,-).

3. h(aK & BL,-) = ah(K,-) + Bh(L,-), o, B > 0.
Definice 5.2. Funkce f: R? — R je sublinedrni, jestlize

i f(tx) =tf(x),t >0, x € R? (f je pozitivné homogenni), a

i f(x+y) < fl@)+f(y),z,yeRE(f jesubaditivni).
Poznamka 5.2. 1. Opérné funkce omezené neprazdné mnoziny je sub-

linearni.
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2. Kazda sublinearni funkce je konvexni.
Tvrzeni 5.1. Kazdd konvexni redind funkce definovand na R? je spojitd.

Diikaz. Bud f:R? — R konvexni. Je-li P = conv{vy,...,v;} polytop, pak
pro kazdy bod x = tjvy + -+ tgvr € P (t; >0, t1 4+ -+ + tx = 1) plati

flx) = f(tivg + -+ o) <t f(vr) +- -+t f(o) < mZaXf(Ui) < o0,

tedy funkce f je shora omezend na P. Funkce f je tedy shora omezena na
kompaktnich mnozinach.

Nyni ukazeme spojitost. Predpoklddejme pro spor, ze funkce f neni spo-
jitd v néjakém bodé x. Pak existuje posloupnost z; — x a ¢ > 0 takové,
ze bud (a) f(z;) > f(x) + ¢, nebo (b) f(z;) < f(z) — ¢, i € N. Uvazujme
nejprve pifpad (a). Polozme &; := ||z; — z|| a y; := = + 6; "(x; — x). Pak
z; = 0;yi+(1—6;)z a z konvexity f tedy plyne f(z;) < 6;f(yi)+(1—6;)f(z),
tedy

Flyi) = 671 (f (i) — f(2)) + f(2) 2 67 e + f(x) = 00, i — o,

coz je spor, protoze posloupnost (y;) je omezena. V piipadé (b) postupujeme
podobné, polozime z; := x; + 5;1(33 — x;) a ukdzeme, ze f(z;) — oo. O

Véta 5.2. Ke kazdé sublinedrni funkci f : R — R existuje prdvé jedno
konvezni téleso K C RY takové, ze h(K,-) = f.

Diikaz. K sublinedrni funkci f uvazujme jeji epigraf
epi fi={(y,t) e RYx R: f(y) < t}.
Neni tézké ovérit, ze epi f je uzavieny konvexni kuzel. Polozme
K :={zeR?: (z,u) < f(u), u € R}.

Ukézeme, ze K je hledané konvexni téleso. K je ziejmé konvexni a uzaviend
mnozina. Pro z € K déle plati (z,z) < f(x), tedy

-1 = 2 max 00
ol < Il t0) = £ (7)< mox 7o) <

- lyll=t

(pouzili jsme pozitivni homogenitu a spojitost f), tedy K je omezend. Ne-
prazdnost K ukazeme pozdéji.
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Zvolme pevné vektor u € R%. Bud F opérnd nadrovina (v R*1) mnoziny
epi f v bodé (u, f(u)) € Oepif. Protoze epif je kuzel, opérnd nadrovina
prochéazi pocatkem a ma tvar

E={(y:1): {(y,1), (v, 5)) = 0}

pro né&jaky (v,s) € R x R. Kdyby s = 0, pak by E = {(y,t) : (y,v) = 0},
ale (y,t) je vnitinim bodem epi f pro kazdé y a dostateéné velké ¢, a nemuze
tedy lezet v opérné nadroviné. Je tedy s # 0 a muzeme bez ijmy na obecnosti
predpokladat, ze s = —1. Mame tedy

E={(y,t): (y,v) =t}

a prislusny opérny poloprostor je

H = {(yvt) : (y,v> < t}'

Ukéazeme, ze v € K. K tomu je tieba ukazat, ze (v,y) < f(y) pro vSechna
y € R% Necht pro spor (v,y) > f(y) pro néjaké y a zvolme f(y) < t < (v,y).
Pak (y,t) € epi f C H, tedy (y,v) < t, coz je spor. Tedy v € K.

Nyni ukézeme, ze h(K,u) = f(u). Nerovnost h(K,u) < f(u) plyne pfimo
z definice K. Déle plati h(K,u) > (u,v) (protoze v € K), a (u,v) = f(u)
(protoze (u, f(u)) € E). Plati tedy 1 h(K,u) > f(u). Dokazali jsme tedy, ze
h(K,u) = f(u).

Zbyva ukdzat jednoznacnost. Jsou-li K, K’ dvé ruznd konvexni télesa a
x € K'\ K, pak y lze od K ostfe oddélit nadrovinou E, kterou lze vyjadrit
jako E = {y : (y,u) = a} pro n&jaké u # 0 a a € R, pritom (z,u) < a pro
vSechna z € K, ale (x,u) > «. Pak ziejmeé

h(K,u) < a < {z,u) <h(K' u),
tedy h(K,-) # h(K',"). O

Definice 5.3. Pro konvexni téleso K C R? obsahujici pocdtek definujeme
jeho radidlnd funkci predpisem

p(K,z):=max{\>0: Az € K}.

Véta 5.3. Pro konvexni téleso K C R obsahujici pocdtek ve svém vnitiku

plati
h(K°,-) = ! hK,-) = L
Y . ) p( 07.)-
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Dukaz. Protoze K° = K (Bipolarni véta), stac¢i ukdzat prvni rovnost.
Oznatme

K :={z: h(K°z) <1}
Ukédzeme, 7e K = K. Je-li € K a u € K° pak (u,z) < h(K°z) <1a
tedy x € K% = K. Je-li naopak x € K, pak existuje v € K° takovy, ze
k(K x) = (v,2) <1, atedy z € K. Tedy K = K. Déle plati

p(K,z) = p(K,z) =max{\ > 0: \z € K}
=max{A > 0: h(K° \zx) <1}
=max{\ > 0: h(K%2z) <\ '}

1
h(Ke°,x)

6 Prostory kompaktnich a konvexnich téles

Znaceni: K¢ - mnozina vsech neprazdnych kompaktnich podmnozin R?, C¢
- mnozina véech neprazdnych kompaktnich konvexnich podmnozin R? (kon-
vexnich téles), B¢ = B(0,1) jednotkovd koule v RY, S9=1 = 9B - jednot-
kové sféra v R,

Definice 6.1. Hausdorffova vzddlenost neprazdnych kompaktnich mnozin
A, B € K¢ je definovéna jako

dy (A, B) := max {Sup dist(a, B), sup dist(b, A)} .
acA beB

(Pfipomenme, ze dist(a, B) = infyep ||a — b||.)
Poznamka 6.1. dy je metrika na K¢ (cviceni).

Lemma 6.1. Pro A, B € K% plati
di(A,B)=inf{e >0: Ac B+¢eB%, Bc A+¢eB%}.

Pozndmka 6.2. Vzhledem ke kompaktnosti mnozin A, B je infima ve vyse
uvedeném vztahu nabyto, tedy pro ¢ = dy(A,B) plati A C B + eB? a
B C A+ ¢eBY.
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Diikaz. Oznaéme d(A,B) := inf{e > 0: A C B+eB% B C A+ eB%}.
Ukézeme nejprve, ze dy(A, B) < d(A,B). Je-lia € A a e = d(A, B), pak
podle predpokladu a vzhledem k piedchéazejici pozndmce je A C B + eB?,
tedy a = b+ eu pro néjaké u € B?, z éehoz plyne dist(a, B) < |ja — b|| < e.
Analogicky se dokdze, ze dist(b, A) < e pro kazdé b € B, tedy dy(A, B) < e.

Nyni ukézeme, ze d(A, B) < dg (A, B) =: ¢. Je-li a € A, pak dist(a, B) <
g, tedy (z kompaktnosti B) existuje b € B pro néz |la — b|| < ¢, tedy a =
b+et € B+eB?. Ukézali jsme tedy, ze A C B+eB?. Inkluze B C A+cB?
se dokaze symetricky, tedy J(A, B) <e. O

Lemma 6.2. Pro K,L € C? plat{

dp(K,L) = sup |h(K,u) — h(L,u)|,

Ju|=1
pritom suprema je nabyto.

Diikaz. Ozaéme d(K, L) := sup|y|=1 |h(K,u) — h(L, u)|. Nejprve ukdzeme,
7e d(K,L) < d(K,L). Bud z € K libovolny a oznac¢me y := Iz (z) (nej-
blizsi bod k x v L). Ukdzeme, ze || — y|| < d(K,L). V piipadé = = y je
nerovnost zfejma. Pokud x # y, oznacme u := ﬁ Podle Vety 2.2 je
nadrovina {z : (z,u) = (y,u)} opérnd pro L, tedy h(L,u) = (y,u). Zéroven

plati h(K,u) > (x,u), tedy

dist(z, L) = ||z — y| = (z,u) — (y,u) < h(K,u) — h(L,u) < d(K,L).

Symetricky se dokéze, ze dist(y, K) < CZ(K , L) pro vSechna y € L.

Zbyvé ukazat, ze d(K,L) < dg(K,L) =: ¢. Bud u € S$%! libovolny.
Z kompaktnosti L existuje y € L takovy, ze h(L,u) = (y,u). Pak podle
definice Hausdorffovy vzdalenosti existuje z € K takovy, ze ||z — y|| < e.
Pak

h(L,u) = h(K,u) < (y,u) = (z,u) = (y —x,u) < [ly —zf| <e.
Nerovnost h(K,u) — h(L,u) < e se dokéze symetricky. O
Lemma 6.3. A, \\ A — dy(A,, A) =0, n — o0, A,, A € K%

Diikaz. Necht je ddno € > 0. Ukdzeme, ze A, C A+ eB? pro dostateéné
velkd n. Protoze A C A,,, bude tim dokézano, ze dy (A, A,) < e. Plat{
A C fj (A} \ A,) Uint (A 4 eBY).

n=2
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Mnoziny A; \ A, jsou relativné oteviené v Aj, jednd se tedy o oteviené po-
kryti kompaktniho prostoru Ai, a existuje tedy koneéné podpokryti. Vzhle-
dem k monotonii mnozin A, tedy existuje ng takové, ze

Ay C (Ay\ Ap,) Uint (A +eB9),
tedy A,, C int (A +eB?) C A+eB% O
Véta 6.4. (K%, dy) je diplnyg metricky prostor.

Diikaz. Bud (K,) C K cauchyovskd posloupnost. Oznaéme

A, = GK}, A= ﬁ A,

Kazda cauchyovska posloupnost je omezend, tedy vSechny K,, a tedy i A,,
jsou obsazeny v néjaké omezené podmnoziné R, je tedy A, € K?. Déle
An N\ A tedy A # 0, Ac K% adg(A,, A) — 0 podle predchoziho lemmatu.
Ukdazeme, ze také dy (K, A) — 0.

Budiz déno ¢ > 0. Pak existuje ng takové, ze A, C A+ eB? n > ny,
tedy i K; C A+ eB?%, i > ng. Z cauchyovskosti (K,) existuje n; takové, ze
K; C K; + eB? kdykoliv i, j > ny. Tedy také

[o@)
UKj C K, +eB?* n,i>n,

j=n
a protoze mnozina K; + ¢B? je uzaviend, také A, C K; +eB% n,i > ny.

Pak ale nutné A C A,, C K; +eB%, i > n;. Z obou dokézanych inkluzi uz
plyne, ze di(K;, A) < e pro i > max{ng, n}. O

Véta 6.5. Prostor (K¢, dg) je separabilni a kazdd omezend uzaviend podmnoZina
(K%, dy) je kompaktnd.

Diikaz. Bud (K,) C K% omezend posloupnost. Ukdzeme, ze méa konver-
gentni podposloupnost. Tim bude dokédzano druhé tvrzeni.

7Z omezenenosti plyne, Ze existuje krychle C' € R? (o hrané a) obsahujici
vSechny mnoziny K,. Pro m € N rozdélme

de

c=Jcy
j=1
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na 2™? krychlicek o hrané a2~™. Pro libovolnou K € K¢ polozme

An(K):= | ©F, m=1.2,...
CI'NK#0

(sjednoceni vsech krychlicek drovné m zasahujicich K). Uvédomme si, ze
pro kazdé m existuje jen konetné mnoho moznych konfiguraci A,,(K).
Prom =1,2,... postupné vybereme podposloupnosti

(K)o (KM 5 (KP) 5 ..

)

tak, aby T,, := Am(Ki(m)) nezaviselo na i. Ukdzeme, ze “diagondlné vy-
brand” posloupnost (K,(nm))je cauchyovskd (tedy vzhedem k uplnosti pro-
storu konvergentni).

Protoze Am(Kfm)) = T,, pro vsechna i, je dH(Ki(m), K](m)) < Vda2™™
pro vSechna m, 1, j, a tedy také dH(Ki(m), Kj(n)) < v/da2~™ pro vsechna i, j
an > m. Specidlné tedy dH(K&m),Kﬁ”)) < Vda2™™ pro vSechna n > m,
coz je podminka cauchyovskosti.

Zaroven je ziejmé, ze kone¢na sjednoceni vSech krychlicek typu C](-m)
tvoif hustou podmnozinu podprostoru {K € K% : K C C}. Cely prostor K¢
je spocetnym sjednocenim takovychto podprostoru, je tedy separabilni. [

Véta 6.6. C? je uzaviend podmnozina (K%, dg).

Diikaz. Ukézeme, 7e mnozina K%\ C? je oteviend. Bud A € K9\ C?. Mnozina

A neni kovexni, tedy existuji z,y € A at € (0,1) takové, ze
z:=(1-tr+ty ¢ A

Z kompaktnosti A existuje € > 0 takové, ze B(z,2¢) N A = (. Ukdzeme, ze
libovoln mnozina B € K% s di (A, B) < € nepatii do C?, tedy nenf konvexni.
Z definice Hausdorffovy vzdalenost existuj{ body 2/,y' € Bs |z —2/|| < e a
lly — v'|| < e. Snadno se ovéri, ze pak také bod 2’ := (1 — t)a’ + ty/ spliuje
|z — /|| < e. Pak ovSem 2’ ¢ B (protoze dist(z’,A) > ¢), tedy B nenf
konvexni. O

Véta 6.7. Necht K € C% a e > 0. Pak plati:

(a) Ezistugi polytopy P,Q takové, 2¢ P C K C Q a dyg(P,K) < ¢,
dH(Q,K) <e.
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(b) Je-li pocdtek obsazen v relativnim vnittku K, pak existuje polytop P
takovy, ze P C K C (1+¢)P.

Diikaz. (a) Z otevieného pokryti 0K C |J,cox Us(z) kompaktni mnoziny
0K lze vybrat koneéné podpokryti tedy existuji body x1,...,x, € K ta-
kové, ze

0K C Ug(l‘l) y---u U5($k)

Polozme P := conv{zy,...,x}. Ziejmé P C K a 0K C P +eB%, a tedy
také K C P+ eB?. Plat{ tedy dy(P,K) < ¢.

Pro konstrukei polytopu @) vyuzijeme opérné nadroviny K. Plati K =
Nzcox Hz, kde H, je (néjaky) opérny poloprostor K s x € 0H (viz Véta 2.5).
Komplementy HS jsou oteviené mnoziny pokryvajici K¢, a tedy i kom-
paktni mnozinu O(K + eB?). Existuji tedy body z1,...,2,, € K takové,
7e

(K +eBY) c HS U---UHS .
Polozme @ := H;, N---N H;, .  je mnohostén obsahujici K. Zaroven
kazdy bod y € (K +eB%) nelezi v nékteré Hg,, a tedy ani v @, tedy nutneé
Q C K +¢eB® Q je tedy omezeny, ¢ili polytop, a plati dg (K, Q) < e.

(b) Predpoklddejme, ze dim K = d, a tedy 0 € int K. (Kdyby dim K < d,
provedli bychom stejnou konstrukei v afinnim obalu aff K.) Polozme &’ :=
V1+e—1. Pak ziejmé K C int K + &’ K a provedeme podobnou konstrukci
jako pro polynom @ vyse, s tim rozdilem, ze nyni najdeme body x1, ..., %, €
0K tak, aby

K +&'K)C HS U---UHS, .

Opét polozime @ := H,, N---N H,, D K. Nyni plati Q € K + 'K =
(14 &K, tedy
KcQQc(1+&)Kc(1+&)Q.

Polytop P := (1 +¢')71Q pak spliuje

PCcKc(1+&)?P=(1+¢)P.

7 Objem a povrch konvexniho télesa

Objem konvexniho télesa K € C¢ definujeme jako Vy(K) := A (K) (Lebes-
gueova mira K). Casto budeme psét pouze V(K) misto Vy(K). Z vlastnosti
Lebesgueovy miry plynou nésledujici vlastnosti objemu:
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1. Vy(K) = Vy(gK) pro libovolnou izometrii g : RY — RY (specidlné
translace a rotace).

2. Va(tK) =tV (K), t > 0.
3. Va(K) = 0 pravé tehdy, kdyz dim K < d.
4. K CL = Vy(K) < Vy(L).
Véta 7.1. Zobrazeni V : K v V(K) je spojité na (C?, dg).

Poznamka 7.1. Lebesgueova mira samoziejmé neni spojitd na prostoru
K% neprazdnych kompaktnich mnozin; staci si uvédomit, ze libovolnou kom-
paktni mnozinu lze aproximovat koneénymi mnozinami v Hausdorffové me-
trice.

Diikaz. Zvolme K € C?. Ukazeme, 7e V je spojité v K.

(a) Necht V(K) = 0. Pak dim K < d, tedy K C E pro né&jakou nadrovinu
E. K je omezend, tedy K C aB%N E pro néjaké a > 0. Je-li L jiné konvexni
téleso s dy (K, L) < e, plati

LCK+eBc (aB*NH)+eB,

L je tedy obsazena ve vélci se zakladnou (a 4 )B4~ C E v nadroviné F a
s vygkou 2¢. Plati tedy V(L) < 2¢(a + )4~ =1(B4=1) = 0, ¢ — 0.

(b) Necht naopak V(K) > 0, tedy int K # (. Bez tjmy na obecnosti
miizeme predpoklddat, ze 0 € int K. Zvolme p > 0 tak, aby pB? C K.
Ukézeme, ze

(VA>1)(Fe>0): dy(K,L)<e = K C AL, L C \K. (1)
Pak bude z ptredpokladu dy (K, L) < € plynout
A V(K) < V(L) < V(K),

a tim bude ditkaz ukonéen, nebot A miZe byt libovolné blizké jedné.
Je-li0<e<pady(K,L)<e, pak h(L,u) > h(K,u) —e > p — € pro
kazdé u € S?1, tedy (p — e)B? C L. Déle plati

LCcK+eBi=K+SpBlc <1+€>K,
p p

< (p—s)BdC<1+ < )L.
p—¢ p—e¢

Zvolime-li & := 251p, pak 1+ 5 <1+ 2= = X atedy L CAK a K C AL.
Tim je (1) dokézano a dukaz je hotov. O]

KCL+eB'=1L+
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Pro konvexnf téleso K € C? a jednotkovy vektor u € S~ ! znaéime
K(u) = Kn{zeR%: (z,u) = h(K,u)}

opérnou mnozinu K s nadrovinou kolmou k wu.

Symbolem P¢ zmaéime mnozinu viech neprazdnych polytopt (konvexnich
oballi koneénych neprizdnych mnozin). Je-li dén polytop P € P?, pak
opérné mnoziny P(u), u € S9!, nazyvame stény P (obecné dimenze). Sym-
bolem F;(P) znacime mnozinu viech j-rozmérnych stén P, j =0,...,d—1
(Fo(P) je mnozina vSech vrchola P). Dale zna¢ime

Y(P):={ue S ': P(u) € F4_1(P)}.

Definice 7.1. Bud P € P? polytop. Jeho povrch Sg(P) definujeme jako

Sa(P):= > Vaa(P(u)).

ue(P)

(Je-li dim P < d — 2, je X(P) = 0 a préazdnou sumu interpretujeme jako
nulu.) Casto budeme psét pouze S(P) misto Sg(P).

Poznamka 7.2. V piipadé dim P = d — 1 je X(P) = {—u,u} pro néjaky
u € S a S(P) = 2X4-1(P).

Poznamka 7.3. Objem polytopu P lze vyjadrit jako

Va(P) =5 37 h(Pu)Vi(P(w). 2)
ueX(P)

Tento vztah lze vyuzit pro elementarni rekurzivni definici objemu. V piipadé
dim P < d je snadno vidét, ze (2) dava V4(P) = 0. V piipadé dim P = d a
0 € int P si muzeme P rozlozit na zobecnéné kuzely P, := conv({0}UP(u)),
u € X(P), které se protinaji nejvyse v nadroving, a z aditivity Lebesgueovy
miry dostaneme
V(P)=\(P)= Y M(P).
ueX(P)

Snadno spocteme, ze A%(P,) = 2h(P,u)A?"1(P(u)), coz davé (2). Pro po-
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sunuty polytop P + x pak dostaneme

2 N WP+ 2 w)Va (P + 2)(w))

ueX(P+x)

=2 (P + )V a(P(w)

ue(P)

= Va(P) < > uVa( )>

ueX(P)

Skalarni sou¢in na konci je linearni funkci v x a je roven nule na néjaké
oteviené mnoziné (kdy z € int P), tedy je roven nule pro vSechna z, ¢imz je
vztah (2) dokdzan.

Lemma 7.2. Povrch polytopu md tyto vlastnosti:
(a) S je invariantni vici viem eukleidovskym pohybum.
(b) S(tP) =t"1S(P), t > 0.

(c) je-li P C Q, pak S(P) < S(Q).

Diikaz. Vlastnosti (a) a (b) plynou piimo z vlastnosti objemu. K dukazu (c)
vyuzijeme rovnosti odvozené v piredchozi poznamce:

> Va1 (P(u) =0.
ueX(P)
Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti z ni odvodime
Va-1( <> Vaal
/#U
tedy ze plocha libovolné stény P je mensi nebo rovna souétu ploch vSech
zbyvajicich stén. Z toho plyne, Ze pro polytop @ a libovolny uzavieny polo-
prostor H plati
S(@NH) < 5(Q).

Protoze polytop P C ) muzeme vyjadiit jako prunik ¢ s koneéné mnoha

poloprostory, dokézali jsme monotonii (c). O

Poznamka 7.4. Pro objem konvexniho télesa ziejmé plati

V(E) = sup V(P) = inf V(P), K e’

(supremum a infimum bereme pies polytopy P). Podobnou aproximaci bu-
deme definovat povrch konvexniho télesa.
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Definice 7.2. Pro konvexni téleso K € C¢ definujeme

S_(K) := ;lé}l)(S(P), Si(K):= PigE(S(P)

(suprema a infima jsou chapana pies P € P%).
Véta 7.3 (a definice). Pro K € K¢ plati
S+(K)=5_(K).

Spoleénou hodnotou S(K) = Si(K) = S_(K) definujeme povrch kon-
vezniho télesa K.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze 0 lezi v relativnim
vnitiku K (S4 1 S_ jsou zfejmé invariantni vzhledem k posunum). Pak podle
Véty 6.7 pro kazdé e > 0 existuje polytop P, pronéjz P C K C (1+¢)P,
tedy

S(P)<S_(K)<S(K)<S(1+¢)P)=(1+¢)1S(P).
Limitnm pfechodem e — 0 zjistime, ze S_(K) = Sy (K). O
Disledek 7.4. Pouvrch konvexniho télesa md tyto viastnosti (K,L € C?):

1. S(K) = S(gK) pro kazdou izometrii g : RY — R?,
2. S(tK) = t4"'S(K), t > 0,
3. je-li K C L, pak S(K) < S(L).
Definice 7.3. Pro konvexni téleso K € C¢ oznacme
v(K,e) = V(K +eB?), £>0.
Poznamka 7.5. Ziejmeé v(-,-) je rostouci v obou argumentech.

Pozniamka 7.6. Pro P € P? plati

d

v(P,e) = V(P) + Zek Z Vi (F)vr,

k=1 FeFy 1(P)

kde
vr = Vi{tu: 0 <t <1, uenp},

np:={ue St FcP()}, FeFiiP).
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Lemma 7.5. Zobrazeni K — v(K, ) je spojité pro kazdé e > 0.

Diikaz. Pro dané € > 0 uvazujme zobrazeni ¢ : C% — C?, ¢(K) = K + ¢B%.
7 aditivity opérné funkce dostaneme h(K +eB% u) = h(K,u) +¢,u € S,
takze pro libovolna dvé konvexni télesa K, L je

h(K +eB% u) — h(L 4+ eB% u) = h(K,u) — h(L,u), uec St

Podle Lemmatu 6.2 je tedy zobrazeni v spojité. Protoze objem je spojity
na C%, je i slozené zobrazeni K + V o 9)(K) = v(K, ) spojité. O

Lemma 7.6. Necht p; jsou polynomy stupné nejvyjse d s nezdpornymi koe-
ficienty a takové, ze p; — f na ([0,00), kde f je néjakd redlnd funkce. Pak f
je polynom stupné nejvyse d a vsechny koeficienty p; konverguji k prislusngm
koeficientum f.

Diikaz. Necht
pi(r) =ad + alr + a2’ + - +a¥r?, r>0.

Protoze jsou koeficienty nezdporné, z bodové konvergence plyne omezenost
koeficient, af < M pro vSsechna i € N a 0 < k < d. Tvrzeni ukdzeme
indukef podle d. V piipadé d = 0 je p;(r) = a! konstantni a tvrzen{ je
trividlni. Nyni provedeme indukéni krok. Ukazeme, Ze posloupnost (a?) je
cauchyovskd, tedy konverguje k néjakému a® > 0. Pro polynomy p;(r) — afrd
pak pouzijeme indukéni predpoklad a budeme hotovi.

7 trojuhelnikové nerovnosti snadno dostaneme odhad pro ¢,57 € N

. — D a¥ — a”
laf — a?| < Ipir) — pi(r)] po](r)| + 27| i =: Aq(r) + Aa(r).

Necht je dédno € > 0. Protoze Aa(r) < M(r~¢ +--- +r~1), mizeme zvolit
dostatecné velké ro tak, aby Aa(rg) < €/2. Z cauchyovskosti posloupnosti
(pi(r0)) pak existuje ig takové, ze pro vsechna i, j > ig je |pi(r0) —p;(ro)| <
£/2, tedy také Aj(rg) < £/2. Dostavame tedy |af — a?] < € pro i,j > o,
tedy (a) je cauchyovské posloupnost. O

Diisledek 7.7. (i) Pro K € C? je

S(K) = lim V(K + eB%) —V(K).

e—=04 9
(ii) Zobrazeni K — S(K) je spojité na C.
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Diikaz. Bud K € C%. 7 definice S(K) existuje posloupnost polytopi (P;)

takova, ze S(P;) — S(K). Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze

P; — K v Hausdorffové vzdalenosti, tedy také V(P;) — V(K). Proe > 0 je
v(Pie) = V(B) +aje + -+ afe? » v(K,e),

a tedy v(K,e) = V(K) + a'e + ...a%¢?, piitom a} — a'. Z definice je

a} = s(P;), a protoze a' = lim._,o; e V(K + eB%), vatah (i) je dokazan.

Jsou-li nyni K;, K € C? takové, ze K; — K (v dg), plati

v(Kie) =V (K;) + S(K;)e + a2e? 4 - - - + ade?
—v(K,e) = V(K) + S(K)e 4+ a?e® + - - - 4 a’e?,

a podle predchoziho lemmatu musi S(K;) — S(K), i — oo. O

8 Brunn-Minkowského nerovnost a jeji dusledky

Véta 8.1. Necht Ko, K1 € C? a A €[0,1]. Pak

=

V(1= N Ko+ AK1)# > (1 — MV (Ko)d + AV (K,).

Rovnost nastdvd pro néjaké A € (0,1) prdvé tehdy, kdyz bud Ko, Ky leZi
v paralelnich nadrovindch, nebo kdyz jsou homotetické (tedy K1 = tKo + z
nebo Ko =tKy + z pro néjaké t > 0 a z € Rd).

Pozn.: Nerovnost iiké, ze funkce X — V(K))'/? je konkavni na [0, 1], kde
Ky = (1 — )\)Ko + AKj;.

Dukaz - prund ¢édst. (i) Nejprve si uvédomme, ze ve dvou uvedenych piipadech
skutecné plati rovnost. Lezi-li Ky a K; v paralelnich nadrovinach, pak pro
néjaké v € S% ! a ag,a; €R je

Ko CA{z: (z,u) =ap}, K C{z: (r,u)=a1}.

Pak ale
Ky Cc{x: (z,u) = (1 = Nag+ Aa1},

tedy i K) mé dimenzi nula a na obou stranidch nerovnosti jsou tedy nuly.
Jsou-li Ky, K1 homotetické, napt. K1 = tKy + z, pak

K, = (1 — /\)K() + /\(tK() + Z) = (1 + (t — 1)/\)K0 + Az,
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a tedy Vy(K\)Y% = (1 + (t — 1)A)Vy(Ko)Y/¢ je linedrni funkei A, tedy opét
plati rovnost.

(ii) Uvazujme nyni piipad dim Ky < d, dim K; < d. Na pravé strané
nerovnosti je 0, nerovnost tedy plati. Rovnost pro néjaké A € (0,1) bude
platit pouze v piipadé, kdy dim K, = 0, tedy K) je obsazeno v néjaké
nadroviné {z : (z,u) = a}. To znamend, ze pro vSechna = € K a vSechna
y € K1 musi byt

(1 =Nz + Ay,u) = (1 = N){z,u) + ANy, u) = a,

tedy (x,u) musi byt konstantni pro x € Ky a (y, u) musi byt konstantni pro
y € Ki. Tedy Ky a Ky musi lezet v rovnobéznych nadrovinach.
(iii) Necht nyni dim Ky < d a dim K7 = d. Pro libovolny bod zy € Ky
plati
(I —=XNzo+ MKy C K,

tedy Vd(KA)l/d > )\Vd(Kl)l/d, nerovnost tedy plati. Jakmile mé K, aspon
dva body, leva strana je vétsi a plati ostrd nerovnost. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyz je Ky jednobodovd, coz je pravé piipad homotetie Kg a Kj.

(iv) Necht dim Ky = dim K; = d. Ovéifme nejprve, ze sta¢i nerovnost
ukdzat pro piipad Vy(Ko) = V4(K1) = 1. Obecnd konvexni télesa kladného
objemu miuzeme znormalizovat

Ko = (Va(Ko)) VKo, Ky:= (Va(K1)) K.

Plati-li pro takto normalizovana télesa Brunn-Minkowského nerovost, pak
pro

T V(K1)
(1 — /\)Vd(Ko)l/d + )\Vd(Kl)l/d
plati
_ V(K )4
1< Vy(Ey)Vd =
< Va(K3) (1 — N Vy(Ko)Y 4 + A\Vy(Ky)Y/d’
coz je Brunn-Minkowského nerovnost pro Ko, K1 a A. ]

Lemma 8.2. Nechf K € C% dimK = d, a u € S¥!. Oznacéme o =
—h(K,-u), B := h(K,u) a K! == KNE'":= Kn{z : (x,u) = t}. Pak
funkee v(t) := Vy_1(K") je spojitd a kladnd pro t € («a, B).

Dukaz. Zvolme a < t < s < f. Existuji body z,yp € K takové, ze (zg,u) =
a a (Yo, u) = B. Z konvexity K dostaneme

(1= Nao+ AK® € K, A= 12%
S —
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a tedy (E:g)d 1 v(s) < v(t). Obdobné dostaneme nerovnost (gj)d ' v(t) <
v(s). Pokud by v(t) = 0, pak by, postupnym pouzitim obou uvedenych ne-
rovnosti, muselo byt v(7) = 0 pro kazdé 7 € (o, 3), a tedy podle Fubiniovy
vety Vy(K) = ff’l)(T) dr =0, coz by byl spor. Je tedy v > 0 na («, 8). Déle
z obou nerovnosti dostaneme vydélenim odhady

(=2 <=2

a limitnim pfechodem s — ¢ nebo t — s_ obdrzime spojitost v. O

Dukaz véty - druhd cdst. Dukaz provedeme indukei podle dimenze d. V piipadé
d = 1 samoziejmé plati rovnost (K a K jsou homotetické). Necht nerov-
nost plati pro d — 1 a méjme Ko, K1 € C% s Vy(Ko) = V(K1) = 1. Zvolme
pevné u € S ! a oznac¢me

E':={x: (x,u)=t}, H':={z: (z,t) <t},
vi(t) == Vi (KN EY, wi(t) = Vy(K;NHY), i=0,1,
ay = —h(Ky,—u), fBx:=h(Ky,u), Xe]l0,1].
Podle Fubiniovy véty plati w;(t) = fotél v;i(s) ds. Déle podle ptedchoziho lem-
matu je funkce v; spojitd a kladnd na (ay, 5;), tedy w; je diferencovatelnd a
plati w(t) = v;(t) >0, t € (o, 3;), i = 0, 1. Funkce w; je rostouci, zobrazuje

interval (a;, 8;) na (0,1), a existuje inverzn{ funkce z; := w; ' : (0,1) —
(e, Bi), s derivaci

Oznacme déle

Ki(t) = K;nE5T i =0,1,
(1) = (1 = Nzo(7) + Az1(1), 7€ (0,1).

Z linearity opérné funkce plyne, ze funkce z), zobrazuje interval (0,1) na
ay, B)). Z definic snadno plyne

KxNEAT 5 (1= M\)Ko(1) + MK (7).
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Pouzitim Fubiniovy véty, substituce t = z)(7) a vyse uvedené inkluze do-
staneme

Bx
Vd(KA):/ Va1 (KyN EY) dt

[€DN

1
— / Va1 (Kx N E20) 2 (1) dr
0

1 1-2A A
> /0 Vi1 (1 = AN Ko(7) + MK (7)) (vo(Zo(T)) + Ul(zl(T))) ar.

Pouzitim induéniho predpokladu a zkraceného znaceni v; = v;(z;(7)) dosta-

neme
1 1 1 N\9d1 g
Va(K)y) > / <(1 —Nvg ™+ )\vl‘il) (1 A + )\) dr.
0

Vo U1

Podle pomocného lemmatu nize je integrand vSude vétsi nebo roven jedné,
¢imz je Brunn-Minkowského nerovnost dokazana.

Zbyvé vyiesit piipady rovnosti. Necht nastane rovnost pro néjaké \ €
(0,1). Predpokladejme (bez ijmy na obecnosti), ze Ky i K1 maji tézisté v
pocétku (teziste K je bod t = (t1,...,tq) s [p-t;dt =0,7=1,...,d). Pak
podle pomocného lemmatu musi byt vo(2o(7)) = v1(zi(7)), a tedy z{(7) =
21(7), pro s.v. 7 € (0,1). Je tedy z1(7) — 20(7) =: C kostantni. Protoze
(substituce z;(7) =t a Fubiniova véta)

/Olzi(f)dr_/:itvi(t)dt_/K@,u)dx_o,

7 k3

plati C = 0, tedy zo(7) = z1(7), z ¢ehoz plyne Sy = (1, neboli h(Ky,u) =
h(K1,u). Protoze stejny postup lze pouzit pro kazdy u € Sa=1 plati h(Ko,-) =
h(Kl,-),atedy KOIKl. L]

Lemma 8.3. Pro vp,v1,p >0 a X € (0,1) plati

(1—)\ /\>
+—]=21
Vo U1

pritom rovnost pro néjaké A € (0,1) nastane prdavé tehdy, kdyz vy = v;.

3=

(1= X)vh + o)

Duikaz. Zlogaritmovanim a vyuzitim konkavnosti logaritmu dostaneme

1 1-—
ln((l—)\)vg+)\vf)+ln< )\—i—)\)
Vo V1

p
>(1 =X Invg+ Alnvy + (1 = A)(—=Inwvg) + A(—Inv;) =0,

31



tedy nerovnost plati. Protoze logaritmus je ryze konkavni, rovnost nastane
pouze kdyz vg = v1. O

Definice 8.1. Je-li K € C% znac¢ime

K—-K T —
So(K) = 5 :{ 2y:x,y€K}

stredovou symetrizaci K.

Disledek 8.4. Pro vsechna konvexni télesa K plati
V(SoK) > V(K).

Rovnost nastane prdvé tehdy, kdyZ bud dim K < d, nebo K je stredové
symetrické (tedy —K = K + z pro néjaké z € RY).

Dikaz. Uvedend nerovnost je piimym dusledkem Brunn-Minkowského ne-
rovnosti pro Ko = K, K1 = —K a A = % Zbyva ovérit piipady rovnosti.
Vime, ze rovnost v BM nerovnosti nastava pravé tehdy, kdyz K a —K lezi
v paralelnich nadrovinach, coz je pravé tehdy, kdyz dim K < d, nebo kdyz
K a —K jsou homotetické, tedy —K = aK + z pro néjaké o > 0 a z € R%.
Porovnanim objemu snadno zjistime, ze o = 1, tedy —K = K + z. O

Lemma 8.5. diam Sy(K) = diam K.

Dukaz. Mnozina Sy(K) je ziejmé stfedové soumérnd, a tedy nejdelsi isecka
lezici v So(K') mé stfed v pocatku. Je tedy

diam Sp(K) =2 max ||z|| = max ||z — y|| = diam K.
z€S0(K) z,yeK

O
Symbolem wy := 742 /T( % + 1) znacime objem jednotkové koule v R

Diisledek 8.6 (Izodiametricks nerovnost). Pro K € C? plati

V(K) Swd<diamK>d.

Rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz K je koule.
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Diikaz. Protoze So(K) je stiedové soumérnd, plati

diam So(K) ) |

So(K) CcB (0, 5

a rovnost nastéava prave tehdy, kdyz Sy(K) je koule. S vyuzitim této inkluze,
predchoziho lemmatu a Dusledku 8.4 dostaneme

o (dia;“K )d _ (dmf“(m)d > V(So(K)) = V(K),

coz je dokazovand nerovnost. Rovnost nastane prave tehdy, kdyz So(K) je
koule a zdroven bud dim K < d, nebo —K = K + z. Pokud dim K < d, pak
i dim Sy(K) < d, a tedy tento pfipad nemuze nastat. Pro r = %diam So(K)
tedy v pifpadé rovnosti plati pro vsechna u € S%-1

r = h(So(K),u) = %(k(K, )+ h(=K,u)) = %(h(K, w) + B(EK,u) + (2, u))

= h(K,u)+ <%,u>,

h(K,u)=1r— <§,u> =h (B (—%,T) ,u) . uwe S

Z jednoznacnosti opérné funkce tedy plyne K = B(—3,7). O

tedy

Diisledek 8.7 (Izoperimetrickd nerovnost). Pro K € C? plati

1 _
S(K) > dwd V(K)“T .
Rowvnost nastavd pravé tehdy, kdyz K je koule.

Poznamka 8.1. Pro d = 2 dostaneme klasicky vztah mezi délkou obvodu L
a plosngm obsahem A
L? > 47 A.

Diikaz. Pouzijeme BM nerovnost pro Ky = K, K1 = B (jednotkové koule).
Pro Ky := (1 — A\)K + AB je tedy funkce

[SESY

Fide V(ET — (1 - NV(K)d — \w

nezéporna a konkdvni na intervalu [0, 1]. Protoze f(0) = f(1) = 0, musi byt
derivace f zprava v nule nezdpornd, pokud existuje. Jest

£10) = V)T ] VD) + V() — .

d
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Protoze

V(K =V <(1 —\(K + 1:\/\B)> =1 -NV(K+ %B),
je
d d V(K + 2:B) - V(K)
— Ky) = — 1= N V(K)+1- 1 =2
d\ ,\:0+V( ) d\ ‘,\:0+( ATVE) + ,\if& A ’

a pouzitim Dusledku 7.7 je pak
d

- ’AZMV(K,\) = —dV(K) + S(K).

Dosazenim pak dostaneme

F1(0) = SV (=aV (K) + S(K)) + V()| - ]
= SV(K)IS(R) -

a vlastnost f’, (0) > 0 ddva izoperimetrickou nerovnost. Plati-li rovnost, tedy
f4.(0) = 0, musi byt funkce f(\) konstantné rovna nule na [0, 1], tedy plati
rovnost v BM nerovnosti pro K a B, a tedy K a B musi byt homotetické,
tedy K je koule. O
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