Konvexni télesa
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1 Uvod, kombinatorické véty

Zakladni prostor: V; - afinni prostor dimenze d, vétsinou V; = R?

Definice 1.1 1. K C Vj je konvexnd, jestlize pro vSechna z,y € K at € [0,1]
plati (1 —t)z +ty € K.

2. Konwvexni obal mnoziny A C Vy je mnozina

conv A := ﬂ {BCVy: BDA: B konvexni}.
3. Dimenzi konvexni mnoziny K C V; rozumime dimenzi jejiho konvexniho
obalu, tedy dim K := dim(aff K).

4. Mnozinu conv{zg, ..., 2}, kde xq, ...,z € Vg jsou afinné nezdvislé, nazyvame
k-simplexem.

5. Konveani téleso v R? je neprazdnd, konvexni a kompaktni mnozina.
Pozn.: Ziejmé K C Vg je konvexni pravé tehdy, kdyz
n n
(Vn € N)(Var, ... 2 € K) (P, ...ty €[0,1]),) ti=1 = > tiz; € K.
i=1 i=1
Lemma 1.1 Méjme systém konvexnich mnozin K, C Vy, a € I. Pak
1. Noer Ka je rovnéz konveznt,

2. je-li indexovd mnoZina I linedrné usporddand a systém (K,) rostouct (tzn.
Ko C Ko kdykoliv a < o), pak i J,c; Ko je konvezni.

Lemma 1.2 Pro libovolnou A C Vy plati
k
conv A = {Ztll'z t; > 0,01+ -+l =1,2; EA,’L': 1,...,]{7,]{)6N}.
i=1
Definice 1.2 Uzavieny konvezni obal mnoziny A C R? definujeme jako

convA = ﬂ {B cR?: B> A, B konvexni uzaviens}.



Pozn.:
1. Pro A C R? plati convA = conv A.
2. 7 uzavienosti A neplyne uzavienost conv A.

3. Je-li A kompaktni, pak je i conv A kompaktni.

Véta 1.3 (Caratheodory) Pro libovolnou mnozinu A C Vy plati

d
conv A = {thﬂ?ii ti20,t0+--~+td:1,xiEA,i:O,...,d}.
i=0

Pozn.: Ekvivalentné lze fici, ze konvexni obal mnoziny A ve Vg je sjednocenim
vSech k-simplext s vrcholy v A, k < d.

Véta 1.4 (Radon) Necht mnozina A C Vy; md aspon d+ 2 prvki. Pak existugi
disjunktni podmnoZiny R, B C A takové, Ze conv R N conv B # ().

Véta 1.5 (Helly) Budte Ki,...,K,, C Vg konvexni, m > d + 1. Nechl pro

libovolné 1 < iy < --- <igy1 <mje K; N---NK;, , # 0. Pak KiN---NK,, # 0.

Diisledek 1.6 Bud K; : i € I} systém kompaktnich podmnozin R?, card I >
d+1. Necht pro kazdou podmnozinu J C I s card J = d+ 1 plati (;c ; Kj # 0.
Pak ;e Ki # 0.

Dusledek 1.7 Bud'te A, ..., A, C R? konvexni, k < d+ 1 a L linedrni pod-
prostor R? dimenze d—k+1. Necht kazdijch k mnozin A; md neprdzdny prinik.
Pak existuje z € R takovy, ze (L+2)NA; #0,i=1,...,m.

Dausledek 1.8 (Barycentrum miry) Pro kaZdou borelovskou pravdépodobnostni
miru i na R existuje y € R? takovy, Ze pro kazdij uzaviens poloprostor H C R?

je w(H) > zi7-

Disledek 1.9 (O aproximaci) Budte f;,g: T — R funkce na koneéné mnoziné
T,i=1,...,m,ae>0. Prox = (x',... 2™) € R™ oznaéme f, == a' f1+-- -+
™ frn. Necht pro libovolné tq, ..., tmi1 € T existuje x € R™ tak, Ze |f.(t;) —
g(t)| <e,i=1,...,m+1. Pak ezxistuje y € R™ takovy, Ze sup,cr | fy(t)—g(t)| <

€.

Disledek 1.10 Pro libovolné k,d € N existuje m € N a cy,...,c, € R? tak,
ze
m

|z||?* = z:(cz ~x)?k oz e RL

=1



2 Opérné a oddélovaci véty

Véta 2.1 Bud A C R neprdzdnd, konvezni a uzaviend. Pak ke kazdému bodu
y € RY existuje pravé jeden bod M 4(y) € A spliugici

ITLa(y) — yll = dist(y, A) := inf |ly — 2.
z€A
Zobrazen{ y — T 4(y) se nazyva metrickd projekce na A.

Definice 2.1 Jsou-li A C R? konvexni uzaviend, v € S%~! jednotkovy vektor
ateRtakové,ze ACH:={z:z-u<tlaANE:={z: z -u=t}#0,
rikame, Ze:

1. E je opérnd nadrovina mnoziny A,

2. H je opérny poloprostor mnoziny A,

3. EN A je opérnd mnoZina mnoziny A.
Véta 2.2 Bud A C R? neprdzdnd, konverni uzaviend ay € R4\ A. Pak nadro-

vina E prochazejict bodem 14 (y) a kolmd ky — Iz (y) je opérnou nadrovinou
A, a poloprostor s hranici E a neobsahugici bod y je opérnym poloprostorem A.

Dusledek 2.3 Kazdd neprdzdnd konvexni uzavrend vlastni podmnoZina A C
R? je prinikem vsech uzaviengjch poloprostori, které ji obsahuji. Zdrovern A je
prunikem véech svijch opérngch poloprostori.

Lemma 2.4 Bud A C R¢ neprdzdnd, konvexni uzaviend. Pak
La(y) —Wa(@)]| < [ly —ll, =y € R
(Jingmi slovy, metrickd projekce je 1-Lipschitzovskd.)

Véta 2.5 (Support Theorem) Kazdym hrani¢nim bodem neprdzdné konvexni
uzaviené podmnoziny R prochdzi opérnd nadrovina.

Véta 2.6 (Separation Theorem) Budte A C R? neprdzdnd konvezni uzaviend
a K C R? neprdzdnd konvezni a kompaktni, ANK = (). Pak existuje nadrovina
E ostie oddélujici A od K (tzn., Ze A a K jsou obsaZeny v opaénych oteviengch
poloprostorech s hranici E).

3 Extremalni body

Definice 3.1 Nechf A C R? je convexni a uzaviend. Bod z € A je extremdlnim
bodem A, jestlize x nelze vyjadrit jako netrividlni konvexni kombinaci bodu z A
(tedy jestlize x = (1 — t)y + tz pro ngjaké y,z € Aat e (0,1), pak x =y = 2).
mnozinu vSech extremdlnich bodi mnoziny A znac¢ime ext A.



Pozn.:
1. ext A # () pravé tehdy, kdyz A neobsahuje zddnou piimku.
2. x € ext A pravé tehdy, kdyz A\ {z} je konvexni.

3. Je-li {z} opérnou mnozinou A, je x extremalnim bodem. Opaé¢nd implikace
neplati.

Véta 3.1 (Krein-Milman) Pro K C R? konvexni a kompaktni plati
K = convext K.

Definice 3.2 Mnozina P C R? je polytop, lze-li P zapsat jako konvexni obal
koneéné mnoziny bodt. P C R? je mnohostén (polyhedron), 1ze-li P zapsat jako
prunik konetné mmnoha uzavienych poloprostoru. Extremalni body polytopu
nebo mnohosténu nazyvame wvrcholy.

Dusledek 3.2 Pro konvexni a kompaktni mnozinu P C R plati: P je polytop
pravé tehdy, kdyz ext P je konecnd.

Véta 3.3 (Weyl-Minkowski, prvni éast) KaZdy omezeny mnohostén v R?
je polytop.

Definice 3.3 Bod z € A uzaviené konvexni mnoziny A C R? nazveme expo-
novangm bodem A, jestlize A\ {x} je konvexni. Mnozinu v8ech exponovanych
bodl mnoziny A znaéime exp A.

Véta 3.4 (Straszewicz) Pro K C R? konvexni kompaktni plati

K =conv(exp K).

4 Dualita
Definice 4.1 Pro A C R neprazdnou znaéime

A :={zcR: 2.y <1, yc A}
dudln{ (poldrn{) mnozinu k mnoziné A.

Pozn.:
1. A° je konvexni uzaviend, 0 € A.
(RT)> = {0}, {0} =R
3. ACB = B°C A°.
- (U 4)°" = U, A7

o

e~



5. (tA)° =1A4°t>0.
6. L C R? linearni podprostor = L° = L*.
7. Je-li P = conv{yi,...,ym} polytop, je
Po={zeR:z-y; <1,i=1,...,m}
mnohostén.
8. A C (A°)° =: A°°.
Véta 4.1 (Bipolarni véta) Necht A C RY je konveani uzaviend, 0 € A. Pak

A% = A.

Pozn.: Pro A # () plati
A% =tconv(A U {0}).
Piiklady:
1. Pro mnohostén A ={z: z-u; <1,7=1,...,m}, plat{
A% = conv{0,u1, ..., um},
tedy A° je polytop.
2. B(0,p)° = B(0, ;).
3. (1L, ={z: 2!+ + ]2 < 1}
4. {z: |z|l, <1} a{z: ||z|; <1} jsou vzdjemné dudlni, % + % =1
Véta 4.2 (Weyl-Minkowski, druhd ¢ast) Kazdy polytop je mnohostén.
Definice 4.2 Mnozina C C R? je kuZel (s vrcholem v pocatku), jestlize

zeCt>0 = txeC.

Pozn.: Je-li C C RY neprazdny kuzel, pak C° je konvexni uzavieny kuzel
Co={z:2-y<0,yeC}.
Véta 4.3 Necht e € S, H = e! nadrovina, K C H konvexni. Pak
K°=(C(K+e)’N(H—-e)+eCH,

kde C(A) znaci nejmensi kuZel obsahugjici mnoZinu A.



5 Opérna funkce

Definice 5.1 Pro konvexni téleso K C R? definujeme jeho opérnou funkci
predpisem

hK,y) =sup{z-y: z€ K}, yeRe
Pozn.:

1. Opérnou fuknkci lze definovat pro libovolnou neprazdnou omezenou mnozinu

A C R% pak plati h(A, ) = h(convA, -).
2. KCL = h(K,-) <h(L,").
3. h(aK + BL,") = ah(K,-) + Bh(L,-), a, 8 > 0.
Definice 5.2 Funkce f : R? — R je sublinedrni, jestlize
i f(tr) =tf(x), t >0, 2 € R? (f je pozitivné homogenni), a
i f(z+y)<fl@)+f(y),z,y <R (f jesubaditivni).

Lemma 5.1 Bud C C R? konvezni, f : C — R konvexni funkce a = vnitini
bod K. Pak f je spojitd v x.

Lemma 5.2 Opérnd funkce je sublinedrni.

Véta 5.3 Ke kazdé sublinedrni funkci f : R* — R existuje prdvé jedno konvexni
téleso K C R takové, ze h(K,-) = f.

Definice 5.3 Pro konvexni téleso K C R? obsahujici pocatek definujeme jeho
radidlni funkci predpisem

p(K,x) :=max{\ >0: \x € K}.

Véta 5.4 Pro konvexnd téleso K C R? obsahujici pocdtek ve svém vnitiku plati

6 Prostory kompaktnich a konvexnich téles

Znacenf: K¢ - mnozina viech neprazdnych kompaktnich podmnozin R? C¢
- mnozina véech neprazdnych kompaktnich konvexnich podmnozin R? (kon-
vexnich téles), B¢ = B(0,1) jednotkovd koule v R?, S9=1 = 9B9 - jednotkova
sféra v R

Definice 6.1 Hausdorffova vzddlenost neprazdnych kompaktnich mnozin A, B €
K? je definovana jako

dg (A, B) := max {sup dist(a, B), sup dist (b, A)} .
a€A beB



Cviceni: dp je metrika na K.
Lemma 6.1 1. Pro A,B € K% plati

di(A,B) =inf{e >0: AC B+eB% BcC A+¢eB%.

2. Pro K,L € C? plati

Véta 6.2 (K%, dg) je plny metricky prostor.
Lemma 6.3 A4, \\ A = dy(A4,,A) =0, n— oo, A,, A € K.
Véta 6.4 Kazdd omezend uzaviend podmnozina (K¢, dy) je kompaktn.
Véta 6.5 C¢ je uzaviend podmnozina (K¢, dg).

Symbolem A% znaéime Lebesgueovu miru v R<.
Véta 6.6 Zobrazeni K — \(K) je spojité na (C?, dy).
Véta 6.7 Necht K € C a e > 0. Pak plati:

1. Existugi polytopy P, Q takové, e P C K C Q ady(P,K) <e,dy(Q,K) <
€.

2. Je-li pocdtek obsazen v relativnim vnitiku K, pak ezistuje polytop P ta-
kovy, 26 P C K C (1+¢)P.

7 Objem a povrch konvexniho télesa
Pro konvexnfi téleso K € C? a jednotkovy vektor u € S?~! znacime
Ku):=Kn{zecR: z-u=h(K,u)}

opérnou mnozinu K s nadrovinou kolmou k u.

Symbolem P9 zmaéime mnozinu viech neprazdnych polytopt (konvexnich
oballi koneénych neprazdnych mnozin). Je-li dan polytop P € P9, pak opérné
mnoziny P(u), u € S?1, nazyvame stény P (obecné dimenze). Symbolem F; (P)
znac¢ime mnozinu véech j-rozmérnych stén P, j = 0,...,d—1 (Fo(P) je mnozina
v8ech vrcholu P). Déle znac¢ime

Y(P):={ue S P(u) € Fa_i(P)}.



Definice 7.1 Bud P € P9 polytop. Jeho objem Vy(P) a povrch Sq(P) definu-
jeme indukci nasledovné:

Prod =1 je P = [a,b], a klademe V1 (P) :=b—a a S;(P) := 2.

Pro d > 2 klademe

Va(P) := ézuez(m h(P,u)Vy_1(P(u)) pokuddimP >d—1,
. 0 pokuddim P < d — 2,
a
Sq(P) := 2 ues(p) Va-1(P(u)) pokudd?m >d-—1,
0 pokuddim P < d — 2.

Piseme c¢asto kratce V(P) = V4(P) a S(P) = S4(P).
Lemma 7.1 Objem a povrch polytopu maji tyto vlastnosti:
1. V(P) = \(P),

2.V a S jsou invariantni vici vSem eukleidovskym pohybum (translacim a
rotacim),

3. V(tP) =tV (P), S(tP) =t~ 1S(P), t > 0,

4. V(P) =0 prdvé tehdy, kdyz dimP < d —1,

5. je-li P C Q, pak V(P) <V(Q) a S(P) < 5(Q).
Definice 7.2 Pro konvexni téleso K € C? definujeme

Vi(K):= inf V(P), V_(K):= sup V(P),

POK PCK
SH(K) = Pigg{S(P), S_(K):= ﬁg%S(P)

(suprema a infima jsou chapana pies P € P?).
Véta 7.2 (a definice) Pro K € K% plati
Vi(K) = V_(K) = V(K),
S.(K) = S_(K) = S(K),
pritom V(K) a S(K) nazgvdme objem a povrch konvexniho télesa K.
Lemma 7.3 Objem a povrch konvexniho télesa maji tyto vlastnosti:
1. V(K) = \{(K),

2.V a S jsou invariantni vici vsem eukleidovskym pohybum (translacim a
rotacim),

3. V(tK) =tV (K), S(tK) = t"1S(K), t > 0,



4. V(K) =0 prdvé tehdy, kdyz dim K < d —1,
5. je-li K C L, pak V(K) < V(L) a S(K) < S(L).
Pro konvexn{ téleso K € C% oznaéme

v(K,e) =V (K +eB%, ¢>0.

Pozorovani: Pro P € P? plati

d

v(Pe) =V (P)+ Zsk Z Va—i(F)vr,

k=1 FeFq_1(P)

kde vp := Vi{tu : 0 <t < 1l,u € np}ang :={ue St : F cC P}
F € Fy_(P). Zfejmé v(-,-) je rostouci v obou argumentech.

Lemma 7.4 Zobrazeni K — v(K,€) je spojité pro kazdé ¢ > 0.

Lemma 7.5 Necht p; jsou polynomy stupné nejvyse d s nezdpornymi koefici-
enty a takové, Ze p; — f na ([0,00), kde f je néjakd funkce. Pak f je polynom
stupné nejuyse d a vSechny koeficienty p; konverguji k prislusngm koeficientim

I
Dusledek 7.6 1. Pro K € C? je
dy _
S(K) = Tim V(K +¢B%) V(K)_
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2. Zobrazeni K — S(K) je spojité na C.

8 Brunn-Minkowského nerovnost a jeji disledky
Véta 8.1 Necht Ko, K, € C% a X € [0,1]. Pak
V(1= NEo+AK) T > (1= NV (Ko)# + AV (Ky)7.

Rovnost nastdvd pro néjaké X € (0,1) prdvé tehdy, kdyz bud Ko, Ky le#i v
paralelnich nadrovindch, nebo kdyz jsou homotetické (tedy tK1 = Ko + z nebo
tKo = Ky + 2z pro néjaké t >0 a z € R?).

Pozn.: Nerovnost iikd, ze funkce \ — V(K)Y? je konkdvni na [0,1], kde
KA = (1 — )\)Ko + )\Kl.

Definice 8.1 Je-li K € C% znacime

K-K T —
So(K) := 5 :{ 2y:az,y6K}

stredovou symetrizaci K.



Diisledek 8.2 V(SoK) > V(K).
Lemma 8.3 diam Sy(K) = diam K.
Symbolem wq := 72 /T(4 + 1) znatime objem jednotkové koule v R%

Diisledek 8.4 (Izodiametrickd nerovnost) Pro K € C¢ plati

VK) <wd<diamK>d.

Rowvnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz K je koule.

Diisledek 8.5 (Izoperimetrickd nerovnost) Pro K € C? plati
d—1

S(K) > dwi V(K)*T.

Rowvnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz K je koule.
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