Zapoctovy test, 4.12.2023

' [log 2|*
F(a ::/ dx
) o Vz

1. Ukazte, ze funkce

je spojitd na intervalu (—1, 00).

2. Vyjadrete nasledujici integral jako ¢iselnou fadu:
1
/ log z log(1 + ) dz.
0

3. Spoctéte Lebesgueovu miru mnoziny

{(z,y,2) : 2 +y* <22, 0 < z < 4}.

Ndpovéda: Muzete pouzit polarni souradnice.



Reseni
1. Funkce f(z,a) = % je zrejme spojita na (0,1) x (—1,00). Uvazujme —1 < p <
g < oo a funkci
@ Hogel® 2 e (0,71,
€Tr) =
g —“O\%W, x € (e 1).
Pro kazde a € [p,q] C (0,00) a z € (0,1) zrejme plati |f(z,a)| < g(x). Protoze

lim g(x) = lim |logx\qx4 =0

lim _9@) = lim |logx|P(1 — :c)% = lim |log(1l —y)|"/y =0,
1 y—0+

z—1— (1 _ ZE)_% z—1—

plati g € £'. Podle Lebesgueovy vety je tedy F spojita na (p,q). Protoze p,q byly
zvolena libovolne, je F' spojita na (—1, c0).

2. Prox € (0,1) mame log(14+z) =7, #m” Oznacme f,(z) = (_17):“:6” log x.
Pomoci per partes spocteme

T

Protoze f,(z) je na (0,1) bud vsude kladna, nebo vsude zaporna, mame

1
Z/]fn ]da:—z £ 1) < 00,

a muzeme tedy v nasledujicim vypoctu zamenit sumu a integral:
1 1 1 (_1)71
logzlo 1+xd:v:/ w(x)dr = / n(r)dr = _—
| ostontt + yae = |73 hwnae = 3 [ oo =3 =y

3. Oznacme danou mnozinu jako A. Podle Fubiniho vety mame

ﬁﬂﬁiﬂ+%2ngx<z<MM@yﬁiﬂ+%2M—@ﬂmw

V polarnich souradnicich dale mame

N(A) = / r(4 —rcost)d(r,t)
r<2 cost

2cost
/ dt/ (4r — r?cost)dr
0

= / (8cos®t — g cos* t)dt

A m\:\

(ME]

=47 — 7

= 3.



Zapoctovy test, 5.12.2023

1. Ukazte, ze funkce
o0 l a
Fl(a) ;:/ [ log 2",
1

T2

je spojita na intervalu (—1, 00).

2. Vyjadrete néasledujici integral jako ¢iselnou radu:

1
/ log x log(1 — z) dz.
0

© 1 _ 6—23: )
———sinxz dx.
0 re*

Ndpovéda: Uvazujte obecnéjsi integral fooo 1—e ™ sinx dz.

xe®

3. Spoctéte




ReSeni

1. Funkce f(x,a) = |10§_2a;|a je zrejme spojita na (1,00) x (—1,00). Uvazujme —1 < p <
g < oo a funkci
<>{— e
“Of—ﬂq, z € (e,00).

Pro kazde a € [p,q] C (0,00) a z € (0,1) zrejme plati | f(z,a)| < g(x). Protoze

. 9(35) Plo 1\ 1 o~

|=

1 q
lim 9@ _ gy 1082
T—00 T3 T—00 \/E

plati g € £'. Podle Lebesgueovy vety je tedy F spojita na (p,q). Protoze p,q byly
zvolena libovolne, je F' spojita na (—1, oo).

2. Pro z € (0,1) mame log(1 — z) = — > | . Oznacme f,(z) = —%-log z. Pomoci
per partes spocteme

e

Protoze f,(z) je na (0,1) vsude kladna, mame

/!fn i =3 o <

a muzeme tedy v nasledujlclm vypoctu zamenit sumu a integral:

/logxlogl—xdx—/an dm—Z/ folw)de =) ﬁ

3. Funkce . o
f(z,a) = Lsinx z € (0,00),a € (—1,3)
rer
je zrejme hladka v obou argumentech. Pro kazde a € ( ,3) plati lim, o+ f(a,z) =

0 a zaroven |f(z,a)] < e ®, x > 2, a existuje tedy mtegral

= /000 f(x,a)dx.

x
Spocteme =L f(x,a) = e~ ™" sinz. Protoze |-L f(z,a)| < e 2 € £, muzeme podle
vety o zamene integralu a derivace psat

F'(a) :/ e~ @t gin pdx
0
=1—(a+ 1)/ e~ @t cos rdx
0

=1—(a+ 1)2/ e~ @t gin pdx
0

=1—(a+1)*F(a).
Odtud s pouzitim F'(0) = 0 snadno dostaneme F'(a) = arctan(a + 1) — 7. Specialne

pro a = 2, dostavame, ze hledany integral je arctan(3) — 7.



