Prednaska 30.11.2020

Véta 11.6 Necht p(X) < o0 a1 < p < q < oo. Pak Li(u) C LP(u) a pro
fur f € L9(1) plati
o f = [ 5T

Dikaz: Je-li f e L9, plati

[ = /ﬂgl 1+ /ﬂ>1 17 <n0+ [ 1117 <,

tedy f € LP. Necht déle fnL—q>fa£>O. Pro § >0 je

/ o fIP = / PR / o fIP < 6P u(X) 570 / o 12,
[ fn—Ff1<0 [fn—Ff]>d

Zvolme 0 > 0 tak malé, aby 0”u(X) < 5. K tomuto 0 pak existuje ng takové,

ze 6P~9 ['| f, — f|9 < § pro vSechna n > ng. Pak je [ |f, — f|? <& pro n > ny,

a tim je fn = f dokézano. O

Priklad: f(z) = 22 le# v L'(0,1), ale nikoliv v L2(0,1). Funkce f(z) = 2~
lezi v L?(1, 00), ale nikoliv v L(1, 00).

12 Radon-Nikodymova véta

Tvrzeni 12.1 Bud (X, A, p) prostor s mirou a f > 0 mévitelnd funkce na X.
Pak predpis
V:A»—)/fdu, Ae A,
A

definuje miru na (X,.A) a pro kazdou mévitelnou funkei g na X plati

/ngZ/g-.fdu,

Dukaz: Ziejmé v() = 0 a v > 0. Ukdzeme c-aditivitu. Jsou-li 4,, € A po
dvou disjunktni, je

V(UAn):/(f‘XUnAn)d,UJ:/Z(f’XAn)dﬂ:Z/A fdu=3"v(A,).

Rovnost [gdv = [ g- fdu plati z definice, pokud g je charakteristickou funkef
méFitelné mnoziny. Standardnim zpusobem platnost rovnosti rozsitime postupné
pro jednoduché méritelné funkce, nezdaporné méfitelné a nakonec pro méritelné,
pro néz integral existuje. (Il

mda-li jedna strana smysl.
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Pozn.: Ziejmé plati: p(A) =0 = v(4)=0, A€ A.

Definice 12.1 Bud'te p, v dvé miry na (X, A). Rekneme, ze mira v je absolutné
spojitd vzhledem k mife y (piSeme v < ), jestlize

WA =0 = v(A) =0, AcA.

Tvrzeni 12.2 Bud'te p, v dvé koneéné miry na (X, A). Pak v < u prdvé tehdy,
kdyz
(Ve >0)(F>0)(VAe A): u(4) <d = v(A) <e.

Ditkaz: Implikace <= je snadno vidét. UkaZeme opa¢nou implikaci. Necht
tedy v < p a predpoklddejme pro spor, ze neplati uvedeny vyrok, tedy ze

(Fe>0)(V0>0)(FA € A): u(A) <d, v(A) > e.

Pro kazdé n € N tedy existuje mnozina A, € A takova, ze p(A4) < 27", ale
v(A) > e. Polozme A := (N, Up—_s 1 An. Pak

u(z‘USu( G An> < i p(An,) <275 k€N,

n=k+1 n=k+1

tedy u(A) = 0. Pfitom ale, podle véty o spojitosti miry (mira v je konecnd)
plati

v(A) = lim v ( | ] An> > liminf pu(Agy1) > € >0,
k—oo k—oo
n=k+1
COZ je spor. 0

Véta 12.3 (Radon-Nikodym) Bud'te p,v dvé o-koneéné miry na (X, A) ta-
kové, Ze v < p. Pak existuje nezdpornd mévitelnd funkce f na X takovd, Ze

V(A):/ fdu, AeA

A

Definice 12.2 Funkci f z predchozi véty nazyvéame (Radon-Nikodymovou) hus-
totou miry v vyhledem k p a piSeme

_dv

f(z) = @(x), z € X.

Tvrzeni 12.4 Bud'te u,v dvé koneéné miry na (X, A) takové, Ze v(A) < u(4),
A € A. Pak existuje méritelnd funkce f na X spliujici 0 < f <1 p-s.v. a

V(A):/Afdy, Ae A
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Diukaz: Oznacme funkciondl
gi= [Pdu-2 [gan ge L)

(Funkcional je dobie definovan, protoze L?(u) C L'(u) C L(v).) Déle ozna¢me
c:=inf{Jg: g € L*(u)}. Plati

Jg> /gzdu— 2/ 9l dp = /(Igl = 1)?dp — p(X) > —p(X),
tedy ¢ > —u(X) > —oo. Bud (f,) C L?(u) posloupnost takovd, ze J f, — c.

Ukéazeme, 7e (f,,) je cauchyovskd v L%(p).
Pro libovolné g, h € L?(p) plati

Jg+Th = [+ mydu-2 [(g+n)an
_2j(#) = - / —(‘(H_Qh)z dy + 2 /(g + h)dy,
sectenim pak dostaneme
1 1
Jg+Th—27 () = 5/(9— h)? dp = 5llg = Bll3.
Z toho plyne, ze

< 2(\7fm+jfn—26)—>0, m,n — oo,

tedy (f,) je cauchyovska v L2(u).
Déle plati [ f2dp — [ f*du (protoze norma je vzdy spojitd), a

‘/fndu—/fdy

protoze f, — fiv L*(p). Plati tedy J f. — f, takze Jf = c.
Bud'te nyni A € A a t € R libovolné. Protoze J f < J(f + txa), plati

s/|fn—f|dus/|fn—f|dwo,

0 < J(f+tXA)—Jf:/((f+fXA)2—f2)du—2/tXAdV
= /f 2ty dp + P u(A) — 2tv(A)

= 2 (/Afd,u—u(A)>+t2u(A).

V poslednim fadku je kvadraticky polynom v ¢, ktery nabyva minima v t = 0,
tedy jeho linearn{ ¢len musi byt roven nule, neboli

I/(A):/Afd,u.
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f je tedy hustotou 3—"1. Zbyva ukazat, ze 0 < f <1 p-s.v. Plati

_ 1\t — _ — _
OS/(f )" dy /{f>1}(f 1) dy /{f>1}fdu /{f>1}1du
= v({f>1}) —p{f>1}) <0,

tedy (f —1)* =0 p-s.v., neboli f <1 p-s.v. Podobné plati
0< [Fdu==[ fdu=-vi{f <o <o,
{f<o0}

tedy f~ =0 p-s.v., coz znamend, ze f > 0 p-s.v.
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