Prednaska 16.11.2020

9 Veéta o substituci

Pfipomenuti: Pro funkei f : (o, 8) = R a diferencovatelnou surjektivn{ mo-
noténnf funkei ¢ : (a,b) = («, 8) plati

b B8
/ Fo(@)|¢! ()| de = / £(v) dy,

mé-li jedna strana smysl jako Newtonuv integral.

Pozn.: Lebesgueova mira \" je transla¢né invariantni (tedy A" (B+z) = A\"*(B)
kdykoliv B € B" a z € R"). To plyne z véty o jednoznaénosti miry, nebot A" a
mira u(B) := A"(B + z), B € B", se shoduji na otevienych kvadrech.

Tvrzeni 9.1 Bud L : R® — R"™ reguldrni linedrni zobrazeni a A € B". Pak
L(A) € B" a plati \"(L(A)) = |det LIA"(A).

Dukaz: Kazdé linedrni zobrazeni mezi kone¢nérozmérnymi prostory je spojité.
Protoze L je reguldrni, existuje (spojité) inverzn{ zobrazeni L™}, a tedy L(A) =
(L=HY=1(A) e B~

Podle znamé véty z linearni algebry lze kazdé regularni linearni zobrazeni
L : R" — R” vyjadfit jako slozeni konetné mnoha “elementarnich” linearnich
zobrazeni jednoho ze tif typu:

(1) L1 (@1, s Tiye ey Ty ooy T) > (T, Ty ooy Ty oo, T) (tedy Ly
prohazuje i-tou a j-tou soufadnici vektoru);

(i) Lo : (z1,...,2pn) = (21,...,Tp_1,%n + bx1) (b € R) (Lo pficte k n-té
soufadnici b-ndsobek prvni souradnice);

(i) Ly : (z1,...,2n) = (1,...,Zp_1,a2z,) (@ # 0) (Ls vyndsobi n-tou
soufadnici nenulovym faktorem a).

Protoze slozené linearni zobrazeni odpovida soucinu piislusnych matic, a deter-
minant souc¢inu je souc¢inem determinantu jednotlivych matic, staci dokazovanou
udentitu ukézat pro piipady L = L1, Lo a Ls.

Miry A"L; a A™ se shoduji na systému otevienych kvadru. Podle véty o
jednozna¢nosti miry se tedy shoduji i na Borelovské o-algebfe, a mame tedy
A (L1(A)) = A" (A) = |det Li|A"(A), A € B™.

Podle Fubiniovy véty plati

VL) = [ A (LaA) s ) ),
I, 1(A)
kde IT,_1 : (z1,...,2n) = (21,...,2p_1). Pro ez mnoziny Ls(A) pak z tvaru

Lo dostavame



a protoze A! je translaéné invariantnf a I1,,_; (La(A)) = I1,,_1(A), méme

A (Ly(A)) = / AL (A(w17<~~;$n—l)) d(x1,. .., xpn_1) = A"(A).
I, 1(A)

Jelikoz | det Lo| = 1, ovéfili jsme tim rovnost pro Ls.

Miry A" a p(A) := |a| A" (L3z(A)) se shodujf na systému otevienych kvadrii,
proto se shoduji podle véty o jednozna¢nosti i na borelovskych mnozinach. Plati
tedy A"(L3(A)) = |a|A"(A) = | det Lg|A™(A). Tim je dukaz ukoncen. O

Dusledek 9.2 (Lebesgueova mira je izometricky invariantni) Je-li S : R" —
R™ izometrie (tzn. ||S(z) = S(y)ll = [z —yl, z,y € R"), pak A"(5(A)) = A"(A),
AeB".

Dikaz: Podle véty z linearni algebry lze kazdou izometrii v R™ zapsat ve tvaru
S:xz— b+ R(x), xe€R",

kde b € R™ (“posunuti”) a R je ortogonaln{ linedrni zobrazeni (tzn. RT R = I).
Protoze |det R| = 1 a A" je translacné invariantni, dostdvdme A"(S(A4)) =
A"(A) z Tvrzeni 9.1. O

Daisledek 9.3 Je-li W C R"™ afinni podprostor dimenze mensi neZ n, plati
A(W) = 0.

Dikaz: Plyne z faktu, ze vhodné izometrické zobrazeni zobrazi W na linearni
podprostor generovany prvnimi £ < n vektory kanonické baze R™. O

Dausledek 9.4 Tvrzeni 9.1 plati i bez predpokladu reqularity zobrazeni L.

Dukaz: Je-li L singuldrni, je L(R™) podprostor dimenze mensi nez n, a zdroven
det L = 0. O

Dausledek 9.5 (Homogenita Lebesgueovy miry)
A (rA) =|r|"\"(A), reR, AeB"

Definice 9.1 Necht U C R" je oteviena a f : U — R™ zobrazeni t¥idy C*. Pak
Jf(x) :=det Df(x) je Jakobidn funkce f v bodé x, x € U.

Definice 9.2 Nechf U C R” je oteviena. Zobrazeni f : U — R™ je difeomorfis-
mus, je-li prosté, t¥idy C* a plati-li 7 f(x) #0, z € U.
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Pozn.: Z véty o inverznim zobrazeni plyne, ze je-li f : U — R"™ difeomorfismus,
je obraz f(U) oteviend mnozina a f~! je tiidy C! na f(U).

Véta 9.6 (Véta o substituci) Bud U C R" oteviend, ¢ : U — R™ difeomor-
fismus a f: (U) — R Lebesgueovsky méritelnd funkce. Pak

/ﬂwmuamm:/ £(y) dy,
U e (U)

ma-li jedna strana smysl.
[BEZ DUKAZU]

Dausledek 9.7 Je-li navic B C o(U) Lebesqueovsky méritelnd mnozina, plati

/ ﬂwmuwmm:/ﬂmw
e=1(B) B

ma-li jedna strana smysl.

Priklad: Zobrazeni ¢ : (r,t) — (rcost,rsint) je difeomorfismus na U =
(0,00) X (—m,m), Tp(r,t) =r a plati \2(R?\ ¢(U)) = 0, proto

)\2(3):/ rd(r,t), Be€B.
Jo=1(B)
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