Prednaska 9.11.2020

Definice 8.2 (Obraz miry) Bud ¢ : (E,£) — (F,F) méfitelné zobrazeni a
w mira na (F, ). Pak mnozinové funkce

pe ' B ulp ' (B), BEF,
je mira na (F, F) a nazyvame ji obrazem miry p pii zobrazeni .
Tvrzeni 8.3 (Symetrie soué¢inové miry) Plati v & p = (p@v)7~ L, kde 7 :

X XY =Y x X je ziména souradnic, tedy 7 : (z,y) — (y,x).

Diikaz: Nejprve ovéifme, 7ze 7 (A ® B) = B ® A. Toto snadno plyne z
Véty 3.1 (ii), nebot 771(0S) = o(771S), kde S znaéi systém vsech méfitelnych
obdélniki v X x Y.

Miry v@pu a (uv)T 1 se shoduji na méfitelnych obdélnicich, tedy se rovnaji
podle predchozi véty. O

Dusledek 8.4 Plati
(0 0)(E) = [ W(E") dvly), Ec AwB.

Dukaz: Plati
(nev)(E) = (o) (r ' (E) :/M((T_lE)y) dv(y) :/N(Ey)dV(y),

vyuzili jsme ptedchoziho tvrzeni a vztahu (1). O

Véta 8.5 (Fubiniova véta) Pro kazZdou funkei f € L*(p ® v) plati:

framon (] ey~ (o)

Dikaz:

1. Je-li f charakteristickou funkci mnoziny ze sou¢inové o-algebry, plyne rov-
nost z (1) a Dusledku 8.4.

2. Pro jednoduchou méftitelnou funkci s = Zle QX E; mame

/sd(u@u) i / ) dp(z)
_ /Zal dp(z)

= [(] stw) dviw) duo).

Z uvedeného vypoctu rovnéz plyne, ze funkce z — [ s(z,y) dv(y) je méfitelnd
pro libovolné y € Y. Druha rovnost se odvodi analogicky.
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3. Bud f > 0 métitelnd a s, /' f jednoduché méfitelné funkce. Pak podle
Leviho véty

/ 5u () di(y) / fay)duly), =€ X.

Protoze integraly na levé strané jsou méfitelnymi funkcemi proménné z,
i integral na pravé strané je méfitelnou funkci v x a opétovnym pouzitim
Leviho véty dostaneme

[ [swwaine [ [ 1) i due).

Podle jiz dokazané césti 2 se integral na levé strané shoduje s

[sudwen) 7 [ saws)

¢imz dostdvame prvni z obou dokazovanych rovnosti (a druhd opét plyne
analogicky).

4. Je-li f = fT—f~ € L*(up®v), ovéiime rovnost snadno pomoci prislusnych
rovnosti pro f* a f~.

O

Priklad: Uvazujme X =Y =7Z, A= B = P(Z), u = v je aritmetickd mira.
Definujme funkci f : Z x Z — R nasledovné:

1 pokud zo = z; > 0nebo zo =21 — 1 < —1,

f(z1,22) =< =1 pokud 29 = 2y <0 mnebo zo = 2 — 1 > —1,
0  jinak.
Plati
//le,zg dp(z1) dp(ze) ZZle,zg
z2 21
ale
//f 21, 22)dp(z2) dp(21) ZZf 21, 22)
z1 22

pritom ovsem f & L*(u @ p).

Pozn.: Prostor se souc¢inovou mirou (X xY, A®B, p®v) nemusi byt dpluy, ani
kdyz prostory (X, A, u) a (Y, B,v) jsou Uplné. Ziplnény prostor se soucinovou
mirou znaéime (X x Y, AQB, p&v).

Disledek 8.6 (Fubiniova véta pro ziplnénou sou¢inovou miru) Bud'te
(X, A, ) a (Y,B,v) dva iplné prostory se o-koneéngmi mérami. Pak pro kaZdou
funkei f € L*(u&v) plati:

1= (] o)~ ()
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Diikaz: Rovnost nejprve dokdzeme pro piipad f = xg, kde E € A%B. Podle
Véty 2.4 existuje F' € A® B takova, ze EAF je nulova, tedy

/fdm®W::w®WXE):(u®VXF)

Podle Fubiniovy véty plati (u ® v)(F) = [v(F,)du(z). Ukdzeme-li, ze

[ e due) = [vir) dute),

dokazeme tim prvni z dvou dokazovanych rovnosti véty pro pfipad f = xg
(druhd rovnost plyne analogicky.) K tomu stacéi ukézat, ze v(E,) = v(Fy) p-s.v.
7 definice nulové mnoziny vime, ze existuje N € A® B takova, ze EAF C N a
(L ®v)(N) = 0. Ze vztahu (1) plyne v(N,) = 0 p-s.v. Déle ziejmeé plati

E,AF, = (EAF), C N,,

tedy také v(E;AFy) =0 p-s.v., a tudiz v(Ey) = v(Fy) p-s.v.

Déle 1ze postupné ukazat platnost rovnosti pro jednoduché méritelné funkce,
nezéporné métitelné funkce a funkee z £* (u®v), stejné jako v ditkazu Véty 8.5.
O

Véta 8.7 (Soucin Lebesgueovych mér) Pro p,q € N plati:
(i) Brte = Br e B,
(i) APTT = AP @ N4,

Dukaz: (i). Kazdy otevieny (p+ ¢)-kvadr je kartézskym soucinem otevieného
p-kvadru a otevieného ¢-kvadru. Necht QF znaéi systém vsech otevienych k-
kvadru. Pak plati

B =g{UxV :UecQP,VeQltCo{AxB: Ac B Be B!} =B B

Pro druhou inkluzi staci ukazat, e A x B € BPT4 kdykoliv A € B a B € BY.
Oznacéme

Dy :={AeB’: AxV e B’ kdykoliv V € Q}.
Ziejmeé QP C D; a snadno lze ukazat, ze Dy je o-algebra. Plati tedy D; = BP.
Dale ozna¢me

Dy :={B € B?: Ax B e B kdykoliv A € BP}.

Plati Q, C D, (protoze Dy = BP) a Dy je opét g-algebra, tudiz Dy = B?. o-
algebra BPT4 tedy obsahuje viechny méfitelné obdélniky v RP x RY, a mus{ tedy
obsahovat i BP ® BY.

(ii). Miry AP*9 a AP @ A9 se shoduji na otevienych kvadrech z QPT4. Systém
QP*4 je uzavien na koneéné pruniky, generuje BPTY a existuje posloupnost
otevienych kvadri @Q;  RPT? koneéné miry, tedy APT? a AP @ A4 se shodujf i
na BP9 podle Véty 7.3. O

V dalsim budeme symbolem £*(R¥) zkracené znacit prostor £*(R*, BE \¥).
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Dusledek 8.8 (Fubiniova véta v RPT?) Pro kazdou funkci f € L*(RPTY)

plati
/fwy (z,y) /(/fwy dy)dx—/(/f(wyy)dw)dy,

kde piseme struéné dx := dX\P(z), dy := d\1(y), d(z,y) := dAPT4(z,y).

Disledek 8.9 Pro mnoZinu A € BP9 plati
NP A) = / N(A,) dz = / NP(AY) dy,
771A 71'2A

kde 71 : (z,y) = x a ma : (x,y) — y jsou projekce.

Dusledek 8.10 Pro funkci f € L*(RPYY) a mnoZinu A € BPTY plati

s = | (s [ (] o)

Piiklad: Pro jednotkovou kouli By = {22 + y? + 22 < 1} v R?® dostdvdme
podle Dusledku 8.9

N(By) = / (1 —2%)dz = %Lﬂ'.

-1
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