Prednaska 2.11.2020

7 Véta o jednoznacnosti miry

Definice 7.1 Rekneme, 7e D C P(X) je Dynkiniiv systém, jestlize
(i) X e D,

(i) DeD = X\DeD,

(i) D, € D, D,, po dvou disjunktni = J,, D,, € D.

Pozn.:

1. Dynkinuv systém je uzavien i na vlastni mnozinové rozdily: Jsou-li A, B €
D, AC B,paki B\ AeD.

2. Kazda o-algebra je ziejmé Dynkinuv systém, ale ne naopak.

Tvrzeni 7.1 (a) Prinik libovolného systému Dynkinovijch systémi je opét
Dynkinuv systém.

(b) Pro kazdy mnozZinovy systém S C P(X) existuje nejmensi Dynkiniv sys-
tém, obsahujici S:

4S = ﬂ{'D C P(X) Dynkiniv syst.,S C D}.

Véta 7.2 Necht je mnozinovy systém S C P(X) uzavien na koneéné priniky.
Pak 0§ = 0S.

Dikaz: Ukézeme, Ze 0S je uzavien na konecéné pruniky. Z toho jiz vyplyne,

ze 0§ je o-algebra, a tedy 0S = o0S8. (Skutecne, neni tézké overit, ze kazdy

Dynkinuv systém, ktery je uzavieny na kone¢né pruniky, jiz je o-algebrou.)
Polozme

D:={De€dS: DNS €S pro kazdou S € S}.

Z predpokladu véty vime, ze S C D. Ukézeme, ze D je Dynkinuv systém. (i)
Ziejmé X € D. (ii) Je-li D e D a S € S, pak

(X\D)nS =S\ (SND) e sS,

tedy X \ D € D. (iii) Jsou-li D,, € D po dvou disjunktni a S € S, pak

(UDn) NS =JDnnS)ess,

tedy U,, Dn € D. D je tedy Dynkinuv systém a musi se tudiz shodovat se 4S.
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Dale polozme
E:={E€déS: END €S pro kazdou D € §S}.

Z dokézané rovnosti D = S plyne S C £. £ je rovnéz Dynkinuv systém (to se
dokéze stejne, jako pro systém D). Plati tedy také £ = S, coz znamend, ze 4S8
je uzavien na konecné pruniky, a dukaz je hotov. O

Véta 7.3 (Véta o jednozna&nosti miry) Necht je mnoZinovy systém S C
P(X) uzavien na koneéné priniky a u,v necht jsou dvé miry na oS takové, Ze
w(S) = v(S) pro kazdou S € S. Necht ddle existuji mnoziny A, € S (n € N)
takové, ze A, /X a u(A,) < oo, n € N. Pak p=v naocS.

Diakaz: (1) Predpoklddejme, nejprve, ze p je koneénd. Mnozina
D:={AcoS: pu(A)=v(A)}
je Dynkintv systém (vlastnost (i) plyne z pu(X) = lim, u(4,) = lim, v(4,,) =
v(X), vlastnosti (ii) a (iii) pak ze (spocetné) aditivity miry). Protoze S C D
podle pfedpokladu, musi byt D = §S. Podle Véty 7.2 je ovsem 4S = 08, a tedy
i a v se shoduji na oS.
(2) Je-li u nekoneénd, polozime

D, ={A€coS: p(AnA,)=v(ANA,}, nelN

Stejné jako v ¢ésti (1) se ovéri, ze D, je Dynkinuv systém obsahujici S, a tedy
D, =08, n € N. Ze spojitosti miry pak pro libovolnou A € ¢S dostaneme

u(A) = li7rln wANA,) = liin v(ANA,) =v(A),
¢imz je dukaz ukoncen. O
Piiklad: Je-li p mira na (R, B) takova, ze u(I) = délka(I) pro kazdy ome-
zeny interval I, pak nutné p = \'.
8 Soucin mér a Fubiniova véta
Mgjme dva prostory (X, A, u), (Y, B,v) se o-koneénymi mérami.

Definice 8.1 Mévitelnym obdélnikem rozumime mnozinu A x B C X x Y, kde
A€ Aa B e B. g-algebru

Ao B:=c{AxB: A€ A, Be B}

nazyvame soucinovou o-algebrou na prostoru X x Y.
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Pro mnozinu F € A® B znacime

E, = {yeY: (z,y) €FE}, zeX,
EY = {zeX:(z,y)€FE}, yeY

fezy mnoziny E.
Tvrzeni 8.1 Necht E € A® B. Pak
1. E, € B pro vsechna x € X,
2. funkce x — v(E,) je méritelnd na (X, A).
Duakaz: 1. Pro libovolné z € X je {F € A® B: E, € B} ziejmé o-algebra
obsahujici vSsechny meéfitelné obdélniky, tedy musi splyvat se soucinovou o-

algebrou.
2. Zvolme pevné libovolnou mnozinu By € B s mirou v(By) < co. Oznaéme

D:={Fec Ax B: z— v(E; N By) je méritelnd}.

Ziejmé D obsahuje vSechny méfitelné obdélniky, a snadno se ovéfi, ze D je Dyn-
kintv systém. D tedy obsahuje d-obal vSech méfitelnych obdélniki, a protoze
méfitelné obdélniky jsou uzaviené na konecéné pruniky, jejich d-obal je totozny
se o-obalem, a tedy D = A ® B. ProtoZe v je o-koneénd, existuji mnoziny
B, € B, v(B,) < o, B, /'Y, n — co. Pak pro libovolnou E € A® B plati
v(E,) = lim, o V(E; N By), a tedy funkce z — v(E,) je méfitelnd (jako limita
meéfitelnych funkei). O

Véta 8.2 (Existence a jednoznacnost sou¢inové miry) FEzxistuje prdvé jed-
na mira p@v na (X xY, A® B) s vlastnosti

(p@v)(Ax B)=pu(A)-v(B), AcA BeB
(klademe 0 - 00 =0).

Dikaz: Pro E € A® B polozme

(19 0)(E) = [ VIE.)dufa). 1)

Nejprve ukézeme, ze u ® v je mira na (X x Y, A® B). Ziejmé (u ® v)(0) = 0.
Jsou-li E,, € A® B po dvou disjunktni, plati

won(JE) = / V(U Bu)) dis(a) = / v(J(En)e) du()

n

/ S U(Ba)e) di(x) = S (5@ v) (Fn)

n
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(vyuzili jsme faktu, ze Tezy disjunktnich mnozin jsou opét disjunktni). Tedy
1 ® v je mira.

Z definice je ziejmé, ze pro méfitelny obdélnik A x B je (u ® v)(A x B) =
H(A)v(B).

Zbyva ukazat jednoznacnost. Pouzijeme Vétu 7.3. Systém vSech méfitelnych
obdélnikt je uzavien na kone¢né pruniky a soucinova mira je na méfitelnych
obdélnicich jednoznacéné urcena. Protoze p a v jsou o-kone¢né miry, existuji
mnoziny A, € A, u(4,) < oo, 4, N X, a B, € B, v(B,) < o0, B, 1Y,
n — oo. Méritelné obdélniky C,, := A, x B, pak spliuji (u ® v)(Cy,) < o0 a
C, 7 X xY, predpoklady Véty 7.3 jsou tedy splnény. O
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