Prednaska 14.12.2020

Pozn.: Kazdou kone¢nou borelovskou miru g na R lze rozlozit na soucet
M= fa T fe + U,
kde pg < A, pg je diskrétni a . neatomicka s vlastnosti pe L A.

Tvrzeni 14.3 Necht distribuéni funkce F konecné miry p md vsude vlastni
derivaci F' =: f. Pak p < X a f = %lf,

Dukaz: Oznatme D :={B € B': u(B) = [, f(z) dz}. Z vlastnosti

b
u((a,b)) = F(b) — Fla) = / f(2) dx

plyne, ze D obsahuje vsechny intervaly typu (a, b]. Protoze systém téchto inter-
valu je uzavien na koneéné pruniky a generuje borelovskou o-algebru, a protoze
D je Dynkiniiv systém, je D = B!, a tedy f je Radon-Nikodymova hustota u
vzhledem k \!'. O

Pozn.:

1. Podminka existence derivace distribuéni funkce vSude neni nutné pro ab-
solutn{ spojitost (vzhledem k \). Napt.

0 =<0
Flz)=<2 0<2<1
1 z>1

je distribuéni funkei absolutné spojité miry u(-) = A(- N (0,1)).

2. Kazda monoténni funkce, a tedy i kazda distribu¢ni funkce, ma derivaci v
A-skoro vsech bodech.

3. Nutnou a postacujici podminkou pro absolutni spojitost u << A je absolutnd
spojitost distribucni funkce F': pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze
provSsechnaneNax <y <--- <z, <y, plati

n

Z(yi —1;) <6 = Z |F(yi) — F(z)] <e.

i=1 i=1

K dukazu slouzi Tvrzeni 12.2 (které plati i bez predpokladu konecnosti re-
ferenéni miry u). Je-li distribuéni funkce F' absolutné spojitd, pak podminka
z Tvrzeni 12.2 je splnéna pro vSechny mnoziny z algebry 4y generované
intervaly typu (a, b], je ale potfeba ukéazat, ze plati pro véechny borelovské
mnoziny.

47



Definice 14.3 (Lebesgue-Stieltjesav integral) Je-li F' distribuéni funkce koneéné
miry u a f € L'(u), piseme

[ t@ar@ = [ 1) duta

Je-li navic a < b, znac¢ime

b
/ S aF@) = | 1))

Véta 14.4 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjesuv integral) Jsou-li F, G dvé
distribuénd funkce a a < b, plati

b
F(b)G(b) — / F(z_)dG(z) + / G(z) dF (z)
kde F(z_) :=lim,_,, F(y).

Dikaz: S vyuzitim Fubiniho véty dostaneme

(F )~ F@)(GO) - Glo)) = /( . dne 200)

//X{””<”}dF )dG(y //X{py}dG ) dF(z)
//ay) y)+/a/a dG(y) dF (z)

b
/ (F(y-) — F(a)) dG(y) + / (G(z) — G(a)) dF(x)

b b
= / F(z-)dG(z) +/ G(z)dF(z) — F(a)(G(b) — G(a)) — G(a)(F(b) — F(a)),
a odecCtenim dostaneme dokazovanou rovnost. ([l

Priklady:
1. Maji-li F'i G derivaci na R, dostaneme z véty 14.4 a tvrzeni 14.3

b b
[FG’]Z:/ F(x)G’(a:)d:E—i—/ F'(2)G(z)dx

coz je klasicky vzorec per partes.

2. Pro Cantorovu funkci F¢ plati symetrie Fo(1—2) = 1—Fo(x), z € (0,1),

z ¢ehoz snadno dostaneme fol Fo(z)dx = % Pouzitim vzorce per partes
pak dostaneme

1= /lech(x) +/01 Feo(z) dx,

tedy fol zdFe(z) = 3.
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