Prednaska 14.12.2020

14 Distribuéni funkce

Definice 14.1 Bud p koneéna borelovskd mira na R. Pak
Fu(@) i= pl(—o0,2]), = €R
je distribuéni funkce miry .
Tvrzeni 14.1 (1) F, je neklesajict,
(2) F(—00) :=limg o Fy(z) =0, F(00) :=lim,_,o Fy(z) < 00,

(3) F, je zprava spojitd.

Dukaz: Tvrzeni snadno plyne z monotonie a spojitosti miry. O

Véta 14.2 Necht funkce F : R — R md vlastnosti (1), (2) a (3). Pak existuje
pravé jedna koneénd borelovskd mira 1 na R takovd, Ze F,, = F.

Ditkaz: Bud Aj algebra generovana intervaly (a,b], (a,00), a € [—o0,00),
b € R. Kazdou mnozinu A € Ay, muzeme vyjadiit jako disjunktni konecné
sjednoceni A = Ule (@i, bi] a definujeme mnozinovou funkei na Ay predpisem

k

A(A) == S (F(bi) - Flay)).

i=1

Snadno lze ovéfit, ze fi je korektné definovand a koneéné aditivni na Ag. Ukdzeme,
7e [i je pramira. K tomu sta¢i ukézat spojitost v prazdné mnoziné. Necht tedy
A, € Ag, A, (0, a bud e > 0 déno. Protoze F' mé koneéné limity v —oco a oo,
existuje M > 0 takové, ze

F(=M) + (F(o0) ~ F(M)) < 5,
a tedy omezené mnoziny B, := A, N (—M, M| € Ay spliuji
€

Vyjédieme B,, ve tvaru disjunktniho sjednoceni B,, := Uf;l (al,b?] (zde al', b} €

R). Protoze F je zprava spojitd, existuje J,, > 0 takové, ze pro mnozinu C,, :=

Ut (a7 + 6, b7] plat
~ €
(B, \ Cp) < il

Mnoziny K, := C; N ---NC, jsou kompaktn{ a spliiuji

=1 i=1
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tedy existuje n, pro néz je K, =0, a tedy i C; N ---NC,, = (). Pak plati

i(Bn) = ﬁ(Bn\éCi>
= ﬂ(_ol(Bn\Cz)>
< 7 (Q(Bi\co)
< 2,}(31-\01-) < Zj; 2; < g

Celkem tedy mame [i(A,) < €, a protoze € bylo zvoleno libovolné malé, dokézali
jsme, 7e fi(A,) \(0. i je tedy koneénd pramira na 4y a podle Hahn-Kolmogo-

rovovy véty existuje pravé jedno rozsifeni na miru p na oAy = B(R). O
Priklady:
0, z<a,. .. .. _ ,. . ,
1. F(z) = je distribué¢ni funkce Diracovy miry d,.
1 z>a,
2. Jsou-li —co < a1 <ag < <ap<ooaty,..., ty >0, pak
0, T <a,

F(&E): t1+--- 4+, me[ai,ai+1),i=1,...7k—1,
t1—|—"'+tk, xZak,

je distribu¢ni funkce miry p =194, + - -+ + tr0q, -
3. Je-li f € LY(\), f >0, pak

F(;v):/_m f@)dt, =zeR,

je distribuéni funkce miry u(B) = [, f(t)dt, B € B(R).
Definice 14.2 Konecna borelovskd miry p na R je
o diskréini, jestlize existuje spocetnd mnozina S C R takovd, ze u(R\S) = 0;
o neatomickd, jestlize u({z}) = 0 pro kazdy = € R.
Cviceni:
1. Je-li p zaroven diskrétni a neatomicka, je nulova.

2. Kazd4 diskrétni mira je tvaru g = Y., ¢;0,, pro néjaké t; > 0 a a; € R,
Zi t; < 00.

3. p je neatomicka <= F je spojita.
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Pfiklad: Cantorova funkce Polozme Cy = [0, 1] a indukef definujme mnoziny
1 2 1
=-Cp_ -+ -C,_ =1,2,...
Cn 3On 1U<3+3Cn l)a n )
(plati Cp D C1 D Cy D ... a (), jsou neprazdné kompaktni). Mnozina

o0
C={)Cn
n=1
se nazyva Cantorovo diskontinuum. Plati:
.« X(C) =0,
e Cislo = € [0,1] patii do C praveé tehdy, kdyz je lze vyjadiit ve trojkovém
rozvoji x = Zj’;l % s pomoci ¢islic z; € {0,2}, 7 =1,2,....

Bud C cC [0,1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci F¢o definujeme
nésledovné. Klademe Fgo(x) = 0 pro ¢ < 0 a Fo(x) = 1 pro z > 1. Déle
z € (0,1) vyjadifme v trojkovém rozvoji

o0

T = Zz—j (xj €{0,1,2}),

Jj=1

ozna¢ime n(x) := inf{j € N: z; = 1} a klademe

) min{z;,1}
FC(.’I]) Z:ZT, .')36(0,1)
j=1

(Je tteba ovérit, ze hodnota Fo(x) je korektné, tedy jednoznacné urcend, i kdyz
2 nema jednozna¢ny rozvoj v trojkové soustaveé!)

Funkce F je spojitd, neklesajici a je distribuc¢ni funkei Cantorovy miry uc,
ktera je neatomicka, ale pritom je singuldrni vzhledem k Lebesgueové mite.

Ukazme nejprve monotonii Fo. Budte 0 < z <y <1, z = Z;’il xj?)_j,
y=>7219;377, anecht z; = y; pro1 <j < joawzj <y Pokudz; =y; =1
pro nékteré j < jo, pak ziejmé Fgo(z) = Fo(y). Necht naopak n(z),n(y) > jo,
a oznaéme q := Zi‘):_ll 279 min{1, z;}. Je-li z;, = 0, a tedy y;, = 1 nebo 2, pak
Fo(z) < g+ Z;ijoﬂ 277 = g4 279 < Fo(y). Pokud zj, = 1 a y;, = 2, pak
Fo(x) = g+ 277 < Fo(y). Tim je ovéfeno, 7e Fo je neklesajici.

Nyni ukédzeme spojitost Fe. Pokud z,y € [0,1] nélezi témuz triadickému
intervalu [k377, (k + 1)377], pak |Fo(y) — Fo(x)] <2779, Plati-li |z — y| < 377
pak z,y patif do téhoz nebo do dvou sousednich triadickych intervalt délky 377,
a tedy |Fo(y) — Fo(z)|] <279+ Tedy F je (stejnomérné) spojita.

Konecné ukizeme, ze uc([0,1] \ C = 0. Mnozinu [0,1] \ C lze zapsat jako
spocetné sjednoceni otevienych triadickych interval, které lze popsat v tria-
dickém rozvoji jako mnozina posloupnosti, které maji (nutné) na daném j-tém
misté jednicku, a predtim pouze nuly a dvojky. Na takovych intervalech je ale
funkce F¢ z definice konstantni, tedy mira F¢ téchto intervalu, i jejich sjedno-
ceni, je nulova.
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Pozn.: Kazdou koneénou borelovskou miru g na R lze rozlozit na soucet

= fa + fe + Hd,

kde o, < A, pg je diskrétni a p. neatomicka s vlastnosti p. L A.
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