Prednaska 7.12.2020

Diikaz Radon-Nikodymovy véty: Nechf nejprve p,v jsou koneéné miry
na (X, A), v < u. Pouzijeme Tvrzen{ 12.4 pro miry v < p + v. Existuje tedy
méfitelnd funkce b, 0 < h < 1, takova, ze

I/(A):/hd(,u—i—l/):/hd,u—i—/hdu, Ac A,
A A A

a tedy

/(1—h)dl/=/hd,u, Ae A
A A

Standardnim postupem snadno odvodime, ze pro kazdou nezapornou meéfitelnou
funkeci g plati

./lg(l —h)dv = /.ghd,u.

Specielné dostaneme
vh=1)= [ hd ) = pth=1) ol =1}
{h=1}

tedy p{h = 1} = 0, a protoze v < u, také v{h = 1} = 0. Plati tedy h < 1
(1 +v)-s.v.
Volbou g := ﬁx A ve vySe uvedené rovnosti dostaneme

V(A):/%d,u, Ac A,

tedy f = ﬁ je hledana hustota g—z.

Jsou-li p, v o-konecné, existuje rozklad X = |J, E; na méfitelné mnoziny s
w(E;) < oo, v(E;) < oo, i € N. Pro konecné restrikce v|E; < p|E; najdeme
hustoty f; na E;, a vyslednou hustotu sestrojime jako

flx) = filx), ze€k;, i=12,....
O
Pozn.: Hustota f = g—; je ur¢ena jednozna¢né modulo ekvivalence ~. (Cviceni)
Definice 12.3 Rekneme, ze dvé miry p, v na témze méfitelném prostoru (X, .A)

jsou vzdjemné singuldrnd (piseme p L v), jestlize existuje mnozina S € A takova,
7e u(S)=0av(X\S)=0.
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Priklady:
1. Je-li x # y, pak pro Diracovy miry plati 6, L d,.
2. Al L 4, pro kazdy = € R.
3. Al Ly, kde p je aritmetickd mira na mnoziné celych éisel.

Véta 12.5 (Rozklad miry na absolutné spojitou a singuldrni ¢ast) Bud'te
w,v dvé o-koneéné miry na témze méritelném prostoru. Pak existuje rozklad

V = Vg + Vs na miry v, vs takovy, Ze v, < poa vy L p. Miry v, a vs jsou
jednoznacéné uréeny.

Pozn.: Mira v, se nazyva absolutné spojitd ¢dst a mira vy singuldrni ¢dst miry
v vzhledem k pu.

Dukaz: Bud f, := d(—;l_%) Radon-Nikodymova hustota. Ozna¢me A := {f,, >
0} a B :={f, = 0}; zfejmé X = AU B je rozklad. Dale polozme

ve() = v(-NA), vs() :=v(-N B).
Ziejmé v = v, + v,. Déle plati vs(A) = 0 a u(B) = 0, tedy vs L p. A pokud

u(E) = 0 pro néjakou méfitelnou mnozinu E, pak

0= u(E) = /E fd(u+v),

tedy f, = 0 v-s.v. na E, coz znamend, v(E N A) = 0 (podle definice A), tedy
vo(E) = 0. Je tedy v, < p.

Ukézeme jesté jednoznacnost rozkladu. Necht v = v/ + v/, je jiny rozklad
takovy, ze v, < p a vl L u. Ukdzeme, 7e

vi(A) =0 =v,(B). (2)
7Z toho pak plyne pro kazdou E € A

Vi(E)=V.(ENB)=v.(ENB)+V,(ENB)=v(ENB) =v,(E),

S

vi(E)=v(ENA) =V (ENA)+V.(ENA) =v(ENA) =rv,E).

Stadi tedy ovéfit (2). Protoze v, L p, existuje métitelnd mnozina S takovd, ze
u(S)=0av(X\S)=0.Pak

0=p(SnA)= | fudlutv)

Protoze f, > 0 na A, musi byt (p+v)(SNA) =0, tedy i v(SNA) =0a
VI(SNA) =0, tudiz v(A) = v.(ANS)+V.(A\ S) = 0. Déle (z definice B) plati
w(B)=0av, < u,tedy iv,(B)=0.Tim je (2) ovéfeno a dukaz ukoncen. [
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13 Véta o rozsiteni miry

Definice 13.1 Nechf X # () a A je algebra podmnozin X. Rekneme, Ze funkce
i A —[0,00] je pramira, jestlize

(i) (@) =0,

(ii) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou disjunktni a takové, ze i | J;=; 4; €

A, plati
(1) - S

Pozn.: [ je zfejmé monotonni.

Priklad: Mmnozinova funkce

. 0, A C N koneé¢n4,
fi(A) == o
00, A C N nekoneéna

je konecéné aditivn{ mnozinova funkce na P(N), kterd nenf o-aditivni.

Véta 13.1 (Hahn-Kolmogorovova véta o rozsifeni miry) Bud [i pramira
na algebte A podmnozin mnoziny X . Pak existuje mira p na o A takovd, Ze i = p
na A. Je-li i o-koneénd, je p jednoznacné urcena.

[Bez duikazu (bude v navazujici piednésce)]

Tvrzeni 13.2 Bud ji : A — [0, 00) konecnd, konecné aditiond funkce na algebre
A spliiugici p(0) = 0. Pak @i je o-aditivnd prdvé tehdy, kdyz

Pozn: Vlastnosti (3) se iika spojitost fi v prazdné mnoziné.

Dikaz: =: Nechf /i je o-aditivni a A; € A, 4; \ 0. Pak A, = ;2 (4; \
A;y1) a mnoziny A; \ A;y1 jsou po dvou disjunktni, tedy

fi(Ar) :Z (A; \ Aiy1) < o0.
Rovnéz plati 4,, = (J;=, (4; \ Ai41), tedy

= Zﬁ(Az‘\AiH) -0, n—oo.
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<=: Nechf nyni plat{ (3), B; € A jsou po dvou disjunktni a A :=J;2, B; €
A. Pro mnoziny A, := A\ (By U---U B,,) plati 4, \, 0, tedy a(4,) — 0. Z
konecné aditivity £ mame

ﬁ@@—ﬂ@%%:MA\AJ:§:MBm

Priklady:

1. Ozna¢me symbolem Ay systém podmnozin R obsahujici préazdnou mnozinu
a vSechna koneénd sjednoceni intervalu typu (a,b] a (a, ), a € [—o0, c0),
b € R. Lze snadno nahlédnout, ze Ay je algebra, a definujme mnozinovou
funkci A na Ay jako soucet délek piislusnych (disjunktnich) intervald.
Lze ukazat, ze A je o-aditivni mnozinova funkce, tedy pramira, a jejim
roziifenim na oAy = B(R) je Lebesgueova mira A!.

2. Na algebte A( z piedchoziho piikladu uvazujme mnozinovou funkei

A=
)= {Zo A+ g

[l je ziejmé pramira, nemd ale jednoznac¢né rozsifeni na oA4y. Jednim
moznym rozsitenim je mira definovand stenym predpisem jako fi (tedy
0 pro prazdnou mnozinu a oo pro vSechny neprizdné mnoziny), jinym
rozsifenim je aritmetickd mira, nebo jeji libovolny kladny nasobek.

Piiklad. Polozme X := {0,1} (posloupnosti 0 — 1) a pro n € N ozna¢me
IT, : X — {0,1}™ projekei do prvnich n soufadnic. Déle ozna¢me

A= J 1 (P{o, 137,
n=1
Systém A tvoii algebru a definujeme na ni mnozinovou funkci pfedpisem: Je-1i

A€ A, pak A =11,1(B) pro ngjaké n € N a B C {0,1}"; klademe

card B

i(A) = T

it je korektné definovana koneéné aditivni mnozinova funkce.
Na mnozin¢é X zavedeme metriku

o0
|z — yil
d(il?,’y) :Z%a xvyEX
i=1
Potiebujeme tyto znalosti z matematické analyzy:
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1. Konvergence posloupnosti v (X,d) je ekvivalentni konvergenci posloup-
nosti vsech soufadnic.

2. (X,d) je kompaktni metricky prostor.
3. Kazdd mnozina A € A je oteviend i uzaviend v (X, d).

Jsou-li A, € A takové, ze A, \, 0, pak z kompaktnosti A,, plyne, Ze exis-
tuje ng takové, ze A, = 0 pro n > ng. Pak ale jisté i(A,) — 0, je tedy
splnéna podminka (3) a tudiz fi je pramira. Podle Hahn-Kolmogorovovy véty
tedy existuje jeji jednoznacéné rozsifeni na miru p na B := oA. Mira u je
pravdépodobnostni mira a ma vyznam rozlozeni pravdépodobnosti pro posloup-
nost nezavislych opakovani pokusu hodu minci.
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